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ETUDE DU RENOUVELLEMENT SUR LE GROUPE AFFINE DE LA DROITE REELLE

Laure ELIE

Université Paris VII

Le groupe affine connexe de la droite réelle est le groupe, que nous
noterons G,, des transformations réelles x + ax+b, oll (a,b) € B “>®. Ce
groupe peut &tre représent? par le produit semi-direct RT* R muni du produit
(a,b)(a',b') = (aa',ab'+b). Le sous-groupe des translations de G, est alors
isomorphe & R et le sous-groupe des homothéties & & *. Nous désignerons par
a et b les projections respectives de G, sur R*™ et R et tout &lément g de
G, sera donc noté (a(g),b(g)). L'ensemble R pourra &tre muni d'une structure
de G,-espace par 1'application qui & (g,x) € G, R associe a(g)x+b(g).

Soit p une mesure de probabilité sur G, que nous supposerons toujours
adaptée. La marche aléatoire droite sur G, de loi y est la chaine de Markov
canonique (Xn)nEN d'e?pace d'états»G1 dont la probabilité de transition est
égale a P(g,.) = €g X M - Comme G, est un groupe non unimodulaire, cette mar-
che est transiente (4) et son noyau potentiel U = néo u*n est une mesure de
Radon. Quant & la suite (a(X ), y, c'est une marche aléatoire sur R™" de
loi a(p), et nous serons amenés 3 distinguer le cas ol cette marche est
transiente de celui ol elle est récurrente.

Comme la marche (Xn)neﬂ est transiente, l'ensemble {eg *U, g8 e Gy}
est vaguement relativement compact et 1'&tude du renouvellement consiste en
la détermination de l'ensemble Iu des valeurs d'adhérence, pour la topologie
de la convergence vague, de l'ensemble {es *U, g ¢ G1} lorsque g tend vers
8§ le point & 1'infini du groupe dans la compactification d'Alexandrov. Si
le cardinal de Iu est égal & 1, auquel cas l'ensemble Iu est réduit 2 la me-
sure nulle (12), la marche de loi y sera dite de type I ; si le cardinal de
Iu est strictement supérieur & 1, cette marche sera dite de type II.

Ce groupe affine G, est particuliérement intéressant car c'est 1'exemple
le plus simple de groupe portant une marche de type II telle que l'ensemble
Iu ait une infinité d4'éléments. De plus, il permettait de prouver que les
résultats obtenus sur les groupes abéliens ne se généralisaient pas, & sa-
voir qu'un groupe LCD abélien porte une marche de type II si et seulement

si i1 est extension d'un sous-groupe comapct par R ou Z.
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A présent, nous savons déterminer les groupes G (LCD) extension de leur
composante connexe par un groupe compact, qui portent des marches de type II

(8), mais les idées fondamentales se trouvent dans 1'étude du groupe affine.

Définition 1

Nous dirons qu'une mesure de problabilité u sur G admet un moment d'ordre B

si et seulement si les fonctions |Log aIB et [Log*lbl] sont p-intégrables.

Cette définition colncide avec la notion de moment introduite par Y. Guivarc'h
dans (11), car la fonction sup{c|Log a| , Logl1+|b|1} est une distance prin-
cipale si le réel c est bien choisi. Nous pouvons remarquer que si py admet
un moment d'ordre B, il en est de méme de la mesure i, image de u par 1'ap-
plication qui & g associe 3-1.

Le but de cet exposé est de prouver le théoréme suivant

- Théoreme 1 :

Soit u une mesure de probabilité étalée sur Gi (c'est & dire telle que la me-
sure de Radon U = ngo u™® ne soit pas étrangére & une mesure de Haar sur G1).
Si Log a n'est pas u-intégrable, la marche aléatoire droite de loi p est de
type I.
Si Log a est u-intégrable, il y a trois possibilités suivant le signe de
a = [ Log-a(g) du(g)
1) @ < 0 ; alors la marche de loi u est de type I.
2) a > 0 ; alors la marche de loi y est de type II si et seulement si
la mesure u admet un moment 4'ordre 1 .
3) a =0 ; alors si y admet un goment d'ordre 2+ , oU € est un nombre

arbitrairement petit, la marche de loi u est de type II.

PERIODES DES MESURES LIMITES

Définition 2 :
Un élément h de G

sera dit période d'une mesure de Radon v si g_ * v =v .

1 h

Proposition 1

Soit u une mesure de probabilité &talée sur Gy Considérons un élément v de

Iu et (gn)neN une suite d'éléments de G, telle que eg % U converge vaguement

vers v .
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Alors, si 1lim a(gn) =.o ou si lim |b(gn)‘ = » , la mesure v admet pour période
n n
tout €lément du sous-groupe des translations de G,.

Dans le cas contraire, il existe un:*sous—suite (g;_‘)n€N de la suitg (gn)nEN
telle que a(gé)‘tende vers 0 dans R et b(gé) vers un élément b de R. Alors

la mesure €(o * v admet pour période tout é&lément du sous-groupe des

9"b)
homothéties de G1.

La démonstration de cette proposition se base sur le lemme technique suivant::

Lemme 1 :
Soit p une mesure de probabilité étalée sur un groupe G(LCD) . De toute suite
nel¥ telle

que pour tout &lément g de G et toute fonction f continue & support compact,

d'éléments de G tendant vers §, on peut extraire une sous-suite (gn)

la suite €g.g * U(f) converge et cette convergence est uniforme pour tout g -

appartenant & un compact de G .
La preuve de ce lemme repose de maniére fondamentale sur l'étalement de U
bien que pour des raisons qui semblent purement techniques. Nous ne la don-

nerons pas ici [ef (8)1 .

Démonstration de la Proposition 1 :

. - - - * ' ”, o
1) On peut extraire de la suite (gn)neN une sous-suite (gn)neN obéissant aux
conclusions du lemme 1 et telle que a(gé) + © (respectivement [b(gﬁ)] + =)
si lim alg ) = = (resp. Iim |b(g )| == ).
Supposons que a(gﬁ) + « lorsque n + ©» , Pour tout y ¢ R, nous avons

(1,y)e} = g, b, ol hn=(1,aé)-),

et lorsque n + « , la suite h converge vers 1'€lément neutre e de G, .
Comme pour tout f e CK[Gﬁl(fonction continug & support compact), la suite

€l g * U(f) converge uniformément pour g appartenant & un compact, la suite
€gl hy * U(f) converge vers v(f). Or, la suite e(1,y)gﬁ * U converge vague-
ment vers €(1 y) * v . Par suite, €(1,y) * v(f) = v(f). D'ol 1l'assertion.
Supposons que Ib(gé)l + o lorsque n + ®» , Pour tout y e R, nous pouvons écrire

si 'b(SL)I est suffisamment grand ,
(1,y)g} = lalgl),blg})+y] = lalg}),blg! )1+ als’m-]]

' ' -1
[T+ 57ary » 03 falg)),bley)1 [(1+ ey 07
vt
kngn kn
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ol la suite k converge vers e lorsque n + ® , Si f e'CKFG1], la fonction
Ur(g) = €g * U(f) est uniformément continue & gauche (c¢f. Ch.5 Prop.2.1 de
. . -1 e N
(12)). De ce fait, les suites Uf(kngékn ) et Uf(gnkn ) ont méme limite et
il résulte encore du lemme 1 que la suite Uf(gék;1) converge vers V(f). La

mesure V admet donc y pour période.

2) Supposons que ni llm a(gn) = o, ni llm ]b(g ) == .
Nous pouvons alors extralre de cette sulte (gn) une sous-suite (gx;)neN
obéissant aux conclusions du lemme 1 et telle que a(gé) tende vers 0 dans

87 et b(g&) converge vers un &lément b de R. Considérons la suite

" =
gn

partient & CK[Gﬁl la suite UfL[(1 b)gn] a méme limite que la suite Ufrg 1.7

(a(gA),O). Par uﬂiforme continuité & gauche de la fonction Uf, si £ ap-

Par suite, EG; * U converge vaguement vers 5(0 -b) * \V , mesure gque nous
noterons v1 . I1 découle du lemme 1 que la suite ? (.) = g;.* u(r). converge
vers une fonction continue bornée ¥ . Cette fonction est de plus pu-harmonique.
- En effet,

f(g"g) + eg"g *u » U(f)

gng) + fo( 'g tlu(dat) .
Lorsque n + ® , le premier terme tend vers W(g) et le deuxiéme vers
[9(gt)u(dt) d'aprés le théordme de Lebesgue .

De plus

Eglg * u(r)

P(g) = 1m Uf(gpg) = 11m ueL(o ,algy)v(g)) g;(a(g),0)]
= 1in urle; (alg), 0)1 =¥[(a(g),0)]

puisque a(g )b(g) tend vers 0 dans R et que Uf est uniformément continue 3
gauche.. Par suite, la fonction w1 définie sur R™* par W1(a) =¥1(a,0)] est
une fonction harmonique bornée sur R'* relativement 3 la mesure a(u) . Elle
est donc constante d'aprés le théorime de Choquet-Deny.
Or, comme le groupe B+* est abélien, nous avons

Usl(x,0) gy1 = Uflx a(g}),0] = Uffg)(x,0)] .
De ce fait, s(x,O) * v1[f] = Y(x,0) = $(0,0) = v1(f) , et par suite, la
mesure E(O,-b) * V admet pour période tout &lément du sous-groupe des trans-

lations de G1 . .

Proposition 2 :

Soit y une mesure de probabilité sur Gyet v un élément de Iu.
Si v admet pour période tout &lément du sous-groupe des translations de Gys

alors v est une mesure de Haar & droite sur G,.
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Si v admet pour période tout &lément du sous-groupe des homothéties de Gys

A

. +%
alors Vv s'écrit m.em ol m, est la mesure de Lebesgue sur R et m une mesure

1
sur R telle que i * m < m (R étant considéré comme un G,-espace).

Démonstration :

Tout élément Vv de I est une mesure de Radon u- exce551ve (c'est & dire telle

que V * 4 < V). En effet, pour tout f € CKFG1, nous avons '
€g, * u(f) = £(gy) + egy, * U * u(e) , (%)

et d'aprds le lemme de Fatou, nous obtenons v * u(f) < v(f).

Si nous supposons de plus que la marche projection Ea.(xn)]nEN sur R de loi

a(py) est transiente, tout élément de Iu est y-invariant. En effet, dans ce

cas, l'ensemble {ss * U * Eg's (8,8')eG1kG1} est vaguementvrelativement com-

pact car, pour tout compact K de G1 ’

1
eg * U *» es,[K, < 8&(3) * a(U) =» ea( ,)_a(K)] < :g§+* x

. Le théoréme de Lebesgue appliqué & (*) permet alors de montrer que Vv * 1 =V .

*» I a(u)*ra(x)l.
n20

Lorsque la marche [a(Xn)]neN sur R+* est récurrente, on peut montrer par
contre que l'ensemble {€_* U = eg,,(g,g')eG1xG1} , n'est pas vaguement re-
lativement compact (ef. (3)).
Supposons que V est un &lément de Iu admettant pour périodes les translations
de G1. Alors, nous avons

Ve, e C(R™) , Ve, e C(R) , Yy e R

vif x£,] = €0,y) ¥ VLExf,] = v[f,X-ryfefl

ol Tyfe désigne la translatée de f, par y .
Par suite, si la fonction £, est fixée, nous obtenons une mesure sur R inva-
riante par translation. En consequence, si m, désigne la mesure de Lebesgue
sur R, il existe pour tout f, ¢ CK[R *1 un rée1 positif k(f ) tel que

v[r1xf2] =+i[f1] m2[f2].
L'application de C,[R" ] dans R qui & f, associe X(f1) est en fait une mesure
de Radon et il est facile de voir que A * a(u) < Alresp. X * a(u) = A si
V*u<v(resp. V+u=v),
Si la marche a(X ) de loi a(u) est transiente, la mesure A est done a(u)-in-
variante. Comme de plus l'ensemble {e * X, xeR" *} est vaguement relative-
ment compact, la mesure A est une mesure de Haar sur 8 (cf. ch.5, Cor.1-k
de (12)). De ce fait, la mesure V est une mesure de Haar & droite sur Gy-
Si la marche a(Xn) est récurrente, nous savons seulement que A est a(l)-exces-

sive ; mais comme la récurrence de a(Xn) entraine que les seules mesures
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a(u)-excessives sont les mesures de Haar sur R+*, il est aisé de conclure.
Supposons que V est un &lément de Iu admettant pour périodes les homothéties
de G1. Alors, nous obtenons
+% . +*
Ve, e C(RT) , ¥r, e C(R) ,Vx e R

v[finzl =V * e(x,o)[f1Xf2] = v[rxf1Xf2]
ol Tt désigne la translatée de £, par x.
En raisonnant comme précédemment, nous en déduisons qu'il existe une mesure

2 +
de Radon m sur R telle que si m, désigne la mesure de Lebesgue sur R *,

1

A

vV=m, ®m.
I1 découle de plus de l'excessivité de v que i *m<m.
En effet, .
’ +*

\if'1 e CL(RT7) , ¥, ¢ Cx(f) X

Vi xe,1 = m, (£ )m(s,) 2 0 *Av[f1><f2.'l
f£,(ax)f,(ay+b) dii(a,b) dm,(x) dm(y) -
m,(£,) [2£,(ay+d) aii(a,b) auly)
m (£,) §i * m(z,) .

Si la marche a(Xn) est transiente, la mesure | * m est en fait &gale & m,

[\ \"

v

et de plus, la mesure m est de masse finie car pour tout compact K de R+*,

m,”® u(K x R] = m_(K) n(R) < sup,, €, * a(U)IK] .

Corollaire 1

Soit U une mesure de probabilité €talée sur G,- Si g tend vers § dans G, de
manidre 3 ce que a(g) ou [b(g)| tende vers 1'infini, alors €g * U converge

vaguement vers la mesure nulle.

Démonstration :

Elle est immédiate & partir des propositions 1 et 2 , si on remarque que pour
tout élément Vv de IU’ 1'ensemble {eg *V, g€ G1} doit &tre vaguement relati-
vement ccmpact, propriété non vérifiée pour une mesure de Haar & droite non
nulle sur un‘groupe non unimodulaire.

I1 va donc s'agir dorénavant d'étudier les valeurs d'adhérence de

{e(x 0) * U,x € R™*} lorsque x tend vers O.
R ,

Proposition 3 :

Soit U une mesure de probabilité &talée sur G,. L'ensemble de mesures
{€(x 0) * U, x € R} admet au plus une valeur d'adhérence vague lorsque x
9

tend vers O dans R+*.
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Démonstration :

Elle est peu différente de la démonstration du théoréme du renouvellement
+%
}

dans le cas abélien car la commutativité du sous-groupe {(x,0),x ¢ R
va intervenir de menidre fondamentale. '
Remerquons tout d'abord que pour tout £ e CplGI,

lim CU£[(x,0)g) - UL (x,0)11 = O (%)
X0 >
ou Xx¥®

uniformément pour g appartenant & un compact de Gy -
En effet, de toute suite de B+* tendant vers 0, nous pouvons extraire une

sous-suite (xn) telle que €,

nEN n,O)g
g € G et nous savons (cf. Proposition 1) que la fonction

* U converge vaguement pour tout

C(g) = 11m Uff(x ,0)g] est u-harmonique constante.
Il en resulte que l1m Ul (x,0)g] - Ufl(x,0)7 = 0.
Lorsque x + «, il decoule du corollaire 1 que lim Uff(x,0)g]l = O pour tout
. g € G. La convergence uniforme de (**) est aloggwassuree par le lemme 1.
Supposons donc que 1'ensemble {e(x,0) * U,x ¢ R* '} ait au moins deux valeurs
d'adhérence lorsque x -+ 0. Il existe alors une fonction f ¢ CE[G1] telle que
la fonction Uf[(x,0)] ait au moins deux valeurs d'adhérence lorsque x + 0.
Soit £ 2 0 la plus petite de ces deux valeurs. Notons K le support de f.
Fixons € > 0 et considérons la suite (x )n N de R+* construite par récurrence
de la fagon suivante :
x, = 1 et pour tout n > 0

Ust (x,001 < £+ 27 e ULt (7 , 0)1 < 277

-n-1 n5t
]Uf[(xn,O)g] - Uf[(xn,O)T{ <2 € pour tout g e iEL(EZ" 0) K

-18

1 c1 -y n-1
|ust (&= ,0)&1 = USE (g ,001] < 277 'e pour tout g e Y (x4,0)K .

La relation («») permet d'assurer l'existence d'une telle suite.

Soit h = £ + T(x ,0 )f +o0ot T( n,°)f , ou T f désigne la translatée 3 gauche
de f par g [T f(g ) = £(gg'), Vg' e G, 1 .

Le support de h est contenu dans Uo(x— ,0)K .

Nous allons majorer Gh, sur le support de h et le principe du maximum nous
donnera une maJoratlon sur G entier.

Soit donec g ¢ U (xl,O)K . Il existe p tel que g « ( ,0)K .

Nous avons 1°) Uf[(x_,0)g] < uf] = sup Ug(g')
P g'eGq

2°) pour i € 1,...,0n-p
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IUf[(xwi,o)gJI < IUfr.(xp+i,o)]l + lUfE(xp+i,o)g1 - Ufr(xp+i,o)1l
B A PR RS

3°) pour i € {1,...,p}
Uf[(xp_ ,0)g1 = Uf[(ili ,0)g']
ol g' (x 0)(x _;:0)g = (xp 0)(xp 0)g
par commutat1v1te du sous-groupe {(x,0),x ¢ R' "} . Par suite

g' e (xp .,0)K ¢ \J (xJ,O)K et nous avons

IUf[(xp_i,O)S 1 = lUfr_(g ,0)1] + IUf[(;’I; ,0)g'l - UfE(}—l; ,0)1]

< 2P Mg 4 2Pl 2 7P
Nous en déduisons que
Uh (g) <llugll + nf + €
et cette inégalité est vraie partout.
En particulier nous avons, pour tout x € g™ .
Ul (x,0)] + Ufl(x,,0)(x,0)7 +...+ UM (x_,0)(x,0)] < ULl + nt + €

et grice 3 la commutativité de {(x,0),x e R'*}, il en découle que

(n+1) 11m ULl (x,0)7 < Uf] + nl + €.
En faisant tendre n vers 1'infini, nous obtenons llm Uflf(x,0)] < & ,

ce qui est contradictoire avec la définition de 2 .

Proposition L :

Soit y une mesure de probabilité étalée sur G, . Si 1l'unique valeur d'adhé-
rence de 1l'ensemble {s(x,o) * U, x € R} est non nulle (ou, ce qui est équi-
valent, si la marche de loi p est de type II), il existe une mesure Positive m g
R telle que y*m =m et c'est de plus la seule mesure & une constante multi-

plicative prés telle que I *msm.

Démonstration :

Comme 1l'unique valeur d'adhérence de {e( * Uyx € R} est du type m";\m,

»0)
ol m est une mesure telle que u *m < m, 11 existe si I # {0} une telle
mesure m non nulle . Soit (S )n N la marche aléatoire gauche de loi u H

alors (b(sn))nEN est la chaine induite sur R de loi 1, c'est 3 dire la chatne
de Markov d'espace d'états R et de probabilité de transition m(x,.) = u * €y
x ¢ R. Nous allons montrer que cette chaine b(Sn) est récurrente Harris sur

un ensemble absorbant m-plein.
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] . .
Soit K un compact de & tel que m(K) soit > 0. Pour tout compact K1 de R *
nous avons,si y € R,

A A A +*
€ K,xK] = xK.XK] € U * € [R "xK] .
SR U S(a) KT = s U ey Ly Dy (1, )

Or, lorsque x + » , U e( .y )EK xK] = €(1/x,-y/x) * UL (X, xK) ! .l
converge vers m, (k, )m(K) Par suite, pour tout compact K, de B~ , nous
obtenons )

m, (K m(K) < T €y (k) (Produit au sens de G1—espace)
et nous en déduisons en falsant croitre K vers R que T * sy(K) est infi-
ni pour tout y ¢ R. La chalne 1ndu1te.b(sn) est donc m-irréductible et ré-
currente Harris sur un ensemble absorbant F m-plein (cf. Ch.3.de (12)). I1
en résulte que la mesure m est {i-invariante et que c'est l'unique mesure (3
une constante multiplicétive prés) portée par F telle que §§ * m < m. Mais,
il découle de plus de la m-irréductibilité de b(s ) que c'est l'unique mesure

portée par R ayant cette proprlete.

Corollaire 2 :

Soit Y une loi de probabilité étalég sur G; . Tout élément de Iu est pinvariant.

Cas ol la marche projection sur R est transiente :

Théoréme 2 :

Soit u une mesure de probabilité étalée sur G telle que la marche sur R
de loi a(u’ soit transiente.

Alors, si y n'admet pas de moment d'ordre 1, la marche droite de loi u sur
G4 .
Supposons que u admette un moment d'ordre 1. Alors, si a est < 0, la marche

est de type I.

de loi u est de type I 3 si a est > 0, la marche de loi u est de type II.
Dans ce cas, il existe une probabilité m sur R unique telle que | * m = m
et l'ensemble des valeurs d'adhérences non nulles de {e_* U, g ¢ G1} est
la famille de mesures distinctes {1/a 8(1’y) * ﬁ;si, ¥ € R} ol m, désigne
la mesure de Lebesgue sur R

Plus précisément, lorsque g tend vers § de manidre & ce que a(g) tende vers
© ou que lb(g)l tende vers », alors eg * U converge vaguement vers 0. Par
contre, si a(g) tend vers O et si b(g) reste fixé en y ¢ R, alors
y)*m?'\m'

€_ * U converge vaguement vers l-s
g a (1,
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Remarque :

La connaissance du renouvellement pour la marche transiente sur R+*
de loi a(M) va nous apporter certains renseignements. En particulier si
Log a n'est pas u-intégrable, ou si Log a est u-intégrable avec a < O,
nous savons (c¢f. Ch.5 Th.3.9 de (12)) que €, * a(U) converge vaguement vers
0 lorsque % + 0. Par suite, eg * U converge vaguement vers O lorsqlue a(g) + 0.
I1 découle alors du corollaire 1 que dans ce cas la marche droite de loi u
est de type I.

I1 va donc s'agir d'étudier le cas ol Log a est u-intégrable avec
a >0 (le cas @ = 0 ne pouvant se produire vu la transience de la marche de
loi a(p) (cf. Ch.3 ex.L.16 de (12)) et de montrer qu'alors l'unique valeur
d'adhérence de 1l'ensemble {e( x,0)- * U, x € R } est non nulle si et seulement
si Log *b est U-intégrable. Il revient en fait, vu que Log a est u (et 1)
intégrable, au méme d'étudier la u—lntegrablllte de Log b .

Lemme 2 :

Soit U une mesure de probabilité sur G1 . Nous supposons que Log a est
u-intégrable et que a = [Log a(g) du(g) est > 0. Il existe une mesure de
probabilité m sur R telle que ﬁ *m=m si et seulement si Log+b est py-inté-

grable et cette mesure de probabilité est alors unigque.

Démonstration :

si (x')neﬂ d8signe la marche aldatoire droite de loi 1 sur G,, alors
1 \ 3 3 2
Xn peut s'écrire Xo Y1...Yn ol les variables (Yn)n€N sont indépendantes et

de loi ﬁ . Par suite

a(XA) = a(Xé) a(YA)...a(Yn)
st (X)) = o(xy) + o2y alXy ) b(Y)
D'aprés la loi des grands nombres, nous obtenons
l%m a(xé’”n - fLog a(g)an(g) _ P, D.s.

et a(X') tend P, p.s. vers 0, puisque a est > 0.

De plus, la série de terme général a(X' 1)b(Y ) est convergente P, p.s.
si et seulement si Log b(g) est {i-intégrable. En effet, on peut vérifier que
1im b(Yn)”n =1 si fLog blg)du(g) < « > p.a.

= + o sinon . ¢
Et de ce fait : '
i?ﬁ'a(xa_1)1/“b(yn)1/n =e®<c 1 si fLog+b(g)dﬁ(g) <0

+ © sinon P, p-S.
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En conséquence la suite b(XI'I) converge P, P.S. vers une variable Z si
et seulement si jIng+b(g)dﬁ(g) < ® , Soit m la loi de Z. Alors, de 1'égalité
b(Xé) =Y, . b(Ya""'Yu) (produit au sens de Gy-espace), nous déduisons que
H*m=m,

Supposons récipz;oquement qu'il existe sur G1 une mesure de probabilité
m' telle que {i * m' = m'. Alors si e CK[R.'I , la fonction f définie pour
tout g € G par £(g) = € * m' (Y ) est {i-harmonique bornée. De ce fait, la
suite

£(x)) = e * w'(P) = [Pla(x))y + b(X})] m'lay]

converge P, p.s. Comme la fonction ‘P est uniformément continue et la mesure
m' bornée, nous déduisons de la convergence de a(Xx'l) vers 0 que ‘P[b(Xx‘l)'l con-
verge Pe p.s. lorsque n + « , Cette convergence ayant liep. pour tout
Ye CK(B), il en résulte que 'b(Xl'l) converge P, P.S. vers une variable Z de
loi m. Par conséquence Log+‘b est J-intégrable et il découle de 1'harmonicit?é
_ de f que ,

f(e) = EL£(X )] = E,LP(2)]
et par suite m'[¥ ] =mf\P] . D'old 1l'unicité.

Démonstration du Théoreme 2 :

Nous savons que lorsque x + O, e(x,o) * U converge vers m?m ol m est
une mesure (éventuellement nulle) telle que §j * m = m. Comme la marche sur
R+* de loi a(y) est transiente, la mesure m est bornée. Il résulte alors du
lemme 2 que si Log a est u-intégrable avec & > 0 et si Log+b ne l'est pas,
il n'existe pas de mesure m non nulle du type ci-dessus et gque par suite la
marche de loi u est de type I.

Supposons maintenant que Log a'et Log+b sont U-intégrables (U a un mo-
ment d'ordre 1) et que & est > 0. Il existe alors une unique probabilité m

sur G1 telle que ﬁ *m=m et e(x o) * U converge lorsque x = 0 vers une me-

sure lnfo\m ol A est un nombre réei positif ou nul & déterminer. Nous pouvons

remarquer que si nous connaissions la limite Pe p.s. lorsque n + ® de

€,y * U ol Xr'1 est la marche de loi ﬁ, nous connaltrions, puisque a(Xz'l) -+ 0

et b(X;l) converge Pg P.s., la valeur de A . En fait, nous allons considérer

sur G, le processus relativisé (2) associg 3 la mesure W-invariante mTQ\m :
Soit r une fonction de référence sur G, (i.e. une fonction continue

strictement positive sur G, et telle que le potentiel Ur soit une fonction

» 3 3 . A . P d . -
continue finie) qui soit @ @m intégrable. Alors il existe sur 1'espace cano-



nique W = C-N des coordonnéeé in , n 2 0 une unique prqbabilité 1%,
telle qﬂ%gi . . _ 3
T LX) € AKXy € AgyennnX € AT = <A, Ty PuLTp P(Iy )3

pour tout entier n 2 0 et tout borélien .1\1,...,A.n de G1 ;3 et nous avons le

théoréme de convergence suivant (cf. Th.12.2 de {2)) : la suite
5,0 s

™
E%:;ET;T converge

NN
dans l'espace des mesures de Radon sur G1 , et telle que R1%m, T P.S. ,
T(r) =

« o . N .
Nous allons choisir une fonction de référence r, m1emr1ntégrable, pour

p.s. vers une variable aléatoire T & valeurs

laquelle nous connaissons le comportement asqggyothue de la fonction poten—
tiel Ur et qui nous permette de déterminer wm1am T . ex1ste sur R une
fonction de référence ry relativement & a(u) telle que m1(r1) = 1 et telle que

sous les hypothéses faites sur y, € * a(U)(r1) converge lorsque x + 0
m,(r,) .
vers —10‘—-1-— =% (cf. Ch.5 Prop.3.3 de (12)).

‘- La fonction r = rea est alors une fonction de référence sur G1 relativement

& u telle que ﬁ’ah(r) =1,

m1®m r p.s., pour tout n,

Vu le choix de r, la variable X 1i est,
le prodult de n variables 1ndependantes de loi u . En effet

m
11_1&!11‘

[X Xo € A1,...,Xn n-1 € An]

=f enlag 1 [1a (e &, e 5

= IG1"' IG rlg g,.--8,11p (847 ... 15l 0 em(dg )u(dg1)...u(dgn)

*«uldg,] ... f1A1(gn_1sn)e *u[dgn]r(g )

IG1"' IG1 r [aoa1...an]1An(a1,b1)...1A1(an,bn)m1[dao]ufda1,db1]..u[dan,d

m1(r1)u(An)...u(A1)

puisque m, est la mesure de Lebesgue sur R+* s et i;1io est donc le produit

de n variables indépendantes de loi u . Par suite

-~ - -~ m .
( % )'+ e & T p.s.

et b(ib Xn) + Z' , variable aléatoire qui a pour loi la probabili-

té m.
A\

Il en résulte que €3 * U converge vaguement 18T p.s. vers A Exo 7 * m10m .

Xn
' 1
Comme exn * U(r) = ea(Xn) * a(U)fr,) converge vers 3 » la variable T

-
mqm,r P 2
vaut, ™ 1’ p.s., %- xo g1 * T, et puisque T(r) = 1 p.s., le réel A vaut a.



-59-~

Nous avons montré que. lorsque g tend vers § de manidre & ce que a(g) tend
vers 0 et b(g) reste fixé en y ¢ R, €g * U converge vaguement vers
! * m,On . Comme m est de masse finie, il est facile de vérifier que

PR CIR o Bl Y
ces mesures €, ¥) *m.ed , y € R sont toutes distinctes.
. ;

Remarque :

I1 est possible en &tudiant le processus relativisé associé & la me-

sure de Haar & droite sur G, de déterminer sous les hypothéses ci-dessus

1
1'ensemble des fonctions j-harmoniques bornées et de retrouver le résultat
de (9), & savoir toute fonction f ji-harmonique bornée sur G, s'écrit

£(g) = fu(g.x) mfdx] ol ¥ efn(R,mz) .

CAS OU LA MARCHE PROJECTION SUR R'* EST RECURRENTE

 Théoréme 3 :

Soit Y une mesure de probabilité étalée sur G, telle que la marche sur
RY™ de loi a(p) soit récurrente.

Si Y admet un moment d'ordre 2+€ , ol € est un réel arbitrairement pe-
tit, la marche de loi u est de type II. Il existe alors une mesure m de mas-
se infinie sur R telle que ﬁ *m=m et telle que 1l'ensemble des valeurs
d'adhérence non nulles de {eg * Uyg € G1} soit la famille de mesures
{€(1,y) * m;ai, yeR} ; m fst, & une constante multiplicative prés, l'uni-
que mesure sur R telle que 4 * m < m.

Les directions oll les valeurs d'adhérence sont non nulles sont identi-

ques & celles obtenues dans le théoréme 2 .

Nous allons donner une idée de la démonstration. Si (Xn)neN est une

nell
currente, alors le temps d'entrée T de a(X,) dans ]1,[ est p.s. fini. Nous

marche droite de loi U telle que la marche projection (a(Xn)) soit ré-

voulons étudier le comportement asymptotique lorsque a(g) + 0 de eg * U et
le lemme suivant va nous prouver qu'il est 1ié & celui de la probabilité de
transition Pplg,.] (sachant que PT(g,A) = Pg[XT €Al si g e Gy et Aestun

borélien de G1).
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Lemme 3 :
Soit (X ) y une marche aléatoire de loi u étalée sur G, telle que la

marche a(X ) sur R W soit récurrente, et T le temps d'entrée dans ]1,x[

n'nelN
de la marche a(Xﬁ). Soit (gn)

lorsque n + « ,

neN une suite d'éléments de G, tendant vers 8
Alors, la suite eSn * U converge vaguement vers O lorsque n + ® si et

seulement si, pour tout h € G1, la suite PT(hgn,.) converge vaguement vers O.

Démonstration du lemme :
Soit £ un élément de C;(G1) dont le support est inclus dans ]1,o[ X R.
D'aprés la propriété de Markov-forte, nmous avons, pour tout g'e G, »

PpUf(g) = Z E[£(Xp, )1=E, [ L £(X)]=u0t(g) .

Nous en déduisons que si/Uf[g ] tend vers 0, alors P,f(g ), qui est inférieur
n ™ ‘& .

ou égal & PTUf(gn)’ tend sussi vers 0 lorsque n + © , Comme pour tout g € Gys

. PT(g,.) a son support dans J]1,o[ X.R, la convergence vague vers 0 de
).

n?*
Nous savons (Corollaire 1) que si g tend vers § de maniére 3 ce que

Chg, * U, ol h est un élément quelconque de Gy » entraine celle de PT(hg

a(g) ne tende pas vers 0,‘alors eg * U converge vaguement vers 0. Par suite
pour tout élément f de C;[G1J et pour tout € € R+*, il existe un compact K8
de G1 tel que

Vy e kg n J1,9of xR, UL(y) <€ .
Si nous supposons comme ci-dessus que f a son support dans 11, X R, nous
obtenons, pour tout g € G1 s

vt(g) = PUE(g) = [1q, orxg(Y) Pole,dr] Uz(y)

se+ f1Ke(y) PT[g,dy] ue(y) . ,

si 1a suite P, (gn,.) converge vaguement vers 0, le deuxiéme terme de 1'iné-
gallte ci-dessus tend vers O et Uf(gn) tend vers 0. Pour tout élément f de
CK[G 1, i1 existe un élément h de G1 telle que la fonction Tyf alt son support
dans J]1,o[ xR (T f(g) = f(hg)) . Alors Uf(gn) est égal & Umhf[h g 1
et si la suite Py (h 1gns.) converge vaguement vers O, Ur(g,) tend vers 0.
D'ol le resultat.

Démonstration du Théoréme 3 :

Considérons si (X’n)neN est la marche de loi p la suite de temps d'arrét

suivante :
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T, = 0,...,T, = inf {n> Tyoq » a(Xn) > a(ka-1)}

I1 découle de la relation T, = T, _,+7,°6, que la suite Xr, est une marche

aléatoire de loi p, = P (e,.) = P (e,.) .
T T

u
*n
Quitte & remplacer u par ngo H—; , ce qui ne change pas le comportement
2

asymptotique de eg * Ui lorsque g + §, nous pouvons supposer que la mesure
p est étalée et adaptée. La marche a(xrk) est transiente par construction,
et de ce fait nous savons que er est de type II si et seulement si pu a un
moment d'ordre 1 (puisqu'alors nécessairement [Log a(g)pu[dg] est > 0).

Si nous remarquons que le temps d'entrée dans ]1,«[ de la marche
a(XTk) pertant d'un élément g tel que a(g) < 1 est T, nous voyons que pour
tout g tel que a(g) < 1, les probabilités d'atteinte PTEg,A] des boréliens
A de ]1,o[ x R sont les'qémes pour les marches de loi u et de loi Py - I1
découle alors du lemme 3 que les comportements asymptotiques des noyaux po- .
tentiels associés & y et pu sont du méme type lorsque é tend vers § de maniére
-8 ce que a(g) + 0. Plus précisément, la marche de loi u est de type II si
et seulement si pu a un moment d'ordre 1.

Dens ce cas alors, il existe d'aprés la Proposition 4 une unique mesure
m (& une constante multipiicative prés) telle que ! * m < m et cette mesure
m est méme invariante.

Si m était de masse finie, il existerait une fonction ¥ ¢ %“(R,me)

telle que la fonction f définie sur Gy par f(g) = * m(P) soit p-harmonique

€
bornée non constante, ce qui est impossible dans legcas présent (cf. (9)).
La mesure m est donc de masse infinie et le comportement asymptotique du
noyau potentiel est alors du méme type que celui obtenu dans le cas ol la
marche de loi a(u) est transiemte.

I1 est alors possible de conclure & l'aide du lemme suivant dont nous

ne donnerons pas la démonstration .

Lemme L :
Soit U une mesure de probablllte sur G1 étalée et telle que la marche de
loi a(p) soit récurrente. Alors si p admet un moment d'ordre 2+€ , pour un

réel € arbitrairement petit, pu admet un moment d'ordre 1 .
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