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ESTIMATION NON PARAMETRIQUE DE LA REGRESSION

PAR LA METHODE DU NOYAU : PROPRIETE DE CONVERGENCE

ASYMPTOTIQUEMEMT NORMALE INDEPENDANTE

Gérard COLLOMB

Université Paul Sabatier, Toulouse

RÉSUMÉ

Soient X un vecteur aléatoire de R, p E N*, et Y une v.a.r.. ,

On considère l’estimateur de la régression de Y en X défini par

où (xi9 i ~ 1, n sont n couples aléatoires indêpendants ayant même
distribution que le couple (X,Y), est une suite réelle strictement
.... 

n N p .

positive de limite nulle et K est un noyau de Rp (si p = 1 et pour K=

; il s’ agi t de 1 a méthode de la fenêtre mobile).

On étudie la loi limite du v.a. de ~m

où x-, i = 1, m, sont m points fixés dans RP et distincts.
J
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1 - Introduction

Soient X un vecteur aléatoire (v.a.) de Y une

v.a.r. et (Xi. Yi), i = 1, n, n couples aléatoires indépendants et ayant
même distribution que le couple (X,Y). L’estimateur non paramétrique de la
régression de Y en X que nous considérons ici est Ç défini par

0 sinon

où (h n)lfst une suite réelle strictement positive de limite nulle et K
est un noyau de if, c’est-à-dire selon Cacouli o s 66 , un e f o nctio n d e H
(R P ), bornée et vérifiant 0, dont nous supposons de plus 

1

Z-oo

i ci , sans restri cti on de général i të, qu’il vérifie JK(Z) dz = 1. Si p = 1

et K = [-0.5,0.5] , il s’agit de la méthode de la fenêtre mobile.

. Dans [Collomb 76 nous avons donné des résultats sur le bi ai s et

la variance (limite, évaluation asymptotique) de l’estimateur x fixé
n

(voir également [Collomb 77a-]) ainsi que sur les propriétés de convergence
uniforme presque sûre ou presque complète et en moyenne uniforme de l’esti-
mateur fonctionnel égal ement [Collomb 77b] ). Nous nous intéres-
sons ici uniquement à la propriété de convergence asymptotiquement normale

indépendante conjointement en’un nombre fini de points~

Dans le paragraphe 2 nous donnons l’énoncé des propositions que nous
avons obtenues à propos de cette propriété (ainsi que la définition de cette

propriété), le paragraphe 3 contient leurs démonstrations et le paragraphe
4 est constitué dé remarques relatives à ces résultats : en particulier nous
les comparons à ceux déjà obtenus par Nadaraya 64 et Schuster 72. Dans le

paragraphe 5 nous donnons quelques exemples d’applications de nos résultats.

~ A propos du problème général de l’estimation non paramétrique de la régression
il nous semble utile de mentionner ici Stone 771 .Cet article récgnt traite de
la consistance d’un autre estimateur de la régression et contient des remarques
et références bibliographiques ( à compléter par certaines de Collomb 77a]) con-
cernant les propriétés de la méthode du noyau.
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2 - Propositions

On désigne par P la loi de probabilité du couple (X, Y) et par Py une

version régulière de la probabilité conditionnelle de Y par rapport à X.

Les propriétés de étudiées en tant que propriétés d’un estimateur

de la (détermination de la ) régression de Y en X définie par

On désigne par v la (détemination de la) variance conditionnelle de Y par
rapport à X définie par

et on suppose à priori que la loi marginale Px du v.a.X admet, par rapport
P 

à la mesure de Lebesgue sur Rp , une densité f.

Afin de mieux situer les résultats que,nous avons obtenus à propos de

la propriété de convergence asympotiquement nortnale indépendante de 

nous donnons d’abord un résultat relatif à la propriété de convergence en

probabilité (x), x fixé.
n

proposition 2-0 
.

Soi t x fixé dans RP. Si

1 la fonction v est bornée sur un voisinage de x
on a  0153" ou "le support de K est borné"

la suite (hn)[N vérifie

( les fonctions ~fet f sont continues au point x, avec f(x) ~ 0
alors on a

On considère maintenant m points x = 1, m  0153 fixés dans RP et
distincts. On s’intéresse aux propriétés du v.a. f~P(~) ~1~1
de Rm. Nous dési gnerons par N 1 a foncti on de réparti ti on de 1 a 1 oi p 1)
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*
et utiliserons les quatre hypothèses definies ci-dessous :

- il existe $&#x3E; 0 pour lequel la fonction

est bornée sur un voisinage des points xI’ 1 = ~1, m et on a
ou "le support de K est borné".

- la suite vérifie 
-

il existe 6 &#x3E; 0 pour lequel la v.a.r. Y vérifie E IY 12+0’  GO
véri f i e 

(Cj pour tout x = xl’ 1 = 1, m,les foncti ons v et f sont conti nues au

point x et vérifient v (x) = 0 , f (x) = 0.

Il existe v~M tel que
- hn)Nvérifie lim n = 0 et K vérifie’ 1 -N 

&#x3E; &#x3E;e 

n ~ - 
n

dérivable à point x = xl,
t = 1, m, si le support de K est borné ; ou

- f (resp. f) possède des dérivées partielles jusqu’à l’ordre 9

(resp-y-1) bornées et on a Jlzl 

(L) ~ est Lipschitzienne d’ordre ~ au point x = sur un voisinage
de x, 1 e support de K est borne et (h ),4vérifie lim - .

e 
n an - n ~~ n 

: 

.

if par ailleurs, dans la présente publication, pour toute fonction u définie

sur RP, nous désignons par 5 u(z) dz ou u l’intégrale de û par
rapport à la mesure de Lebesgue 
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Les divers résultats que nous avons obtenus à propos de la convergence

asymptotiquement normale indépendante conjointement en un nombre fini de points
pour l’estimateur fn sont :

Lemme 2-1

Si (A) ou (B) est vérifiée, ainsi que (C), on a, pour tout t fixé dansirm
.. v

proposition -2-1
Si l’une des trois hypothèses ci-dessous est vérifiée

(AI) 1 la v.a.r. Y est bornée et la suite (h )IN vérifie lim n hP = oola v.a.r. y est bornée et la suite (hn) N vérifie lim n-oo n hpn = oo

f 3 g &#x3E; 0 pour lequel la fonction

est bornée sur un voisinage des points 1, m et on a  oe

(A") -la suite (hn ) N vérifie

(B’) (B) et la fonction rY’1 (dy) est bornée sur

un voisinage des points = 1, m .

et si (C) est également vérifiée, alors, pour tout t fixé dans !R~ , on a.

proposition 2-2
Si (A) ou (B) est vérifiée, ainsi que (C) et (D) (ou (L)), on a, pour tout t

fixé dans !R"B

proposition 2-3 
ns PP parSoit Wn (x) la v.a.r. définie pour tout x fixé dans RP par
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sinon

Si les hypothèses (A), (C) et (D)(ou (L))sont vérifiées,
alors, pour tout t fixé dans mm, on a

3 - Démonstrations

Pour prouver les propositions 2 - 1 -&#x3E; 2-3, on utilise le lemme 2 - 1,
dont la démonstration constitue l’objet principal du présent paragraphe.

On définit d’abord, en 3 .0 , un ensemble de notations simpl i fi catri ces .
On donne ensuite, en 3.1 un théorème général dont les divers corollaires ren-
dent évidente, en 3.2, la proposition 2-0, et permettent d’établir, en 3.3lles
lemmes prël imi nai res à la démonstration, en 3.4, du 1 lemme 2-1.

. En 395 (resp. 3*6) on donne des résultats qui nous permettent d’uti-
liser le lemme 2-1 pour prouver la proposition 2-1 (resp. 2-2). La démonstra-

tion, en 3e7, de la proposition 2-3 utilise seulement les propositions 2-0 et
2-2.

3.0 Notations 
’

On pose pour tout x de eP

et , sous réserve- d2 existence-
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On désigne par B l’ensemble des noyaux à support borné et on

utilise 1 es notations de LalBdau : 0 et 0.

3.1 Théorème fondamental et corollaires

Nous donnons d’abord le théorème fondamental sur lequel repose notre

étude de la méthode du noyau. La démonstration de ce théorème, omise ici, uti-

lise une méthode dûe à Bochner.

Théorème 3-1

Soit k un noyau deRP et u une fonction réelle mesurabl e définie sur
ep.

Pour tout x de Rp et n on pose, sous réserve d’existence

Si u est intégrable ou k 6 )tQ ,alors
T-l lorsque u est bornée sur un voisinage de x-; on a

T-2 lorsque u est continue au point x on a

T-3 lorsque u est continue aux points x et xl 0 x, la suite
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vérifie

Démonstration (

Nous donnons maintenant des corollaires qui nous permettent d’utiliser
ce théorème dans une formulation statistique adaptée à notre problème. On suppose
.a priori q ue f est conti nue au poi nt x, fixé dans 

Corollaire 3-1

Soient a et s fixés dans LR+ Si on a  0153 ou 

et si la fonction z - f est bornée sur un voisinagey
de x , on a 

Corollaire 3-2

On a

et, si If est continue au point x, avec
on a

-- 
Corollaire 3-3 (resp. 3-3’)

~ 

Soient a et b fixés dans §N, a + b = 2. Si les fonctions Y et V
sont continues appoint x (resp. bornées sur un voisinage de x), avec
E y 2  CI) ou 1( C-)i , on a

B

Coroliaire 3-4

Soient a et b fixés dans 1B, a + b 2, et x’ fixé dans x’ ~ x
et égal ement point de conti nui té pour f . Si les fonctions ~ et v sont conti-
nues aux points x et x’ , avec Ey2  0153 ou on a



32-

Démonstrations

On utilise le théorème de Fubini et le théorème 3-1, en notant que la

continuité de tf (resp 1 au point x implique celle de 0(1) = 0
(resp 0(2) ) et en utilisant le fait que si k est un noyau positif alors, pour
tout e &#x3E;0, k e est également un noyau. 

X=x
. corollaire 3-1 : on applique T-1 à k et u : z+ f(z) f 

y

. corollaire 3-2 : on remarque que 7(x)= r 091 (x) 
on applique T2âk=Ketu= f~ (resp u = 0), en tenant compte de

l’hypothèse f K = 1.

. corollaire 3-3 (resp 3-3’) : en appliquant T2 (resp Tl) à k = Ke et

u = 0( a )s a = 0,1,2 et e = 1,2, on obtient

En appl i quant deux foi s 1 a formule du binôme à la partie de l’égalité
dëfi ni ssant -_-_a , b x et en utilisant (*1) resp.* 1’ on achév 3 a dém n tra-définissant n (x) , et en utilisant (* 1) ( resp . * 1’) on achève la démonstra-
tion du corollaire 3-3 ~resp. 3-3’~.

. corollaire 3-4 : i 1 suffit de remarquer que

et de voir que les deux termes de cette somme ont une limite nulle : le second

en-utilisant (* 1) avec a = a et b ete = 1 , le premier en appliquant T3 à
k = K et u = 0 (2) . -

3-2 Démonstration de la proposition 2-0

On a 01 .. ,

Un résultat général bien connu montre alors que pour prouver (2-0)
il suffit de prouver 

1 p

Si nous remarquons que 1 1 hypothèse d’indépendance des couples (Xi, Yi),
i = 1, n permet d’écrire
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et utilisons les corollaires 3-2 et 3-3’, nous voyons que 1 ’hypothèse iim nhP = cc
. 

n*do n

entraîne

qui implique (* 1).

3-3 Résultats préliminaires à la démonstration du lemme 2-1 .
Nous donnons d’abord deux lemmes qui résultent de l’application à une

suite de v.a.r. définie par le noyau K et la suite du théorème (central
limite~ de Liapounov.

lemme 3-1

Soit zn le v.a. dem2m défini par

Si les hypothèses (A) et (C) sont vérifiées, on a

où Z est un v.a. de R2m qui suit la loi N (0,A), la matrice A étant définie
par A = Â .fK2, avec
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Démonstration

Nous prouvons d’abord que la matrice A est définie positive.
Pour tout vecteur b de R2m on a 

avec pour m

qui peut aussi s’ecrire
n r ·
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d’ou il vient , en tenant compte de l’hypothèse (c) 9

(=0 sinon)

Il s’en suit que

La matrice A est donc définie positive, et il en est de même pour la matrice A.

Nous montrons maintenant que pour tout vecteur fixé dans R2m,

Si nous écrivons

avec pour tout i =l,n
m

et remarquons que les v.a.r. Zn,i i=1, n sont indépendantes et centrées , théorème

de Liapounov (cf Loève Théorème 20.1.B, p. 275, en tenant compte de la remarque
relative au lemme 20.1.a, p. 278) montre que pour prouver ( * 1) il suffit de

prouver que 
n

Puisque d autre part les v.a.r. Zn, i . ont même distribution que la v.a.r. - n Z n

un calcul simple montre que pour prouver ( *2) et par conséquent ~~ 1) il suffit

de prouver

L’inégalité de Mi nko"Ns ki permet d’écrire
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d’où il vient, en utilisant des hypothèses relatives aux fonctions

te et f, ainsi que les corollaires 3-1 et 3-2 .

Les hypothèses s&#x3E; 0 et lim n h~ = ~ montrent que pour prouver (* 3) , i 1 suffi t

maintenant de prouver 
n..- 

-

Les hypothèses relatives aux fonctions v, 1 et f et les corollaires 3-3 et 3-4

montrent que 
--

Puisque la matrice A est définie positive et nous avons supposé l= 0, on a
donc (* 3) et par suite (~ 1 ) .

Le résultat (~ 6) permet aussi d’écrire (~ 1) sous la forme

d’où il vient
- 1

Il suffit alors de remarquer que ce résultat a été établi pour un

vecteur X non nul quelconque dansIR 2m et qu’il est trivial lorsque X= 0
pour obtenir finalement (3-1)

Si nous reconsidérons cette démonstration, nous voyons que l’hypothèse
formulée sur la fonction (dy) peut être remplacée par toute autre 

hypothèse impliquant (*3).

lemme 3-2

Dans le lemme 3-1, l’hypothèse (A) peut être remplacée par l’hypothèse (B).

Démonstration -

Si nous supposons seulement ElYl 2+ooo, il est possible d’utiliser pour
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2 = 1, m la majoration grossière

où X est une constante positive bornant le noyau K.

En ce qui concerne les autres termes de Ia partie droite de l’inégalité ( * 4),
il n’y a pas de modification du comportement asymptotique, et l’inëgalïté ( ~ 4)
permet d’obtenir au lieu de ( ~ 5) la majoration asymptotique

Pour prouver (~ 3) il suffit donc de prouver

qui est une conséquence immédiate de l’hypothèse (B) sur 

Nous rappelons maintenant un résultat général bien connu.

lemme 3-3
’ 

Soit C un vecteur aléatoire deJRq, o e dont la fonction de dis-

tribution conjointe est G.

Soit C n n = 1,2,... une suite de vecteurs aléatoires delRq.
Si on a 

.-

alors la fonction de distribution conjointe asymptotique de C n existe, et est

égal e à G.

Démonstration

voir p. 103 proposition (X~~ . Ce résultat est également une application
d’un théorème plus gënéral, dû à Varadarajan ~cf Rao p. 108 proposition (IV) j).

Les trois lemmes ci-dessus nous permettent d’aborder enfin la

3*4 Démonstration du lemme 2-1 
« 

Nous notons d’abord que les lemmes 3-1 et 3-2 montrent que les hypothèses
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du lemme 2-1 permettent d’ uti 1 i ser 1 e résultat 3-1.

Si nous remarquons qu’il existe une fonction ~ définie surit 2m et
à val eurs dans Rm tel 1 e que

nous voyons qu’il est naturel d’utiliser dans cette démonstration un raisonnement

analogue à celui qui permet de prouver le théorème de Mann-Wald dans le cas
multivarié (cf. Rao, proposi tion 6-a-2 (III), p. 322. Le terme multiplicatif Vn
correspond dans ce qui suit à V n hpn). 

Soi C un vecteur de Rm. 

Nous désignons par 9 la fonction réelle définie sur R2m par

avec la convention

Pour tous vecteurs y et ~ de:

et où 6 est une fonction réelle définie surIR2m , conti nue au poi nt 0 et véri -
fiant ~(0) =0.

Soit u le vecteur de R2m défini par 

*

et pour tout n soient U ~ le vecteur al éatoi r e dem2m défini par

et Un le vecteur dem2m défini par

Les hypothèses de continuité des fonctions P et f aux points xk9 k =1, m
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et le corol 1 ai re 3-2 permettent d’écrire

et,en utilisant le fait que f (xi) 0 0, i = 1, m, prouvent l’existence d’un

entier positif no tel que

Pour tout n ~ nos il est donc. possible de remplacer dans la formule

( ~ 3), y par U n et y par U. n, et nous obtenons

l’hypothèse 1 im n hP = dl et la continuité v et f aux points x~, ~= 1, m
n.*4b 

n

impliquent (corollaire 3-3) la convergence en moyenne quadratique vers 0 de Un-Un.
On a donc Un - un 2013~0, d’où il vient, en utilisant la définition de la fonction

n-oo

6 et un résultat général bien connu .

Par ailleurs, en utilisant (* 4),(* 5), et (* 6), nous obtenons

Il suffit alors d’utiliser un autre résultat général (cf. Rao résultat 2.6.4 (X),
p. 102) pour obtenir d’abord

et ensuite, en tenant compte du résultat (3-1)

Si nous désignons par W un vecteur aléatoire normal centré de Rm, dont
la matrice de covariance B ~t diagonale et vérifie
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le résul tat ( K 7) peut s’écrire

Il suffit, pour s’en rendre compte, d’utiliser ( ~ 4), (3-1’) et les égalités
m, qui montrent que

Si nous considérons maintenant la définition ( ~ 1) de la fonction

g (en tenant compte de la convention ( ~- 2)), nous voyons que le résultat ( ~-8)
peut aussi s’écrire

v

Il suffit alors de remarquer que ce résultat est vrai pour tout

vecteur Rm et d’utiliser le lemme 3-3 pour achever la démonstration du
lemme 2-1, en tenant compte du fai t que .

Nous remarquons, à propos du résultat ( * 7) que
- on constate, à postériori, qu’on retrouve le résultat de Mann-Wald [Rao,
proposition 6-a-2 (III) p. 322] lorsqu’on remplace dans ce dernier n par n hPn
- mai s que ri en ne permet à pri ori d’obtenir ( * 7) à parti r du théorème de
Mann-Wald.

3-5 Démonstration de la proposition 2-1
’ 

Il suffit de reparquer que

pour voir que sous les hypothèses de la proposition 2 - 1 on a le résultat de

1 a propos i ti on 2-0.

On utilise ensuite un résultat donné en Collomb 76 proposition 4.1’, p.801
qui montre que si (A), (A’ ~ , ou (B’) est vérifiée on a pour tout x = xlt t =1tm
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et un résultat général bien connu pour obtenir (2-1) à partir de (2-0).

3-fi Démonstration de la proposition 2-2

Pour prouver (2-2) à partir de (2-0) et en tenant compte de l’hypothèse
(D) (h n) ju, ii suffit de prouver que pour tout x = xp, e = 1, m,

veri ti e

Si nous écrivons

et remarquons que , nous obtenons, puisque

lim Cn (x) = 0 de part la continuité de f au point x,

I1 suffit alors de remarquer que

avec

pour voir que ( ~1) est vérifié dès qu’on a

Nous montrons d’abord (~ 3). Si (DI) ou (D2) est vérifiée,on a pour
tout z de RP et n de N* 
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où les fonctions 6 et ex sont bornées sur un voisinage de x lorsque (Dé
est vérifiée (resp. bornées sur Rp tout entier lorsque (02) est vérifiée). En
tenant compte de l’hypothèse (Dl) (resp. (02)) sur K, on obtient

(en général n0&#x3E; 1 si (Dl) est vérifiée)
Il suffit alors de porter ( ~4) dans ( ~ 2) en tenant compte de l’hypothèse (Da)
sur K et de ( ~ 5) pour obtenir ( ~ 3).

Nous montrons maintenant ( ~ 3’). Soit Yle rayon d’une boule de
centre x contenue dans le voisinage de x sur lequel y est lipschizienne au

point x, d’ordre d et de constante c; une constante bornant le support
de K et no un entier tel que Y n ~ "0 on ait Pour tout a

où 9 est une constante positive bornant K. Il suffit de tenir compte de la

continuité de f au point x pour obtenir (~31). ce qui achève la démonstration
de la proposition 2-2. 

’

3-7 Démonstration de la proposition 2 3
Un résultat général bien connu (voir par exemple Rao p. 102, X a )

montre que pour obtenir (2-3) à partir de (2-2) il suffit de prouver que la v.a.r.

vérifie pour tout x ~ 
= 1, m
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Si nous remarquons que la v.a.r. An(x) s’écrit

avec

et ensuite que la proposition 2-0, appliquée au couple X Y (resp 
montre que

(on montre aisément que si les hypothèses de la proposition 2-3 sont vérifiées,
alors les hypothèses de la proposition 2-0 sont vérifiées par les couples (X,Y)
et (x,y2 nous obtenons la convergence en probabilité vers v(x) du numérateur
de A.n(x). Nous avons déjà vu (démonstration de la proposition 2-0) que
f (x) P n-oo f(x), ce qui prouve (*1) et achève la démonstration de la proposi-n rl«bm
tion 2-3.

4 - Remarques ( sur les propositions du paragraphe 2 ) 

’

A propos de l’hypothèse lim n hp = ~ , qui apparai t dans toutes
n.* 00 ’.

les propositions, et notamment la proposition 2-0, nous notons qu’il est possible
de prouver que cette condition est également nécessaire pour la. convergence en

probabilité de f(x) , en ce sens que, elle est impliquée par :

où 0 est l’ensemble des probabilités? vérifiant les hypothèses de la propo-
sition 2-0.

A propos des hypothèses (A) ou (B), dont la formulation est assez

complexe, nous notons qu’elles sont vérifiées dès qu’on a respectivement :
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A propos le l’hypothèse (D), nous notons qu’elle est vérifiée par un

noyau K posi ti f seul ement si on a ~4.
En ce qui concerne les résultats (2-0) - (2-3), nous notons qu’ils

impliquent en particulier que pour deux points x et x2 F x fixés danslRp,
les v.a. d’écart

avec pour x = xl ou x2

n

sont asymptotiquement indépendantes, en ce sens que leur loi limite est une

probabilité produit. Cette propriété est à rapprocher de la non corrélation asymp-
totique établie dans [Collomb 76] (propositions 4-5).

A propos des précédents travaux concernant la loi limite de

1, m , à savoir (1) = [Nadaraya 64 et (2) =[schuster 72], nous notons
d’abord que

- (1) traite seulement le cas m = 1 et est erroné en ce qui concerne la varian-
ce de la loi limite au lieu de v(x) dans la formule 2-0

- { 1 ~ et { Z j trai tent seulement 1 e cas p =1

Pour comparer nos résultats à ceux de (1) et (2) nous supposons p =1. 

Dans { 1 ) , on a seul ement (2-0) avec l’ hypothèse Y borné et lim n h2n=oo" . Le

n-)t GO
lemrne 2-1 montre que l’hypothèse lim n-oo n hn = oo est suffisante.

Dans (2), on obtient (2-0) (resp. 2-2) avec l’hypothèse (B) où 5 = 1

{ res p. et (D) avec y= 2). Le lemme 2-1 { resp. i a propos i ti on 2-Z y montre que
lorsqu’on peut fai re sur 1 e couple (X,Y) des hypothèses pi us restri cti ves, on a
alors le même résultat avec sur la suite des hypothèses moins restricti-
ves.

En outre, dans le cas particulier (usuel d’un point de vue pratique) où le support
de K est borné, les hypothèses sur (X,Y) sont beaucoup moins restrictives.

Par ailleurs, dans (1) et (2) on ne trouve pas de résultats analogues
aux propositions 2-1 et 2-3, ce dernier résultat étant très intéressant d’un

point de vue pratique, comme nous allons le voir ci-après.
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5 - Applications de la proposition 2-3

5.1 Le résultat permet de définir (asymptotiquement) une région de confiance

pour le point 1 dans Rm.
En effet, si .on désigne par Z la v.a.r.

n

on voit que

1 e résultat (2-3) peut s’écrire Z n oo n-oo Z, où Z sui t une loi du ch i d e u x à m

degrés de liberté.

Pour n grand, on peut donc considérer suit cette loi et est donc supé-
ri eure avec une probabilité « à un nombre par les tables.

L’intérieur de l’ellipsoïde.

est donc une région de confiance de sécurité pour le point l!(x J), .2=l,m] .
5.2 On suppose maintenant que les hypothèses de la proposition 2-3 sont
vérifiées pour tout x = x, (m = 1) d’une partie non vide G de R .

La région
est asymptotiquement une région de confiance de sécurité 1 -o( pour la courbe P
point par point, en ce sens que 

~ 

~ &#x26;,

La figure ci-dessous donne la forme de cette région dans le cas p = 1,
G = -[a,b , K continu : T (C) est la zone grisée.
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