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ESTIMATION NON PARAMETRIQUE DE LA REGRESSION
PAR LA METHODE DU NOYAU : PROPRIETE DE CONVERGENCE
ASYMPTOTIQUEMENT NORMALE INDEPENDANTE

Gérard COLLOMB

Université Paul Sabatier, Toulouse

RESUME

Soient X un vecteur aléatoire de lRP;,p eN,, et Y une v.a.r..
On considére 1'estimateur de la régression de Y en X défini par

n X-xi
£ Y, K(—)
. 1 VR
VxeRP g (x) = “ln X_X"i
ify K(Ti:f)

ol (Xi’ Yf)’ i =1, n sont n couples aléatoires indépendants ayant méme

distribution que le couple (X,Y), (hn)N est une suite réelle strictement
positive de lTimite nulle et K est un noyau de RP (sip=1etpourKs=

1(_0_5’0.5) s 11 s'agit de 1a méthode de 1a fenétre mobile).

On étudie 1a loi limite du v.a. de R"
g (x,),j=1,m]
'fn j 9] =4

ol Xj, j =1, m, sont m points fixés dans RP et distincts.



-25-

l - Introduction

Soient X un vecteur aléatoire (v.a.) de RP (PeN_), Y une
v.a.r. et (Xi’ Yi)’ i =1, n, ncouples aléatoires indépendants et ayant
méme distribution que le couple (X,Y). L'estimateur non paramétrique de la
régression de Y en X que nous considérons ici est 4h défini par

n x=X.
L1 Y K(—=t) noox-X;
¥x ¢ RP 'fn(x) = 1 ; ! x?X? si iglk(-ﬁ—lo # 0,0 sinon
T 1 n
21 g )

ol (hn)iFSt une suite réelle strictement positive de limite nulle et K
est un noyau de If, c'est-d-dire selon [pacoullos 6@] » une fonction de L1

(IQP), bornée et vérifiant ;imf,lszK(;) = 0, dont nous supposons de plus
e ]

ici, sans restriction de généralité, qu'il vérifiej’K(Z) dz=1.Sip=1
et K=1 » i1 s'agit de 1a méthode de 1a fenétre mobile.
[-0.5,0.5] 9

Dans [Col]omb 76] nous avons donné des résultats sur le biais et
la variance (limite, évaluatiqn asymptotique) de 1'estimateur ‘f#x), x fixé
(voir &galement [Collomb 77a ] ) ainsi que sur les propriétés de convergence
uniforme presque siire ou presque compléte et en moyenne uniforme de 3'esti-
mateur fonctionnel tfn(voir également [Collomb 77b] ). Nous nous intéres-
sons ici uniquement & la propriété de convergence asymptotiquement normale
indépendante conjointement en un nombre fini de points.

Dans le paragraphe 2 nous donnons 1'énoncé des propositions que nous
avons obtenues & propos de cette propriété (ainsi que la définition de cette
propriété), le paragraphe 3 contient leurs démonstrations et le paragraphe
4 est constitué de remarques relatives & ces résultats : en particulier nous
les comparons & ceux déjad obtenus par Nadaraya 64 et Schuster 72. Dans le
paragraphe 5 nous donnons quelques exemples d'applications de nos résultats.

A propos du prohleme général de 1'estimation non paramétrique de 1a régressicn
i1 nous semble utile de mentionner ici [stone 77] .Cet article récent traite de
la consistance d'un autre estimateur de la régression et contient des remarques
et références bib]iographiques ( @ complater par certaines de [@o]]omb 77§]) con-
cernant les propriétés de la méthode du noyau.
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2 - Propositions

On désigne par P la loi de probabilité du couple (X, Y) et par P’¢ une
version réguliére de la probabilité conditionnelle de Y par rapport a X.
Les propriétés de f, sont &tudiées en tant que propriétés d'un estimateur
de la (détermination de 1a ) régression de Y en X définie par

Pix) =fy Py (dy) ¥ xERP

On désigne par v la (détermination de 1a) variance conditionnelle de Y par
rapport 3@ X définie par

Vi) =f (y - Px))? X (dy) ¥x ¢RP

et on suppose a priori que 1a loi marginale Px du v.a.X admet, par rapport
i la mesure de Lebesgue sur R, une densité f.

Afin de mieux situer les résultats que nous avons obtenus & propos de
la propriété de convergence asympotiquement normale indépendante de q; s
nous donnons d'abord un résultat relatif & la propriété de convergence en
probabilité de q; (x), x fixé.

proposition 2-0
Soit x fixé dans RP . si

1a fonction v est bornée sur un voisinage de x
on a “EY2 < =" ou "le support de K est borné"
la suite (hn) N vérifiep
1im n hn =
N> o«
les fonctions\fet f sont continues au point x, avec f(x) # 0
alors on a

P
‘Pn (x) ey 4 P(x)

On considére maintenant m points Xp = 1, m < = fixés dans RP et
distincts. On s'intéresse aux propriétés du v.a. t[‘f;‘(xz) , &1 ,m]
de R™. Nous désignerons par N la fonction de répartition de la loi‘)4'(o, 1)
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*
et utiliserons les quatre hypothéses definies ci-dessous :
- i1 existe S> 0 pour lequel 1a fonction x- f|y|2+8 X=x (dy)

est bornée sur un voisinage des points x!, =1, m et on a

" IYI ="  ou "le support de K est borné".
(A) - la suite (hn)lN vérifie
Tim n hP =
n-+>o

i1 existe § > 0 pour lequel Ta v.a.r. Y vérifie E |V )2+ _
et la suite (hn)w vérifie

(B)
hp
Tim
N+ o pt /(1+5/ZT
() pour tout x = xx, R =1, m, les fonctions ¥, v et f sont continues au
point x et vérifient v (x) # 0, f (x) # 0.
I1 existe ¥ € N tel que
- (h )vérifie 1im n P + v 0 et K vérifie
N n >
¥ i1, ig,...i% =1, p
S 2525 .23 K(2)dz 5 0
172 A =
(D) VA = 1,7 ‘1
- P (resp.f)est dérivable ordre » r'esp;u- au point x = x
f( f)est dérivable & 1'ordre ¥( 1) t 2
2 =1, m, si le support de K est borné ; ou
- ¥ (resp. f) possdde des dérivées partielles jusqu'a 1'ordre ¥
(resp¥-1)bornées et on a Nzl 2v-l IK(z)l dz < =
(L) Yest Lipschitzienne d'ordre « au point x = Xy » ,0=1,m sur un voisinage
.de x, le support de K est borné et (h )Nvemﬁe 1im nhg"'2 =0.
T :

% par ailleurs, dans la présente publication, pour toute fonction u définie

sur RP, nous désignons par fu(z) dz ou fu 1'intégrale de g par
rapport & 1a mesure de Lebesgue surR .
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Les divers résultats que nous avons obtenus & propos de 1a convergence
asymptotiquement normale indépendante conjointement en un nombre fini de points
pour 1'estimateur ¢ sont :

Lemme 2-1
Si (A) ou (B) est vérifiée, ainsi que (C), on a, pour tout L fixé dans R™

. EYK ('h_') m E
@0 in oA (0 - = B e b ) F "(;“;;?Tﬁ
: o)

proposition 2 - 1
Si 1'une des trois hypothéses ci-dessous est vérifiée

(A') | Ta v.a.r. Y est bornée et la suite (hn) p vérifie 11’m n hﬁ =

. 3 §>0 pour lequel la fonction x +f}y[2*s X=x dy ’s
+

est bornée sur un voisinage des points Xgs P=1,m et ona EfY] < ®

(A") J-1a suite (hn) N vérifie

n hp
9 w>0tq lim --w-—— ( W indépendant de §)

(B') [(B) et 1la fonction x- f vyl p)Y(=x (dy) est bornée sur
lun voisinage des points xz,l =1, m
et si (C) est également vérifiée, alors, pour tout t fixé& dans FR"} s ON a.

2-1) 1im ”PW (e (xp) - £, (x )<t -1, m) ='§11’1 N(V‘\'J——;_l'—_ﬁ_d
' ' F(xg)

proposition 2 - 2
Si (A) ou (B) est vérifigée, ainsi que (C) et (D) fou (L)), on ai pour tout t
fixé dans R",

20 i P(‘!——n n: m(xz Pl )< tph= 1m) < 0 W)
f(xg)

proposition 2 - 3
Soit w (x) la v.a.r. définie pour tout x fixé dans RrP par
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R NORIES |
. i
()= ( g G_n'i)z ii hn

sinon

Si les hypothéses (A), avec S} 2 , (C) et (D)(ou (L))sont vérifiées,
alors, pour tout t fixé dans lRm, on a

(2-3) 1limP Polrg) = P Lty .8=1, m)=i}; N(t,)

n+o \[W 2

3- Démonstrations

Pour prouver les propositions 2 - 1 » 2-.3, on utilise le lemme 2 - 1,
dont la démonstration constitue 1'objet principal du présent paragraphe.

On définit d'abord, en 3 .© , un ensemble de notations simplificatrices.
On donne ensuite, en 3.1 un théoréme général dont les divers corollaires ren-
dent évidente, en 3.2, la proposition 2-0, et permettent d'établir, en 3.3,1es
lemmes préliminaires & la démonstration, en 3.4, Ju lemme 2-1.

En 3¢5 (resp. 3¢6) on donne des résultats qui nous permettent d'uti-
liser 1le lemme 2-1 pour prouver la proposition 2-1 (resp. 2-2). La démonstra-

tion, en 3«7, de la proposition 2-3 utilise seulement les propositions 2-0 et
2-2.

3.0 Notations

On pose pour tout x de RP

- P
K (x,2) = pl K (X=2) ¥ ZER
hI"I n
=L Ny,
¥né N P, (x) = n Ep K, (XsX5)
1 n X
l T

et , sous réserve d'existence
PR @ (P = e+ vi)
Vae N g () - 9D £ix)

P (x) =81 (x) =P(x) f(x)
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- 'En () =€y () EY K (x:X)
fa(x) =Ef (X)6 E K (XsX) )
At 0 = E Y1 (x0x) VaeR*, vser®
v N, P x) = (Y K (x,X) = B, (x))a(Kn(x,X) -7, (x)\)b
¥a & 2P (x) =E VKD (x, X).
¥b N ;:na,b(x,x');e(va Ka' (x,%) - rf\’l(x_j/)(fi’— ( (x5X) - rg,l(x.)}ﬁx.ﬂp_

On désigne par )(B 1'ensemble des noyaux & support borné et on
utilise les notations de Landau : o et O. ‘

3.1 Théoréme fondamental et corollaires

Nous donnons d'abord le théoréme fondamental sur lequel repose notre
étude de la méthode du noyau. La démonstration de ce théoréme, omise ici, uti-
lise une méthode dile & Bochner.

Théoréme 3-1
Soit k un noyau de RP et u une fonction réelle mesurable définie sur

Pour tout x de®RP et n de N, on pose, sous réserve d'existence

un(x) = ﬁ(z) h-%- k( ’5'-1;-5) dz

. 'n .. 'n
Si u est intégrable ou k € )(B , alors
T-1 Torsque u est bornée sur un voisinage de x; on a

u (x) = 0(1)
T-2 Torsque u est continue au point x on a

1im un(x) =u (x) srk (z) dz

N > o

T-3 Torsque u est continue aux points x et x' # x, la suite
ﬁn (x,x")y définie par
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n hn

U, (') =-h;— {u(z) k(:'z) k("' ’J—) iz VnéEN
n .

vérifie
Tim U (x,x') =0
n*e

Bémonstration cf [Coﬂomb 76 p. 20 - 27]

Nous donnons maintenant des corollaires qui nous permettent d'utiliser
ce théoréme dans une formulation statistique adaptée & notre probléme. On suppose
4 priori que f est continue au point x, fixe dans RP.

Corollaire 3-1

Soient , et g fixés dansR* . SionaE)Y| ¢ .. oukENX ’
et si la fonction 2z > ;oayl® p§ =2 (dy) ‘est bornée sur un vo%sinage
de x, on a '

hP (B =1 %8 (x) = 0(1)

Corollaire 3-2
On a

Tim Tn (x) = f(x)
n-—+>owo
et, si P est continue au point x, avec EJY] < =ou K € ){B s
on a _
Tim @ (x) = 0 (x)
n -+
Corollaire 3-3 (resp. 3-3')
Soiént a et b fixés dansN, a + b = 2. Si les fonctions \? etv
sont continues auy-point x (resp. bornées sur un voisinage de x), avec
Ey2<~ou KEj% , ona

:‘iihﬁ Fz’b (x)=p@) s kK& ( ‘resp. hP Fna’b (x) = 0(1))
Corollaire 3-4
Soient a et b fixés dansWN, a + b <€ 2, et x' fixé dans !Rp, X' # Xy
et également point de continuité pour f. Si les fonctions P et v sont conti-
nues aux points x et x', avec Y < « ou KeXB , on a
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= a,b
11£th ™ (xs x') =
n

Démonstrations

On utilise le théoréme de Fubini et le théoréme 3-1, en notant que la
continuité de ¢ (resp % etv) au point x 1mp11que celle de ﬂ(l) =0
(resp Q(z)) et en utilisant le fait que si k ‘est un noyau positif alors, pour
tout g 50, k B est également un noyau.
. corollaire 3-1 : on applique T-1 & k = etu: z» f(z) lyl“p$=x(dz)

. corollaire 3-2 : on remarque que T(x)= r (x) (resp ﬁ‘x) r (x)}et
on applique T2 a k =Ketu= f" (resp u=9), en tenant compte de
1'hypothése r K = 1.
. corollaire 3-3 (resp 3-3') : en appliquant T2 (resp T1) a k = K& et
u=pla)l a=0,1,2et g =1,2, on obtient

(% 1) Tim hp(? li;a' (x) = (a) (x) s kP
(resp (% 1") :::hp B rn' (x) = 0(1))

En appliquant deux fois la formule du binfme & la part%gggzt?{égaIité
définissant Fﬁ’b (x), et en utilisant (% 1) (resp.»% 1') on achéve la démonstra-
tion du corollaire 3-3 (resp. 3-3').

. corollaire 3-4 : i1 suffit de remarquer que

p =a,b P ( a+b P sl b,1
hn fn (x) = hn ELY Kn(x,X) Kn(x',Xz) hn n (x) ™ (x)

et de voir que les deux termes de cette somme ont une limite nulle : le second
en utilisant (% 1) avec « =a et b etg =1 , le premier en appliquant T3 &
k=Ketu=29 (2)

3-2 Démonstration de la proposition 2-0

On a
Pn (x)
P (x) = —— si f (x) #0, 0 sinon
fn (x)

Un résultat général bien connu montre alors que pour prouver (2-0)

il suffit de prouver p

B, (x)——30 (x)
. n-«

(% 1) p

f(x) — f(x)
n-»e©

Si nous remarquons que'1'hypothése d'indépendance des couples (Xi, Yi),
= 1, n permet d'écrire
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£ . 2 _ 1_290 "2
(0 (0 -8 DT =2 (0 ¢ (B (x) - 8 ()

2 ,_0.2 .
Efy () -f ) =37, 0+ (T o6 (x)

et utilisons les corollaires 3-2 et 3-3', nous voyons que 1'hypothése 1im nhP =eo
‘ nae

entraine
B (x) Bl p (x)
| O

f, (x) ':'E" f (x)

~»00

qui implique (x* 1).

3-3 Résultats préliminaires & la démonstration du lemme 2-1
Nous donnons d'abord deux lemmes qui résultent de 1'application a une
suite de v.a.r. définie par le noyau K et la suite (hn)(N du théoréme (central
limite) de Liapounov.

lemme 3-1
Soit Zn le v.a. de mZm défini par

".zn = [{(ﬂn(xz) - Wn(xz)),z = 1,m} . {(fn(x’) - Ty (xp) » RB= 1,m}]

Si les hypothéses (A) et (C) sont vérifides, on a
— t
(3-1) en Bz -—‘é;:;-» AZ  ¥AE R

ol Z est un v.a. de lem qui suit la Toi Af (0,A), la matrice A étant définie
par A= R .fKZ, avec

A = (2) )

Ajy = P77 (x5)

mei, mi = T (%) > i=1,m
A, mei = Anwi,i =0 (x5) J
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i.e.
1 2
- A m, ml 2m _
(2)
P (x) 1
0
0 (2)
') (xm) m
A=
g (xl) f (xl) | m+1
0 0
0 | 0
_— B (x5) | f(x,) 12m
Démonstration
Nous prouvons d'abord que 1a matrice A est définie positive.
Pour tout vecteur b delem on a
: ¢ ;f?
bAbs= B
=1 ']
avec pour tout .Q=zi » M
B =b2 A + b2 A +2b b, A
Q0 Q&g tamL4m,Bm 9 Q+m ", 0+m

qui peut aussi s'ecrire
(2) .2 : "2
Bp= f(x) | P (xp byt 2P(xp) by bpp + by,
On a S )

Bp = Flxp) [( Px,) by + bom)® + v(x,) b7 ]
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d'ou i1 vient , en tenant compte de 1'hypothése (C) ,

Yt=1,m Bp0 si |bg|+ |Ppyl #0 (=0 sinon)
IT s'en suit que

m R
Yoer™  hi0 thab s0
La matrice A est donc définie positive, et i1 en est de méme pour 1a matrice A.

Nous montrons maintenant que pour tout vecteur )\ fixé dans ]RZm
\A#0, 1a v.a.r. t)\Z vérifie

z\Zn £
1 0,1
(*1) e(t\Zn) now X ©.1)

Si nous écrivons n
-e—" ~
A Zy = z Zn,i
’ - i=1

avec pbur tout i =1;n

7,,, P =1 E\?(Y iKn(Xpy%y) - En(xe))+kz+m (K"(xe’xi) ~ o (Xe))]
n P

et remarquons que les v.a.r. ’fn,i j=1,n sont indépendantes et centrées , thaoreme
de Liapounov (cf Loéve Théoréme 20.1.B, p. 275, en tenant compte de la remarque
relative au lemme 20.1.a, p. 278) montre que pour prouver ( % 1) il suffit de
prouver que

.£ El%} |2+5

( % 2) 1im izl =0
2+ 6
neo (XD
Puisque d'autre part les v.a.r. 2; ; ont méme distribution que la v.a.r. % En
avec
-~
z=ZJ

N oo b (YK(xe,X) [ (x )+2: \“H_Q(K(XQ’X) 'F (x))

un .ca1cu1 simple montre que pour prouver ( %2) et par conséquent (% 1) il suffit

§
de prouver (n hp)1+2 -1+ 8) ¢ ‘y | 2+ 6
( %3) lim i =0
N<=yeo (hp E Z )1+S/Z
n

L'inégalité de Minkows ki permet d'écrire

w248 2+6,2+6 ' 0,245\ -
Con (01T )7 o‘m;l[ [(/’ () =, ("2”}‘,%2' [Q’n"‘e)” 17
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d'od i1 vient, en utilisant des hypothéses relatives aux fonctions fly‘2+s P)Y(=x(dy),
¢ et f, ainsi que les corollaires 3-1 et 3-2

[ % 5) n-—(1+ 6) E- 'anz +8 0(____)1 + 8

Les hypothéses >0 et 1im n hg =00 montrent que pour prouver (# 3), il suffit
maintenant de prouver -y
. P 14
1im hn E Zn >0
N>

Ona '
E i'rZ‘ = g [3—2 O(XQ) + %2 -r-_-n (Xz) + 2 1 m+£ r (X‘Q’)]

m m -1 1 =0 = 0
+ 2 ' [A )‘J L (xi,xj) + )‘mﬂ' )‘m+j rn (X 2X; )+ ZX r (xi,xj)
i

Les hypothéses relatives aux fonctions v, f et f et les corollaires 3-3 et 3-4
montrent que

. R 74
(% 6) Tim hn E Zn
N> o»

=txan

Puisque 1a matrice A est définie positive et nous avons supposé M # 0, on a By A#0
donc (*3) et par suite (%*1).
Le résultat (% 6) permet aussi d'&crire (*1) sous la forme

\/ nhg t) Z n

4 »x
t AN n>&e
d'od i1 vient
p t 8 t
n hy M, Toa M

I1 suffit alors de remarquer que ce résultat a &té &tabli pour un
vecteur X\ non nul quelconque dans IRzm et qu'il est trivial lorsque =0
pour obtenir finalement (3-1)

Si nous reconsidérons cette démonstration, nous voyons que 1'hypothése
formulée sur la fonction { |y|2+6 PX'x (dy) peut étre remplacée par toute autre -
hypothése impliquant (> 3).

lemme 3-2
Dans le lemme 3-1, 1'hypothése (A) peut étre remplacée par 1'hypothése (B).

Démonstration

Si nous supposons seulementg|y |2+ S( », il eskpossible d'utiliser pour
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2+§,2+§
P (%) - 2 =1, m la majoration grossiére
§ 72+6
2+5,2+ {0 kell? ]
J S P (WP 555 £=1,m
n

ol K est une constante positive bornant le noyau K.

En ce qui concerne les autres termes de la partie droite de 1'inégalité ( »4),
il n'y a pas de modification du comportement asymptotique, et 1'inégalité ( % 4)
permet d'obtenir au lieu de (% 5) 1a majoration asymptotique

nm(1+ 8) E‘§~n2+$___ (.._..1.1+so(.1..)

p’ P
n hn i hn
Pour prouver (* 3) i1 suffit donc de prouver
s
Tim ( 1 ).z (-El,— = 0
nee n hP hn

qui est une conséquence immédiate de 1'hypothése (B) sur (hn)‘IN .

Nous rappelons maintenant un résultat général bien connu.

lemme 3-3 ,
Soit C un vecteur aléatoire demq, 0<q< » dont la fonction de dis-
tribution conjointe est G.
Soit Crl n=1,2,... une suite de vecteurs aléatoires de ]Rq.
Si on a
£

———>t>.C

vaeR i, 33

alors la fonction de distribution conjointe asymptotique de Cn existe et est

égale a G.
Démonstration

voir [Rao, p. 103 proposition (X)] . Ce résultat est également une apph’catio-n
d'un théoréme plus général, did & Varadarajan (cf [Rao p. 108 proposition (IV)_,).

Les trois lemmes ci-dessus nous permettent d'aborder enfin la

3¢4 Démonstration du lemme 2-1
Nous notons d'abord que les lemmes 3-1 et 3-2 montrent que les hypothéses
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du lemme 2-1 permettent d'utiliser le résultat 3-1.
Si nous remarquons qu'il existe une fonction z', définie surmzm et
i valeurs dansR" telle que

t [\fn(xi)s 2=1:m] =? (t [gn'(xg): L= 1’m H fn(Xz), 2= l,mJ)

nous voyons qu'il est naturel d'utiliser dans cette démonstration un raisonnement
analogue d celui qui permet de prouver le théoré&me de Mann-Wald dans le cas
multivarié (cf. Rao, proposition 6-a-2 (III), p. 322. Le terme mu]tip]icatifV‘F
correspond dans_ ce qui suit a Vn hpn ).

Soit £ un vecteur de R,
Nous désignons par g la fonction réelle définie sur IRZ"' par

. » m Yk
(*1) vyeR™ gy)= 3> £ ——
: k=1 Ym+k
avec la convention
(% 2) v xeR %= 0
Pour tous vecteurs y ety de IRzm, ym+k #0, k = l,m, on a

(%3) 9) -9 = ¢ D[y -T]+ |- € -)
u . : . 'y'k
L 4)tgl(y) =[{(‘ck—-§—l_—_) ’ k = 1’ m } ] {(-‘ck -_T—-) H) k = 1: m}]

m+k Ym+k

0
(

et oi & est une fonction réelle définie sur RZ™

fiant €(0) = 0.

» continue au point 0 et véri-

Soit u le vecteur de IR2m défini par |
t = = -
u -[{w (xk)! k = 1$m } ’ {f(xk) s k = 1, m}]

]R2m

et pour tout n de N, soient Uy le vecteur aléatoire de défini par

by =[{¢n('xk), k=1m} ,{fn(xk) , k= 1,m}]

IRZm

et Un le vecteur de défini par

Un= E Un

Les hypothéses de continuité des fonctions ¥ et f aux points Xy s k =1, m
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et Te corollaire 3-2 permettent d'écrire

(% 5) lim U =U

N—=>»
et,en utilisant 1le fait que f (xi) # 0, i = 1, m, prouvent 1'existence d'un
entier positif Ny tel que

(% 6) ¥Yn=n, Uh’ mk #0 Yk=1.m
Pour tout n > no; il est donc possible de remplacer dans la formule

(*3)syparU ety par T o ous obtenons

P
ot lawy - 9@y] - Few VA 2] e,
avec
Ry =o' @) - '] [ Nl e T
L'egalite E(U_ - Ty2= 1 s [’FZ’O.(x )+ 7 002 (x )] .
. \“n n n %ES. n 2 n b/

1'hypothése 1im n hz = o et 1a continuité de ¢, v et faux points Xps 2=1,m
impliquent (2;::11aire 3-3) la convergence en moyenne quadratique vers 0 de Un'Uﬁ.
On a donc Un - Uh -—Ef:?’ d'od i1 vient, en utilisant la définition de 1a fonction
€ et un résultat général bien connu
P 0

€l =) T

Par ailleurs, en utilisant (= 4), ( % 5), et ( % 6), nous obtenons
¢'(M) -g" (V) — 0
n->&

IT suffit alors d'utiliser un autre résultat général (cf. Rao résultat 2.6.4 (X),
p. 102) pour obtenir d'abord

P
Rn I'l-)ao= 0

et ensuite, en tenant compte du résultat (3-1)
.' 5 | .
e ) Vol s Wy _ gy | 258 ) 2
naco

Si nous désignons par W un vecteur aléatoire normal centré de Rm, dont
1a matrice de covariance B et diagonale et vérifie
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V(XP)

rdiag B = , 2=1,m

f(Xz)

le résultat ( » 7) peut s'écrire

(e 8) VAo [swy) - o] EsFe

I1 suffit, pour s'en rendre compte, d'utiliser ( » 4), (3-1' ) et les égalités
V(XB) =92 2x?) '(P(XE)Z = 1, m, qui montrent que

tg'(U) Ag'(V) = KBE .
Si nous considérons maintenant la définition ( * 1) de 1a fonction
g (en tenant compte de 1a convention ( # 2)), nous voyons que le résultat ( »8)
peut aussi s'écrire

m 7 (xp) m
= ViRl - 2 2.3y

f(x)  "7¥ésl

_I1 suffit alors de remarquer que ce résultat est vrai pour tout
vecteur £ de R™ et d'utiliser le lemme 3-3 pour achever la démonstration du
lemme 2-1, en tenant compte du fait que

X X
EYK(p) By (xg)

X X
£ K(—f—) 7, (xg)

Nous remarquons, @ propos du résultat ( = 7) que
- on constate, & postériori, qu'on retrouve le résultat de Mann-Wald [:Rao,
proposition 6-a-2 (III) p. 322] lorsqu'on remplace dans ce dernier n par n hg

,V5= 1, m.

- mais que rien ne permet & priori d'obtenir (> 7) & partir du théoréme de
Mann-Wald.

3-5 Démonstration de la proposition 2-1
I1 suffit de reparquer que

(A')= (A), (A")=> (A) et (B') = (B)
pour voir que sous les hypoth&ses de la proposition 2 - 1 on a le résultat de .
la proposition 2-0.
On utilise ensuite un résultat donné en [po]]omb 76 proposition 4.1', p.80]
qui montre que si (A), (A"), ou (B') est vérifiéeon a pour tout x = Xps ?=1,m
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Eyk (2=%) Bn (x)
( hn =) =ef 0+ o (—L)
E K (-5-:L3£-) T} (x) n hy
h
n

et un résultat général bien connu pour obtenir (2-1) & partir de (2-0).

3-6 Démonstration de la proposition 2-2

Pour prouver (2-2) & partir de (2-0) et en tenant compte de 1'hypothése

(D) (resp(L)) sur (hn)IN’ i1 suffit de prouver que pour tout x = Xps =1, m,
R, (x) 'ri’l ) ¥(x)
n 0,1

ra’ (x)
s n
veritie

(%1 (D) = Ry(x) = 0(W)
(Fesp.  (21') (L) R\ (x) = 0(hf))

Si nous écrivons

B(x) + I (x) Pax) = vl (x) - 8 (x)
- ¥(x) avec 0.1

Cp(x) = r " (x) - f(x)

_Tp(x) = P(x) €y

f(x) + € (x)

R (x) =
f(x) + C,(x)

et remarquons que Rn (x) » nous obtenons, puisque

Tim Cn (x) = 0 de part la continuité de f au point x,
n-»<o

Ro(x) =0 (M(x) - P(x) € ()

IT suffit alors de remarquer que l‘n(x) - P(x) Cn(x) = an(x) + f (x) bn(x)
avec

a (x) =f[‘?(x - zh,) - Y(x)] [f(x -zh) - f(x)] K(z) dz
(*2)
b (x) = f[P(x - zh) -¢(0)] K@) a2

pour voir que ( 1) (resp. (= 1') est vérifié dés qu'on a

(%3) (D) = ay(x) = 0(h¥) , b (x) = 0(h?)

(resp. (3') (L) => a,(x) = O(H:) » bp(x) = O(hr"*) ).

Nous montrons d'abord (% 3). Si (D) ou (DZ) est vérifiée,on a pour
tout zdeRP etn de]N*
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lhoop P af(x)
foxezhy) - P00 = I ST 257 2%, A et MERCRCR
"R\ A
(= 4) )
2

N
¥ f(x V.1, v-1
1"21' 33X KLY +h 7z e,(z hpy)

P
f(x-zh ) - f(x) = 2Tz

ol les fonctions Ex et e, sont bornées sur un voisinage de x lorsque (Dl)'

est vérifiée (resp. bornées sur RP tout entier lorsque (DZ) est vérifiée). En
tenant compte de 1'hypothése (Dl) (resp. (Dz)) sur K, on obtient

{ IZ,Z)’-Z

( * 5)3M<~3noem tq Yné€N, n>n, flzlz"'2 e (z h)) K(z) dz<M
§ 12421 € (2 h) e (zh ) K(z) dz <M

Ex(z hn) K(z) dz«M

(en général N, >1 si (Dl) est vérifiée)
I1 suffit a]ors de porter ( ¥4) dans ( % 2) en tenant compte de 1'hypothése (D )
sur K et de ( % 5) pour obtenir ( » 3).

Nous montrons maintenant ( » 3'). Soit ¥ le rayon d'une boule de
centre x contenue dans le voisinage de x sur lequel @ est lipschizienne au
point x, d'ordre & et de constante c; soit § une con;tante bornant le support

de K et n, un entier tel que Yn > n, on ait hnfT . Pour tout n> n, on a

[a,() | < hde s sup. If(x-zh ) - f(x)] ¥
|b (x)l h“ c S“ K
od K est une constante positive bornant K. I1 suffit de tenir compte de la

continuité de f au point x pour obtenir (il’< 3'), ce qui achéve la démonstration
de 1a proposition 2-2.

3-7 Démonstration de 1a proposition 2-3
Un résultat général bien connu (voir par exemple Rao p. 102, X a )
montre que pour obtenir (2-3) & partir de (2-2) i1 suffit de prouver que la v.a.r.

2

A (x) =n hﬁ W (x) /5K

vérifie pour tout x = xp , 2=1,m

(%1 )z,
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Si nous remarquons que la v.a.r. An(x) s'écrit

? @) - % (x)

An(x) =
£ (x)
avec (2) = v2 K (x,X.)
(Pn(x)___ i=l Y9 n\™%4

n
K_(x,X;)

et ensuite que la proposition 2-0, appliquée au couple (X,Y) (resp (X,Yz) )
montre que

P sm ) (resp. P, (x) P )

(on montre aisément que si les hypothé&ses de la proposition 2-3 sont vérifiées,
alors les hypothéses de 1a proposition 2-0 sont vérifiées par les couples (X,Y)
et (X,YZ)), nous obtenons la convergence en probabilité vers V (x) du numérateur
de Ah(x). Nous avons déja vu (démonstration de la proposition 2-0) que

fn(x) 7£%j,f(x), ce qui prouve (#1) et achéve la démonstration de la proposi-
tion 2-3.

4 - Remarques ( sur les propositions du paragraphe 2 )

A propos de 1'hypothése 1lim n hﬁ = 0@ , qui apparait dans toutes

nee"
les propositions, et notamment la proposition 2-0, nous notons qu'il est possible

de prouver que cette condition est &galement nécessaire pour la convergence en
probabilité de f%(x), en ce sens que, elle est impliquée par :

v P €Q ‘Fn(x) _.P__? lf(x)’

N eo
ol § est 1'ensemble des probabilités p vérifiant les hypothéses de la propo-
sition 2-0.

A propos des hypothéses (A) ou (B), dont la formulation est assez
complexe, nous notons qu'elles sont vérifiées dés qu'on a respectivement :

n hP

"keN, EJVj¥<e® et F w>0tq 1im —" = " ou (A').
neo n¥
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A propos le 1'hypothése (D), nous notons qu'elle est vérifiée par un
noyau K positif seulement si on a ¥ <4.

En ce qui concerne les résultats (2-0) - (2-3), nous notons qu'ils
impliquent en particulier que pour deux points Xq et Xo # Xq fixés dansIRp,
les v.a. d'écart

Falx) = Folxg) et $0xg) - Poxp)

avec pour X = Xl ou X2

E Y K(Z=E)
Palx) = - .(x.’_‘ i »  EFf(x) et P(x)
n

sont asymptotiquement indépendantes, en ce sens que leur loi limite est une
probabilité produit. Cette propriété est & rapprocher de 1a non corrélation asymp-
totique de § (x;) et @ (x,), &tablie dans [collomb 767 (proposition 4-5).

A propos des précédents travaux concernant la loi limite de

tEfn(xl)’ g=1, m] » a savoir (1) = [Nadaraya 64J et (2) =[_§chuster 72], nous notons
d'abord que
- (1) traite seulement le cas m = 1 et est erroné en ce qui concerne 1a varian-
ce de Ta Toi Timite de ¥ (x)({2)(x) au 1ieu de v(x) dans 1a formule (2-0))
- (1) et (2) traitent seulement le cas p =1
Pour comparer nos résultats & ceux de (1) et (2) nous supposons p =1. "
Dans (1), on a seulement (2-0) avec l'hypothése"Y borné et 1lim n hﬁ = 4le

_ n=» «°
lemme 2-1 montre que 1'hypothése lﬁzn n hn = o est suffisante.

Dans (2), on obtient (2-0) (resp. 2-2) avec 1'hypothése (B) ol & =1

(resp. ek (D) avec ¥= 2). Le lemme 2-1 (resp. la proposition 2-2) montre que
lorsqu'on peut faire sur le couple (X,Y) des hypothéses plus restrictives, on a
alors le méme résultat avec sur la suite (hn)_lN des hypothéses moins restricti-
ves.

En outre, dans le cas particulier (usuel d'un point de vue pratique) ol le support
de K est borné, les hypothéses sur (X,Y) sont beaucoup moins restrictives.

Par ailleurs, dans (1) et (2) on ne trouve pas de résultats analogues
aux propositions 2-1 et 2-3, ce dernier résultat étant trés intéressant d'un
point de vue pratique, comme nous allons le voir ci-aprés.
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5 - Applications de l1a proposition 2-3

5.1 Le résultat permet de définir (asymptotiquement) une région de confiance

pour le point [?(Xz), 2- 19‘“] dans Rm‘ ﬁ ((Pn(X2) - (P(X 2))2
|

En effet, si.on désigne par Zr| la v.a.r. - » On v2it que

| | g W (Xﬁ)
le résultat (2-3) peut s'écrire Zn 7,-_.—;2, ol Z suit une loi du chi deux a m

degrés de liberté.
Pour n grand, on peut donc considérer que Z, suit cette loi.et est donc supé-
rieure avec une probabilité«d un nombre c(«,m) donné par 2]es tables.

: m, (g (x, )= vy,)°,
L'intérieur de 1'ellipsoTde {yeRm tq 22 L) . ¢ £ c(«,m)}
B ) :

est donc une région de confiance de sécuritél 1-« pou}' Te point E(Xg), 2=1,m] .

5.2 On suppose maintenant que les hypothéses de la proposition 2-3 sont
vérifiées pour tout x = Xq (m = 1) d'une partie non vide G de R'P.

La région T’(‘“) U, &3x {)’ tq l‘f’n (x) - ylsh\@an(x)} » C = c(a1),

= xe6
est asymptotiquement une région de confiance de sécurité 1 - « pour la courbe ¥

point par point, en ce sens que

Vxes 11m-P((x,\p(x)§e T,(:x)) =1 -«

N —p#0

La figure ci-dessous donne la forme de cette région dans le cas p = 1,
G = [a,b] » K continu :Tn(“) est la zone grisée.

yp "

A 4
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