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SUR LA CLASSIFICATION DES GROUPES RECURRENTS

Paolo BALDI

Université de Pise, Italie

Soit G un groupe L C D , V un voisinage de l’origine qui engendre

le groupe, m la mesure de Haar de G . On dira che G est à

croissance polynomiale d’exposant G 0~ si il existe c &#x3E; 0 telle que

On dira que G est à croissance exponentielle s’il existent c &#x3E; 0 et

f &#x3E; 1 tels que - .

L’idée est d’utiliser la notion de croissance pour déterminer quand

est-ce qu’un groupe est récurrent; soit on imagine que plus un groupe a

une grande croissance, moins il est récurrent. Plus précisement:

Un groupe L C D est récurrent si et seulement si il

est à croissance polynomiale d’exposant ~, 2 .

A l’heure actuelle on ne sait pas resoudre cette conjecture en toute

généralité, mais on sait la démontrer dans un cadre assez vaste:

1. Soit G une groupe de Lie connexe. Alors il est récurrent

si et seulement si il est à croissance polynomiale d’exposant  2.

On va donner dans la suite une idée des différentes étapes qui
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menent à la démonstration du théorème 1.

On donnera d’abord des résultats de structure qui permettront de

réduire le problème à l’étude de certains groupes bien précis, qu’on

traitera dans la deuxième partie.

1. 

Comme on sait qu’un groupe récurrent est de type R [61 , il n’est

pas restrictif de ne considérer que ce cas (on rappelle qu’un groupe de Lie

est de type R si les valeurs propres de l’application adjointe sont toute,$

de module égal à 1 ).

Soit

G=RS

une décomposition de Levy de G . Si la partie semisimple S n’est pas

compacte G ne serait pas moyennable et donc transitoire et à croissance

exponentièlle ([61). Si S est compact deux cas se présentent suivant

que S est distingué dans G ou pas.

PJt.Opo.6aeon 1.1

Soit G un groupe de Lie connexe de type R tel que dans une

décomposition de Levy la partie semisimple ne soit pas distinguée. Alors

G possède un quotient qui est le produit semidirect Rd X ~. K ( d &#x3E; ) 3

de Rd et d’un groupe K de rotations qui opère de manière

irréductible sur Rd .

voir [6J , chap. V .
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Si par contre S est distingué dans G , on peut passer à considerer

G/S qui, est un groupe résoluble, sans rien changer ni à la croissance

ni à la récurrence du groupe .

Dans la suite on désignera par

le groupe des déplacements du plan

du 

G2 = le revêtement de G2 , soit un groupe dont les éléments sont
du type (z,x) z e C, x ~ R avec l’opération

H1= le prémier groupe de Heisenberg, soit R 3 muni de l’opération

Z-~ * le groupe diamant soit le produit semidirect H 1 Xr SO (2) où SO (2)

opère par rotations sur les coordonnées x,y .

Proposition 1.2

Soit G un groupe de Lie connexe resoluble de type R dont le

quotient par le sous-groupe compact distingué maximum est ~ R, R 2

G2 ; alors si G est nilpotent il admet H1 ou R3 comme quotient .

Si G n’est pas nilpotent il admet comme quotient 0394, G2 ou le produit

semidirect Rd Xq- A (d &#x3E; 3) de R d et d’un groupe compact A abélien

de rotations de R d .

voir [6] , chap. V .

Comme le passage au quotient par un sousgroupe compact ne change pas

le croissance, si G est resoluble et à croissance polynomiale d’exposant
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4 2, le quotient par le sousgroupe compact normal maximum ne peut donner

comme résultat que 103 , R, R2, G2 2comme les autres groupes qui

figurent dans la proposition 1.2 sont à croissance polynomiale d’ordre 3,

sauf H~ et Â qui sont d’ordre 4 . Par contre la proposition 1.1

montre que si la partie semisimple n’est pas distinguée dans G il

existe un quotient qui est isomorphe au produit semidirect Rd X K (d&#x3E;3 )

où K est un sousgroupe de SO(d) qui opère de faîon irréductible; un

tel groupe est à croissance polynomiale d’ordre 3 , et la croissance de

G est donc d’ordre ~3 .

Pour terminer la démonstration du théorème , il restedonc à prouver

que R3 , H., 0394, G2 Rd x03C3 K , Rd x03C3 A sont transitoires.

’ 

2.

Le fait que R 3 est transitoire est bien connu depuis longtemps. Pour

les autres cas : 
’

2.1. 
--- -

Soit G un des groupes

une loi de probabilité sur G , à support compact et symétrique. Alors r
est transitoire.

voir [7] , [8] , [91 , C6 ] . ·

L’idée générale de la démonstration de la proposition 2.1 est le

suivante. On construit d’abord une fonction barrière, soit une fonction f

telle que
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pour tout g hors d’un compact K( à désigne le point à l’infini dans

la compactification d’Alexandroff de G ).

On voit deuxièmement que si K’ est un compact contenant K ,

n X n- 1 ... X 
1 
g , l’état de la marche au temps n et TÉ, le

n n n 1 
’** 

1 K

premier temps d’entrée dans K’ en partant de g , 

est une surmartingale. Donc:

A la limite pour n -&#x3E; oo on a donc
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qui pour g assez grand est ~ 1 .

La proposition suivante permet de conclure ( [2] ):

PU ÊO,6iUon 2.2

Un groupe G est transitoire si et seulement si sont transitoires

les marches symétriques à support compact.

Il est important de remarquer que dans les cas G2 H1, et R d X03C3 A

il existe une autre méthode de démonstration de la transience tout à fait

différente et qui n’a pas besoin de passer par l’intermediaire de la

proposition 2.2. ( [5] , [61 ). , 

3.

Quetquu questions 

1. Il est traditionnel d’étudier en même temps la transience et le

renouvellement des marches aléatoires. Dans le cadre des groupes de Lie

~ ~ 
N

connexes de type R on sait que G 2 ou Hl la seule

valeur d’adhérence du potentiel à l’infini est la mesure nulle ( [51,
[63 Cela est certainement vrai aussi pour les autres cas, mais

pour R d K où on est encore obbligés de faire des hypothèses

de moments [7j , [8] , [9] ) ou d’etalement([6]) pour Il

semble raisonnable un résultat analogue à la proposition 2.2 pour le

renouvellement.
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2. Le théorème 1 a été extendu à une classe plus vaste de groupes

( [61 ) mais, notamment pour les groupes discrets,le théorème 1 n’a

pas d’analogue. La question essentielle serait d ’avoir des bons

résultats de structure. 
’
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