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STRUCTURES STATISTIQUES ASYMPTOTIQUEMENT DIFFERENTIABLES

Xavier MILHAUD

Université Paul Sabatier, Toulouse

INTRODUCTION 
’ 

__ __

Partant de "Théorie asymptotique de la décision statistique" de

Lucien Lecam [1] et de "Contiguity of probability measures : somes appli-

cations in statistics" de George. G. Roussa [31 l’auteur en [21 expose la

théorie des structures statistiques asymptotiquement différentiables dans

un cadre suffisamment général et applique cette théorie aux chaines de

Markov stationnaires et non stationnaires. Un des outils de base est la

contiguïté. Ici nous n’aborderons pas les chaines de Markov.

COiVTIGUITE 

Soit une suite d’espaces probabilisables. Pour chaque
n n E N 

n entier naturel P et pt désigneront deux probabilités sur ca ,(1n). Les
suites sont dites contiguës si : _

"lim 0 équivaut à lim 0"
n 
n n n

Remarque: Pour voir la force de cette notion remarquons eue si de plus pour

tout n P est équivalente à P~ alors la co ntiguité est êcuivalente à
l’uniforme intégrabilité des suites : s

Dans (3J de nombreux théorémes peuvent se démontrer par des arguments

d’uniforme intégrabilité. 

SUITES DE STRUCTURES STATISTIQUES ASYMPTOTIQUEMENT DIFPERENTIABLES 

Soit k un entier naturel. 0 un ouvert de ., .&#x3E; désigne le pro-

duit scalaire dans Rk.
Jf= n 1 8 e est une suite de structures statis-

tiques indicées par le même espace paramétrique e . 
’

On suppose que pour chaque n é ltl et tout couple 8 et 8’E 0

pn,8 et pn , 8 sont équivalentes.

P désigne la tribu des boréliens de 0 .



104-

On suppose que pour chaque n E N et chaque B ~ 6 
n 

la fonction de 8

(B) est mesurable de (0, ~°) dans On note :

Soit (ô ~ une suite de réels de limite nulle.
n

Nous dirons qu’un couple (8, t) d’éléments de 0 x Rk vérifie la con-
dition C si pour tout n E N 8 + Ô n te.0.

Déf inition :

La suite 7~= (Q ~ ét , 1 P 8 £ 0) il/!!’ 11B1 est dite asymptotiquementn n n,8 yp .

différentiable sur 0 si :

a) pour tout couple (8, t) vérifiant la condition C les suites

sont contiguës.n O n E N

b) pour tout couple (6~ t) vérifiant la condition C il existe une fonc-

tion mesurable de ( Q ,Él ) notée A ( 8) et une fonction
n n 

" k n

A (8 ~. ) de IR k dans IR + telles que on ait ; 
’

c) pour tout couple (6, t) vérifiant la condition C et toute suite

(t , d’ éléments de Rk telle que pour tout 6 + à t appar-

tienne à e

d) pour tout 8 E 0 la fonction de t A(8,t) est une forme quadratique

déf inie positive sur Rk. On P ose :

A(8, t) = -1  r(8) t,t&#x3E;

e) pour tout 6 E 0 la suite des lois n (8) 1 n converge

étroitement vers la loi normale centrée N(o,r(8)) de covariance r(6).

$Remarque : En [1J L. Lecam propose une définition plus générale. La défi-

nition que nous donnons ici s’applique bien aux chaines de Markov.

Conséquences :

1° La condition b) implique :
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2° La condition la contiguité des suites (P n, e) n C lN et

+ £tN lmplique :

APPROXIMATION PAR UNE FAMILLE EXPONENTIELLE 
_

Gardons les notations des paragraphes précédents. Si B est une partie

compacte un point de 0 , dun scalaire désignons par 8 + dB l’en-

semble des points 8 + ô t de Rk tels que t appartienne à 8.

0 étant maintenant fixé dansIR k choisissons B compact tel que pour
tout entier n 6 + 6 n B soit inclu dans 0.

Les conditions de différentiabilité asymptotiques nous permettent de

construire pour chaque entier n une famille exponentielle de probabilité

t R , su r (6n,an) indicée par Rk telle que :(R n,t , t sur al n n indicée par Rk telle que : 

où lll03BClll désigne la variation totale de la mesure signée li .

Idée de la construction de Rn,t
La différentiabilité asymptotique de la suite de structure statisti-

que Y implique :

En remarquant que :

nous aimerions que pour tout 

soit une suite de densité de probabilité par rapport à P n, e et que :
n,o

soit nulle. En effet nous pourrions alors poser :
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Malheureusement il n’est pas toujours vrai que exp t, A (9)&#x3E; soit inté-

grable quelque soit t pour °

On tourne la difficulté en montrant que l’on peut prendre pour tout

n E N et tout 
+

Pour la construction voir [1J p.70 et 133 p,67,

EXHAUSTIVITE ASYMPTOTIQUE

Pour chaque entier n la statistique D*(8) est exhaustive pour la

famille exponentielle de probabilités On démontre alors

que A (6) est asymptotiquement localement exhaustive en 6.

On montre aussi que quand il existe une estimation préliminaire

telle que pour tout E réel positif tout n entier il existe

b(E) tel que :

on peut construire une tribu asymptotiquement exhaustive,

PROBLEMES DE TESTS

Nous supposons ici que l’espace paramétrique 0 est inclu densfl, Si

la suite de structures statistiques est asymptoticuement différentiable on

saura construire des suites de tests asymptotiquement optimaux grace à

l’approximation exponentielle.

ESTIMATION

Supposons que pour chaque n E N Tn soit un estimateur du paramètre 6

et supposons que la suite de lois

admette une limite pour la convergence en loi : et cela pour tout

6~0 . Alors pour presque tout 6 dans 0 se factorise au sens de

la convolution :
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