ANNALES SCIENTIFIQUES
DE L”UNIVERSITE DE CLERMONT-FERRAND 2
Série Mathématiques

D.NUALART RODON

M. SANZ SOLE

Intégrales stochastiques par rapport au processus de
Wiener a deux parametres

Annales scientifiques de |’Université de Clermont-Ferrand 2, tome 61, série Mathéma-
tiques, n° 14 (1976), p. 89-99

<http://www.numdam.org/item?id=ASCFM_1976__61_14_89_0>

© Université de Clermont-Ferrand 2, 1976, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de 1’Université de Clermont-
Ferrand 2 » implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.
numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est
constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit
contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASCFM_1976__61_14_89_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

- 89 -

INTEGRALES STOCHASTIQUES PAR RAPPORT AU PROCESSUS DE WIENER

A DEUX PARAMETRES

D. NUALART RODON, UNIVERSITE DE TOULOUSE
M. SANZ SOLE., UNIVERSITE DE BARCELONE

Nous développons ici le calcul différentiel stochastique au
sens d'It8 par rapport au processus de Wiener & deux pavamétres
w={wz,zeRf} celui-ci étant défini comme un processus Gaussien, a
moyenne nulle et fonction de covariance E(WZ.WZ,)=(XAX')(yAy'), oll
z=(x,y) et z'=(x',y").

On présente, dans la Section 1, plusieurs conditions de martin-
gales qu'on peut imposer aux fonctions aléatoires a deux paramétres,
d'aprEs les idées de Cairoli et Walsh [1]; et on étudie apreés, dans
la Section 2, les diverses intégrales stochastiques par rapport au
processus de Wiener a deux parametres, qui nous seront nécessaires.

pour en dé&duire des formules de différentiation stochastique présen-

tées dans la Section 3.
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1. Propiété de martingale pour les fonctions aléatoires a deux para-

metres.

Dans un espace de probabilité (Q,A,P) on considere une suite
croissante {AZ,ZERE} de sous-g-algebres de A, par rapport a 1l'ordre
partiel de RE:

(x,y)<(x',y') si et seulement si xXx' et y<y'.

On dira qu'un processus X={Xz,zeR3} est Az—adapté si X, est
Az-mesurable pour tout z.
2 .
Définition 1.1. Un processus X={Xz,zeR+} est une martingale par

rapport a 1l'ordre partiel si X est intégrable, Az-adapté et
E{X,,/A,}=X, ¥ =<z'.

D'autre part, on peut introduire la notion de martingale comme
-extension de celle de processus & accroissements indépendants. Rap-

-~

pelons qu'un processus X={Xz,zER3} est a accroissements indépendants
si pour tcute famille de rectangles Ai=(xi,xi]x(yi,yi] deux 2 deux

Qisjoints, les accroissements X(Ai)=x(xi’yi)-X(xi’yi)—x(xi’yi)+

X(X v.) sont des variables aléatoires indépendantes. Le processus
i*7i

de Wiener a deux parametres en est un example.
X étant un processus intégrable, on peut donner les définitions

suivantes:

Définition 1.2. X est une martingale si X est Az—adapté et
E(X(A) /A ,}=0,
pour tout rectangle A tel que ANA =¢ , ol AZ=[O,x)x[0,y) si z=(x,y}.

3 - 4 3 3 - i‘ oy et e 4."
Définition 1.3. X est une i-martingale (i=1,2) si X est Az—udapte

-~ 1_ 2= : = .
(ou Az—ﬁgoA(x,t) et A} ggoA(S’Y) si z=(x,y) ), et

E{x(8) / Aj}=0, . .
pour tout rectangle 4 tel que‘AﬁA;=¢ , ou Az={0,x)xR+ et AZ=R+x[0,y)

si z=(x,y).
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Définition 1.4. X est une martingale forte si X est Az-adapté et

E{X(2) / AlVAi }=0

pour tout rectangle A tel que Aﬂ(AiUA§)=¢

Alors, on peut vérifier facilement les propiétes suivantes
(veir [1])

1. Tout processus X d accroissements indépendants, nul sur les
axes et 4 movenne constante est une martingale forte si on prend

comme Az la o-algébre générée par les variables Xa,a<z.

2. X est une martingale si et seulement si X est 1 et Z2-mar-
tingale, et ceci entrafne la propiété de martingale par rapport &

1'ordre partiel si {X(x 0)’A(x D x>01! et {X(O y)’A(O y),y>b}
y b ) b
sont des martingales 4 un parametre.
3. Réciproquement, toute martingale par rapport d 1l'ordre par-

tiel est une martingale si les o-algébres A; etAg sont condition-
nellement indépendantes par rapport a Az'

Dorénavant, on supposera toujours que Az est la o-algébre
Pl -~ - . % -~ 2
générée par les variables Wa,uéz, ou W={Wz, z€R+} est un procecssus

de Wiener 3 deux paramétres, et alors la propiété de martingale

-~

équivaut a celle de martingale par rapport 3 1l'ordre partiel.

Cependant, 11 faut la définition 1.2 pour construire 1'inté-

grale stochastique par rapport 4 une martingale cuelconque.

2. Intégrales stochastiques.

Soit T=[0,1]2 et w={wz, z€T} un processus de Wiener 3 decux
paramétres.
Nous savons (veiri[2],[3]) que pour un processus ¢={¢, ,z€T}
tel que
(a) ¢(z,w) est BHA-mesurable, oli B désigne 1la tribu des Boré-
liens de T,
(b) ¢ est Az—adapté et

: 2 - < 0o
(C) f'I L(d’t)dL\ ’
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I (9)=/p o,dW,
qui supposc une généralisation immédiate de 1'intégrale d'Itd et
satisfait les propiétés:

(i) isométrie: E{I1(¢)I](w)}=fTE{¢ZwZ}dz, et
(ii) {11(¢.1AZ),ZET} est une martingale forte.

Le probléme de représentation de toute martingale relative 2
la suite de o-algeébres {AZ,ZGT} sous la forme d'intégrales stochas-
tiques par rapport au processus de Wiener 2 deux parameétres, a obli-
gé a E. Wong dans [3], & introduire un deuxigme type d'intégralc
stochastique:

Pour tout processus ¢={y(z,z2'),(z,2')eTxT} tel que

(2) v(z,z',w) est BZQA—mesurable,

(b) v(z,z') est A2VZ,—mesurable, o zvz'=(xWx',Wy') et

(c) foTE{w(z,z')z}dzdz'<m,

on définit 1'intégrale de deuxiéme type
IZ(W)=foT w(z,z')dwzdw

zl b

dont 1'idée est de prendre la restriction & l'ensemble
G={(z,z')eTxT/ z et z' sont non ordonnés}

de 1'intégrale stochastique double au sens d'It6 (voir [4]).

Pour développer le calcul différentiel stochastique & deux
paramétres, on doit considérer d'autres types d'intégrales stochas-
tiques.

Pour tout processus ¢={¢Z,ZET} tel que

(a) ¢(z,w) est BRA-mesurable,

(b) ¢ est Az—adapté et

(c) fp E(o})xydece,

on peut définir une simplification de 1'intégrale de deuxiém= type,

100)=07 ¢, ¢ W dpW,.

En effet, si ¢ est simple, c'est & dire, s'il existe unec par-

tition de T {4} v=1,. ..k A,=lx,,x)xly,,y)) telle que

o} ’1A , On pose:

~ k
T,(0)= 50, [W S

N W, NS
(xy,¥y) T (x,,y,) 7 T (x),y,) v Yy)
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et.on prolonge cette définition par la mEthode usuelle de pussage
d la limite en moyenne quadratique.
Cette intégrale vérifie les propiétés suivantes:

(i) isométrie: E{I,(¢)T,(¢")}=/ E{o ¢! Ixydz,
(ii) {1 (¢ 1A) zeT} est une martingale et

(iii) si on ecrlt Y(z,z2")= ¢(zvz ) alors 21 2 (0)=1,(¥).

I1 faut aussi introduire les intégrales stochastiques mixtes:

Pour tout processus ¢={¢ ,2¢T} tel que
(a) ¢(z,w) est BRA- mesurable

(b) ¢ est A -adapté et

(c) JpE($2)ydz<w,

on construira 1'intégrale
13(¢)=IT ¢Zd1WZdY9
en prenant pour les processus simples la définition

T3 (=B W iy ) Vi y) TV -

On a les propiétés suivantes:

(i) calcul comme une intégrale itérée:

T s 1 . ,
13(¢)“fo[fo¢(x,y)d1w(x ]d)'_’

»Y)
(ii) isométrie:

~ 2y y < ,

E{I;(9)"}=2/007 E{¢Z¢(x,n)}ndndz<UTE{¢z}ydz et

(iii) {?3(¢’1A ),zeT} est vune 1-martingale.
zZ

De la méme fagon on peut construire

I,(6)=/p6,d W dx.

Si ¢ est un processus tel qu'on peut définir toutes les inté-
grales 1 (¢), T (¢), T (¢), T (¢), alors la deuxiéme est crthogo-
nale aux autres et on peut verlfler les €galités suivantes:

E{T5(0)1;(8)}=/7/) ELo, 0 }dndz,
E{T,(6)1,(4)}=/7/7 ELo, 0, }dEdz,
E(T5(6)T,(0)}= 1/2 fofp E{6 6 ,}.15(z,2" Ydzdz"
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Les conditions plus faibles d'intégrabilité d'un processus

2 2 2 2 X
fT o7 dz <o, IT 97 xydz<=, IT 0’ xdz<e ’fT ¢>ydz<e, p.s.
qui entralnent des définitions des intégrales au moyen de la con-
vergence en probabilité, ct les intégralcs stochastiques sur tout

le domaine Ri, peuvent Etre introduites de la fagon habituellec.

3. Formule de différentiation.

D'abord on peut établir la suivante formule de différentia-
tion pour le processus
= = y -4 (W A - {14 = Y "
X={ X, f(hz,z) i(h(x,o),x,o, f(w(o,y)’O’Y)+f(”(o,0)'O’O)’Z (x,y)e T},

od f(u,x,y), ueR, (x,y)eT est une fonction réelle.

Théoréme 3.1. Si la fonction f admet les dérivées partielles conti-

nues
3%f 233f 193 f 0% f
’ ? 9
3u4 aj@uz ayau2 axay
on a pour tout zeT:
X, =M(z)+M, (2)+M, (2) +B(z),

M(z)=Sy £ Ohg,0) @Gt Sy £ (NG, @)d Wod, Wy, a=(E,n)eT,

M1(z)=fAzD2(f&)(Wa,a)d1wadn ,

Mz(z)=fAZD1(f&)(Wa,a)dzwadg ,

B(Z)= IA (D‘ODZ) (f) (Wa,a)du ’
Z

étant D, et D, les opérateurs différentiels

2 2 2
D1= .]_‘ya + g__ , DZ: .];xa +L M
2 du? dx 2 du* 3y

Démonstration. I1 suffit d'appliquer la formule d'Jtd 3 urn para-

metre et de faire un passage 4 la limite au sens de la convergence
en probabilité, en prenant une suite de partitions de T, dont 1le

diamétre tend vers zéro.O

Remarquons que le processus M={M(z),zeT} est une martingale
et le processus Mi={ Mi(z),zeT} (i=1,2) est une i-martingale, tan-
dis que B(z) a ses trajectoires absolument continues p.s.

En conséguence, si Dz(f)=0,D](f)=O, ou D1(f)=D2(f)=O, le pro-

cessus X est respectivement une l-martingale, une 2-martingale,
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- En généralisant, on pecut considérer, comne cxtension de la no-
tion d¢ semimartingale a un paramcéire, un processus Xr{XZ, z¢T} ad-
mettant une décomposition de la forme

XZ=M(Z)+M1(Z)+M2(Z)+B(Z)

avec les conditions suivantes:

{M(z), zeT} est une martingale de carré intégrable,

{M1(z), z€T} est unc 1-martingale A -adaptée et pour tout

xe[0,1] fixé, {M1(x,y), yel 0,11} a ses trajectoires absolu-

ment continues avec dérivée N1(x,y) telle que f% E(N](x,ﬂ)z)dn§W,

{Mz(z), z€T} est une 2-martingale Az—adaptée et pour tout

ye[0,1] fixé, {Mz(x,y), x€[ 0,11} a ses trajectoires absolu-

r

ment continues avec dérivée Nz(x,y) telle que Jg E(Nz(i,y)z)d£<m,

{B(z), zeTlest a4 trajectoires absolument continucs.

On se pose d'abord le probléme d'exprimer le processus X sous
forme d'intégrales stochastiques par rapport au processus de Wiener
d deux paramétres.

Le théoréme de représentation de Wong (voir [3 1) fournit deux
processus uniques ¢, Y(z,z'") 11-intégrable et Iz-intégrable respec-
tivement, et tels que

M(z)=IA¢adwa+fA fA w(a,a')dwadwa, .
A z 7z
Pour le processus M1(z) on a obtenu le résultat suivant:

Proposition 3.1. Il existe un processus unique F1(a,n'), ou

a=(g,n)eT, n'e[0,n], avec les propiétés:
(a) ri(a,n',uw) est B'®A-mesurable, ol B' désigne les Boréliens
de T'={(a,n') /a€eT, n‘e(0,n]}
(b) Ty(a,n') est Aa—mésurable, et

(c) fA ISE(P1(a,n'}2)dn'da<w pour chaque ze€T,
z

tel que

M1(z)=fAng ryCo,n')dw dn

(g€,n")

Remarque: Cette intégrale mixte qu'on vient d'introduire, pcut
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Ctre définic pour les processus Fl(a,n') vérifiant (a), (b), (c)

comme une intégrale itérée
= y cr ' T n

et satisfait les propiétés:

ﬂr ~
(i) si r (a,n")= T (a) ne dépend de n', alors I3(Fl)=IB(Pl),
(ii) isométrie:
- n .m 1
E(Ia(rl)2)~2fA Tolo E(r ((&,n),n )T ((&,n ),n')dn'dn

dgdr</, fg E(Tr (a',n)*)dn'da ,
Z

(1ii) {1 (F1'1A (a)), 2z T} est une l-martingale.
3
vA

Démonstration. D'aprés Wong (voir [ 3] ), toute variable Y Az—
mesurable et de carré intégrable s'écrit comme:

- - ey '
Y—IAZ%dwawAZIAzw(a,a'_)dwadwa, fA(x,yganIan(w(a,a )+

Y(a',a))dW JdW =/, T*((,n),y)dW,
X,Y)
En conséquence, si le processus Y={YZ, z€ T} est tel que, pour

chaque y fixé, {Y(x,y)’ A(x,y)’ x€[ 0,11} est une martingale a un pa-

ramétre de carré intégrable, il existe un seul processus P*(d,y)
définit par a=(g,n)eT, n<y<l, A(g y)-mesurable, tel que
b
YZ=IAZF*(a,y)dWa

Ce résultat appliqué au processus {V (x,n), (x,n)eT} donné
par M (x,y)= fy N (x,n)dn, dont on peut prouver la propiété de 1-

martlngale a4 partir de celle de Ml, donne alors

N (x ,n)= (x n)l‘*(cg n'), n)dw(g n")
et on prend Fl((é,n),n )=T*((g,n',n) .0

On obtient un résultat semblable pour le processus Mz(z), en
introduisant une nouvelle intégrale stochastique mixte qu’'on dé-

_ signera par:

~ - Er '
14(1"2) IAZI (a,g')dW. dg¢ ,

(g',n)
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définic pour les processus I',(0,8"), olt a=(&,n)4 et £'elo,tl |
vérifiant les propiétés

(a) T, (o,E",n) est B**ag/\-mesurable, ot B'' désigne lcs Bo-

[

N

réiiens de T"={(0,§') /ueT,&'€[ 0,8]}

&)

(b) I'y(a,g') est A -mcsurable, et
2 a

() Jp JoE(r,{e,E)?)dE da<e

Le théoréme suivant n'est que la conclusion des propcsi-

tions précédentes.

Théoréme 3.2. JT1 existent des processus ¢, 11—intégrable, Y,

I,-intégrable, T, I -intégrable, I',, I,-int&grable et r,BeA-
mesurable et Az-adapté, tels que

n
XZ=IAZ ¢adwa+IAzfAzw(a,a')dwadwa,+fAzf0 Iye,n')dW . ydns

3 ~
IAZIO Fz(a,g')dwcg,’n)d£+IAZFuda

Finalement, cette expression intégrale du processus est

assez générale, dans le sens oll le prccessus
Yz"-f(XZ,Z)-f(X(X’O) ,X,O)"f(X(O,y) ,O,Y)"'f(x(o’o) ’090)

admet une expression semblable, et on peut é&noncer une formule

de différentiation plus générale:

Théoreme 3.3. Avec les hypothéses du théoréme 3.1., on a

n
= * * . \ 3
YZ IAZ¢adwa+fA fAZw (a,a )dWadha,+fAZf0 P?(a,n')dw(g,n,)dn+

£7 & )
S 0 To(@,E)dW g, yd8er, T do

ol les coefficients de cette formule sont donnés par:

pE=£1 (X, ,0)0,,

Y*(a,a’)=1 X ava')p(a,a)+E1, Xy o0ve')dy (a,nvn’)

ava' b

82(a',EVE" )~ § @0y Firy (X qrsava’),  ob
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81 (o, )= +Tp 0t (0w, )+ (ar,a) Jdwy, /0" T (5,1, n)dn™,
et 63 (0,81 ) =0y +SE SH (W (e, +p(ar,a) JdK e S e ((67,m) ,E)dE",

Po(o,n" )= (X ,e) T (a,n' )+ (X ,a)8: ((&,n"),n)v1 (o) +

D2 (f,:l) (Xa’a)al((g,n')9n), ol

Y1 (0)=S, Ti ((E7,m),n" ANy +/GT(ET,m)dE"
a

T (a,E)=£] (X ,0)T2 (0, )+E] (X ,0)62 ((§',n),E) V2 () +

Di (£)) (X,,)62 ((E',m),E), od

Y2 (@)=S, T2 ((E,n'),E")dW_,+/5T(E,n")dn"
o

I*(a)=£! (X ,0)T(a)+£1 (X ,a)vi (a)vz (@) +Ds (£]) (X ,0)vs (a)+
Dz (£)) (X ,2)¥2 () +(DieD2) (X, ,0),

2 2 A
? + et D2= %‘Al(X,}’)az +?—, ol

du? X du ay

étant D= %Az(x,y)

A1 (x,y) (A2 (x,y)) est, pour chaque yel0,1] (xel0,1]), le processus

croissant continu associé a la partie de martingale dans la décom-

position de la semimartingale & un paramétre {X(x v)? xel0,1]}
b

({X yel0,111}).

(x,y)’

Démonstration: Il s'agit de déduire d'abord ce qu'on peut écrire

formellement comme

YZ=IAZ[f&dX + £11,d1Xd2X + Di (£))d2XdE + D2 (£])d1Xdn +

(D1oD2) (£f)d&dnl,

on substitue ensuite X par sa représentation intégrale. U
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