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LA TOPOLOGIE DU TYPE SAZONOV POUR LES BANACH ET LES SUPPORTS

HILBERTIENS

D. MOUCHTARI, UNIVERSITE DE CLERMONT

1. Introduction

Notations : {E, [°|} est un espace vectoriel métrique complet

dgf

(e.v.m.c.]), Ve(x) un -voisinage de x, Ve VE[D]. Pour tous les espaces

de variables aléatoires LO[Q,OL, P), on utilise les notations

o B | £l
L, f ",{QTTT?T dP.

Soit E un espace vectoriel topologique séparé par son dual E'.-Je
1'algébre des ensembles cylindriques sur E.

Chague application linéaire ¢ : E' - L0 définit une mesure cylindrigue
U¢ sur (E,Jﬁ]. La principale question pour u¢ est la suivante : quand
peut-elle &tre prolongée en une mesure de Radon P¢ sur E ? (On dira que
U¢ est de Radon). Dnas le cas ol E est un Hilbert séparable, Sazonov [1]
a trouvé une condition nécessaire et suffisante pour que u¢ soit de Radon :
la continuité de ¢ par rapport a la topologie{rfdéfinie par la famille

(es &) de produits scalaires (K compact de E, P probabilité de Radon

(K,P)

sur K)

(X' ) y']

(K.P) = f <X', > <y', > dP(.). (1)
' K

Définition 1

Soit E un e.v.t. séparé par son dual E'. Une topologie 3/ sur E’' est
dite S-topologie si 1la gtcontinuité d'une application linéaire ¢ : E' » L°

est la condition nécessaire et suffisante pour que U¢ soit de Radon.

Définition 2 :

Disons que E est de type (S) si sur E' il existe au moins une S-
topologie.
Dans leurs théses, Sazonov et Sudakov ont démontré que [2] la topolo-

gie définie par les produits scalaires (1) n'est pas une S-topologie pour
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Proposition 2

Soit E un espace de type (S). Alors, J est une S-topologie sur E’.

Démonstration : 11 suffit de démontrer que é/ est suffisante. Soit ¢ éf—

continue. Soit V[d)n 3 Gn) une suite de voisinages de O dans f telle gue
~

V(d)n f Sn) c V(¢ ; 1/n). Soit § une S-topologie dans E'. Alors, par la

définition des S-topologies, toutes les ¢n sont cylcontinues ; donc ¢

est ﬁﬁ-continue et u¢ est de Radon.

Les espaces de type (S)

Proposition 3

Soit E un e.v.m.c. admettant la propriété d'approximation, c'est a
dire qu'il existe une suite Tn i E +> E d'opérateurs linéaires continus
de rang fini telle que, pour chaque x € E, 1lim Tnx = xXx. Alors E est sé-

n—)oo
paré par son dual.

En effet, chaque fonctionnelle x(n] o Tn t E-> R, ot x[n) est une
forme linéaire sur TnE, est une forme linéaire continue sur E.EE est alors
séparé par l'enveloppe algébrique de l'ensemble de ces fonctionnelles

en effet. pour tous x, y distincts dans E, on peut trouver n tel que

Tnx # Tny et trouver une forme linéaire x' sur Tn(E) qui sépare ces points.

Proposition 4

Soit E, F, deux e.v.m.c., {Tn} une suite d'opérateurs de rang fini
qui converge vers 1l'opérateur continu T. Alors, pour chaque € > 0, on peut

trouver &§ > 0 tel que, pour chaque n, TnV6 c V€ .

T~1 V . A est fermé et absorbant, donc de

2 . . = n
Démonstration : Posons A nn €/2

catégorie 2 ; donc, pour un X € A, VG(XJ c A. Alors, pour chaque y € V6 ’
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pour chaque n Ty =Ty’ - T x, oi y'e VG{X} ,

Tyl s 1Tyl + [T x| s ez +ezse.

Théoreme 1

Soit E un sous-espace vectoriel fermé de L® admettant la propriété

d'approximation. Alors E est un espace de type (S).

Les opérateurs de rang fini définissant la propriété d'approximation
seront toujours désignés par Tn 3 et on notera Té 1'opérateur transposé de
T .

n

Nous utiliserons les lemmes préliminaires
Lemme 1 : Soit E un espace vectoriel topologique séparé par son dual E’'.
Une probabilité cylindrique u sur E se prolonge d'une fagon unique en une
probabilité de Radon P sur E si et seulement si pour chaque € > 0O on peut

trouver un compact Ke tel que pour chaque C el , Cn Ke =P, u(C) <e.

(Voir par exemple [71).

Lemme 2 : Soit E un e.v.m.c. admettant la propriété d'approximation. Alors
¢ : E* > Lo définit une probabilité cylindrique prolongeable en une mesure
de Radon si et seulement si pour chaqge € > 0 on trouve n(g) tel que

u¢C < € chaque fois que C €€ , n>n(e) et C n Ve {TnE} =P .,
(Conséquence immédiate du lemme 1.)

Lemme 3 : Supposons remplies les conditions du théoréme 1. Soit ¢ : E' - L°

linéaire faiblement séquentiellement continue. Alors u¢ est de Radon si et

seulement si pour chaque € > O on peut trouver n(e) et p(e) entiers tels que
o6 T* | dP. . <€ (2)
IE' po Tm Tn

dés que m > n > n(€), p > p(€). (Ici 1l'application Tm - Tn : E > L° définit

la probabilité de Radon PT .7 sur E').
m n
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Démonstration

Remarquons que si P¢ est une mesure de Radon sur E, f une fonction

bornée Lusin-mesurable sur E, T un opérateur continu de E, T' son transposé

fE Fx) Py, = f £(Tx) dP¢ 5 (3)
E
Nécessitg :
f o1 (x")] P f f l<x,x'>|
. o} o T -T = —— 4P, _, dP_ _
E m n E' E 1+ <x,%x'>| ¢Tp Tm Tn

= T -7 P = - P, .
IE | ¢ - n](x]|o d o1 fE | Tn]Tp[x)IO o,

(Tm-Tn) Tp(x] converge vers 0 quand p, m, n > <, En effet, [Tm-Tan converge
vers O, (Tm-Tn][Tp-Id][x) converge vers O,parce que, pour § fixé,

|Tpx-x|0 < § pour p assez grand et (proposition 4) pour € > 0 fixé&, on

peut trouver § > 0 tel que |[Tm-Tn][x]|0 < £ chaque fois que |x|0 < §

Alors
lim sup {x : |[(T -T )T x| > e/2} =B ;
m n plo
p,nN,Mm > oo

ainsi, pour chaque € > 0 et pour m,n > n(€g), p > p(€)
P, {x : [(T -TIT x| > e/2} <e/2 ;
¢ m n plo
et donc

f I(T ST IT x| dP,(x) < €/2 + €/2 = € .
E m n” plo ¢

Suffisance : Supposons gue (2) soit vrai, mais que u¢ ne soit pas de Radon.
Alors, selon le lemme 2, il existe € > 0 tel que pour chaque n € N il existe

‘ s > €. . _
C, dans oL disjoint de Ve{TnE} tel que u¢ C,h6>¢ Soit Cn un espace vecto

riel de dimension finie dans E' tel que Cn + C; = Cn. Alors Cn est contenu

dans .
B = {x : (x + an nv_ {TnE} = p}

) . "
et Mo B > €. L'intersection des ensembles V_ , {TnE} et Ve/z{Bn} es

vide et ces deux ensembles sont ouverts. V {B}+cC°=v {B }, donc
€/2 n n €/2 n

V€/2 {Bn} est cylindrique. Comme Téx' > x' faiblement pour tout x',
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Y ’ 1 . , i ! > €
¢TP X' converge vers u¢ cylindriguement. Donc 1;m+12f P¢T5 Ve/2 {Bn}
> > €. . P
et pour p Po? P¢Té Ve/2 {Bn} €. En appliquant le théoreme de Lebesgue

nous avons pour n, m > n(§2/4], p > p[€2/4]

2
[(T - Id)(x)| dP, , = 1lim f (T - T dP,_, < €/4 .
fE n 0 ¢Tp m > JE n m 0 ¢Tp

. € . _ > >
Mais x € V_ . {Bn} entraine I[Tn Id]xl0 €/2, et en prenant p > p_,

nous avons

fE |7 -1 0] dP¢Té > f |(T -1 ()| Py, > (e/2). € 5

o1’
VE/Z{Bn} o]

nous obtenons ainsi une contradiction.

Démonstration du théoreme :

Il suffit de démontrer que la topologie Jf est suffisante. Soit
o : g > L° :(—continue.

(a) _9¢ est _séguentisllement faiblement continue. Soit x' > O faiblement.
Donc xé(x] +0 partouE sur E. %lors, pour tout b e S xa +0 P$ -presque
partout ; donc xé P$ 0 ; donc $(x6] E 0. Par définition de ¢ , pour
chaque € > 0 on peut trouver ¢ > 0 et 5 € tels que |¢(x')|0 < € chaque

)
fois que |<_b(x'J|0 < §. Mais pour n > n(6), |$(xa)|o < § ; et donc

|¢(x5)|0 <e.

- - — et ot OO o et et S v

p > p(€8), nous avons

€ > f ,lorpexnl ey

m n
> J _ |$T'[x')| dP_ _
E'/VTLE) P °  ThTh
>8P o 1EVV(E T 81} .
m n
Donc, P_ _ (E'/V($ T, §)) < €, Comme |¢T'[x']| < § entraine |¢T'(x']|
T Th P P 0 P o

< €, nous avons pour tous m > n > n(€d), p > p(€S)
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|1 (x")]| dP. . (x') < 2¢e .
JE' P Tm Tn

{(c) Donc, par le lemme 3, u¢ est de Radon.

La démonstration du théoréme est analogue & celle du théoréeme 1 [8] .

Ici les rd6les de E et E' sont échangés.

Théoréme 2 :

a) Le produit E d'une suite {En} d'espaces de type (S) est un espace

de type (S).

b) Tout sous-espace fermé ED d'un espace localement convexe E de type

(S) est un espace de type (S).

c) La somme directe E d'une suite {En} d'espaces de type (S) est un

espace de type (S).

Démonstration :

(a) Soit ¢ : E' = Z EB > L° ff-continue. Comme la projection sur

n
E(n) = 1 Ei d'une mesure de Radon sur E est une mesure de Radon, la topo-
i=1 n
logie sur E(n)’ = z Ei induite par :f est identique a la topologie Y
i=1
pour 1le couple (E(n], E(n],J. Alors, pour chaque entier n, la restric-
n

(n)

tion de ¢ a 2 Ei définit une mesure de Radon sur E + I1 est bien connu
i=1

que u¢ est alors de Radon sur E,.

(b) Soit ¢ : Eé = g'/e® » L° Y-continue. Chaque mesure de Radon sur
E0 définit une mesure de Radon sur E ; donc 1l'application ¥ : E' » E'/Eg
> Lo, composée de ¢ et de 1l'application canonique, est :f-continue dans E’'.
Donc My est de Radon sur E st 1l'application du corollaire II.2.4. [9] nous

donne que p¢ est de Radon.

(c) En utilisant 1lss mémes raisonnements que dans la démonstration de

o
(a) et de (a) du théoréme 1, on démontre que pour chaque ¢ : E' - L 1li-
. n
néaire continue par rapport a :( sa restriction a |l E;.définit une mesure
i=1
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n

de Radon sur z E
i=1

sur E', Donc il suffit de démontrer le lemme suivant.

i et que ¢ est séquentiellement faiblement continue

o] o0

Lemme 4 : Soit E = z E,. E' = II Ei . Soit ¢ : E' > L° 1lingaire séquen-
i=1 i=1
tiellement continue telle que pour chaque n la restriction ¢[n] de ¢ a
n n
E(n)' = I E! définit une mesure de Radon sur E(n] = z E,. Alors y  est
-q 1 2, 1 ¢
i=1 i=1
de Radon.
Démonstration :
(o]
(n)_ _
(a) Posons E = z Ei 3 et pour v € E', posons
i=n+1
(n)
(n) i vix) si xeE () (n)
v (x) = (n) 3 V=V -V ;
: 0 si x € E

oMy = o™y et Moy = o¢tMyy.
Pour chaque € > 0 on peut trouver n(€) assez grand tel que, pour tout

v € E',
P {w : [”(QJ]¢(v)(wJ =0}>1 - €/2.

Sinon il existe € > O tel que pour chague n on peut trouver vn dans E' et

Gn > 0 tels que

(n)

P {w: [¢( anthl > 8} > esa.

Cela n'est pas possible, parce que 6;1 .[n]vn converge faiblement vers O,

donc ¢[6;1. [n)vn) converge en probabilité vers O.
(n(€))
(b) Choisissons un compact K{e¢) ® O dans E tel que pour chaque
ensemble cylindrique C de E[n[€]] disjoint de K(€) on ait u [n[e)](C) < €/2.

¢

Démontrons que Kf) est €-compact pour u¢ sur E. Supposons le contraire :

11 existe un cylindre C_ de E disjoint de K(€) tel que u¢(col > €

= ! (<X,V . 24ee <X,V >
C, {x ¢ (<x v, XsV, ) € B}

ol B est un ensemble borélien dans RK. D'aprés (a),
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u¢{x : <x.[n(€nyi
Donc (n)

My (nte)) (Co n EX) = uy

chaque 1i}) > e/2.

> = 0 pour chaque i} 2 1 - /2 .,

(n(e))

(C0 n {x:<x, vy> = 0 pour

Corollaire : Tout sous-espace fermé de L1[D,1] est un espace de type (S).

Quelques caractérisations de Banach et de Fréchet de type (S)

Les résultats que je cite ici (sans démonstration) sont tout a fait

semblables & ceux de [10] .

Théoreme 3

Soit E un espace p-normé de type (S) séparable complet. Alors E est

plongeable dans un Lq pour g < p, donc dans un L°,

Théoreme 4

Un espace de Fréchet de type (S) est plongeable dans un LC.

Théoreme 5
Soit E un Fréchet de type (S). La topologie 5}“ 0 <p <1 définie
par les voisinages

{x' : f |<x,x*>|P P < 1} (%)
K

(K compact de E, P probabilité de Radon sur K) est une S-topologie.

Théoreme 6
Soit E un Banach de type (S) et de type q. S1 0 < p < g, la topologie

ffp définie par les voisinages (*) st une S-topologie,

Théoréme 7

Soit E un Banach de type (S) tel que la S-topologie dans E' soit défi-

nie par des voisinages convexes de type (p). Alors, E est de type p.
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Théoréme 8
Soit E un Fréchet dont la topologie sst définie par une suite de pro-
duits scalaires. Alors, dans E', il existe une S-topologie définie par des

produits scalaires.

Théoreme 9

Soit E un Fréchet tel que dans E' il existe une S-topologie définis
par des produits scalaires. Alors, la topologie de E est définie par des

produits scalaires.

Définition 5 :

Disons qu'une mesure Y sur E a son support hilbertien si y est concentrée

sur 1lss compacts hilbertiens.

Corollaire : Soit E un Fréchet. Si chaque mesure de Radon sur E a un support

e ——

hilbertien, la topologie de E est définie par des produits scalaires.

En effet, dans ce cas, la topologie sur E' définie par toutes les normes

de type (*) ol p = 2 et K compact est une S-topologie.
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