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RECURRENCE DES LIBRAIRIES SUR UN ARBRE

G, LETAC, UNIVERSITE DE TOULOUSE

1) L'Arbre

Soit (T, A) un arbre, c'est & dire un graphe non orienté, connexe
et sans cycle. On suppose que 1l'ensemble T des sommets est fini ou dé-
nombrable et on distingue un sommet w dans T ;3 T devient ainsi un
ensemble ordonné partiellement : s & t si 1'unique chemin allant de w
d t passe par s. L'arbre est dit linéaire s'il est totalement ordonné.

Si t € T, on note :
{w = t (£, LS PEEPRF M t} 1'unique chemin allant de w 2a t,

avec to(t] < t1(t) < ..a< tk(t]. On définit enfin pour tout t de T 1la

il

permutation Ty de T par Tt[s] s si s,( t,

T, (t.(%))
1

10 < 4
t ti_1(t] si 0 < i< Kk

Tt(w) t.

Attention, T, n'est pas un automorphisme d’'arbre. Il est clair que le

t
semi groupe pour la composition engendré par les Ty est le groupe dé-

nombrable G0 des permutations de T ne déplagant qu'un nombre fini de t.

2) Livres rangés sur l'arbre

Soit maintenant B un ensemble de mé@me cardinalité que T, dont les
€léments b sont appelés livres. Soit’ e une bijection de T sur B
(ce gui revient & placer le livre b = e(t) au sommet de T). Notons
E=eo G0 : c’est 1'ensemble dénombrable des rangements T des livres
ne différant du rangement e qu'en un nombre fini de points. Nous allons
introduire une transformation g(b) de E, qui correspond & changer le
rangement T lorsqu'on prend le livre b (& la place t = ﬂ-1(b]], qu'on
le place en w et en faisant "glisser” les livres se trouvant sur 1'uni-

que chemin allant dew a t.
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La définition de g(b) : E > E est

g(blm =To T .

Une autre transformation de E nous sera utile;si t € T, on définit

h(t) : E > E par :

h(t)m =To T

Attention : il y a une transformation g(b) par livre b, une transforma-

tion h(t) par place t. Ni g(b) ni h(t) ne sont des bijections de E.

3) Librairie sur 1'arbre

00
Soit maintenant une suite [Xn]n_1 de variables aléatoires & va-

leurs dans B, indépendantes et de méme loi définie par :

P [Xn=b] = Py

=

(Xn est le livre lu & 1'instant n).

o)
On définit alors une suite Y = [Yn]n=D de variables aléatoires & valeurs

dans E par :

Vo=8 Yner = 8 [Xn+1 ] n

Yn est donc le rangement des livres & 1'instant n. Y constitue a 1'évi-

dence une chaine de Markov sur E. La classe de e est essentielle et

apériodique lorsque = 0 impligque que pe[t] = 0 pour tout t > s,

Pe(s)
hypothése que nous ferons désormais. Cette chaine est appelée une librai-

rie, et on s'intéresse & ses propriétés de récurrence.

Si 1'arbre (T, A) est linéaire, la question est résolue dans
G. Letac (1974). Nous démontrons ici (théoréme 2) un résultat conjecturé

par P. Nelson, & savoir que notre librairie n'est jamais récurrente positi-

ve dans le cas infini non linéaire.

4) Une mesure stationnaire

Théoré : Si = .
héoréme 1 : Si m e E on pose qs(ﬂ) Z Prt)
st
qs[e]
Alors u = I ——— est une mesure stationnaire de 1la
™ se T qs(ﬂ]

librairie.
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Esquisse de démonstration : On vérifie facilement que [uﬂ]ﬂ cE est une

mesure stationnaire si et seulement si

u
z P h(t)m = 1
—_— = pour tout m .
teT (W) u

Or la définition de u. entraine que

uh(t]'rr - qs[ﬂ] - 1 qs(“]
U seT qs[h(t)ﬂ] s<t qs[TTJ " Pres) * Pr(w)
. - = - 1 <
car qs(h(t)ﬂ) qs[ﬂ) P (@) Pr(s) si s< t
=0 sinon.
Posant %5 = Pr(s) BS = 2 0y, 11 reste a vérifier que :
sSt
B
z %, il B _Sa rrll 1
t st s s
si at >0 et z at = 1 ; une démonstration probabiliste de cette
teT
identité se fait en considérant une chaine de Markov [2‘n]n=O sur T,
d'état initial ZD = W et de transition
o
Poy © E?_ff%;-frji si s&t et It < s| =1,
’ s s w
aw
sw” B, va
P s % aw

Le premier membre de 1'égalité & démontrer est la probabilité

P[In> 0:Z =u] . Comme :

P[Zn+1=w|zn']=e — > 75— >0,

le théoréme du renouvellement permet de conclure.
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5) Le cas fini
Si (T, A) est un arbre fini, on peut lui associer une caractéristi-

gue fort utile : c'est le nombre :

KT) = T 1

I # {s; s3>t}
teT

ol lTI est le nombre de sommets. On montre sans difficulté que K(T) est

un entier positif.
Dans le cas ol T est fini, le théoréme précédent peut étre précisé grace

a la proposition suivante :

Proposition 1 : Si T est fini, alors :

1 . Kk
o q, (m nm p
mekE t beB b

La démonstration est assez fastidieuse : elle procéde par récurrence non sur
le nombre de sommets de T, mais sur le nombre N de branches "issues du
tronc"” : convenons de dire que s appartient au tronc si pour tout t de T,

ou bien s& t ou bien s 3 t. Si s_est le plus grand élément du tronc, N est

o
le nombre de t de T tels que t > s, et |s - tol = 1.

L'utilité de K(T) est qu'’il donne une mesure de la linéarité de
1'arbre. En particulier K(T) = 1 si et seulement si 1’arbre est linéaire.

Semblablement :

Proposition 2 : Soit T infini et N - T une bijection telle que
t0 =w et Tk = {t ., t

ceay tk} soit un arbre pour la structure in-

o’ "1’
duite. Alors si T n'est pas linéaire, K(Tk] E_; + ©
Démonstration : Soit t0 le plus grand élément du tronc. Soit t_  tel que
tno = s, - Alors K(Tk] =1 si k& n, - Prenant k assez grand, soit N, le

nombre de branches issues du tronc de Tk 3 Nk est croissant et 3 2 &

partir d'un certain rang, T n'étant pas linéaire. Si Sy Sps saes Sy sont
k

s

supérieurs a s et tels que |si - s =1 aveci=1,2... N il est

ol

clair que :
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ol my = # {s: s ¢ T, ets> si} pour i =1, ..., N, comme on a
= k- > -
my > 1 et m, * «oo + My k ng - On a KT > k N, et donc
k k
K > oo,
Tk k o

6) La librairie dans le cas infini non-linéaire

Théoréeme 2 : Si P > 0 pour tout b dans B, si T est infini et non linéai-
re, la librairie n'est jamais récurrente positive.
Démonstration : Il suffit de montrer que ﬂ%;E u. = @, ou [uﬂ)ﬂ'e.E est

défini au théoreme 1. L'idée est d'approcher la librairie par une librai-

rie finie. Scit une application k+=t, de N dans T satisfaisant aux hy-
~

k

pothéses de la proposition 2. On pose Bk = e[TK], Ext Tk 1'ensemble des

sommets maximaux de Tk' et Ek 1l'ensemble des W de E tels que

TE) k)

e(t) si t ¢Tk. On munit B de la probabilité p[ suivante :

(k) (k) . -1
P, = 0 sib ¢ Bk' Py si e [b)ea'Tk‘\ Ext Tk et
(k) _ _ 1 .
P, = Gy (e) si t=e¢e (b) € Ext Tk' On pose enfin :
g m - ) p[,::%sl si T EE,.

t s >t

Il est clair que pé?i] < qt(e] sit e-Tk

(k)

< . . .
et que qt[ﬂl $ ag (m) si t e.Tk et T e.Ek
K
pe(t] .
Donc u. > Il ————~ s8i ™ & E, . Donc, d'aprés la
m (k) k
te Tk EN (m)

proposition 1 :

Yoouo o> ¥ w3 KT
TeE " T EE, T k

Comme d'aprés la proposition 2, lim K(Tk] = o , gn a le résultat.
[o o]
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