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UN THEOREME DE LA LIMITE CENTRALE DANS c(s)

B. HEINKEL., UNIVERSITE DE STRASBOURG

Dans un certain nombre de publications récentes ([3] et [5] par exemple)
il apparafit que la méthode de "recouvrement", introduite par R.M. Dudley [1] pour
1'étude de la régularité des processus gaussiens, est également une méthode
fructueuse dans la recherche de conditions suffisantes pour qu'une v.a. a valeurs
dans C(8) satisfasse au Théoréme de la limite centrale. Nous nous proposons de
montrer qu'il en est de m&me de la technique des mesures majorantes de X. Fernique
[2] ; les résultats que nous obtiendrons ont pour corollaires les principaux
énoncés connus précédemment.

Soient (S,d) wun espace métrique compact et C(S) 1'espace des fonctions
continues sur S & valeurs réelles, muni de la norme H.Hco . On s'intéresse aux
v.a. X & valeurs dans C(S) s centrées, telles que :

Sup E Xz(s) < 4o
s€S

On suppose de plus que l'écart T sur S induit par la covariance de X , i.e.

Vs,t €5 T(s,t) = (B(X(s)-X(t))?)

est continu par rapport a2 4 .
Donnons-nous a présent une suite (Xn) de v.a. indépendantes, de méme loi que X .

Pour tout n € N, on note :

S =X+...+X
n 1 n

S
et pn désigne la loi de la v.a. 7% .
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On dira que X satisfait au Théoréme de la Limite Centrale s'il existe

une mesure de probabilité gaussienne W sur C(S) y telle que un converge

étroitement vers W .

Avant d'énoncer le résultat principal, nous allons introduire quelques
notations.
i) P sera un écart privilégié sur S , continu par rapport &3 d , tel que
X soit p ~continu, et dont la nature sera précisée ultérieurement.
ii) Pour tout r >0 et tout s € § ’ Bp (syr) désignera la p -boule ouverte
de centre s et de rayon r .

iii) & toute fonction £ : S = R s On associe F:85x8-R définie par :

f(s)-f(t

}J(S,t) = pls,t 1(p7£0)(s,t)

iv) on notera ¢ la fonction : t - VIogt .

v) Enfin, on désignera par (Xn) une suite de v.a. indépendantes, de méme
loi que X , définies sur un espace probabilisé (01 ,F1,P1) . On considérera
d'autre part un autre espace probabilisé (QZ’Fz’PZ) sur lequel on suppose
construite une suite de Rademacher (en) (i.e. une suite de v.a.r. indépendantes
de méme loi que € ou

P(e=1) = Ple==1) =3 ) .

On notera Ei(i = 1,2) l'espérance calculée par rapport & la probabilité Pi(i =1,

On a l'énoncé suivant :

THEOREME. On suppose qu'il existe un écart p sur S , continu par rapport a 4 ,

tel que X soit p -continu et tel que de plus :

1) il existe une mesure de probabilité A sur S (muni de la tribu p -borélienne

telle que :
€
1lim sup ) R — du =0
elo x€S “o )\(Bp(x,u))

. . . s o, P
2) il existe une suite de v.a.r. indépendantes (Tk)kGJN s SUr (Q1,- 1,P1) de

méme loi que T , T étant une v.a.r. 2 0 , de carré intégrable,
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vérifiant : \
— n \
~ 2\
k§1 (Sft)ek)
Sup E E,Log J exp | memmemmmme—Zes AN (s)dN () < + @
n “ S XS 2 /
ZT /
N k /
*=1 Va

Snus ces hypothéses, X satisfait au théoréme de la limite centrale.

Donnons 1l'idée de la démonstration((la rédaction détaillée est a paraltre
L4]

On »eut remarquer tout d'abord que par le méme argument que N.C, Jain
et M.B. Marcus ([ 5] Lemme 2) , on peut s= restreindre au cas ol X est synétrique.
La symétrie de X , le théoréme de la limite centrale en dimension finie et la
continuité de 0 par rapport & d impliquent que la démonstration du théoréme

BN

se réduit a établir que :
Ve>0 VN>0 HEa>0 HnDE]N tels que :

n
1
Vozn PR®P{ sup |— I ¢ (X (s)-%x(t))|ze}=n
o 1 ZP(S,t)ﬁa ,/I_1k=1 Xtk xk

Ce résultat découle par des majorations 4lémentaires du lemme suivant :

LEMME DE CONTINUITE : Supposons l'hypothése (1) du théoréme vérifiée., Pour toute

fonction : S » R, p ~continie, telle que :

d = j expTS‘lz(s,t) dA(s)dr(t) <+
S XS

== £(xy)
2

v X,y €5 lf(X)-—f(y)ngOgup J‘ ) __é__ d —
Z€ES "o i A (Bp(z,u))

du

Domong pour finir quelquss corollaires.

Remargue 1 : On obtien: comme corollaires du théoréme cité plus haut, les 2

énoncés principaux de N.C. Jain et M.B. Marcus [5] =
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COROLLAIRE 1 : Supposons qu'il existe une v.a.r. M=0 , de carré intégrable et

un_écart p sur S , continu par rapport a 4 , vérifiant :

Vs,t €5 Vo €Q |X(w,s) -X(w,t)| = M(w)p(s,t)

On suppose de plus vérifiée la condition :

‘[ @(N_(u))du< +o
o P

(o_\‘); Np (u) désigne le nombre minimal de p - boules de rayon u suffisant & recou—

vrir S) alors X satisfait au Théoréme de la Limite Centrale.

COROLLAIRE 2. On suppose vérifiées les conditions suivantes :

1) A >0 tel que :
Vs,t €S Vo €R E{expoz(X(s)—X(t))}seprazT2(s,t)
2) J (N (u))du <+
o

alors X satisfait au Théoréme de la Limite Centrale.

Le corollaire 1 est une conséquence immédiate du Théoréme.
Le corollaire 2 se démontre en établissant tout d'abord que X est T - continu,
puis en montrant que les hypothéses du Théoréme sont satisfaites pour 1l'écart p
défini par :
p =3 A sup (sup T(s,t),1)T
sS,t
et la v.a. T constante, égale a 1 .
Remarque 2 : On voit (en modifiant légérement la démonstration de la T - continuité
de X dans la preuve du corollaire 2), que la condition suffisante de continuité
des trajectoires d'une fonction aléatoire gaussienne de X. Fernique ([2]
corollaire 6.2.3) 1l'est également pour les fonctions aléatoires séparables a

accroissements sous-gaussiens (i.e. satisfaisant 3 la condition 1) du corollaire 2). -

De facon précise, on a 1l'énoncé :
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PROPOSITION. Soient (S,d) wun espace métrique compact et (X(t),t €S) une

fonction aléatoire séparable, ceatrée, de carré intégrable. On suppose de plus

que 1l'écart T induit par la covariance de X est continu par rapport a d

et qu'il existe une constante A >0 , telle que :

Vs,t €5 Vo €R E{expa (X(s) -X(t))) <exp Aasz(s,t)

S'il existe une mesure de probabilité A sur S (muni de la tribu T -borélienr

telle que :

€
. 1
(%x) 1;m sup j Q(k B (xa )du = 0

elo x€S Yo

alors X est a trajectoires p.s. continues.

Cet énoncé généralise le Théoréme 3.1 de [6] . La condition (**) n'est
par contre pas nécessaire pour qu'une fonction aléatoire X a accroissements
sous—gaussiens soit a trajectoires P.s. continues comme le montre le contre-

exemple considéré dans [4] .



L1]

[2]

[3]

[4]

[6]

- 42 -

REFERENCES.

R.M. DUDLEY

X. FERNIQUE

E. GINE :

B. HEINKEL :

N.C. JAIN et M.B, MARCUS

N.C. JAIN et M.B. MARCUS :

The sizes of compact subsets of Hilbert space
and continuity of gaussian processes.
J. Functional Analysis 1 (1967) n°® 3 p.290-330

Régularité des trajectoires des fonctions
aléatoires gaussiennes - Ecole d'Eté de
Probabilités de St Flour 4 (1974)

Lecture Notes in Math. 480 Springer p. 1-96 .

On the central-limit theorem for sample
continuous processes -~ The Ann. of. Prob. 2

(1974) n° 4 p. 629-641 .

Mesures majorantes et Théoréme de la Limite

Centrale dans C(S) (& paraftre dans Z .

Wahrscheinlichkeitstheorie and Verw.Gebiete)

Central-Limit theorems for C(S) - valued
random variables.,
J. Functional Analysis 19 (1975) p. 216-231 .

Sufficient conditions for the continuity of
stationary gaussian processes and applications
to random series of functions.

Ann. Ins. Fourier 24 (1974) 2 p. 117-141

Institut de Recherche Mathématique Avancée

Laboratoire Associé au C.N.R.S.

7, rue René Descartes

67084 STRASBOURG - Cédex




