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EBERLEIN-COMPACTS ET ESPACES DE RADON

W. SCHACHERMAYER, UNIVERSITE DE CLERMONT

EBERLEIN-COMPACTS ET ESPACES DE RADON

par W. Schachermayer

Théoréme l: Soit K un Eberlein-compact, tel que K con-

tient un ensemble dense D, dont la cardinalité soit de

mesure zéro. Alors K est un espace de Radon.

Les définitions suivantes vont expliquer les termes

N . -’ \
utilisés dans le théoreme.

Définition 1: (voir [8] et [3]) Un espace topologique K

est dit Eberleih-compact,s'ilest homéomorphe a une

partie faiblement compécte d'un Banach (munie de 1la
topologie affaiblie).

Selon les travaux d'Amir et Lindenstrauss [1]
il existe alors un ensemble I, tel que K soit
homéomorphe a une partie ¢(c0(I),£l(I))- compacte

de cO(I).

Définition 2: Soit X un espace topologique et notons par

8 (X) la tribu borélienne et par B*(X) 1la tribu
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bairienne de X. Nous appellons mesure borélienne (resp.

bairienne) sur X une mesure positive finie pu sur B(X)
(resp. B* (X)) .

J peut avoir des propriétés supplémentaires:

(i) onappelle p réguliére, si pour chaque borélien B de
X on a

p(B) =inf {u(G): G ouvert, g>OB}-

(ii) onappelle pu T-additive, si pour chaque famille fil-

trante croissante {Ga}aeA d'ouverts dans X on a

B, Gy) =sup {p(G):aen} -

(iii) onappelle p mesure de Radon, si pour chaque borélien

B de X on a

p(B) =sup {p(K): K compact, KCB} .

Il est facilede vérifier que (iii) implique (ii) et si X
est un espace topologique régulier, que (ii) implique (i) (voir
[5]). La question se pose,de savoir sous quelles conditions sur la
structure topologique de X on a desimplications dans 1l'autre
direction. Dans la littérature on trouve les notations suivantes:

(a) Onappelle X espace de Radon, si chagque mesure

borélienne sur X est de Radon (voir [10]; par

exemple les espaces polonais).
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(b) On sappelle X T -espace, si chaque mesure borélienne

est T —additive.

(c) On appelle X un espace Borel-mesure-compact si chaque

mesure borélienne réguliére sur X est T -additive
(par exemple les espaces paracompacts vérifiant une
certaine hypothése sur la cardinalité) et espace

fortement Borel-mesure-compact, si chaque mesure boré

lienne réguliére est une mesure de Radon (voir [5)/).

(d) On appelle X un espace universellement Radon-mesurable,

si chaque mesure borélienne T-additive sur X est une

mesure de Radon. La raison de cette notation vient de c«
Id P ” .

que Sunyach [13] a démontré que les énoncés suivants sont

équivalents pour un espace complétement régulier X:

(i) X est un espace universellement Radon-mesurable.
(ii) X est une partie universellement Radon-mesurable
d'un surespace compact K de X (i.e. X se
plonge dans K et pour chaque mesure de Radon pu
sur K, X est une partie u-mesurable).
(iii) X est une partie universellement Radon-mesurable

de tout surespace compact K de X.

Définition 3: Soit m un nombre cardinal que nous identifions

a l'ensemble I~ Ce cardinalité m et munide la topologie

. \
discrete,.
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(2a) On dit, que le cardinal m est de mesure zero si

Im est un espace ce Racon (i.e. si chague mesure
finie pu sur la tribu Q(Im) éde toutes les parties
de Im, telle que u(ii})==6 pour tout ieInl, est
identiquement ().

(b) On dit, que le cardinal m est non-mesurable, si

chagque mesure u sur &(I), qui ne prend que les
valeurs 0 et 1 et telle que u({i}) =0 pour

tout i €I, est identiquement O.

Notons 7 la famille des cardinaux de mesure zéro et 7
la famille des cardinaux non-mesurables. Evidemment 7NC<?N et
‘50 € M-

Pour une étude des propriétés de M et N nous renvoyons
le lecteur a [14], (voir aussi [6] et [7]). Nous mentionnons
seulement, que tous les cardinaux inférieurs Aau premier cardinal
faiblement inaccessible appartiennent & 7 et tous les cardinaux
inférieurs au premier cardinal fortement inaccessible appartiennent
a N (et méme le premier cardinal fortement inaccessible d'aprés
un théoreme de Hanf et Tarski ([12], p. 313)). si $$c' le car-
dinal de la puissance du continu appartient a . (par exemple si

l'on suppose l'hypothése du continu) alors 2 et N coincident.

Démonstration du théoréme 1l: Nous exploitons les idées de [15]

et [8].

\ N
D'apres les remarques de la définition 2, nous pouvons
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supposer, que K est une partie faiblement compacte de
cO(I) pour un certain ensemble I. Aussi nous pouvons
supposer, que la cardinalité de I est de mesure zéro.
[En effet , soit D une partie dense dans K de
cardinalité de mesure zéro. Comme chagque deD ne charge
qu'une partie au plus dénombrable d'indices de 1I,
1'ensemble Io d'indices chargés par les deD est aussi
de mesure zéro. Or D est contemu dans co(Io) et
comme cO(IO) est faiblement fermé dans co(I), K aussi
est contenu dans cO(IO) . Evidemment nous pouvons suppo-
ser 1I-= IO.]

Soit p une mesure borélienne positive finie sur K,
qui n'est pas de Radon. Il est bien connu (et facile a
vérifier; voir [9], sec. 52, th. H) qu'une mesure borélienne
sur un compact est de Radon, si et seulement si py est
régulidre ou bien si et seulement si pour chaque fermé F
dans K,

p(F) =inf {u(G): G ouvert, G DF}

done il existe un fermé F dans K tel que

IJ(FO) <inf {pu(G): G ouvert, GDFO}.

[ ]

Soit {Gn} une suite de voisinages de F_. telle que

n=1

inf {p,(Gn)} =inf {u(G): G ouvert, GDFO}.
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Définissons une mesure ) sur les boréliens B de K
par

. @®
p (B n(nfz\l Gn\FO)J
A (B) = .
L (an Gn \ FO)

Or A est une probabilité borélienne sur K, X(Fo)==0

et pour chague voisinage G de Fo nous avons
A(@) = 1. (*)

Associons a A la mesure de Radon unique XR sur B8(K),
telle que A et XR coincident sur la tribu bairienne
B*(K) ([9], sec. 54). Nous pouvons considérer XR comme
une mesure sur [co(I), ¢(cO(I), ﬁl(I))] (en la posant
zéro en dehors de K); le théoréme classique de Phillips
({1ol], p. 162) implique que AR soit portée par un sous-
espace séparable de co(I). Comme chaque suite d'éléments
dans co(I) ne charge gu'un nombre dénombrable d'in-
dices, nous pouvons choisir une partie dénombrable I

l
de I' t. Y )\ C (I )) 1.

Posons I ==I\Il et définissons pour chague 1ice€I

2 2

et ne€N

¢, = {x¢eK: lxil >i-}.

X, notant la i-iéme composante de x. Aussi posons
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n
G=UGi-
1612
Comme chaque Gin appartient a la tribu bairienne de K

et est disjoint de co(Il) nous avons
A, ™) =2 R, ®)=0 VieI,,VneN.
i i 27
PPN . . - . n
Définissons pour n fixé la fonction f (x) sur K

M%) = £ 1n(x),
. G,
l€I2 1

1 notant la fonction indicatrice de Gin. La valeur

de fn(x) est le nombre de coordonnées de x dans 12 qui
sont en module plus grandes que %1 . Or fn est une fonction

finie sur K et semicontinue inférieurement, étant le

sup des fonctions indicatrices des ouverts.

Pour chaque couple (n,k) € Nx N définissons

n,k PO A . .
G’ est borelien, etant l'intersection d'un ouvert et
. G k
d'un fermé, et " = U g™ .
k=1

Pour (n,k) fixés définissons la mesure positive

vn,k sur les parties J de 12 .
n, k Gn"k ied Gi
D'apres Beppo-Levi V est o-additive et Vv

n, k n,k s'annule
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. n
sur les points de 12, parce que )\(Gi) =0 pour chaque

ieI,. BRussi Vo x est bornée, parce aue
(4

n
- A< .d\<k.
(1) in,k  are ({n’kk ar€k

Comme est un cardinal de mesure zéro, nous avons

72
V = o 1 1
n,k(IZ) 0 ; ainsi,

n,k j I n
’ = AL = =
A (G ) Gn'k dAg Gn'k £ an Vn'k (12) 0]

et

A0 ™y =a0 8 ™F-0.
n=1 n=1 k=1

(]
Mais le complément de U Gn dans co(I) est justement
n=1

R -
X = L ]
co(Il), donc (cO(Il)) 1 Oor A et A sont portées
1
. . . a L

par l'espace lusinien (co(Il), (co(Il), (Il))) et
coincident sur la tribu de Baire. Donc elles sont égales
([10], p. 92) et A est une mesure de Radon. Nous arrivons

Y . .
donc a une contradiction.

c.qg.f.d.

corollaire 1l: Soit E un Banach réflexif, t.gq. E admet un

ensemble dense D de cardinalité de mesure zéro. Alors

E muni de la topologie O©(E,E') est un espace de Radloin.
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Démonstration: Une réunion dénombrable d'espaces de Radon est

un espace de Radon ([10], p. 119).

Ce corollaire fournit une réponse partielle & une

question posée dans [11].

Corollaire 2: Soit X un espace topologique, plongeable dans

un Eberlein-compact (c'est a dire homéomorphe a un
sousensemble d'un Eberlein-compact; dans la suite nous
dirons, que X est "Eberlein-compactifia ble") t.q.
admet un sous-ensemble dense D de cardinalité de mesure

zéro. Alors X est un T-espace. X est un espace de

Radon si et seulement si X est un espace universellement

Radon-mesurable.

Démonstration: Soit X un sousensemble d'un Eberlein-compact

K, dans laquelle nous pouvons supposer que X et alors
D soient denses, et soit y une mesure borélienne sur
X. Définissons une mesure borélienne g sur les boré-
. ~
liens B de K :
~ ~
p(B) = p(BaXx) -
Pour chaque borélien B de X on a évidemment p(B) =
;I*(B), c'est a dire u est la mesure induite par la
[< - ~ .
mesure exterieure u* sur X. ﬁ est une mesure de Radon et

est a fortiori T-additive. Comme une mesure induite par une

mesure T-additive est T-additive ([13]) ‘4 est aussi



- 138 -

T—-additive.

La deuxiéme partie de 1'énoncé suit directement de la

définition d'espaces universellement Radon-mesurables.

c‘q.f.QQ

Il serait donc intéressant de caractériser les espaces

topologiques "Eberlein-compactifiables".

Proposition: Un espace topologique X est Eberlein-compacti-

fiable si et seulement s'il existe une famille {fi}ie I

de fonctions réelles continues bornées sur X, t.q.
{fi}ie I définit la topologie de X (c.a.d. la topologie
de X est la topologie la plus faible pour laquelle
toutes les fi soient continues) et que, pour chaque

zeB X, {':E.'J._(z)}i T appartient a co(I) , ou BX

note le compactifié de Stone-Cech de X et %; le

prolongement continu de fi sur BX.

Démonstration: Soit X plongé dans un Eberlein-compact X,

que nous supposons une partie faiblement compacte de
co(I); alors les fontions coordonnées fi: ¥—= X, sur
cO(I) définissent la topologie de X. Soit X 1le
compactifié de Stone-8ech de X et 7:BX — K 1la

projection de B X sur K, prolongeant 1l'identité sur
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~

X. Evidemment pour chaque iel nous avons fi==fioﬂ;
€ £ ={f x))}. € .
pour z €B8X on a donc tfi(z)}ieI { i(11( ))}le I cO(I)
‘ Inversement, supposons donnée une famille {fi}i.el
vérifiant les conditions de l'énoncé. Evidemment on

peut supposer HfiH“ < 1 pour chagque i€I.
Définissons

[0} :BX-———?I

z-—-——{fi(z)}ie .

Alors K=¢(BX) est une partie compacte de RI qui est
contenue dans la boule unité de co(I). Comme sur la
boule unité de co(I) la topologie faible a(co(I), 21(1))
coincide avec la topologie induite par RI, K est une
partie faiblement compacte de co(I). Donc la restriction
de ¢ a X plonge X homéomorphiquement dans 1'Eberlein-

compact K.

Remarque: Dans l'énoncé de la proposition 1 on peut @videmment
remplacer BX par n'importe quel compactifié de X sur

lequel 1les fi soient continlment prolongeables.

La proposition suivante, qui ne dépend pas de la proposition
1, montre que les espaces métriques sont Eberlein-compacti-

fiables. Mais on a méme plus:

Proposition 2: Un espace métrique (X, P) est plongeable dans

une partie faiblement compacte d'un Hilbert.
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Démonstration: Pour chague ne€¢N et x€X soit

1
Bn(x)={y€X : ,O(x,y)<;1-}.

Alors pour chagque n €N {Bn(x)}xé’X est un recouvre-

ment ouvert de X. Comme X est paracompact, il existe

une partition de 1l'unité {f?}ie . subordonnée a
n
1, p. 211).
{Bn(x)}xﬁx (f4l, p )
®° PR 2
Soit I= U 1 et définissons ¢ : X —47 (I) par
n=1 n
= -n n
o(x) =27 £, 13

n

Il est facile de vérifier, que ¢ est une injection homéo

morphe de X dans EZ(I) gui prend ses valeurs dans la

boule unité de Ll(I), donc a fortiori dans la boule unité
2 . 2 2

de L7 (I). L'adhérence K de ¢(X) dans (£7 (1), o(4£ (1),

52(1))) est donc une partie faiblement compacte de

1'Hilbert £2(I) et ¢ plonge X dans K.

Remarque: Proposition 2 et corollaire 2 impliquent donc que
chaque espace métrique X admettant un sousensemble dense
de cardinalité de mesure zéro est un T-espace et que X
est un espace de Radon si et seulement si X est un espace
universellement Radon-mesurable. Alors que cela répond a
une question posée dans ([2], Appendice) ce résultat n'est

pas trés original. Par exemple c'est (implicitement)
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démontré dans [11l] sans utiliser la technique de plonge ment
dans un Eberlein-compact. Mais il serait intéressant de
trouver d'autres classes d'espaces topologiques, qui soient
Eberlein-compactifiables et alors donner un autre point

de vue sur la théorie des espaces de Radon.

Les deux exemples suivants montrent, que l'on ne peut pas

etre trds optimiste sur cette question:

Exemple l: Un espace héréditairement paracompact, qui n'est

pas Eberlein-compactifiable.

Soit I un ensemble de cardinalité }\l et soit x=1v{pl.
Soit d 1la topologie sur X qui induit sur I 1la topo-
logie discrete et telle que les voisinages de p soient les

compléments des parties dénombrables de 1I.

Alors X est héréditairement paracompact et il est laissé au
lecteur le soinde vérifier en vertude la proposition 1 que X
n'est pas Eberlein-compactifiable. Remarquons aussi que

X est un espace de Radon.

D'autre part, un sousespace ouvert d'un Eberlein-compact

n'est pas forcément normal:

Exemple 2: Un espace localement compact et Eberlein-compacti-

fiable, qui n'est pas normal:

Soient I et J deux ensembles discrets t.q.
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ﬁ{o‘<card (I) <card (J):; soient IA==IU{pi} et JA==Ju{pj}

les compactifiés de Alexandroff. Or ® (homéomorphe a

{e.}

i i;slu{o} dans (co(I),a (cO(I), £l (1)))), e, notant

le i-iéme vecteur de la base canonique) et JA sont Eberlein-

. ~ A A - .
compacts. Or il en est de meme de I x J (un produit
dénombrable d'Eberlein-compacts est Eberlein-compact). L'espace

_ A JA
X=1 X \ (pi'pj) est alors localement compact et

Eberlein-compactifiable, mais X n'est pas normal ([4], p. 81,

ex. 2. 3.2).
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