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CONTROLE IMPULSIONNEL AVEC RETARD

POUR DES PROCESSUS DE MARKOV

M. ROBIN,IR 1 A - LBO RIA

Introduction.

On étudie ici un type particulier de problèmes de contrôle impul-

siônnel au sens de A. Bensoussan - J.L. Lions ~1 ~, [2]. Pour fixer les
idées considérons un exemple typique : supposons que l’état d’usure d’une

machine soit représenté par un processus stochastique xt. Le fonctionne-

ment de cette machine coûte f(x) par unité de temps quand l’état est x ;
d’autre part on suppose que l’on peut décider de remplacer cette machine

par urle autre dont on choisit l’état £, moyennant un coût c(x.~) si x est

l’état de l’ancien matériel au moment de la décision. De plus on suppose-

ra que la loi d’évolution de l’état de la nouvelle machine est la même

que celle de l’ ancienne machine. On a ici un problèine de contrôle stochas-

tique où la variable de contrôle est la suite des instants de remplacement

et des états des machines que l’on met en place à ces instants.

On formulera le problème quand l’évolution d’une machine seule est

markovienne et on cherchera à caractériser un contrôle optimal ainsi que

le coût optimal. On mentionnera brièvement un exemple où le coût optimal

peut être caractérisé par une inéquations quasi-ve.riationnelJ e (cf. [1J. [2]).

Les méthodes utilisées ici sont applicables à d’autres types de pro-

blèmes de contrôle impulsionnel. D’autre part, les résultats donné.s ici

généralisent ceux de [4].
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1. Hypotl1èses - notations - PC’sition du ç.rublème.

Soit Q = espace des fonctions continues à droite, limitées

à gauche, à valeurs dans E espace localement compacte à base dénombrable.

0n.»ose pour w E Q, J’ = s  t} . 30 , et on note
t t s 

- 

00

, 3 les complétées universelles de 3t 1
On note également 6t les opérateurs de translation. On suppose donné

un processus de markov homogène

dont on note ~(t) le semi groupe et l’on suppose vérifiées les propriétés
suivantes :

On notera C l’espace des fonctions continues sur E’ = E U 

Co l’espace des fonctions continues sur E, nulle à l’infini.

RemarQue 1 . 1 . X eet quasi coiitinu à gauche . L’ hypothè se

~1.4~ n’est là que pour se restreindre à une durée de vie infinie. Pour ob-
tenir un processu.s X vérifiant les hypothèses précédentes, on peut par exem-

ple partir de la réalisation canonique d’un semi groupe de Feller et complé-

ter les tribus.

Les autres données seront les suivantes :

on notera U un compact de E fixé dans la suite.
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a et h &#x3E; 0 seront des constantes dans toute la suite, f représentera

le coût par unité de temps du matériel en fonctionnement, c(x.~) le

co.ût de remplacement et h le retard nécessaire à la mise en place du

nouveau matériel.

Pour définir complètement le problème de contrôle il nous faut

définir successivement les contrôles admissibles, l’évolution de l’état

et le critère.

Contrôles admissibles.

On notera V l’ensemble des contrôles admissibles définis comme

suit :

est un temps

d’ arrêt de Jt p v i 0 tel que

est une variable aléatoire à valeurs dans mesurable.

Evolution de l’état.

Elle sera définie par une probabilité sur (Q. 3) pour chaque v E ~.

Pour cela on commence par le lemme quivant :

Lemme 1 : Soit t un temps d’arrêt de Ft, P une probabilité sur

(Q. J), ~ une variable aléatoire à valeurs dans E, 3 -mesurable . On
_ 

T

peut alors construire une probabilité sur (Q, 3~), P. telle que
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De plus, V y, neasurable, bornée,

V H v.a ~ 
i+h+t 

mesurable, bornée, ~X A est la fonction indicatrice de A).

Démonstration : on en donnera les grandes lignes. On commence par cons-

truire Q probabilité sur ~Sà x S. 3/ i.B" C9 ~) par

Puis on définit une application de Q ~, Q dans Q par’

On peut démontrer que q est mesurable de (Q x Q. 7(,+h)- 0- J) dans
démontrant préalablement que = donc 

est mesurable de (Q x Q, 3~ ~ ç§ 3) dans (Q, ~~ ; on définit alors P
comme l’image de Q par y (Q préalablement étendue à la complétée 0 3 ) .

On vérifie alors que P satisfait ~1.8~, ~1.9~, ~1.10~.

N

Remarque 1 2. On peut également vérif ier que x = ~ P - p, s, ce qui

correspond bien à ce que l’ on peut entendre par "remplacement" par un ma-

tériel d’état E. 

Pour définir l’évolution de l’état on construit comme au lemme pré-

cédent une suite de probabilité sur ~5~, i) :

On note la probabilité construite au lemme 1.1 1 à partir
x 

des données t,E, P . Alors pour v = (t1,E1) i &#x3E; 1, on définit
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On a en particulier n. Comme de p lus

Tn t +O ( V w) on peut définir une probabilité P: sur J) par
x

Critère.

On pose

qui sera le critère que l’on cherche à minimiser.

On pose enfin

2 Etude du problème de contrôle.

Eventuellement on va approcher u définie en ~1.14) par une suite
de fonctions û qui seront les coûts optimaux d’une suite de problèmes
d’arrêt optimal dont on utilisera les propriétés Four obtenir une carac-

térisation de u et l’existence d’un contrôle optimal.

On définit
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où l’infinimum dans ~2. 2 ~ est pris sur tous les temps d’arrêt de Ut.

On aura besoin d’un certain nombre de propriétés des problèmes

d ’ arrêt optimal que l’on va donner ici.

Soit g E C, posons pour T temps d’arrêt,

On peut alors démontrer le résultat suivant :

Théorème 2.1 . Sous les hypothèses Cl.2). Ù.3). (.1.4), ~1.5~ ~et g E C),

i~ 

ii) w est l’élément maximum de l’ensemble des fonctions y telles

ue

iii) le temps d’arrêt

est optimal pour le problème ~2.5 ~.

Démonstration.

On ne donnera que les étapes essentielles de la démonstration qui

est un peu longue.
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Exactement comme dans A. Bensoussa.n - J. L. Lions [5] que l’ équation
suivante

à solution unique w E .8N n c, où 3_ est le domaine du générateur infini-
E A A

tésimal faible de ~(t). De plus, en utilisant le fait que ~2.7 ~ et la

propriété de Markov entraine que

est une martingale (pour la mesure P ) ;
x

On montre (cf. [5]) que

ou l’ infinimum est pris sur les processus adaptés à Jt 0 à valeur dans [0, 1 ].

On montre d’ autre part que

donc que

On cherche alors une estimation dans l’autre sens. Soit 3(C) le

domain.e du générateur de (D dans C et supposons d’abord g E 3(C ),
On a alors

(si A désigne le générateur infinitésimal de ~).
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On a de même

,’, r Désignons par l’espérance intervenant dans (2.13) et par

1 (ï) celle intervenant dans (2.11). D’autre part pour T temps d’arrêt
quelconque, définissons v t= 0 si t t .

Comme cette estimation est indépendante de r on obtient avec .(2.10)

ce qui démontre le résultat quand

Quand g E C seulement, on régularise g par i

h B 0 ce qui donne une suite gn E et gn  g dans C puisque 0 est
fortement continu sur C. On obtient ainsi ti). Les autres propriétés du

théorème peuvent s’obtenir comme (par exemple) dans Shiriaev ~ 6 ~. On peut

aussi les démontrer en utilisant u£ et en adaptant [2].

Revenons aux définitions (2.1), (2.2). On a alors

Lemme 2.1. Sous les hypothèses (1 2 (1 Cl-4),, (1
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Démonstration.

On note intervenant au second membre de ~2. 2~.
x

Comme on peut prendre i = on a f acilenent

De plus la positivité de un est évidente V n. Comme M est ur. opé-

teur croissant on obtient (i) par récurrence, (ii) est alors (par récur-

rence) une conséquence du théorème 2.1.

Lemme 2. 2. Sous les hypothèses du Lemme 2.1. ,

Démonstration.

On démontre d’abord u(x) en construisant un contrôle vn tel

que = Pour cela on note

et réalise le minimum de § - c(x,~ ) + as un(, ), et est’mesurable,
on définit

(en convenant que sur {ï = on prend E1n = constante arbitraire).

Alors une conséquence du lemme 1.1 1 et du Théorème 2.1 1 est alors

(avec les notations de ce lemme et de ce théorème)
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) étant écrit P, p. s. et éga-

’lement pour tout temps d 1 arrêt v &#x3E; v

Autrement dit, on peut "translater" les résultats du Théorème 2.1.

Ceci permet d’ obtenir, compte tenu des définitions (2.16) à (2.18) que

où les pi sont construites comme au lemme 1 . 1; ceci, compte tenu de la
x 

’

définition de u 0 s’écrit encore

Autrement dit

constante quelconque

En utilisant ~2.20~ et un contrôle admissible quelconque
on obtient de,manière analogue que

Soit encore
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Comme ~n t +00 ~ on obtient

d’où avec u, le résultat cherché.

a

On a alors le corollaire facile suivant

Lemme 2 ,. (hypothèses du lemme 2.1)

un B u uniformément

Démonstration.

Donc u n converge vers u dans C mais comme u(x) V x, on a u=u .

a

On est maintenant en mesure de démontrer le résultat principal

Théorème 2.2. Sous les hypothèses du lemme 2.1.

i) u est l’élément maximum de l’ensemble des fonctions w véri-

- fiant
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ii) il existe un contrôj-e optimal au problème (1.14). En rarticu-

lier

et

sur U J permet de construire un contrôle optimal.

Démonstration.

Le fait que u est solution de ~2.23~ à (2.25) est immédiat en uti-
lisant le lemme 2.3 et la caractérisation de un du Théorème 2.1. Pour dé-

montrer que c’est la solution maximum. on prend w vérifiant les conditions

(i).

(.2.24), ~2. 25 ~ impliquent que

est une sous martinga.le, continue à droite, bornée et donc le théorème

d’arrêt permet de montrer que

(où l’on a utilisé (2.23)).

0 0 1
On en déduit (T = w(x)  u , donc Mu , donc w  u , etc.. ,

donc w  un V n, ce qui donne bien w  u.

Pour montrer l’existence d’un contrôle optimal, on passe à la limite

dans la définition de un pour obtenir que u est solution (unique) de

Alors on utilise défini par
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où est une fonction mesurable telle que (x minimise c(x, + u( e~
sur U (U est compact, u et c sont continues). et comme pour le lemme 2. 2.

on montre que u(x) = J x (o) .

Remarque 2.1. un résultat important est qu’il suffit de pouvoir cal-

culer u pour obtenir un contrôle optimal ce qui est une situation géné-

rale en contrôle impulsionnel mais pas dans les problèmes de contrôle

"continus" i.e. où le contrôle intervient par exemple dans les coefficients

d’une diffusion, le calcul du contrôle faisant alors intervenir les déri-

vées du coût optimal.

Remarque 2.2. on peut démontrer que u est même solution maximum du sys-

tème (2.23), (2.24) dans une classe plus grande de fonctions : à savoir
l’ensemble des w telles que uO - w est a-excessive (pour et telles

que w  Mw. On a aussi pour ces fonctions l’inégalité (2.26).

Remarque 2.3. les résultats précédents s’étendent au cas h=0 mais pas

la construction du ~.1. Il f aut eff ectuer une construction (plus compli-
quée) sur (JN . ;J01N) mais la méthode utilisant suite de problèmes

d’arrêt optimal peut encore être appliquée.

. Remarques sur les inéquations quasi variationnelles.

On peut démontrer que si u E Dr (domaine du générateur infinitésimal
A

faible de 0(t», alors u est l’unique solution du système.
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qui est l’analogue des inéquations quasi-variationnelles introduites par

A. Bensoussan - J.L. Lions [1], [2] pour les diffusions,,

Malheureusement on ne sait pas montrer, en général, que u E DrA.
C’est cependant vrai pour un processus de Markov de saut à espace d’état

dénombrable. Mais il est possible de donner des exemples où l’on sait ca-

ractériser u comme solution d’une inéquation quasi-variationnelle posée
dans un espace plus grand que cf. par exemple [1], [2]. [3] pour lesA

processus de diffusions, [4] pour un exemple concernant les processus
semi-markoviens.

L’intérêt pratique des I.Q.V réside dans le fait que l’on peut les

résoudre numériquement, ce qui n’est pas le cas de la caractérisation ob-

tenue au §.2.
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