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CALCUL DES SEQUENTS ET DEDUCTION NATURELLE

POUR LA LOGIQUE TRIVALENTE DE LUKASIEWICZ

Denise BECCHIO

Université Claude Bernard, LYON, France

En 1971, lors du XIIle Congreés International d’Histoire des Sciences & Moscou,
Moisil soulevait le probléme de I’adaptation de techniques de Gentzen pour les logiques a
trois ou a plusieurs valeurs en signalant qu’il n’avait pas réussi a résoudre un tel probléme (1).
Aucun travail n’a été publié, 4 ma connaissance, sur ce sujet.

Le but de cet article est de présenter deux calculs des séquents et un systéme de déduction
naturelle pour la logique trivalente de Lukasiewicz (2) (3) (4) (5) (6).

Dans cet article nous désignerons par LTL la logique trivalente de Lukasiewicz. Pour

rendre la lecture plus aisée la plupart des démonstrations sont renvoyées en annexes.

I. Calcul des séquents a trois parties :

En logique bivalente classique les eéquents ont deux parties : 'une correspondant a la
valeur «vrai» et I'autre a la valeur «fauxy. Il parait donc naturel pour LTL d’introduire des
séquents a trois parties de la fagon suivante :

On appelle séquent un triplet (£,A,I') ou X, A,T' , sontdes ensembles finis
d’énoncés de LTL et on le note X l Al r.

Dans tout ce qui vasuivre X, A, I' ,Z°, A’, I'’, représenteront des ensembles finis
d’énoncés et x et y des énoncés quelconques.

On dit que h est un contremodéle de = Al I'si h donnelavaleur 1 a T ,
lavaleur 2 a A etlavaleur 0 a T

On dit qu’un séquent est valide s’il n’a pas de contremodéle.

La recherche exhaustive des conditions qui autorisent I'introduction d’un signe logique dans

P'une des parties d’un séquent conduit aux schémas d’inférences suivants :
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Z|A|rx Z|Ax| T x | Al
1) & — - _

Z,Nx |A|T Z| ANx|T | AT Nx

(I')x signifiant ' U {x})

| y lalr zlaxylr zlalcx zxlaylr slaxl ry
@2
*x > ylalr slax~ ylIr
x| Alry
E|A|F,x+y

Tx|aAlr Tlax|T T|A|Tx

3) —_—
TMx| AT z| A| T, Mx
@ Zx |Ar zZyl|alr axyl T zlax ry  Zay| rx
Ix V ylal >lax v y|T
ElAlI‘,x,y
E'Alr‘,xVy

) zxy | Al Tlaxy |l T x|l aylr =Ty laxl r

Tx Avylalr zlax A ylT

z|alrx  Z|A|Ty
Z|A|Tx Ay

6) - IMxl - ( - représentant I’ensemble vide)

lequel est un schéma d’inférence sans prémisse, c’est-a-dire un axiome.
On peut dériver tous les séquents valides (et ceux-la seulement) a partir des régles précédentes
auxquelles on ajoute :

- Les axiomes : (7) x| x|-

®) -[x|x
) x| |x
- La régle d’atténuation :
(10) z| AlT zlalT zlAlT
Zx |A|T lax| T z|a |nx

La complétude du systeme vient de ce que pour toute application de 1’une des régles
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(1)-(5) soit

1. ¢ aun contremodéle si et seulement si 'un des ¢; 2 un contremodéle.
2. Chaque o est «plus simple» que 0 (le nombre total de signes logiques de ¢ ; est inférieur

strictement & celui de o).

3.Si ¢ est valide et ne comporte pas de connecteur, il vient d’un axiome par des atténuations.

La notion de coupure pour le calcul bivalent admet ici une généralisation naturelle :

txla|lr  2|lax|r | A7 ™x

2,2 |aA, A" |, T

Bien entendu, il résulte de ce qui précéde que la coupure est une régle dérivée des régles
(1) - (10).
Un énoncé x est universellement valide si et seulement si les deux séquents ~|| X
et -|x|- sont valides.
De maniére équivalente x est formellement démontrable dans LTL si et seulement si les deux
séquents -|-|x et -|x|- sont dérivables.
Un énoncé x est possible si et seulement si le séquent -| |x est valide.
De maniére équivalente Mx est démontrable dans LTL si et seulement si le séquent - |- |x
est dérivable.
Remarque : Si I’on ne considére que les connecteurs + et N comme connecteurs primitifs, il
suffit de conserver les régles (1) et (2) et les axiomes (7), (8) et (9). Si de plus le connecteur M
est considéré comme connecteur primitif, il faut ajouter les régles (3) et (6) et ainsi de suite.
Mais si ce calcul des séquents est facile 4 construire, il présente cepgndant un inconvénient,
il ne donne pas d’interprétation évidente de la déduction. C’est pourquoi nous avons essayé
de construire un calcul des séquents 4 deux parties pour LTL.

I1. Calcul des séquents a deux parties :

On appelle séquent un couple (£, A) ou Z,A sont des ensembles finis d’énoncés de
LTLetonnote T = A . I est appelé l'antécédent et A le conséquent.
Dans tout ce qui va suivre Z ,A , I' , ® représenteront des ensembles finis d’énoncés et x
et y des énoncés quelconques.

On dit que h est un contremodéle de T = Asi h donnelavaleur 1 ¢ T et les
valeurs 2 ou 0 a A .

On dit qu’un séquent est valide s’il n’a pas de contremodéle.

La recherche exhaustive des conditions qui autorisent l’introduction d’un signe logique
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dans I’'une des parties d’un séquent conduit aux schémas d’inférences suivants :
p q

Zy = A My = Ax,y Z,Nx,Ny =A Zx = Ay ZMxNy = Ax

¢))
E’x+ y = A 2 > A,X g y

2 = AMx ZMx = A
2 — -

ZNx = A 2 = ANx

2 = ANx 2= Ax
@) — S

ZMx = A > = AMx

Zx = A Zy = A 2 = Ax,
4) y y

ZxVy = A 2 =» AxVy

) Zxy = A 2 = Ax Z = Ay

Zx Ay = A 2= AxAy

On s’apercoit alors que les prémisses de certaines de ces régles comportent des séquents dont
’antécédent ou le conséquent contient des énoncés de la forme Nx et Mx. Il est done
nécessaire de rechercher les conditions qui autorisent I'introduction de la négation de chacun
des autres connecteurs et de la possibilité de chacun des autres connecteurs.

On obtient ainsi les schémas d’inférences suivants :

© ZXNy = A IM(x>y) = A
IN(x +y) = A Z = AN~ y)
2= Ax Zx,My = A 2 =2 Ax->y
@ ZMx>y) = A 2 = AM(x *y)
T = AMx IMx = A
© ZNMx= A Tz = ANMx
© I = Ax Zx = A
ZMNx= A T = AMNx
10y ZNxNy = A ZMx = A ZIMy = A
INxVy) = A = ANXVy)
a1) IMx = A My = A ZNx,Ny = A

IMxVy) = A Z = AMxVy)
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12) ZNx = A ZNy = A ZMxMy = A
INxxAy) = A Z =2 AN A y)
(13) ZMxMy = A ZNx =» A INy = A
IM(x Ay) = A Z = AMxAYy)

IMx ~>y) = A T2 Ax>y

I=ANx-y) T =AMxoy)

ZMx = A My = A et ZMxMy = A
TM(xVy) = A TMxAy) = A

On peut remarquer tout de suite que les schémas

sont superflus puisqu’ils se

déduifent immédiatement des schémas (2), (3), (10) et (12).

On peut dériver tous les séquents valides (et ceux-la seulement) a partir des régles précédentes

auxquelles on ajoute :

- Le schéma d’axiome (14) x = x

- La régle d’atténuation (15) zZ=A z= A
Zx ® A 22 Ax

Nous savons (7) (8) (9) que I'implication lukasiewiczienne dans LTL peut s’exprimer a l’aide
des trois connecteurs N, M et V ou des trois connecteurs N, M et A et peut donc étre
considérée comme connecteur abréviateur. Autrement dit LTL peut étre définie en utilisant
par exemple les connecteurs N, Met V comme connecteurs primitifs c’est-a-dire a ’aide des
schémas d’inférences (2), (3), (4), (8), (9), (10) et (11).

La complétude du systéme découle alors immédiatement de cette remarque.

En effet, pour toute application de I'une des régles (2), (3), (4), (8), (9), (10) et (11) soit

01, seey On

g .
1. 0 aun contremodeéle si et seulement si ’'un des ¢ jaun contremodéle.

2. Dans (4), (8), (9), (10) et (11) chaque o ; est «plus simple» que o si on attribue aux signes
logiques un poids convenable (2 pour V et 1 pour N et M par exemple).

3. Les séquents qui ne peuvent plus étre simplifiés peuvent se mettre sous la forme

P1s.-+s Pps MGy s Mg, = 1q, s ™ ou les p; , qj , T sont des variables propositionnelles.
Un tel séquent est valide si et seulement si I'un des p; est égal a I'un des ry.. Sinon en donnant
la valeur 1 & chacun des p; et la valeur 2 & toute autre variable propositionnelle on définit

un contremodéle.

La régle de coupure zZ =2 Ax 'x = ©
I = A,0
respectant la validité est dérivable dans le systéme précédent.
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Si on I’ajoute comme régle primitive on peut €liminer certaines régles (notamment (2)o ,
(3)1 et (8)1)-

Un énoncé x est universellement valide si et seulement si le séquent - = x
(- représentant ’ensemble vide) est valide.

De maniére équivalente x est formellement démontrable dans LTL si et seulement si le
séquent - = x est dérivable.

Ce calcul des séquents a deux parties a néanmoins un certain défaut, il ne semble pas
possible, comme dans le calcul des séquents a trois parties, de séparer les connecteurs dans les
régles d’inférences. Toutefois, il parait conduire a la déduction naturelle comme 1’a montré
J.-F. Pabion en construisant un systéme de déduction naturelle pour LTL que nous allons

expliciter.

III. Déduction nélturelle :

Pour simplifier la présentation du systéme de déduction naturelle nous n’utiliserons
que les connecteurs N, M et * mais il est bien évident que nous pourrions aussi introduire
les connecteurs V et A .

En plus des connecteurs nous introduirons un nouveau symbole : le symbole d’absurdité
que nous noterons L .

Notre systéme comporte les régles d’introductions et d’éliminations des connecteurs suivantes :

Introductions Eliminations

I1. X Mz El.

y My X> y, X x ~y,Mx

X~y M My
12. X E2.
M M(x~ y), x

M(x >y) My

13. X M E3.
L L Nx, x Nx, Mx
NX _L _L

14. x E4.

j_ MNx, x

MNx 4
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I5. Np (p étant une variable ES.
. propositionnelle
Mx, N
_'L_ oup = L) _Z‘.I_}._
Mp '
I6. Mx E6. MMx
M
MMx ML X
L

Les énoncés barrés indiquent les hypothéses que ’on peut clore.

Remarques : - Larégle (E5) est une répétition d’une régle (E3) mais la majeure et la mineure
sont inversées. Evidemment la distinction est purement formelle.

- Les régles d’introduction de M procédent par induction sur la complexité de
I’énoncé. Ce qui remplace partiellement la séparation des connecteurs dans les régles de la
logique bivalente.

Ces régles définissent ce que nous appellerons la Logique Trivalente Minimale (en abrégé LTM).
Si nous ajoutons a ces régles la régle -—)‘('— que nous appellerons régle d ‘absurdité intuitionniste

(en abrégé Al) nous obtenons la Logique Trivalente Intuitionniste (en abrégé LTI), Autrement dit
nous avons LTI = LTM + AL

Si nous ajoutons a ces régles la régle MNK
1
X

que nous appellerons régle d‘absurdité classique (en abrégé AC) nous obtenons la Logique
Trivalente Classique (en abrégé LTC) qui n’est rien d’autre que LTL. Autrement dit nous avons
LTL = LTC = LTM + AC. ’

Remarque : La régle d’absurdité classique peut étre remplacée par exemple par la régle

NNx
X

d’élimination de la double négation ou par la régle d’absurdité intuitionniste et la

régle du quart exclu QE :

x MN%
y y
y
] _ NNx _
(annexe II). Autrement dit ona LTL = LTM + AC £ LTM + = LTM+ AI +QE
X

(le signe = signifiant I'identité des concepts de déduction).
Nous allons tout d’abord donner quelques définitions et théorémes qui permettent
d’établir la compatibilité sémantique et la complétude de LTL ainsi définie.
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DEFINITION 14 :
, Z 'E— x ) signifie qu’il
existe une dérivation de x dans LTM (resp. dans LTI , dans LTC ) a partir de certains

Soit T un ensemble d’énoncés. X 'ﬁ X (resp. T FT' X

élémentsde T .
DEFINITION 15 :
Soit £ un ensemble d’énoncés. T F= x signifie que x est conséquence (sémantique)
de ¥
En effectuant une récurrence sur la hauteur d’une dérivation on obtient alors le

THEOREME 31 :

SiZlEX alors £ = x

Ce théoreme établit la compatibilité sémantique de LTL.
DEFINITION 16 :
L’ensemble S(xy, ..., x,)  est défini par récurrence par :
-S(x) = {{x} , {Nx , {Mx, MNx}}
-8(xpy e XpX) = {X U Y/ X € S(xp,.., %) et Y € S(x) }
THEOREME 32 :
Soient py, ...,p,, des variables propositionnelles comprenant toutes celles qui figurent

dans x . Alors pour tout ¥ appartenant G S(py, ..., p) on a l’une des propriétés

suivantes :

i T ox

ii. z ’I_ Nx

ii. X I—i—- Mx et E|I— MNx.
THEOREME 33 :

Si ».,X }T— x pour tout X appartenant a S(y) alors X ET— NNx.

THEOREME 34 :

Si E,XIT x pour tout X appartenant @ S(xj, ..., x,) alors X ‘T‘ NNx.

THEOREME 35 : (extension du théoréme de Glivenko)

|-—C— x est équivalent a I-I— NNx.

THEOREME 36 : (théoréme de complétude)
Si k= x alors 'T X.

Pour établir la complétude dans le cas général nous démontrons (annexe I) d’abord les

trois théorémes suivants :
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THEOREME 37 :
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. X1 ey Xp fT L

i - M(xp >M(xg > . > M(xp.g > MNxp)..).

THEOREME 38 :
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

. X}, .., X, n'a pasde modéle.

n
ii. "—I- M(Xl "M(X2+ e M(Xn_l > MNXn) n.).
THEOREME 39 : (théoréme de complétude généralisé)
Si k= x alors X O—I—— NNx.
Les théorémes 35 et 39 permettent alors de conclure a la complétude de LTL :
Si ¥ Fx alors £ - x

c
Nous terminerons cette étude de la déduction naturelle en indiquant d’abord quelles

sont les relations avec la logique hivalente puis en montrant que la logique bivalente classique
est interprétable fidélement dans LTM.

Si on interpréte dans LTM, «M» par l'identité (ce qui revient & ajouter la régle .M}z’i. )

on retrouve les régles de la logique classique bivalente (pour les connecteurs retenus).
Si on interpréte dans LTM, «M» par «NN» on obtient un calcul équivalent a la logique
minimale usuelle.
Si on interpréte dans LTI, «<M» par «NN» on retrouve la logique intuitionniste de Heyting.
Si on interpréte dans LTC, «M» par «<NN» on retrouve la logique bivalente classique.

Nous dirons qu’ un énoncé est stable dans une logique L si F'f Mx - x,
D’aprés E6, Mx est stable pour tout x dans LTM.
THEOREME 40 :

Si x ety sont stables dans LTM alors Nx et x+ y sont aussi stables dans LTM.
THEOREME 41 :

" La logique bivalente classique est interprétable fidélement dans LTM,

Soient py, ..., p,, les variables propositionnelles figurant dans un énoncé x qu’on notera
X[pys + Ppl - Considérons I'énoncé construit & partir des Mp; pour atomes et ne contenant
pas d’autre signe M. Cet énoncé est stable. On a ’injection
X[Pps =Pl > x[Mpy,...Mp,] = x*

Par induction sur la hauteur d’une dérivation de x on démontre que si

z r-é- X[P]s -~ Py] alors E*I-M* x[Mpy, ..., Mpy, ] .

De plus, sion a ’ﬁ x* alors x* est valide dans LTL et par suite x est valide classiquement.



Denise BECCHIO

- ANNEXEI-

Les régles de déduction (Rn et Dn) utilisées dans les démonstrations suivantes sont établies

dans I’annexe II.
Démonstration du THEOREME 32 :
On effectue une récurrence sur I’ordre de x.

-Six = p; :immédiat.

-Six =4 alors
(R2)

FIE

-Six = Ny:
.81 2 I-I— Ny alors X lI—x
.Si —
Si 2 I y alorsona s
Y MNYT gy

A
—— (R2
vy (R

or NNy= Nx donc Z IT— Nx.

.51 ¥ — Myet T |_I_ MNy alorsona z z
I . :
My (rey MNY

MNNy

or MNNy = MNx et MNy =Mx donc Z Mx et £ — MNx.
Y y I I

-Six = My :

.S 2 l—l— y alorsd’aprés16, X '_f_ My c’est-a-dire Z - x
.Si 2 !T Ny alorsona z

MM

__lr_(E6)

Ny My (E3)
L
NMy (R2)

or NMy = Nx donc X H Nx.

LSiZ 'T Myet X l—I— MNy alors ona X II——' X.
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-Six=y *z:
.Si 2 |I—- z ousi X |I—Ny,d’aprésR5etD4ona E|.I_y >z

donc X IT— X.
.Si 2 l—I— y et X )14 z
ou bien X r—l— Nz et alors d’aprés R6 et R8 ona X |~I—- N(y » z)
donc X I-I— Nx.

ou bien X II— Mz et X t—I— MNz, on a alors :

d’aprés R6 et R13, z 'T— MN(y > z) donc X I—I- MNx
d’aprés 12, % }I— M(y +z) donc X f-I—— Mx.
Sio3 I—I— My et X H MNy on a déja, d’aprés R14, T - M(y~ z) done X rT-Mx.

Si E!—I—- Nz on a de plus, d’aprés R15, X FI— MN(y + z) donc T I*I—v— MNx.

Si x PI— Mz alors d’aprés D5, = |I— y >z donc I II—- X.

Démonstration du THEOREME 33 :

Par hypothése ona Xy i-i—- X

Z,Ny(—l— X
E,My,MNyl—i- X
D’our E/)/ 20N
X MNX (E4<) X MNX (E4‘)
s , _MNy (14) ’ My (R9)
X MNX (E4)

L
NNx (R2)

Donc = }I— NNx.

Démonstration du THEOREME 34 :

On effectue une récurrence sur n.

-Pour n =1 c’est le théoréme 33.
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- Supposons le théoréme démontré jusqu’a l’ordre n-1. Soit X un élément de S(xy, ..., X;;.1).
Pour tout Y appartenant a S(x,), X V Y appartient & S(x;, ..., x;)) . Doncona

Z.X,Y H— x pour tout Y appartenant a S(x,). D’aprés le théoréme 33 on a alors

z.X l—I— NNx. Or ceci a lieu pour tout X et on a par hypothése de récurrence

Z H— NNNNx.Donc X H~ NNx d’aprés R16.

Démonstration du THEOREME 35 :
Etablissons d’abord le lemme suivant : Si = x alors l—I— NNx.

On suppose = x. Soient py, ..., p,, les variables propositionnelles figurant dans x.

Soi‘t X un élément de S(py>s -+-s Pp)- 1l existe un modeéle h pour X d’aprés sa construction.

On doit avoir T)(x) = 1. On est donc dans le cas i. du théoréme 32 et par suite, d’aprés le

théoréme 34, on a fT— NNx.

Or si te x ona = x donc d’aprés le lemme ke x implique H NNx.

La réciproque est immédiate puisque 1’on a o NNx > x.
Démonstration du THEOREME 36 :
D’aprés le lemme précédent : si = x alors H~ NNx, d’o le théoréme 36 en utilisant le

théoréme 35.

Démonstration du THEOREME 37 :

i. implique ii. : Ko w0 X Xy Xp
L
14
i (14)
(16)
MMNx,
(12)

M(x,.1 = MNx))

...................................

(12)
M(xg » .. » M(x, 1 > MNxp)...)

MM(xg > .. =+ M(x, 1 > MNxp)..) (16)

12
Mxy > M(xg> . > Mxgg > MNap) 2
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ii. implique i. :

M(xy > M(xg =+ ... > 'M(xn_l + MNxp) ...) x] E2)
MM(xoy > ... > M(x -+ MNx. ) ...
MMy > Mgy > MYy )
M(xg > ... > M(x;,; >~ MNx)..) X9 (E2)
MM(xg > ... > M(x,.1 = MNx))..)
M(x,9 = M(x,.; = MNx),)) X109 .
MM(x,,.; = MNx,) (E2)
E6
M(Xn_l'* MNXn) ( ) Xn_l Ez
MMNx, (E2)
e, 0
Tn T (E4)
L

soit finalement X1 v Xp '_I 1 .

Démonstration du THEOREME 38 :
I’énoncé M(xl’* M(xg ~... > M(x, 1 > MNx,) ..) prend la valeur 1 si et seulement si

I'un des x; ne prend pas la valeur 1.

Démonstration du THEOREME 39 :
-Si X = & le théoréme est démontré d’apreés les théorémes 35 et 36.
-8i X estfini:
Soient P> - Pp I’ensemble des variables propositionnelles figurant dans x.

Supposons que pour tout X appartenant a S(py, ..., pp) onait T X |=x.

.81 ¥ ,X aunmodéle honah(x) = 1. Donc on ne peut étre que dans le cas i. du théor¢me 32

etona X ITx.Parsuite 2.,X lI— X.

.Si T ,X n’a pas de modéle alors T X I—I— L etafortiori ¥ ,X |-I- X.

Dans tousles cas X ,X }I— x pour tout X appartenant a S(py, ..., p,,) donc d’aprés le
théoréme 34, X II— NNx.
-Si T estinfini :

On passe de T fini & ¥ infini par le lemme de finitude qui se démontre a partir de
Koenig comme en bivalent.
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Démonstration du THEOREME 40 :

Si x est stable alors Nx est stable :

Mx +x Mx
(E1)

MNx X_ (E4)

L MMN

~x (R2) Ny (E6)

(I1)
MNx > Nx
Si x et y sont stables alors x - y est stable :
M(x ~ M M
x> y) X (£2) X7 X = (E1)
M My -~ M(x ~
y Y2 Y w1 x>y X (E2)MM
y MY 1y MM ¥) - (ge)
X+ y M(x > y)

M(x > y) > (x ~y)

(1)
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-ANNEXEII -
Déductions dans LTM :
D1. Siona AC alors ona NNx
X
NN MNX
- (E3)
L
‘—X—(AC)
R1. X_ .
Mx
On raisonne par récurrence sur ’ordre de I'’énoncé x.
- 8i x est une variable propositionnelle p on a P Ny (E3)
5 05)

.six=1 ona—=(I5)
ML

- supposons R1 vérifiée pour x d’ordre n-1. Si x est d’ordre n on a I'un des trois cas suivants :

.x= Ny et alors Ny X (E3)
—+_ (14)
MNy
- My
.x= My etalors _——_ (I6)
MMy
.x=y +z etalors y>z ¥ (£1)
Z_ (hyp. réc.)
Mz
_ (12
My~
R2. Mx : X
: Mx (R1) Mg
L 4 i
Nx T (13)
R3. £ :d’aprés R2.
Nx
D2. Siona NNx alorsona Al et QE.
X
Al : L
NNx (R3)

~ (hyp)
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D3

R4.

R5.

R6.

R7.

R8.

R9.

Denise BECCHIO
QE X
. N
MNx (14)
Y M ®4
~NNv (R2)
—— (hyp.
y (hyp.)
. Siona Al et QE alorsona AC.
MNX
L Ew
> @m
MNNx 1
(14)
MNNx
> - (R1)
X -y
M
X >y
X -MN
NNx : 1 > (E4)
NNx (R3)
Nx_ MMY
NMx —M—(Eﬁ)
X " Nx (E5)
NMx (R2)
_lﬂ;_(__.__N.;y_ : M(x— vy X (E2)
X >
y M Ny (E5)
— (4)
MNx NNx (E5)
Nx
i
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On raisonne par récurrence sur l'ordre de x.
- Si x est une variable propositionnelle p, RY est identique a I5.
- Supposons R9 vérifiée pour x d’ordre n-1. Si x est d’ordre n on a I’'un des trois cas suivants ;

.x =Ny et alors ¥
NNy (R6)

.x =My etalors Dy (R7)

.Xx =y ~z etalors

Mz (hyp.réc.)
MGy > 2) (12)
R10. £ . @aprés RO.
Mx
D4. Siona Al alorsona Nx
X >y
Nx X'(E3) Nx Mx (E3)
L
F (AD Wy (R10) .
X >y
- MN : -
R11. XY — y 22y FED MN
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Rz, NN ~>y) NNx x> ¥ MM
NNy MNx NNx
(ES)
MN(x ~*y) ( NN(x*y) (E5)
1 .
NNy (R2)
NN MN
R13. %™ W . NNx  NNx=>y) R12)
MNG > y) NN ( MN
M - y (E3)
R14. MNx
Vo (R10)
My g
Mx~ y)
R15. Mx Ny
—_ ") Xy Mx El
MN(x > y) My (E1) Ny ()
MN(x > y) ()
D5. Siona Al alorsona MNx My
X - Yy
MNx x° (E4)
4
5 (AD)
>y
NNNx
R16. Mx
Nx (R4)
MNNx NNNx

(ES)
=+
N (B2)
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