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CONVERGENCE PRESQUE SURE ET EN MOYENNE

DES PROCESSUS D’APPROXIMATION STOCHASTIQUE

(1ère Partie) PROCESSUS DE DVORETZKY

G. PERENNOU, Université de Toulouse

Introduction et Rébumé

Soient, pour tout entier n,T n une application d’un ensemble H dans lui-même (ou deSoient, pour tout entier n une application d’un ensemble H dans lui-m^ e (ou de
un+J dans H), LJn une variable aléatoire . à valeurs dans H (v.a. H.). Soit encore

Xo une v.a.H. et = Tn(Xn) + Un pour n = 0,1,2,....

Si l’on suppose que Un est une erreur (ou une perturbation) on conçoit l’intérêt du
problème qui consiste à rechercher les conditions sous lesquelles, pour un mode de

convergence donné, le comportement limite de (X ) n’est pas affecté par ( U n)IN -
Dans le cas où H~t c’est sous cette forme que Dvoretzky généralisa les processus

d’approximations stochastiques introduits par Robbins et Monro.

L’étude de ces~processus, souvent appelés processus de Dvoretzky s’est ensuite déve-

loppée grâce à la contribution, notamment, de Wolfowitz dans le cas où H = lR, de

Derman et Saks dans le cas où H = ~tn de Schmetterer et Venter dans le cas où H est un

espace de Hilbert séparable. En ce qui concerne les processus de Robbins et Monro

proprement dits, nous y reviendrons dans la deuxième partie.

Le présent travail est à rapprocher de celui de Venter par rapport auquel il apporte
des extensions (corollaire 1.1.) et des résultats nouveaux (corollaire 1.2.). Une

démonstration d’un énoncé de Venter est également donnée(Théorème 2).

L’originalité dans la présentation du travail réside dans le fait que les résultats
de convergence apparaissent comme conséquence de propriétés de stabilité de classes

de suites d’applications de H dans H.

I-1- Généralités - notations - 

I-1-1- Notations

Nous nous donnerons une fois pour toute un espace de Hilbert H séparable,
un espace de probabilité (ù£,P) et une famille croissante de sous-tribus de a
noté DC - BH désignera d’une manière générale la tribu boréliennen tM M
de H(8m. dans le cas H = IR) .
Nous utiliserons sans les repréciser.les notations suivantes :

.,.&#x3E; : produit scalaire dans H 

Il .)) : norme associée au produit scalaire précédent,

(.)~ : - max ~o, . } (dans IR) 
’

~: ensemble dessuites numériques de séries convergentes,
ip : ensemble des suites numéri q ues  (u ) telle 

nNi n
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(iC)+: ensemble des suites numériques positives de séries divergentes,
(lc)+ : : sous-ensemble du précédent où de plus la suite converge vers zéro,

c

ensemble des suites d’applications où Tn : x 
A n N n

Nous aurons à utiliser l’espérance mathématique E de variables aléatoires à

valeurs dans un espace de Hilbert séparable H ainsi que l’espérance mathéma-
Gn ....... ,

tique conditionnelle E relativement â&#x26; . Précisons à cet égard que ceci est

possible pour H espace de Hilbert séparable et X variable aléatoire à valeurs

dans H quand Ell  m est dans ce cas une variable aléatoire réelle) ;
on a alors (voir par exemple (9) et ~10~ ) : :

pour tout h e H,

d G n E &#x3E;=h.E XGn &#x3E; 
· - · .d) E h,X tout h variable aléatoire à valeur dans H et  Gn mesu-

rable.

L’abréviation suivante : v.a.C. (en particulier v,aJR. ou v.a.H.), désignera une

variable aléatoire à valeurs dans C.

Enfin si X = (X n)IN est une suite d’applications et (T ) une suite de’S(H)n N n A
nous désignerons par T n (X) l’application composée T(X o (.),...,X n (.),.) dans A ,

ceci pour tout nto.

1-1.2. QUELQUES DEFINITIONS ET PROPRIETES GENERALES

Nous définirons d’abord une classe qui joue dans la suite un rôle

fondamental. Son iritérêt apparaîtra clairement au paragraphe 1.3..
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DEFINITION ! 1.1.

suite d’applications de H dans lui-même, famille de

suites d’applications de n dans ’H, a une application TR (pour X fixé

on notera a(X) cette application) une suite croissante de sous-tribus

de G.
Nous désignerons j2ar Ig a,lo le sous-ensemble de suites (Tn):N

vérifiant pour tout X e 2C:

(1.0) Pour tout n e JN T (X) est une v. a. H (resp. mesurable); de plus

il existe trois suites (a ) n IN ’ , (8 ) -..T et (y )-.,- de (H) telles que :
2013201320132013 2013201320132013 2013201320132013 n JN n JN 2013 n N 2013 JR 2013201320132013 ’-2013

= n 3N(X)(a)) fini .
o o

:Vn &#x3E; N(X)(a)) ,

~(1.!) 

~(1.2) (a (X)) converge vers a(X),

(1.3) 

(1.4) e (£C)’ 0 à chaque fois que est bornée.

Notons immédiatement que l’on peut manifestement choisir (a n(X»]N décroissante
vers a(X) et e 

n 
(X) tel 1+$ n (X)&#x3E;Ppour tout n ( surq o (X)).

Les propositions 1.1. et 1.2. suivantes permettent encore d’assouplir la défini-

tion précédente.

Proposition 1.1.

Dans la définition 1.1. il est équivalent d’imposer que soit dans

les autres conditions demeurant inchangées.
Ceci résulte facilement du

Lemme 1.1.

(Toute suite de 1 est minorée par une suite de 1 o.--- 0

Ce résultat est bien connu. Nous le laissons sans démonstration et de même pour

le lemme 1.2. qui sera utile pour la démonstration de la proposition 1.2.

Lemme 1.2.

Soit (u n) IN une suite numérique positive telle que e u 
n 

 =ce. Il est toujours pos-
sible de trouver une suite (0n)]N positive qui décroit vers zéro et telle que
Lue =00.

n n

Proposition !.2.

Dans la définition 1.1. la condition (1.1.) est équivalente à la suivante

(l’argument X est omis) (1 . 1 . bis) liT n X pourvu quen n n n n n -

opoo, les autres conditions demeurant inchangées.
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Démonstration
_____________

Nous montrerons que (1.1) ~(1.1 bis). L’implication inverse se démontre de

même, essentiellement en remplaçant p par 1/p.
L’argument X sera omis dans la démonstration. Compte-tenu du lemme 1.2 ci-dessus,
nous supposerons, sans perte de généralité, que la suite de la définition

1.1. vérifie (avec : a n &#x3E; o pour tout nbN,n JN n

=00 sur l’ensemble où£ Y 
n 
=00- n n n 

’

et que n»o pour tout n.
Deux cas sont à envisager,
1 er Cas 1

Il résulte de ( 1.1. ) que sur nn et pour n~N :

En effet si (I+e n) - 11 ~ y + an, (1 . 1 .) entraîne que 

De l’inégalité générale (X-y)p 4XP- p. valable pour X~o et X~y résulte

que , ce qui implique (1.1. bis).

Si au contraire ( 1 a X Il  a+y , (1. 1.) se rédui t à a ce qui
n nn nn n n

implique aussi (1.1. bis).
La suite vérif ie par hypothèse ( 1.2) et de même (8 )...T vérif ie ( 1.3) .

Quant à la suite (y’) elle vérif ie ( 1.4) vu que si lia X 
-1 

n IN 
P-1 

n n

on a Y &#x3E;, py rp (1+B )p-1 ; sur Q et pour n&#x3E;N il vient alors que : o et

-- . 

n n n o n ,

2ème Cas : p&#x3E;1

De ( 1.1. ) résulte encore que sur n et pour n&#x3E;N : 
p-1,- - - - - - - - .. Q p-1

(car la dernière parenthèse est un réel entre 0 et 1 et on a X si

X e ~0,1 ~ et 
soit : , ce qui entraîne ( 1.1. bis) .

Si au contraire  ex n +y n t (1.1.) se réduit à a , inégalitén nn n n n n

qui implique (1.1. bis).

Par ailleurs (r.2.) et (1.3.) sont vérifiées comme au premier cas. Compte-tenu
du choix de (a n)IN i 1 est clair que (y ’ ) vérifie ( 1.4. ) .

n ’M 
, n tM
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1-2. PROPRIETES DE STABILITE DE ~ I. ( ,ae)
, Nous établirons les propriétés de convergence des processus d’approximation

stochastique en nous appuyant sur les propriétés de stabilité étudiées dans ce

paragraphe. 
’

Proposition 1 .3.

Soient 3C une famille de suites d’applications de S’2 dans H et tout X des

(a (X) ) IN une suite d’ applications de Mans TR qui convergent vers a (X)
n m rr .-..-- 

-- - + -rr 

a lication deodans dehors d’un ensemble négligeable.
Si pour tout k e 1N la suite est dans alors on a aussi 

n IN 2- 
k J’ 

- n IN

Cette proposition permet de simplifier les démonstrations des propositions
1.4 et 1.5 .

Cependant en affaiblissant légèrement leurs énoncés, on conserverait des démons-

trations simples et des résultats suffisants pour la convergence des processus

d’approximation stochastique.
Nous nous bornerons donc, afin d’alléger, à donner un schéma, de démonstration.

le) Il est possible de se restreindre au cas où (a n (X» est décroissante
vers a(X) ;

2° ) Soient (x n (k) ) , (~ n (k) ) , (y n (k) ) les trois suites de la définition 1.1

relative à l’assertion 6% (ak,l) . Il est possible de choisir ces suites

de ’manière or n (k+ 1) ;
3°) En dehors d’un ensemble négligeable il est possible de construire trois

suites (0( * (X) ) , . (pB" (X» et (Yn(X) ) comme suit : supposons ces suites construites
n rn n

jusqu’au rang et posons : 
’

4°) JJT Il (1+8-)0’ X et les conditions (1.0), (1.1), (1.2) ,
n n n nn n

(1.3) et (1.4) sont vérif iées .
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Nous établirons maintenant un lemme utile pour les deux propositions suivantes.

Lemme 1.3.

1 Soient une suite 
IN 

et (C )]N trois suites
n -E n N n M jr n N 2013201320132013 20132013201320132013

de Sm (H) vérifiant tout X 6 x, tout n1(X) p . s . , tout 
IR - - - 1 - 1

(N1 (X) étant ne application de r21 (X) dans 

Soit (T’) 
une suite vérifiant pour tout X sur pour

- n N - - - H - - - - 1 -

tout (X) e t pour un réel p 6 )0, co( :

Alors 
(T’) est une suite dès que T’ (X) est une v.a.H pour

- n IN ---- x 
- n ----

tout n e IN et tout Xex.

Démonstration

Il résulte de la proposition 1.3. que l’on peut se restreindre au cas où
= Sinon il suffirait de faire la démonstration pour a(x) =

max {I/k, a(X)} et de faire tendre k vers l’infini. 
Sur X pour tout wen (X) et tout N (X)} = N (X)
(Q et N déterminés par la définition 1.1. appliquée a il est possible
d’écrire (l’argument X étant omis) : 

~

on voit immédiatement que (a*) vérifie (1.2) définition 1.1. ; ;
n N

puisque :

présente comme le produit de trois termes, chacun extrait d’un produit
infini convergent ; il s’en suit que et donc

( 1.3) définition 1.1. est vérifiée ; 
7r 0 

-

vérifie ( 1.4) définition 1.1..

Par ailleurs une vérification simple montre que sur n n n1 et pour n&#x3E;N on a

Si T’(X) est, pour tout n 6 IN et tout X  6 X, une v.a.H. les conditions de

la définition 1.1. et de la proposition 1.2 sont vérifiées.ce qui établit le
lemme.
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Proposition 1.4.

Soient (T ) une suite de C,(a,x,x) et (U ) une suite de qui____ _. n IN -.._.,__ ..,_. H

our tout X ercest une suite de v.a.H. (c’est-à-dire U (X) est une v.a.H

pour tout n) . Supposons que les hypothèses suivantes soient vérifiées

pour tout X e 8&#x26;:

talors est une suite de 19 Ca,9=).-- n IN - ---- .-..._.

Démonstration

Moyennant la proposition 1.3 il est possible de supposer qu’il existe un

réel a (X) &#x3E;0 tel que a (X) , a (X) pour tout X il suf f irai t de faire

la démonstration en remplaçant a(X) par a (X) = puis de fairek k
tendre k vers l’infini.

D’une manière générale on peut écrire pour ’tout X delc(l’argument X étant

maintenant omis) :

où l’ on a posé : e’ = 2  T , U &#x3E; max{ a2,IIT Il 2 1-1 pour tout neinn n 
" 

n n

Soit T* = 1 } . T 
n 

(en convenant que il T n I = a quand T = 0) .
n  II T 

n Il 
n n n

On remarque d’abord que Tf est une v.a.H.
n

Soient (a n) IN (8n)m et les trois suites de la définition 1.1. rela-

tive à Il est toujours possible de choisir la premièrè décroissante
vers a.

Par sui te on a (pour c~ e n 0 (X) , n~N(X» :

en remarquant

que a£a n pour tout n), d’où l’on voit que

D’après le lemme 1.3 le seul point à démontrer est que 6 t p.s.

pour NI (X) fini p . s . 
1 

n

A cette fin remarquons que :

(en se rappelant que Tn est An mesurable) ;
Semblablement :
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résulte que

puis en utilisant un résultat

classique de suites centrées :

Il suffit maintenant de choisir NI = min{n :~’ -1/2} pour voir que
(~~n) 

1 
avec N 1 p . s . fini.

Déf inition 1.2.

Nous désignerons par RE (a,x) (resp. DE (a, X, T)) le sous-ensemble 

resp constitué des suites assujetties à vérif ier de
tout X E X.

L’intérêt de la classe ainsi définie tient à la propriété de stabilité
ci-après, où le "bruit" est de la forme 1 U et peut croître avec ll o n X Il
au sens précis donné en ( 1.12) . 

n n n n
au sens précis donné en (1 .12)

Proposition 1.5.

Soient (U ) et deux suites de j (H) et f (H) respectivementn 1N IN - n n IN ---- -- fi ’ JK ---- 
.. - 

.

vérif iant pour toute suite X v d’un ensemble Or et pour une suite

croissante °~ de sous-tribus 

(1.12) (i) p our tout n e (X) est une v.a.H, À (X)  est Q - mesurable
B n n -- n 2013201320132013

Démonstration
_____________

La démonstration est semblable à celle de la proposition précédente. Nous

omettrons encore l’argument X. On peut encore supposer l’existence d’un réel

a&#x3E;0 tel que a&#x3E;a. D’une manière générale on peut écrire :

Il suf f i t encore ici de prouver que (8’) Ne p · s · pour N 1 (X) f ini p . s ..
 n n&#x3E;N 

1
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(en se rappelant que T et Àn sont G - mesurables)
n n n 

(d’après ( 1.12) (i) et puisque

La démonstration s’achève comme pour la proposition 1.4..

Remarque. Avec les notations de la proposition.l.4. on voit que les hypothèses
clés sont : (1.5) et jointes aux conditions de la définition 1.1..

n n&#x3E;N1 TT

Les propositions 1.4 et 1.5 sont alors deux versions particulières d’un résultat
plus général.basé sur ces hypothèses. 

¿

Dans la suite nous n’utiliserons que les propositions 1.4. et 1.5..
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1-3- CONVERGENCE PRESQUE SURE DES PROCESSUS D’APPROXIMATION STOCHASTIQUE

Soit (T ) un élément de H et notons X=(X ) 
la suite obtenue

comme suit : 

H n lN o n .

Plus généralement, soit1:- une suite d’applications de H dans H et notons
Â 

.

X toute suite définie comme suit :
n N 

Nous appellerons d’une manière générale une telle suite processus d’approxima-

tion stochastique.

Théorème 1.1.

Soient X une v.a.H, (T ) ur, suite d’applications de H

particulier si a peut être pris arbitrairement petit : 0 p.s.
~ * " - - 2013 

2013~2013 

n nn

Démonstration

L’hypothèse sur (T ) permet d’écrire sur un ensemble Qo = Q p.s., pour 
fini :

Posons B = r (i=N (.,X) (1+Bi)2 sur n et pour n&#x3E;N(.,X). On a B &#x3E;0 et lim n i=N(.,X) 1 0 n

En itérant (1.1 bis) il vient : 
--

(en écrivant N pour N(.,X))
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D’après les hypothèses (1.2), (1.3) et ce qui a été dit de on voit que

est une suite bornée sur n0. . On a alors d’après (1.4) et

par suite . En se reportant à (1.15) on peut alors écrire pour
n n

N&#x26;n.r.n : 
-

En faisant tendre n vers + ~ il en résulte, compte-tenu de inf Bn&#x3E;0

il suffit de faire tendre no vers l’infini, de remarquer que converge,

pour voir que lim sup (ja X n 112 g a2 La seconde partie de la propo-
sition est évidente.

Remarque : le théorème et sa démonstration sont à rapprocher des lemmes 8 et 9

de Derman et Sacks et du lemme 10 de Venter donnés dans Wasan pages 185, 186

et 187 (16),

Les deux corollaires suivants constituent à proprement parlé les résultats de

convergence au sens presque sûr des processus d’approximation stochastique.

Coiollaire 1.1.(légère extension d’un théorème de Venter)

Soient X une v.a.H,E= (,w ) une suite d’applications de H dans H, (T ) et
- o .‘ n IN- --- 

- - 

(U ) deux suites suite croissante de sous-tribus de a..
Posons 6ék Z (XOI(T  +U)) et supposons vérifiées les hypothèses suivantes :- n IN -

(ici) (Un(X»ti suite de v.a.H qui vérifie (! .5)et(ï .6),

alors on a : lim sup ll o X 11  a 9

et en particulier, lorsque a est arbitrairement petit :

Corollaire 1.2.

Supposons vérifiées les hypothèses suivantes

Alors on a : lim sup IlanXnIl  a p. s.,

en particulier lorsque a est arbitrairement petit :



-143-

Le premier corollaire découle directement de la proposition 1.4 et du théorème

1.1. et le second de la proposition 1.5. et du théorème 1.1..

Commentaire

L’étude de la convergence vers un point x’~ de H se fait en posant n X . n
Cependant un changement de variable X’ = X -xj4 permettrait aussi de se ramener aun n

cas où  on est l’application identique pour tout n. Plus généralement lorsque, pour
tout n, a n est inversible, le changement de variable Xn =o n Xn ramène au cas où a n
est l’application identique.

Ce n’est donc pas ce type de problème que nous avons en vue en introduisant!:;
dans la deuxième partie nous aurons à étudier des cas où Qn n’est pas inversible.

1-4- CONVERGENCE EN MOYENNE DES PROCESSUS D’APPROXIMATION STOCHASTIQUE

Les résultats de convergence en moyenne sont moins nombreux et supposent des

hypothèses plus fortes que ceux de convergence p.s. (1).

Des résultats généraux ont été obtenus par Schmetterer dans le cas où H est un

espace de Hilbert séparable et n U = 0 p.s. (pour tout n) et par Venter qui
donne un énoncé avec la condition plus large : U n 112)1/2  .

Lemme 1.4.

Soit (Yn)N une suite de v.a.R vérifiant :

(1.16) Y +0 en probabilité,

Pour tout p e (0,2( la suite (Y ) converge alors vers zéro en moyenne d’ordren IN -- 

-..-- -..-- -- .-.- 

-

p (il suffit du reste pour cela que (1.17) ait lieu pour un 

Si de plus bn et rn ne dépendent pas de a, alors (Yn) converge en moyenne quadra-
tique vers zéro

(1) Il s’agit évidemment toujours des processus de Dvoretzky.
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Démonstration

L’inégalité 1.17 montre d’abord ue E ue n&#x3E;n . En l’itérant il
n 

q 
0

vient aussi pour a~a :
0-- l 0 - --l 1 "_ B

en convenant que le produit n sur un ensemble vide vaut 1 .

Il vient donc pour tout :

ce qui prouve déjà que ((Y - a)p,)IN est équiintégrable pour p 6 (0,2(. Ceci,n + IN

joint à l’hypothèse (1.16) de l’énoncé, entraîne que E(Y - (en utilisant
n +

le résultat classique selon lequel, pour une suite équiintégrable la convergence
en probabilité équivaut à la convergence en.moyenne - voir par exemple (8).).

Supposons maintenant que l’on ait K et an indépendants de a.n 

2 2
Fixons a ( a&#x3E;0 . ) Pour tout b al l’ iné g alité E ( Y n -a) + 2  E (Y n -b) + ‘ +2 (b-a)
E Y n -b) + + (b-a)2 jointe à (1.19) entraîne que pour M entier compris

entre n et n :
o

Pour tout E&#x3E;0 il est possible de fixer M assez grand pour que E/2 (puisque
 oo ), puis b assez grand pour que K ë/2 (car E y2 oo ).i m + m

La première partie de la démonstration prouve que ( et l’hypo-
thèse (1.16) entraîne que P{Y &#x3E;a} ~ 0 (n-&#x3E;-). Il s’en suit que limE(Y -a)~ ~ 6n n n +

(d’après 1.20)). Finalement en faisant tendre t vers zéro on obtient :
lim E(Y -a)+ 2 = 0 pour tout a&#x3E;0 et donc : lim E y 2 = 0.n n -r 

n 
°

Théorème 2

Soient une suite d’applications de H dans H, 

(U) deux suites de suite croissante de sous-tribus Posons

X = U n» et supposons vérifiées les hypothèses suivantes :
(1.21) avec a réel positif ;

(1.22) Dans la définition 1.1. relative à (Tn)m l’inégalité (1.1) est

vérifiée à partir d’un rang n o (indépendant dew) avec : a n = cte p.s. * 
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On a alors :
-- _

~ ~ a choisi arbitrairement petit (a X) conver e
. ---- n nlN

fortement en moyenne auadratiaue vers zéro.

Démonstration

Nous allons supposer que S m 0 p . s . pour n&#x3E;n . En ef f et si ce n’ était pas le cas
n 0

on s’y ramènerait en posant sur un ensemble Qo = 0 p.s. :

Soit alors un réel a, plus grand que a(p.s.). Du corollaire I.l. résulte que :

Soit a&#x3E;a . Nous allons montrer que quand n-~, ce qui achèvera

la démonstration du,théorème en vertu de l’inégalité
2 où l’on f ait n ~ 0153 puis aka

On a successivement :

puis en élevant au carré et en développant 
:’

ou on a posés - T })-1 T, U’ · 
"

n n n n

Par ailleurs si n est assez grand pour que aaan :

(en utilisant ( 1.1. ) 
n

En reportant (1 .26) dans ( 1.25) puis en prenant l’espérance mathématique il 
vient

(en se rappelant que T n est un v.a.H.C, 
mesurable) :

n n 
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(en utilisant l’inégalité de Schwartz et (1.~6))

(où l’on a utilisé l’inégalité énérale x~~2 1+x valable dès que x~ 0).
2

Comme on le vérifie immédiatement on a :

Dans (1.27) on reconnait l’inégalité du lemme 1.4. , Plus précisément pour

(1.16) est vérifié (Yn est p.s. finie ; la convergence en probabilité résulte
alors de la convergence p.s.)
( 1.17) est vérifié en vertu du ( 1.24) et ( 1.27)

( 1.18) est vérifié d’après ( 1.23) pour des coef f icients ne dépendant pas de a.

Il s’ en suit bien que Y 
n 

et a forciori X n vers zéro en moyenne

quadratique.
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2ème PARTIE - PROCESSUS GENERALISES DE ROBBINS-MONRO

2.0. INTRODUCTION ET RESUME

Soient (n, G, P) un espace de probabilité, H un espace de Hilbert se-

parable et l’équation M(x) = 0 (M : H ~ H) ou, ce qui revient au même quand M

est monotone et continue au voisinage d’une solution x* : :

t ~1) Trouver x* E - H tel que Mtx), x - x*&#x3E; ~ 0 pour tout x de H.

Nous envisagerons plus généralement le problème (~2) suivant :

iJ°2) Trouver x c C tel que M (x) , x - x*&#x3E; ~ 0 pour tout x où C est un

(ensemble) convexe fermé de H.

Les méthodes d’approximations stochastiques s’introduisent pour la ré-

solution de ces problèmes lorsque M(x) n’est pas explicitement connue, mais

est l’espérance d’un variable aléatoire gtx,.) (ceci pour tout x E H) sur la-

quelle il est possible de procéder à des observations. Nous supposerons que

.pour tout x E H afin que M (x) = E ait effectivement un

sens.

La situation que nous venons de décrire se rencontre fréquemment lors-

que l’on veut optimiser un critère en moyenne ou lorsque la grandeur M(x) est

altérée par une erreur ou un bruit aléatoire.

Les processus de Robbins-Monro [7] permettent de construire des sys-
tèmes d’itérations stochastiques qui convergent p.s. ou en moyenne quadratique

vers les solutions des problèmes et t~ 2). Cependant il sera nécessaire
de les étudier sous des formes généralisées pour obtenir des résultats assez

forts et généraux pour s’adapter aux divers cas concrets.

La forme générale des processus de Robbins-Monro est la suivante,
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arbitraire,

suite de réels positifs.

L’objet de cet exposé est de donner un théorème général et diverses

méthodes pour la résolution de (;P1J et de t~ 2) qui apparaissent comme des
corollaires du théorème.

1 Ce théorème général nous permet d’éliminer l’hypothèse d’unicité de

solution de (;?1) ou de (~P2)~ contrairement à ce qui est classiquement fait.

1 

Il s’avère d’un usage commode pour la méthode de fonctions de pénalité
ainsi que pour l’étude des processus de Robbins-Monro projetés utilisés lors

de la résolution de (~2).
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2.1. UN THEOREME FONDAMENTAL

. 

Soient, pour tout n ~ 0, . Yn une application de x 0 dans H, an une

application de H dans H et Xn une variable aléatoire à valeurs dans H (v.a.H.).
Nous adopterons les notations : *.

et introduirons les processus de Robbins-Monro sous la forme généralisée

suivente :

1 x0 v.a.H.. E - Qn est mesurable pour tout n.

’ 

Il est clair que si les applications on sont inversibles, un changement
de variable Xn = a Xn permettrait de se ramener à la forme (2.0). Mais dans la
suite on sera toujours mesurable et souvent non’inversible. Ainsi, Co étant
un ensemble convexe fermé de H, Wc le projecteur sur C0, nous poserons

o n Xn - X n - 1I’co X j nous définirons une application o(= an) continue
(et donc mesurable), non inversible en général.

Voici un théorème général sur les processus (2.1) et qui contient en

les renforçant ou en les généralisant beaucoup de résultats classiques.

Théorème 2.1.

une suite de v.a.H. définie par (2.1), une suite

croissante de sous-tribus de Lb à laquelle est adaptée la suite fon de- 

--.- 

-... , -...- ’ 
- n n IN -

v.a.H, Considérons les hypothèses suivantes :
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où on a posé

Sous les hypothèses (2.2). (2.3) et (2.4) on a :

Si, de plus, (2.2 bis) est vérifiée alors ;

Démonstration

Posons T n (X) - on X, - a n et Z n (X) - an(Mn(X) - Y,(X)). de

sorte que l’on peut écrire le processus (2.1) sous la forme de Dvoretzky gé-

néralisée : T~X) . Z~(X). °

1er partie : Déf. 1.1).

Tout d’abord, nous remarquerons que T n (X) est an-mesurable en tant que somme

de deux v.a. an -mesurables : ° an X n et - an 

Par ailleurson a, 
, 

dès que iicn Xn 11  fa, r] :
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Posons alors

, puisque de (2.2)

résulte immédiatement que

* Si, au contraire, résulte de I2.5) et de

Finalement la suite vérifie l’inégali.té :

dans laquelle 
’

* la suite (0*) conver g e vers a (car (c n + d a 2 0 d’a p rès t2.4))
n IN n n n

* 
P 

*
* la suite n IN vérifie que ) ) (1 + n B s 

p 
&#x3E; 0 (pour n assez grand etn DV 

0 
n p 0

p z n0) et sn converge vers un réel strictement positif i Ceci résulte facile-

ment de (2.4) ; On a donc A conformément aux notations de la première
partie. 

’

* la suite tY*) est positive et vérifie d’après (2.4) que E y* pourn IN n

toute suite 

Les conditions de la définition de ue la, (XL ( Ct- sont donc
vérifiées. E 

n IN

2ème Point ; i

Pour établir ce deuxième point, il suffit, conformément à la définition



-153-

1.2 de iE -1 (première partie), de montrer que :

A cette fin, remarquons que 1

On peut alors déterminer N assez grand pour que

3ème point : propriétés de (Zn)IN.

Par suite

LÀ,

Si de plus (2.2 bis) est vérifiée alors : E n Z n (X) - 0 p.s. (déjà vérifiée

précédemment) et E E 2)  w

4ème point : Conclusion de la démoostration.

Sous les hypothèses (2.2), (?.3) et (2.4) on applique le corollaire 1.2

(première partie) et si de plus (1.3 bis) alors on applique le corollaire 1.1

et le théorème 1.2 (première partie) ce qui démontre le théorème 2,1 ci-dessus.

Remarque : Bien entendu si a peut être choisi arbitrairement petit, les deux

limites supérieures de l’énoncé se transforment en limites simples :
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2.2. APPLICATION A LA RESOLUTION DE (~2) PAR LE PROCESSUS DE ROBBINS-MONRO

PROJETE

Soit pour tout x de H, g(x,.) une v.a.H. de norme intégrable. Posons

M(x) = E(g(x,.)).

Nous allons construire un algorithme pour la résolution du problème (,~~2)
su ivant :

~ Trouver x E C, C convexe fermé de H,

(P2) 
Tel que : x - x* , tl(x)&#x3E; é D pour tout x de C.Tel que : x - x ,M(x)&#x3E;&#x3E; 0 pour tout x de C.

Soit C 0 l’ensemble convexe fermé des solutions de (P2). Nous allons
plus précisément construire un algorithme permettant d’approcher C~ (toujours

supposé non vide).

Nous désignerons dans la suite par rC (resp. le projecteur sur CC 
C0

(resp. su r C0) et considérerons les hypot hèses :

où c et d sont deux réels positifs,

ainsi que la suite de v.a.C :

arbitraire

v,a.H qui pour X » x a la même distribution que g(x..).
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Remarquons que si M est fortement monotone, (c’est-à-dire :

l’hypothèse

( 2. 7 ) est manifestement vérif iée pour tout a &#x3E; 0.

Corollaire 1

Sous les hypothèses (2.6) et (2.7) le rocessus défini en (2.8) véri-

f ie que :

e

7 .

, 7 et si de plus (2.6 bis) est vérifié alors :

Démonstration

Nous poserons pour tout n : " QIn tribu engendré par (X1)isn et

(a est continue et donc mesurable)

de telle manière que :

Montrons alors que le théorème 2.1 s’applique.

Vérification de (2.2)

(en vertu de l’inégalité généralc

et de la propriété de contraction des pro-

(en appliquant encore la propriété de

contraction de ,
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(compte tenu de (2.6) et de la définition de 

Finalement en posant cn 
= 4c, dn = 4c nous obtenons bien l’inégalité

(2.2) du théorème.

Vérification de (2.3)

Nous nous appuierons ici sur le lemme suivant :

Lemme 2.1. - Soit C un convexe fermé de H.

ont lieu les inégalités suivantes :

Démonstration du lemme

Posons u(x,y) - x - Wc x - Wc y&#x3E;. De la définition du projecteur

résulte que p(x,y) k 0. Il vient alors :

ce qui implique fi).:

Revenons à la vérification de (2.3) et posons :
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(où on a utilisé (ii) relatif à C et (i) relatif à CD) 1

alors de (2.7) résulte que :

Vérification de (2.2 bis)

(en vertu de l’inégalité générale,

valable pour toute v.a.H Z, toute sous tribu ~ de 
ev et tout convexe fermé C de H :

Si (2.6 bis) est vérifié, nous avons donc :

Vérification de (2.4)

Nous avons successivement :
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Les conditions d’application du théorème 2.1 sont donc réunies. Le

corollaire 1 en découle immédiatement.

Commentaires

Nous avons en fait rassemblé dans le corollaire 1 les deux cas (fré-

quemment distingués) C - H et C 0 H. Lorsque C - H la formulation se simplifie

puisque wc est alors l’opérateur identique.

Nous avons également présenté dans ce corollaire le cas général où C0
est un convexe non vide, sans introduire l’hypothèse d’unicité de solution.

L’intérêt du point de vue choisi pour présenter les résultats apparait ici

clairement : les généralisations sont absorbées sans difficulté particulière.
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2.3. APPLICATION A LA RESOLUTION DE PAR LA METHODE DES FONCTIONS DE

PENALITE

Soit pour tout x de H et tout une v.a.H de norme intégrable.

Posons Mn(x) = E (g n (x,.)).

Désignons par r 
n 

l’ensemble des solutions du problème (çy 1 ) relatif à
-L. n -

Déf inissons aussi, pour les ensembles convexes fermés de H, une distance

6 déf inie par :

La méthode des fonctions de pénalité consiste à introduire une famille Pn
d’application de H dans H telle que, posant tl n = M + P , n g~ = g + Pn on ait :

Tn ; C0 au sens de 6 (ou d’une autre distance).

L’intérêt des processus de Robbins Monro relativement à ce type de méthode

tient au corollaire 2 ci-dessous :

Introduisons les hypothèses :

(2.11) Pour tout n (r , n n n n

ainsi que la suite suivante :

où : a la même distribution que quand X. m x et : t
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Introduisons encore l’hypothèse :

Corollaire 2

Sous les hypothèses

et si de plus (2.9 bis) est vérifiée alors :

Démonstration

Nous poserons la tribu engendrée par

Nous avons encore : o n application continue, donc mesurable, et

Le corollaire 2 est une conséquence simple du théorème 2.1.

Vérification de (2.2)
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(en se rappelant la définition de 6 et la propriété de contraction de fl 1

Finalement, il vient en utilisant (2.9) :

Vérification de (2.3)

(en utilisant l’inégalité de Schwartz, la définition de 6 et l’inégalité (i)

du lemme 2.1 )

Ainsi, dès que

compte tenu de (2.9) et de : -.
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Vérification de (2.2 bis) uand (2.9 bis) est vérifiée

(voir corollaire 1, vérification 2.2 bis)

(d’après 2.9 bis)

Finalement nous avons, en utilisant (2.9 bis) :

(2.2 bis) est donc bien vérif iée.

Vérification de (2.4)

Les conditions sont donc réunies pour appliquer le théorème 2.1..
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Les méthodes de pénalité laissent souvent un ensemble de contraintes de signes

sur certaines variables.

Si par exemple on veut minimiser J(x) sous des contraintes C(x)~o et D(x) = o

on se ramène au problème approché suivant :

Modifions donc la définition de r comme suit :
n

pour C convexe fermé de H et considérons le processus projeté sur C suivant :

Corollaire 3

L’énoncé du corollaire 2 demeure alors valable avec les modifications précé-
dentes.

Démonstration

Nous poserons : n tribu engendrée par (Xi)i- n et 

de manière que :

Vérification de (2.2)

(en utilisant des éléments de la démonstration du corollaire 1 et en combinant

avec celle du corollaire 2)

Vérification da (2.3) (en combinant les démonstrations des corollaires 1 et 2)

Posons encore
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En remplaçant. i la démonstration se poursuit comme au

corollaire 2.

Vérification de (2.2 bis) uand(2.9 bis)est vérifiée

[voir démonstration du corollaire 1).

Vérification (2.4)

Elle se fait comme aux corollaires 1 et 2.
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