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SUR LES ARBRES LOGIQUES DE M, KRASNER
par Alan J. Gold

Dans [1] et [2] , Marc Krasner a esquiss& un systéme
formel de prédicats a une seule variable libre, dént le
prédicat primitif est celul de la theorie des ensembles, -€-
Quoique ce systeme soit traduisible dans les formules stan-
dardes du calcul des prédicats avec -€- , pour des raisons
techniques 11 est plus commode de le laisser dans la forme
ou Krasner 1'a concu, celle des arbres finis, décorés des
symboles.

Ici on se bornera d'achever l'esquisse de Krasner dans
un sous-systeme. On travaill tout d'abord vis-a-vis d'un'
modele du systéme, puls on se lance dans la théorie formelle,
en quelque sorte axiomatique. Finalement, on demontre quelques
rapports entre 1la theéorie de Krasner et la théorie classique
de Zermelo-Fraenkel, voyant qu'il y a champs commun entre

les deux, mails qu'aucun n'est sous-systéme de 1l'autre.

§1. Construction du systéme et‘définitions diverses.

Un arbre est une collection finie de segments de droites,
appeles segments, qui coincident au plus dans leurs points ter-
minaux, appelés noeuds, de telle maniére que deux nbeuds quel-
conques sont joints par une suite unique de segments.

Un arbre enraciné est un arbre dont un seul noeud est
*

7 . 7 - .
distingue comme racine de l'arbre, et marque d'une etoile,

Graphiquement, un arbre enraciné a la racine vers le haut du
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. \ e
dessin, d'ou les segments decoulent vers le bas, comme dans la

figure suivante.

FIGURE 1

La hauteur, h(n) , d'un noeud n d'un arbre enraciné
est le nombre de segments qui le séparent de la racine. La
hauteur h(A) d'un arbre A est le maximum des hauteurs
h(n) des noeuds n de l'arbre A . Il est techniquement
utile d'introduire un unique arbre de hauteur zé}o, que

* ‘Une extremite d'un arbre

7
represente l'etoile seule,
est un noeud gu' aucun segment ne joint a un noeud de hau-

teur plus élevee.

19
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Finalement, un arbre de Krasner (ou K-arbre) est un arbre
enraciné dont les segments sont colorés ou bien noir (lignes
solides), ou bien gris (lignes pointillées), de telle maniere
que si n; et n, sont deux noeuds de A Jjoints par un
segment gris, et tels que h(n2) = h(nl) + 1, alors:

1) n, n'est pas la racine de A,
i1) n, n'est pas une extremité de A ,
iii1) le segment qui sépare n, du noeud corres-
pondent de hauteur h(nl) - 1 est noir,
iv) tous les segments qui separent n, des
noeuds de hauteur h(n2) + 1 sont noirs, et
v) tous les segments quil separent nqy des
noeuds de hauteur h(n2) = h(nl) + 1 sont gris.

Par exemple,

FIGURE 2
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est un arbre de Krasner. la K-hauteur Kh(n) d'un noeud n
d'un K-arbre A est le nombre de segments noirs qui sébarent
le noeud n de la racine de A . La K-hauteur Kh(A) d'un
K-arbre A est le maximum des K-Hauteurs Kh(n) des noeuds
n de A . Donc Kh(n) < h(n) , et Kh(A) < h(A); 1l'arbre
ci-dessus est de hauteur cing, mais de K-hauteur quatre.

# o5t un K-arbre de K-hauteur zéro.

Aussi,
Les symboles a placer sur les K-arbres peuvent se classer
comme suit:
i) la symbole de la racine, *
ii) les autres symboles nodales, O (rond) et
+ (croix)
1ii) les symboles segmentielles, € (epsilon)
et & (non-epsilon).
On appelle arbre de Krasner décoré tout arbre de Krasner ou
les symboles ci-dessus sont placées de telle maniere que:

* et aucune autre symbole,

1) la racine porte
11) les noeuds qui termine chaque segment gris
portent exactement + ,
iii) les noeuds qui restent portent ou bien O
ou bien + , et rien d'autre,
iv) chaque segment noir porte ou bien € ou
bien €& , et

v) les segments gris ne portent aucune symbole.

Quand il n'y a aucune risque d'équivoque, nous appellerons les
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arbres de Krasner decorés simplement des arbres. On en verra
des dlagrammes dans la sectlon sulvante.

Un dendrite est un arbre (de Krasner décore) dont la racine
est le noeud terminal d'un unique segment. S1 le segment dont
un noeud est la racine porte € , et si 1l'autre noeud de ce
segment porte O , on l'appelle un (O,€)-dendrite, et semblable-
ment pour les autres cas. Par les dendrites d'un arbre, nous
entendons les partlis de l'arbre composes de 1l'un des segments
dont un noeud est la racine, et le reste de l'arbre reuni avec
1'autre noeud de ce segment.

Les sous-arbres (immediats) d'un arbre A sont les
arbres formés des dendrites de A en enlevant leurs racines, les
segments dont le noeud inférieur était la racine, les segments
gris (s'1l y en a) entre les noeuds de K-hauteur un, les
noeuds inférieurs de ces segments gris, et tous les symboles
sur tout le précédent. De plus, nous remplagons les symboles
O et + sur les noeuds de K-hauteur un qui restent par * .
Donc un (O,€)-dendrite a un sous-arbre unique, mais un (+,¢€)-
dendrite peut en avoir plusieurs. Nous parlons de (O,€)-
sous-arbres, etc., selon les dendrites dont 1ils sont les
sous-arbres.

Nous ne tenons pas compte des permutations de dendrites;
c'est-a~dire, par exemple, les deux diagrammes qui suivent

representent le méme arbre:
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FIGURE 4
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§2. Modele~théorique.

Chaque K-arbre décoré reprééente un prédicat a une seule
variable libre. Les seuls prédicats primitifs sont -€~ et
&= ou € est la relation élément-ensemble, et & est sa
négation. Les exemples suilvants donnent de facon récurrent
la traduction d'un arbre quelconque dans les formules standards.

i) * , le seul arbre de hauteur zéro, reprééente un
prédicat universel, tel x = x .

ii) Les dendrites de hauteur un,
.
.!gzi
ol
se traduisent respectivement

¥y vy € x

¥y v € x

Iy v € x

Iy vy € x .
Donc le deuxieme caractérise l'ensemble vide, et le premier
l'univers.

111) La traduction d'un arbre est la conjonction des

traductions de ses dendrites. Donc

>
FIGURE 5 /// \\
€ ¢
est traduilt J x
Yy yeExg&VWyy¢&x.

iv) S1 A est un (O,€)-dendrite (respectivement (O,%)-

dendrite) et la traduction de son sous-arbre est B(x) , alors
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A(x) , la traduction de A , est

¥y (B(y) 2y € x)

(respectivement

¥y (B(y) 2y & x) ).

Par exemple, si A est

FIGURE 6 / \

alors A(x) est

Vv Wzzgyoyex)g¥y dzzeyoyex)
Notons que les variables quantifiées changent a chaque hauteur,

et que ce predicat caractérise l'ensemble {g}
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v) S1 A est un (+,€)-dendrite (respectivement (+,€)-
dendrite) et les traductions de ses n Sous—-arbres sont
respectivements Bl(x),B2(x),...,Bn(x) , alors la traduction
A(x) de A est

dy (B (y) V Bo(y) V..o v B (y) &y € x

(respectivement

vy (By(y) V Boy) V... VB .(y) &y & x ).

Donc si A est
1r
Q
Q

.
y) .
. -
' [ )
p [N
I 4 N

FIGURE 7

)

i |
¢
|

alors A(x) est

Jy(VzzgyVY¥zzey)gy¢gx ,
un predicat que satisfait tout ensemble auquel n'appartient

a la foils 1l'ensemble vide et l'univers.
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Dans un modéle de la théorie, on suppose que la domaine

des varilables soit au moins denombrablement infinie, et que

la fonction logique 2. : DxD > {T,F} associee avec € a la

propriete que pour tout o , B dans la domaine D , si a
et B sont distincts, i1 existe au moins un membre <y de D
(pas necessairement distinct de o ou B ) tel que
2.(y,a) # 2-(y,B8) . Il y a deux conditions en plus pour que
(D,2c) soit appelé un modéle de la theorie, qui seront données
des que nous aurons les définitions nécessaires.

Soit f : D~ {T,F} n'importe quelle fonction sur une
domaine infinie D , et soit Qe une fonction satisfaisante
a la condition ci-dessus. Alors, s'il existe un membre o
de D tel que pour tout membre B de D » Le(Bya) = f(a) ,
cet o est uniquement déterminé par f . ©Nous appelons f ,
ou fa , la fonction caracté}istique de a . Evidemment,
chaque membre o de D détermine uniquement sa fonction
caractéfistique, et des membres o , B distincts déterminent
des fonctions f fB distinctes.

Soit maintenant A un arbre quelconque. Dans-la suilte,

nous noterons ses dendrites et sous-arbres selon la table

suilvante:
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Genre de Dendrite Dendrites Sous-arbres respectifs

(0,€) Bl’B2""’Bn 01,02,...,0n

(O,%) B sBoseesBy Y sYgseeosYy

(+,€) Dl’D2"“’Dr Ell’E12""’Elp1;
E21,E22,...,E2p2;
Erl’Er2" ’Erpr

(+,8) 61,62,...,6q nll’n12""’nlsl;
HESRUPFLARRE A E
nql’nq2’ ’nqsq

Alors la traduction A(x) de A est

n
& W (c;(y) >y € x)
1=1

m
& & Yy (YJ(Y) >y & x)
J=1

o
o

P
dy [( Ve B (1) &y e X]
k=1 n=1 "k

q
& &
h=

dy B v e (V) &V € x]
1 gh=l h

Pour D et Qe fixgs, satisfalsants aux conditions sur
un modele déja énoncées, et pour l'arbre A donne cl-dessus,
supposons qu'll exlste au moins un objet « de D tel que

A(a) ait la valeur T . Alors la fonction f_ = satisfait a
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la condition suivante:

n

& (Y8 €D) (C,(B) =12 f (B) =T)

i=1

m
& & (¥B €D (YJ(B) =72 f,8)=F)

j=1

r pk
& & dse€D) (V" E (B =T1)8& f (B) =T

k=1 nk=1 k
&EGBGD)(\S/hn (B) =71) & f_(B) =F

h=1 hey, o

g,=1
Nous dirons que l'arbre A est non-contradictoire s'il existe
une fonction fA : D> {T,F} satisfaisante a la condition
ci-dessus. S'il n'y a pas de telle fonction, nous dirons que .
A est contradictoire. Si A est non-contradictoire, et la
fonction fA est uniquement donnée par la condition, nous
dirons que A est correct. Une fonction fA qul satisfait
a la condition sera appelée convenable pour A .
Nous posons dés lors, comme condition sur une modele
(D,Qe) de 1la théorie, la sulvante, appelée Condition Exlstentilelle:
Si A est un arbre non-contradictoire, alors
i1 existe au moins un membre o de la domaine D tel
que A(o) ait la valeur T
La reciproque de cette conditioén est une conséquence immédiate
de la définition de la non-contradiction.
Nous dirons qu'un arbre A est finiment prolongeable
s'1l existe un nombre fini seulement de fonctions fA con-
venables pour A . S'il en existe un nombre infini, nous

dirons que A est infiniment prolongeable. La condition
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finale sur une modele est la Condition de 1la Prolongeabilité
Infinie:
Si un arbre A est infiniment prolongeable,
alors 11 existe un nombre au moins dénombrablement
infini de membres o de D tels que A(a) a la
valeur T
Maintenant nous donnons des définitions qui seront
nécessaires dans la suite. Soit P et Q deux arbres
quelconques. Nous appellerons l'accolement de P et Q ,
et noterons A(P,Q) , l'arbre formé en unissant les racines
de P et de Q , pour former un seul arbre. Donc les den-
drites de A(P,Q) sont les dendrites de P et de Q , et
A(P,Q)(x) est P(x) & Q(x) . Notons que l'accolement est
commutatif et associatif, et que tout arbre peut €tre con-
sidere comme l'accolement de ses dendrites.

Solt B un (O,€)- arbre quelconque, a sous-arbre C .
Alors nous appellerons la négation de B , et noterons 7B ,
le (+,€)-dendrite a un seul sous-arbre C . Puisque

(7B) (x) ~ (B(x)) ,

nous écrivons TIB(x) sans ambiguité. Si B est un (O,€)-
dendrite a sous-arbre C , alors 7B est le (+,€)-dendrite
a4 un seul sous-arbre C . Si D est un (+,€)-dendrite aux
sous-arbres El,E2,...,E
(O,€)-dendrites dont les sous-arbres sont El,E2,...,E

n ° alors 7D est l'arbre aux n

n

La négation d'un (+,€)-dendrite est semblable. Donc pour un
dendrite quelconque B , et un objet quelconque ¢ de D ,

B(a) a la valeur T si et seulement si 7B(a) a la valeur
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Soit A un arbre quelcongque. Si A n'est pas ¥ |

nous appelons la collection (finie) des nééations de ses
dendrites le complément de A , et nous la notons K(A) ;
Nous definnissons K(*) = @ , l'ensemble vide. Notons que
K(A) est constuctible a partir de A dans un nombre fini
d’étapes, et que pour un arbre A quelconque et un objet
quelconque o de D, A(a) a la valeur T si et seulement
si pour tout T de K(A) , T(a) a la valeur F

Soit maintenant A un arbre sans (+,€)-dendrites ni
(+,¢)-dendrites, appele un O-arbre. Nous définissons 1'incom-
plétant de A , noté [Nc(A) , comme suit: Si A est *
alors [Nc(A) est {*} , la collection d'arbres qui consiste

3*

de * seul. Si A n'est pas , pour chaque (O,€)-sous-

arbre Ci ou (O,¢€)-sous-arbre Yj de A , soit

K(Cl) = {Til,Ti2,-..,Tipi} et K(Y,j) = {T(n"'j)l,T(n"'j)g"'.,T(n"'j)pn_,_j}

les compléments de Ci et de yj respectivement. L'incomplétant

INc(A) de A est donc

m+n
A (T, )1 1<ky <p;; 1<1i<mnp ,
i=1 i
la collection des accolements d'un unique arbre de chacun des
compléments des sous-arbres de A

Nous diréns que deux arbres A et B sont éduivalents,
et nous écrirons A ~ B , 51 tout accolement de B avec un
arbre de K(A) est contradictoire et tout accolement de A

avec un arbre de K(B) est contradictoire. Par la Condition

Existentielle, 11 est facile 4 voir que ceci est une relation



32

Alan J. GOLD

d'éﬁuivalence, et que A~ B si et seulement si

A(x) ~ B(x)

§. Algorithmes de decision par rapport au modele I.

Supposons gue hous sommes donné un modéle (D,Qe) de
la theéorie satisfaisant aux conditions posées dans §2
Nous démontrerons des algorithmes pour decider de la non-
contradiction et de la correction des arbres, en commengant
par un cas restreint.

Soit A un arbre dont les noeuds de K-hauteur un ne
portent que O ; on l'appelle un O-arbre. Prenons les (Og)-
et (Og/)-dendrites et sous-arbres comme dans la table P. 8

Alors A(x) est
n m
& ¥Yy(e,move® &8¢ ¥Yy(y oy & 3
121 J=1 J

Comme nous avons défini, A est non-contradictoire s'il existe

une fonction fpi Do {1,F} telle que

n
& (ge D) (cy(g) =T27,(@) = T)
i=1

[2]
(4

e 5

& (VB e D) (YJ(B) =T?> fA(B) = F)

Une telle fonction existe si et seulement si pour tout i et
(¥g e D) 7(cy(g) & YJ(B)) ;
c'est—é—dire, si et seulement s'il n'existe aucun B8 dans D
tel que pour tout 1 et
ACC v (g) = T

Par la Condition Existentielle, ceci éduivaut a la contradiction

b
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de chaque A(Ci’Yj) . Alors A est non-contradictoire si et
seulement si chaque accolement de 1l'un de ses (O,€)-sous-arbres
avec 1'un de ses (O,¢)-sous-arbres est contradictoire.

Puisque la K-hauteur des sous-arbres est strictement
inférieure a4 la K-hauteur de A , cet algorithme est recurrent
sur la K-hauteur des arbres. Puisque rien n'oblige les sous-arbres
d'un O-arbre d'étre eux-mémes des O-arbres, il faudra attendre
le cas general avant que cet algorithme soit complétement

* est non-

donné. Evidemment dans chaque domaine non-vide
contradictoire.

Supposons maintenant que le O-arbre A ci-dessus est non-
contradictoire, c'est—é-dire, qu'il existe une fonction fA
convenable pour A . Evidemment cette fonction est uniquement
déterminée par la condition sur fA si et seulement si, pour
tout objet B de la domaine D , ou bien il y a un 1 tel que
Ci(B) a la valeur T , ou bien 11 y a un Jj tel que YJ(B)

a la valeur T . . (Puisque A est non-contradictoire, nous
ne pouvons avolr les deux a la fois.) Symboliquement, A est

correct si et seulement s'il n'y a aucun membre B8 de D

tel que

n m
& ac,(8) & §1 7Yj(3)

i J
a la valeur T .

Pour chaque (O,€)-sous-arbre Ci de A , soit

- 7/
K(Ci) = {Til’TiZ”"’Tipi} le complément de Ci , et pour
chaque (O,¢)-sous-arbre Y; de A , soit

K(Yj) = {T(n+J)l’T(n+J)2""’T(n+j)pn+j} le complément de Yy o
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Donc pour chaque 1
Pi
ac, ()~ VT ()

et pour chaque J

Alors A est correct si et seulement s'il n'y a aucun objet

g de D tel que

m+n pi
Tik (8)
i=1 ki=l i
a la valeur T - Mais
m+n Dy
& | V7 Ty (B)
i=1 ki=l i
Py bo Po+n mtn
~ V Ve oo VT LR Ty 8)
kl-l k2—1 km+n—1 i=1 i
P4 D, Potn m+n
~ Ve ..o A (Tik ) (B)
kl—l k2—1 km+n_l i=1 i

Donc A est correct si et seulement s'il n'y a aucun objet

g dans D tel que pour tout arbre Q de [nc (A) , Q(B)

a la valeur 171 , c'est—ﬁ-dire, par la Condition Existentielle,

si et seulement si chaque arbre de INC(A) est contradictoire,
Puisque chaque arbre de [Nc(A) est de K-hauteur

strictement inférieure a la K-hauteur de - A , ce€ critére est

récurrent sur la K-hauteur des arbres. Comme pour la non-

contradiction, 11 faudra considérer le cas général avant d'avoir

un algorithme de décision pour la correction. Notons que *



Sur les Arbres Logiques de M. Krasner 35

n'est pas correct, puisque [yNc (*) = {*} |

Maintenant soit A wun O-arbre non-contradictolre, avec
les (0,€)-dendrites et (0,¥)-dendrites comme a P. 8 . Nous
rappelons que A est finiment prolongeable si et seulement
s'il existe un nombre fini seulement de fonctions convenables
pour A . Or pour tout B de D tel que Ci(B) ou YJ(B)
ait la valeur T pour quelque i ou J , fA(B) est déter-
minée par la condition sur fA pour étre convenable. Donc
le nombre de fonctions convenables pour A est déterminé par
le nombre d'objets B de D tels que, pour quelque arbre Q
de Inc (A) , Q(B) a la valeur T . Puisque [Nc(A) est
une collection finie d'arbres, A sera finiment prolongeable
si et seulement si, pour chaque arbre Q de [INc(A) , il n'y a
qu'un nombre fini de membres B de D tels que Q(B) a 1la
valeur T , c'est-é-dire, si et seulement si chaque arbre de
Inc(A) est finiment prolongeable. Encore, ce critére est
récurrent sur la K-hauteur des arbres. L'arbre * de K-hauteur
zéro est infiniment prolongeable, puisque D est infinie.

Maintenant soit A un QG-arbre non-contradictoire et
finiment prolongeable. Alors chaque arbre Q de [Nc(A) est
finiment prolongeable aussi. Or chaque arbre Q de [Nc(A)
est de K-hauteur strictement inférieure g celle de A . Supposons

pour récurrence sur la K-hauteur, que pour chaque Qi de [INc(a) ,

1 <i <p , 11 existe a membres distinctes Xij de D ,
i
1 <J;< q; , tels que QiQ .. ) a la valeur T . Supposons
ij.
i
aussi que pour chaque Xi' de D , nous avons construit un
J1

arbre Tij correct tel que Tiji( Xiji) a la valeur T , et
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en plus, tel que Kh(Tij,) < Kh(Qi) . Or il y a un nombre
fini, au plus q1+q2+...1qp , d'arbres construits ainsi. Soit
R 1l'ensemble de ces arbres Tiji et soit A un ensemble formé
en choississant un arbre dans chaque &1ément de R/~, la
famille de classes d'équivalence sur R modulo ~ |, ou
~ est la relation d'équivalence définie ci-dessus. Puisque
R est fini, S est finiment constructible et unique jusqu'd
1'équiva1ence ~ . Nous appelons S 1la domaine indéterminée
de A , notée D] (a)

Soient Tﬁ , 1< k <r , les arbres membres de S
Soient g, , 1 < A<2" les fonctions de R dans (€&} et

% ; %)) -
pour chaque Tk et chaque g, soit ka le «),gA(Tk))

dendrite a sous-arbre Tk" Soit A; 1'arbre

r
Qi (A,ka) . I1 est presque immédiat que Af est correct, et
=1

que Afl N Af2 ne sont pas équivalents si Aq et Ao sont
distincts; aussi, pour chaque ) , A;(x) > A(x)

Soit ¢ un objet de D tel que A(q) a la valeur T ,
et soit & : D> {T,F} 1la fonction telle que pour tout Yy
dans D , & (vy) =fc(y,a) . Alors il existe un A ,
1< A g 2” , tel que fax =fg s ainsi chaque o tel que A(a)
a la valeur T satisfait a 1l'un des arbres corrects A:
Par recurrence sur la K-hauteur de l'arbre, nous pouvons construire
de tels arbres Af pour n'importe quel D-arbre finiment
prolongeable, et, dans la suite, des arbres finiment prolongeables
quelconques. Nous appelons le prolongement (fini) de A , et

notons pgp (A) , la collection {A; | 1< <2"t . PRL(A) est
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. 3 -~ 'y
unique Jusqu'é l'equivalence ~ . Le prolongement d'un arbre

contradictoire est vide.

Quant a la prolongeabilité infinie, on commence par construire
les prédicats définissant @ s {8y , {@g , {2}} , et ainsi de
suite, pour démontrer qu'on peut construire n'importe quel nombre
fini d'arbres corrects et distincts modulo ~ , qui satisfont a
*¥ , 1l'arbre infiniment prolongeable de K-hauteur zéro. Par une
récurrence semblable & celle de la prolongeabilité finie, on
démontre que pour tout O-arbre infiniment prolongeable, on peut

faire la méme chose.
§4. Algorithmes de décision II.

Soit A un arbre quelconque, avec les dendrites et sous-
arbres donnés P. 8 . Une fonction convenable pour A existe
si et seulement si les conditions sulvantes sont satisfaites:

1) Pour tout i et J , 11 n'y a aucun objet o de
D tel que C;(a) et yj(u) ont & la fols la valeur T
ii) Pour chagque k , 1<ks<r , 11 existe au moilns

un objet de D tel que 1°: pour au moins un n,

%

o .
1 n, <p o, Eknk(ak) a la valeur T et 2°: pour chaque § ,

A

l<j<m, Yj(uk) a la valeur F
iii) Pour chague h , 1<hs<gq , 11 existe au moins un

objet de D tel que 1°; pour au moins un 8y » 1< gy < Sy

Bh
o .

nhgh(eh) a la valeur T , et 2°: pour tout 1, 1<1i<n,

C,(g,) a la valeur F .

iv) Il est possible de choisir les oy de 1i) distincts

des Bh de 1ii)
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Tout ceci vient d'un examen de la condition sur la fonction fa
pour qu'elle soit convenable pour A

La premiére condition a €té consideree déjé. Elle revient,
par la condition existentielle, a4 la condition que tout accolement
d'un (O, )-sous-arbre de A avec un (O,&)-sous-arbre de A soit

contradictoire.

AO ’é

Pour la deuxiéme condition, on note ltaccolement

m
A (Bj) , ( ou 1les B sont les (0,&)-dendrites de A). Alors
J=1

.\ . . . \ . .
la deuxieme condition revient a la condition que pour tout k ,

1S kS rp , au moins un accolement d'un sous-arbre du (+,6)-

dendrite D avec un arbre de INC(ﬁjﬁj) soit non-contradictoire.

k

s . s s N R . > s
Symmetriquement, la trolsieme condition revient a la condition
que pour tout h , 1< h< q , au moins un accolement d'un sous-

arbre du (+,¢)-dendrite avec un arbre de INC(AQ’E) soit

Sh

non-contradictoire (ou AO’e est l'accolement des (O,e )-dendrites
de A ).

Supposons maintenant que les troils premiéres conditions soient
satisfaites, et regardons la dernieére. Pour un (+,€)-dendrite

/ Ve .
Dh donne, la selection convenable de o est assuree s'il y a

un objet tel que, pour quelque n,. 1< n, < Py et pour

Gk

quelque i , 1 <gi<gn, Eknk(“k) et Ci(ak) ont a la fois
la valeur T > c'est-a-dire, par la Condition Existentielle,

s'1l y a un accolement non-contradictoire d'un sous-arbre de

D, avec un (0O,e)-sous-arbre de A , et il y a la méme situation

pour la choix d'un B > s'il y a un accolement non-contradic-

toire d'un sous-arbre de § avec un (O,¢)-sous-arbre de A

h
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De méme fagon, s'1l y a un accolement non-contradictoire
et iInfiniment prolongeable d'un sous-arbre de Dk (respective-
ment &, ) avec un arbre de Inc qug) (respectivement de

€
INC (AQ’ ) ), un choix convenable de o (respectivement Bh )

k
est toujours possible.

Donc il suffit de regarder les (+,€)-dendrites Dl,...,Dp ,
ou p Sr , tels que tout accolement d'un sous-arbre d'un Dk
avec un (O,€)-sous-arbre de A est contradictoire, et tels
que tout accolement d'un sous-arbre de Dk avec un arbre de
Inc (A7)

dendrites §

est finiment prolongeable, et de regarder les (+,%)-
1,...,6X , o x <gq , tels que tout accolement
d'un sous-arbre d'un ¢h avec un (O,€)-sous-arbre de A est
contradictoire, et tels que tout accolement d'un sous-arbre

€
avec un arbre de INc(AO’ ) est finiment prolongeable.

d'un Gh

Or les a, choisis par rapport aux (+,€)-dendrites doivent
satisfaire a 1'accolement d'un sous-arbre de Dk avec un arbre
de INC(AO’g) Puisque ceci est finiment prolongeable, nous

pouvons en trouver le prolongement; c'est-a;dire, nous trouvons

un ensemble fini d'arbres corrects et distincts modulo ~ ,

pour chaque k , 1 <k < p et pour chague h , 1 Sh <X,

dans lesquels il faut choisir les a et les Bh . Puisque

ces ensembles sont finis, la d€cision sur la satisfaction de la

quatriéme condition est faite dans un nombre fini d'étapes.
Donc pour n'importe quel arbre A , cet algorithme

décide dans un nombre fini de pas si A est contradictoire

ou non, par récurrence sur la K-hauteur de A
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Quant a la correction dans le cas general, un arbre
A non-contradictolre quelconque est correct si et seulement si:
i) AP est finiment prolongeable (ou AO est ‘
A (ASEACE ), et
ii) La choix envisagée dans ia condition 1iv) de
non-contradiction est unique, et anéantit DJ(A%) .
Pour les autres questions, un arbre non-contradictoire
quelcongque A est finiment prolongeable si et seulement si
A° est finiment prolongeable, et pour déterminer PRL(A)
dans un tel cas, 1l suffit de déterminer Pg_(A®) puis
d'en exclure les arbres qui n'ont pas d'accolement non-
contradictoire avec A
Remarquons que nous avons trouvé les criteres ci-dessus
sur 1l'hypothése qu'il existe un mod€le de la théorie, mais
que les critgres eux-mémes sont formels, ne dépendant pas
sur le modéle en question.
Finalement, nous donnons un critére de décision pour

la relation -€- . Soit D la domaine canonique, la

0 °
famille de classes d’équivalences modulo ~ , et soit 6 et Y
deux membres de DO . Soient A et B deux arbres membres.
de 6 et y respectivement. Soit C, le (O,€)-dendrite

d sous-arbre A . Alors Qeo(e,w) = T si et seulement si
A(C,,B) est non-contradictoire. Il est facile a voir que
cette définition ne dépend pas de la choix de A et B , et

donc la relation EO est décidable dans la domalne DO .
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5. Théorie formelle; consistence.

Nous sommes arrivéé a la situation suivante; Sous 1l'hypo-
thése qu'il existe un modéle (D,QE) de 1a\théorie, nous avons
€laboré des critéres formels, et construit un modele canonique

-~

(DO,QEO) s qui satisfera, sous l'hypothése de 1l'existence d'un
modéle, aux conditions posées sur les modeles. Donc pour
démontrer la consistence de la théorie par rapport aux modéles,
il suffit de démontrer que (Dy2e ) est bien un modele.

Pour la théorie formelle, nogs prenons les critéres de
non-contradiction, correction, éduivalence, et prolongeabilite
finie comme définitions récursives de ces propriétés. Nous
voulons démontrer que (DO,Qe ), donné dans la section pré;
cedente, est un modéle de cetge théorie; c'est-é—dire, nous
voulons démontrer que:

i) DO est au moins dénombrablement infinie. (Dans
ce cas, DO ne peut pas étre non-dénombrable.) I1 suffira de
montrer comment on peut construire, pour n'importe quel entier
k , k arbres distincts modulo ~ et corrects.

ii) La condition sur 2 soit satisfaite par 2. ;
0

c'est—ﬁ—dire, utilisant la construction de la section précedente,
que si A et B sont deux arbres corrects et distincts
modulo ~ , alors il existe un arbre correct D , tel que ou
bien A(CD,A) est non-contradictoire et A(CD,B) est contra-
dictoire, ou bien inversement.

1ii) La Condition Existentielle soit satisfaite;
c'est—é—dire, si A est un arbre non-contradictoire, il

existe au moins un arbre correct A¥ tel que A(A,A¥) est
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nol:~contradictoire.

iv) La condition sur la prolongeabilité infinie soit
satisfaite; c'est—é—dire, si A est un arbre infiniment pro-
longeable, alors on peut construlre, pour n'importe quel
entier k , k arbres corrects Ai tels que pour 1 # j ,

A% o A§ , et que pour chaque 1 , A(A,A%) est non-contra-
dictoire.

Pour arriver a ce but, 11 faut passer par une série de
lemmes interdépendents, démontrés par la récurrence sur la
K-hauteur des arbres. DNous donnons les lemmes ici, indexés
par la K-hauteur; apres la démonstration, rous pcurrons omettre
les indexes. La démonstration des lemmes pour l'arbre de
K-hauteur zéro est immédiate, et on s'en passe. Nous donnerons
la demonstration du lemme An complétement, pour donner une
idee du genre; les autres démonstrations ne seront qu'esquissées.

Lemme An ¢ Soit A un arbre contradictoire, et B
un arbre quelcongue, tels que Kh(A) et Xh(B) ne depacssent
pas n . Alors A(A,B) est contradictoire.

Lemme Bn : Pour tout dendrite B , tel que
rh(B) < n , A(B,71B) est contradictoire.

Corollaire 1: Pour tout arbre A tel que Kh(A) < i |
chaque accolement de A avec un arbre de [(A) est contra-
dictoire.

Corollaire 2: Pour tout O-arbre A tel que Kh(A) < n+l ,
chague accolement d'un sous-arbre de A avec un arbre de
Inc(A) est contradictoire.

Lemme Cn : Soit A un arbre non-contradictoire, et
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solt Bn un dendrite, les deux de K-hauteur < n . Alors
ou bien A(A,B) est non-contradictoire, ou bien A(A,TB)
est non-contradictoire.

Corollaire 1 : Soit A un arbre non-contradictoire,
et B un arbre quelconque, les deux de K-hauteur < n
Alors ou bien A(A,B) est non-contradictoire, ou bien il
existe un arbre Q de K(B) tel que K(A,Q) est non-contra-
dictoire.

Corollaire 2 : Soit A un arbre non-contradictoire
de K-hauteur < n , et soit B un O-arbre de K-hauteur
< n+l . Alors ou bien il y a un accolement non-contradictoire
de A avec un sous-arbre de B , ou bien il y a un accolement
non-contradictoire de A avec un arbre de [Nc(B)

Lemme Dn : La relation ~ entre arbres de K-hauteur
< n est reflexive et transitive.

Lemme En : Soit A un arbre finiment prolongeable
de K-hauteur < n . Alors chaque arbre A% de PrpL(A) est
correct, pour i # J , on a A§ # A§ , et pour tout i ,
A(Ai,A) est non-contradictoire. De plus, pour tout arbre
correct B de hauteur < n , la non-contradiction de A(A,B)
impligque l'existence d'un Ai dans PRL(A) tel que A? ~ B

Corollaire 1 : Un arbre A est correct si et
seulement si PrL(A) n'a qu'un seul €1€ment .

Corollaire 2 : Pour tout arbre correct A il
existe un O-arbre correct A¥ tel que A ~ A¥

Lemme Fn ¢ Soit A un arbre finiment prolongeable, et

B un arbre quelconque, les deux de K-hauteur < n . Alors
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AL, B st finiment prolongeable.
Lemme Gn : Solt A un arbre infiniment prclongeat le,
et soit DI un dendrite, de K-hauteur < n . Alors ou bien

A(A,B) est infiniment prolongeable, ou bien A(A,IB) est
infiniment prolongeable.

Corollaire 1 : Soit A un arbre infiniment pro-
longeable, et B un arbre guelconque, les deux de K-hauteur
<n . Alors ou bien A(A,B) est infiniment prolongeable,
ou blen il y a un accolement inflniment prolongeable de A
avec un arbre de K(B)

Corollaire 2 : Soit A un arbre infiniment pro-
ltongeable de K-hauteur < n , et soclit B un O-arbre de
K=hauteur < n+l . Alors il y a un accoclement infiniment
prolongeable de A ou bien avec un sous-arbre de B ou
pien avec un arbre de [nc(B)

Lemme Hn: Soit A un arbre quelconque, et B
un arbre correct, les deux de K-hauteur <n . 8i A(A,B)
est non-contradictoire, i1 est correct.

Lemme In: Scit A et B deux arbres corrects de
reuteur < n . Alors A ~ B si1 et seulement si A(A,B)
est non-contradictoire.

Corollaire: Sous les condltlions de Lemme Hn’
ACA,B) ~ B .

Lemme Jn : Soit A et B deux arbres corrects de
(~hauteur <« n , tels que A #*» B . Alors il existe un arbre

Y de K(A) tel que A(Q,B) est non-contradictoire, et il

existe un arbre R de K(B) tel que A(R,A) est non-contradlovolise.
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Lemme Kn : Soit A et B deux arbres corrects
et équivalents, et C un arbre quelconque, tous de K-hauteur
< n . Alors A(A,C) est non-contradictoire si et seulement
si A(B,C) est non-contradictoire.

Dans les démonstrations suivantes, nous supposerons
les Lemmes jusqu'a 1'indexe n-1

Démonstration du Lemme An : Nous regardons les
quatres conditions pour la non-contradiction.

S'il y a un accolement contradictoire d'un (O,e)-sous
arbre de A avec un (O,¢)-sous-arbre de A , il sera alnsi
dans A(A,B)

Supposons qu'il y a un (+,e)-dendrite D de A tel

k
que chaque accolement d'un sous-arbre de Dk avec un arbre
de INC(AO’é) est contradictoire. Solt Q un arbre de

INC(A(A,B)O’é) . Par la construction, alors, il y a un arbre
R de Inc(A99) et un arbre S de [Nc(BP%) tels que @
est A(R,S) . Pour un sous-arbre E de Dk donné, A(E,R)
est contradictoire, et donc par Lemme An-l » A(E,Q) est
contradictoire, et A(A,B) ne satisfait pas a4 la deuxiéme
condition pour la non-contradiction
Le cas ou A ne satisfait pas & la troisiéme condition
de la non-contradiction est pareil au cas précédent.
Supposons que A(A,B) , et donc A , satisfait aux
trois premiéres conditions de la non-contradiction, et que
A ne satisfait pas & la quatriéme. Soient Dl’D2"°"Dr
les (+,€)-dendrites de A tels que chague accolement d'un

sous-arbre d'un Dk avec un (O,€)-sous-arbre de A est
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contradictoire, et tels que chaque accolement d'un sous-
O,ﬁ)

arbre d'un D,_ avec un arbre de [nc(A est finiment

k

prolongeable. Pour chaque k , 1 <k <r , soit Rk la

réunion des prolongements des accolements d'un sous-arbre de
O, ¢
D, avec un arbre de Inc(A™7)

chaque arbre de Rk est correct, et distinct des autres

modulo ~ ; en faisant appel au Lemme Dn—l’ on peut former

Dﬁ , l'ensemble composé d'un élément de chaque &1ément de

Par la lemme En—l R

Rk/~ .

De méme facon, ou 61’62”"’6q sont les (+,€)-dendrites
de A tels que tout accolement d'un sous-arbre d'un 6h avec
un (O,€)-sous-arbre de A est contradictoire, et tels que

tout accolement d'un sous-arbre d'un avec un arbre de

Sn
INC(AO’E) est finiment prolongeable, on construit les
ensembles d'arbres corrects 5ﬁ s 1 <h<q . La supposition
que A ne satisfait pas a la quatriéme condition de la non-
contradiction implique gqu'il n'existe aucune maniére de choisir

un arbre Yk dans chaque Dﬁ et un arbre Yﬁ dans chaque

* *
dh telle que pour tout k et h , Yk * Yh

Soient maintenant D .,Dp , ou p <r , les (+,e)-

IR
dendrites de A tels que, en plus, chaque accolement d'un
sous~arbre d'un Dk avec un (O,€)-sous-arbre de B est contra-
dictoire. Puisque chaque accolement d'un sous-arbre d'un Dk
INC (,O5¢
avec un arbre de (A ) est finiment prolongeable, alors
par Lemme Fn—l chaque accolement d'un sous-arbre d'un Dk
avec un arbre de INC(A(A,B)O’é) est finiment prolongeable.

Pour 1 <k <r , soit Rﬁ la réunion des prolongements des
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accolements d'un sous-arbre de D, avec un arbre de Inc(A (A,B)C%é)

Soit o l'ensemble d'un arbre de chaque é1ément de R§/~ .

k

(Utilisation des lemmes D et E .) Soit P un arbre
n-1 n-1 k

Kk Alors par Lemme Dn—l s Pk est un arbre correct de

K-hauteur < n-1 , tel que pour gquelque sous-arbre Ekn de
k

D, » et quelque arbre Q de INC(A(A,B)C%¢) s A(Pk’Eknk’Q)

de «a

est non-contradictoire. Or Q est l'accolement de 1l'arbre

x de INc(AF%é) et l'arbre § de ]NC(BC%Q) . Donc par
Lemme An—l . A(Pk,Ekn ,X) est non-contradictoire, et par
Lemme D _, , P est dans Bﬁ , modulo ~ , et donc

* ~
0 C Bk , modulo

Soient ensuite §.,6 ., 8 ou ¢y <gq , les (+,&)-

1, 2"' w 5
dendrites de A tels que, en plus, chaque accolement d'un -

sous-arbre d'un § avec un (O,&€)-sous-arbre de B est

h
contradictoire. Par le Lemme Fn—l , chaque accolement d'un
sous-arbre d'un §, avec un arbre de INC(A(A,B)C%E) est
finiment prolongeable. Pour 1 < h < g , soit 3S¥* la réunion

h

des prolongements des accolements d'un sous-arbre de § avec

h

un arbre de INC(A(A,B)O’e) . Soit ©, 1'ensemble composé

h
d'un arbre de chaque £lément de Sﬁ/~ . Comme ci-dessus,

. * ~
Oh c Gh , modulo .
pa12e 3Dy s o r <y, les (+,€)-
dendrites de A tels que chaque accolement d'un sous-arbre

Soient ensuite D

d'un D, avec un (O,e)-sous-arbre de A(A,B) est contradictoire,
tels que chaque accolement d'un sous-arbre d'un Dk avec un
arbre de INC(A(A,B)O’é) est finiment prolongeable, et tels

que, pour tout k , r+l <k <y, il y a un accolement
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infiniment prolongeable d'un sous-arbre de Dk avec un arbre

’é) Pour r+l1 < k< , solt Rﬁ la rfunion des

rolongements des accolements d'un sous-arbre de D avec un
k

de Inc (A%

arbre de INC(A(A,B)O’Q) , et solt o 1l'ensemble composé d'un

k
arbre de chaque &lément de Rﬁ/~ .

Soient o g<v , les (+,¢)-dendrites de

Squ1s - o8y »
A tels que chaque accolement d'un sous-arbre d'un Gh avec
un (O,¢)-sous-arbre de A(A,B) est contradictoire, tels que
chagque accolement d'un sous-arbre d'un dh avec un arbre de
INC(A(A,B)O’E) est finiment prolongeable, et tels que, pour
tout h , qqtl< h<wvy , 11 y a un accolement infiniment
prolongeable d'un sous-arbre de Gh avec un arbre de
INC(AO’E) . Pour g+l < h<vy , soit Sﬁ la réunion des
prolongements des accolements d'un sous-arbre de Gh avec
un arbre de INC(A(A,B)O’E) . Solt aﬂ 1l'ensemble composé

d'un arbre de chaque €1ément de Sg/~ .

Soient G ,G,,...,0 les (+,e)-dendrites de B tels

p
que chaque accolement d'un sous-arbre d'un Gi avec un

(0,e)-sous-arbre de A(A,B) est contradictoire, et tels

que chaque accolement d'un sous-arbre d'un Gi avec un

)O,é

arbre de INC(A(A,B ) est finiment prolongeable. Pour

chaque i, 1 <1 <p , soit M1 la réunion des prolonge-

ments des accolements d'un sous-arbre de Gi avec un arbre

O,€& /.
de INc(A(A,B)~?F) . Soit Gg l'ensemble composé d'un

arbre de chaque é1ément de Mi/~ .

Soient Hl’H2’ t

que chaque accolement d'un sous-arbre d'un HJ avec un

.o, H les (+,¢)-dendrites de B tels
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(O,&)-sous-arbre de A(A,B) est contradictoire, et tels que
chaque accolement d'un sous-arbre d'un Hj avec un arbre de
INc(A(A,B)°S)  est finiment prolongeable. Soit Ny la
réunion des prolongements des accolements d'un sous-arbre d'un
Hj avec un arbre de INC(A(A,B)O’E) . Soit H§ l'ensemble
composé d'un arbre de chaque &€lément de Nj/~

Supposons maintenant que A(A,B) satisfait a la quatriéme
condition de la non-contradiction, et trouvons une contradiction.
Sous cette hypothése, il existe au moins une maniere de
choisir un arbre Yk de chaque Oy 1< k<p , et
r+l < k <y , un arbre Y% dans chaque G% , 1<i<p, un
arbre Yﬂ dans chaque “ﬂ , 1sh<y et gtl< h<y , et
un arbre YS dans chaque H§ , 1< j< t , telle que pour
les ranges d'indexes donnés, Yk * Yﬁ . Yk » YS s Y% > Yﬂ .
et Y§ al YE

Pour p+l< k< r , soit y, un (O,€)-sous-arbre de
B et 5k un sous-arbre de Dk tels que A(Yk’ﬁk) est non-
contradictoire. Puisque A(A,B) est non-contradictoire,
chaque accolement d'un (O,&)-sous-arbre de JA(A,B) avec
Yk est contradictoire. Donc par Lemme An—l chaque accole-
ment de A(yk,dk) avec un (C & )-sous-arbre de A(A,B) est
contradictoire. Donc par Lemme Cn—l , Corollaire 2 , il y
a un arbre ), de INC(A(A,Bf)56 tel que Ay, 6,1 ,)
est non-contradictoire, et par Lemme Fn—l s A(yk,ék,kk)
est finiment prolongeable. Soit Yk un arbre correct tel

que A(Yk;Y § 2 est non-contradictoire. Par Lemme E

10 ki

< o -
Kn(Y,) < n-1 . Par Lemme A__, , A(Yk,ék,Ak) est non

n-1?
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contradictoire, et donc Y (modulo ~ ).

k € ok
Supposons qu'il y aun h, 1< h<y , tel que Yk:e aﬂ

modulo ~ . Alors il y a un sous-arbre Xh de et un arbre

$h
1y, de INC(A(A,B)O’G) tels que A(Yk’xh’Th) est non-contra-

dictoire. Par Lemme Hn—l et Lemme In-l s Corollaire,

A(Yk’Yk’dk’Ak) et A(Yk’xh’Th) sont corrects et équivalents

N .
a 'Y, . Par Lemme Dn-l A(Yk,yk,ak,xk) ~ A(Yk,xh,rh) et par

Lemmes In—l et An—l’ A(Yk,ah) est non-contradictoire,

contraire aux Lemmes B et A

n-1 n-1 ° Donc pour 1< h<y ,

Y, & ap (modulo ~ ).
Supposons ensuite qu'ily aun J , 1< j<t , tel que
Y € H} (modulo ~ ). Alors il y a un sous-arbre X de H

J

et un arbre Ty de INC(A(A,B)CME) tel que A(Yk,XJ,T ) est

J

non-contradictoire. Par Lemme Hn—l s A(Yk,yk,rj) est correct
et équiyalent a Y, . Par Lemme D1 > A(Yk’XJ’TJ) ~ A(Yk,yk,ék,lk),
et donc par Lemmes In-l et An-l R A(yk,TJ) est non-contradictoire,
contraire au Lemme Bn-l' Donc pour 1< j<t , Yk €'H§
(modulo ~ ). '

Pour x+1 < h< q , soit Yy, un (O,&)-sous-arbre de B
et T;, un sous-arbre de §h tels que A(Yﬂ’Th) est non-contra-
dictoire. Pulsque A(A,B) est non—contfadictoire, chaque

accolement de avec un (O,€)-sous-arbre de A(A,B) est

Yh
contradictoire. Par Lemme An-l s chaque accolement de

A(Yh,éh) avec un (O,€)-sous-arbre de A(A,B) est aussi
contradictoire, et donc par Lemme cn-l , Corollaire 2 , 11 existe

€
un arbre Ah de INc(A(A,B)O’ ) tel que A(Yh,Th,Ah) est

non-contradictoire, et par Lemme Fn-l s finiment prolongeable.
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Soit Yh un arbre correct tel que A(Yh,dh,Th,Ah) est non-
contradictoire. Par Lemme En s Kh(Yh) < n-1 . Par Lemme Al q
_ . . 1 ~

A(Yh,Th,Ah) est non-contradictoire, et done Y, € o} (modulo ).
Par une méthode analogue 4 la précédente, on peut montrer que
pour chagque k , 1S kS v , Y, & o (modulo ~ ) et pour
chaque i, 1S i< p, Yh'Q'Gi (modulo ~ ).

Donc il existe au moins une maniere de choisir un arbre
Y, dans chaque o, , 1S kS u , un arbre Y§ dans chagque

k k

G¥ 1< i< p, un arbre Y dans chaque o} , 1< h<v ,

et un arbre YS dans chaque H§ , 1< js< t , telle que pour
s £ ' " ¥ '

les ranges d'indexes donnees, Yk’V Yh s Yk‘V Yj , Yi’V Yh

et Y§’7 Yg . Puisque pour 1< k< r , a, C Dﬁ , modulo ~ ,

k
et pour 1S h< g, alC 6§ , modulo ~ , 1l existe une maniere
de choisir un arbre Yk dans chadue Dﬁ , 1< k< r , et un
arbre Yﬂ dans chaque Gﬁ , 1< h< q , telle que pour les
ranges de k et de h données, Yk’7 Yﬁ . Mais ceci contredit
le fait que A ne satisfait pas a 1la quatriéme condition de 1la
non-contradiction. Donc si A ne satisfait pas a cette quatriéme
condition, A (A,B) n'y satisfait pas non plus. Plus génerale-
ment, si A est contradictoire, A (A,B) 1'est aussi.

Démonstration du Lemme Bn : Le cas ou B est un + £)-
dendrite est géhéral. On démontre que par le Lemme Bn-l s
A (B;1B) ne satisfait pas a la deuxieme condition de la non-
contradiction.

Démonstration du Lemme Cn : Encore, 11 est général que

B est un (+ £ )-dendrite. Dans les deux cas possible de 1la

contradiction de /\(A,B) , la supposition que A(aA1B) est
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contradictoire entraine une. contradiction. Pour la premiére
corollaire, on utilise le lemme Cn et la récurrence sur le
nombre de dendrites de A . Pour la deuxiéme corollaire, on
utilise la premigre et la récurrence sur le nombre de sous-
arbres de A

Démonstration du Lemme Dn : La reflexivit€ est une
conséquence du Lemme Bn , et la transitivité du Lemme Crl
et Corollaire.

Démonstration du Lemme En : On vérifie que 1la con-
struction donnée P. 16 est effective. Les Corollaires
sont immédiats.

Démonstration du Lemme Fn : On applique le critere de

prolongeabilité finie et Lemme F

n-1 *

Démonstration du Lemme Gn et Corollaires: Si l'accole-

ment de A avec le +-dendrite de B ou 7B est non-contra-
dictoire, 11 est infiniment prolongeable par défrinition.
Sinon, i1 est général de supposer que B est un (+,€)-dendrite,
et que A(A,B) est contradictoire. Puisque A(A,71B) est alors
non-contradictolire, une considération en série des genres
possibles de contradiction de A(A,B) avec les Lemmes Gn—l R
Corollaires 1 et 2 , méne au résultat'voulu. La démonstration
de 1la premiére corollalre utilise le Lemme Gn et la réburrence
sur les dendrites de A . La démonstration de la deuxieme
utilise la premiere et la récurrence sur 'les sous-arbres de A

Démonstration du Lemme H_ : D[(A(A,B)C5 c DI(AO) (modulo ~ ).

Donc la choix des arbres correspondants aux +-dendrites de A(A,B)

ce qui existe par la non-contradiction de A(A,B) , est une
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sous-choix de la choix unique par rapport aux+ -dendrites de A .
Démonstration du Lemme I, : Le "seulement si" est immédiat
d'aprés Lemme Cn , Corollaire 1 . Pour le "si", on suppose que
pour quelque arbre Q de |<(B) s A(A,Q) est non-contradictolre,
et donc qu'il y a un dendrite B de B tel que p(A,B) et
A(a,18) sont non-contradictoires. Le cas o B est un (+ €)-
dendrite est général; on montre que 1'un de A(A,8) et A(A,18)
n'est pas correct, en ce qu'une choix convenable n'existe pas.
Démonstration du Lemme Jn : Par le Lemme Hn

Démonstration du Lemme Kn : Par Lemmes Dn et In .

Dans la suite, nous utiliserons ces Lemmes sans restriction
sur la K-hauteur des arbres, et nous les noterons sans indexes.
Maintenant nous allons démontrer que (Do,fle ) satisfait
formellement aux conditions sur un modele deola théorie.

Rappellons la Condition sur la Prolongeabilité Infinie:
Soit A un arbre infiniment prolongeable, et k un entier
quelconque; Alors dans un nombre fini d’éfapes k arbres
corrects et non—équivalents peuvent étre construits quil ont
un accolement non-contradictoire avec A .

Démonstration: Par récurrence sur la K-hauteur de A
Pour l1l'unique arbre infiniment prolongeable de K-hauteur zéro,

* , 11 suffit de démontrer que n'importe quel nombre k d'arbres

corrects et non-équivalents peuvent étre construits. Nous

utiliserons la récurrence sur Xk .
H
Evidemment P1.=-g est un arbre correct. Soit Pn+l

l'arbre avec un seul 6355)—dendrite, a sous-arbre Pn , et
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avec autant de (g, 4)-dendrites qu'il y a d'arbres dans K(Pn) R
dont les sous-arbres respectifs sont les arbres de K(Pn) s

et que ceux-ci soient tous les dendrites de Pn+l . Puisque

tout accolement d'un arbre de K(Pn) avec Prl est contra-

dictoire, par Lemme B , alors Pn+1 est non-contradictoire.

Soit Q wun arbre de INC(Pn+1) . Alors Q est 1l'accolement
d'un arbre du compléﬁent de chaque sous-arbre de Pn+l .

Par construction, puisque chaqué dendrite de Pn est un
O-dendrite, alors chaque arbre de K(Pn) est un dendrite;
alors il y a un dendrite g de Pn tel que g et TR
sont dendrites de Q . Mais A (B ,8) est contradictoire

par Lemme B ; alors par Lemme A , Q est contradictoire, et

Pn+1 est correct.

Puisque p (* %) est non-contradictoire, alors A(P:L’Pz)
est contradictoire, et donc par Lemme I , Plly P2 .  Supposons
que pour m< n , mey Pn R c'est—é-dire, par Lemme I , que
A(Pm,Pn) est contradlictoire. Supposons ensulte que pour

. .
quelque m< n+l , Pm'~ Pn , c'est-a-dire, que A(Pm,P )

+1
est non-contradictoire. Alors chaque accolement d'un ©g)-

n+l

sous=-arbre de P~ avec un (O£ )-sous-arbre de P 41 est

contradictoire, c'est—é—dire, par la construction, chaque

accolement de Pm-l avec un arbre de K(Pn) est contra-

dictolre. Puisque Pm—l est non-contradictolre, alors

A(P,_15P,) est non-contradictoire, contraire & 1'hypothese.

Done Pm'% Pn » et, par récurrence, aucune paire d'arbres

+1

dans la suilte P, ,P

19F0s n'est équivalent. La sulte d'arbres
i
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ainsi construite définit la suite d'ensembles @ , {4} ,
{{2}} , {{{2}}} ,... N'importe quel nombre fini de ces
arbres sont construit dans un nombre fini‘d'étapes.

Nous procédons ensulite au cas général de la récurrence,
et supposons que pour chaque arbre infiniment prolongeable B
de K-hauteur < n , et pour n'importe quel entier k , nous
pouvons construire dans un nombre fini d'étapes k arbres
corrects et non-équivalents dont l'accolement avec B est

non-contradictolire. Soit maintenant A un arbre infiniment

O

prolongeable de K-hauteur n . Alors A est infiniment

prolongeable aussl, et donec il y a au moins un arbre infini~
ment prolongeable dans INC(AO)

Soient Al,A2,...,A les (+,€)-dendrites de A tels

a
que chaque accolement d'un Ai avec un (O,€)-sous-arbre de

A est contradictolre, et tels que chaque accolement d'un
O,e’)

sous-arbre d'un A, avec un arbre de [nc(A est fini-

ment prolongeable., Soient A A ce.A les (+,€)-

a+l?’ b

dendrites de A tels que chaque accolement d'un sous-arbre

a+2°

d'un Ai avec un (O,e)-sous-arbre de A est contradictoire,
et tels que pour tout i1 , a+tl<i<b, 11 y a un accolement
infiniment prolongeable d'un sous-arbre de Ai avec un arbre
de INc(AO’¢)

de A tels que chaque accolement d'un sous-arbre d'un Ai

. Soient Ab+l’Ab+2"“’Ac les (+,¢)-dendrites

avec un (O,€¢)-sous-arbre de A est contradictoire, et tels
que tout accolement d'un sous-arbre d'un Ai avec un arbre
de ]NC(AO’E) est finiment prolongeable. Soient

A A les (#+,¢)-dendrites de A tels que tout

e+l Ropnsrosfy
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accolement d'un sous-arbre d'un A; avec un (O,&)-sous-arbre
de A est contradictoire, et tels que pour tout i ,
ctl< i d, 11 y a un accolement infiniment prolongeable

d'un sous-arbre de Ai avec un arbre de INC(AO’G) . Pour

1<1i<ga, solt Ri la réunion des prolongements des accole-

&y

-

ments d'un sous-arbre de Ai avec un arbre de INC(AQ

Pour b+l i< c , soit R la réunion des prolongements des

i
accolements d'un sous-arbre de A; avec un arbre de INC(AO’E)
Pour 1< i<a et b+tl<<i<c, soit A% l'ensemble composé
d'un arbre de chaque €1ément de Ri/~ . Par Lemme D , chaque
A% est unigque modulo ~

Puisque A est non-contradictoire, il existe au moins
une maniére de choisir un arbre Y1 dans chaque A§ telle
que 1 <i<a et b+l < j<c 1mplique que Yi # Yj
Fixons cette choix. En plus, par l'hypothése de récurrence,
il est possible de construire, pour chaque Ai , atl<i<o»bDp,
au moins c¢~b+1l arbres corrects et non-équivalents qui ont
un accolement non-contradictoire avec un sous-arbre de Ai

0,65')

et un arbre de INC(A Donc au moins un d'eux n'est

équivalent a aucun des arbres Yi R b+1*< i< c¢c . Fixons

un tel arbre Yi pour chaque 1 , a+1'< i<b . Encore,

par l'hypothése de récurrence, on peut construire au moins

b+l arbres corrects et non—équivalents chacun des quels a

un accolement non-contradictoire avec un sous-arbre de Ai

et un arbre de INC(AO’G) . Donc au moins un d'entre eux n'est

équivalent a aucun des arbres Yi , 1<1<b . Fixons un

tel arbre 'Yi pour chaque 1 , ec+l €1 <4 .
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Puisque INC(AO) a au moins un arbre infiniment prolon-
geable, alors par l'hypothése de récurrence on peut construire
au moins d+k arbres corrects et non—équivalents qui ont un
accolement non-contradictolre avec un arbre de INC(AO) , et
donec au moins k arbres tel qui ne sont éﬁuivalent a aucun
arbre Yi s 1< i< d . Fixons ces derniers arbres, et
notons-1les Yd+1’Yd+2""’Yd+k .

Pour 1< 1<b, soit Bi le (O,e)-dendrite a sous-
arbre Yi . Pour b+l < i<d, soilt Bi le (O,g)-dendrite
a sous-arbre Yi . Pour 1< J <k, soit Cj le (0,e)~

dendrite a sous-arbre Yd+j . Pour 1< J <k , nous
O

définnissons 1'arbre Pj comme l'accolement de A~ , des
B, , 1<1i<d, de Cj , et des (O,¢)-dendrites dont les

sous-arbres respectifs sont les divers accolements d'un arbre

O
de [nc(AY) , d'un arbre de chaque K(Yi) , 1<i<ad, et

d'un arbre de K(Yd+j) . Nous noterons ces derniers dendrites
Dl’DZ""’Dq .
Puisque A est non-contradictoire, chaque accolement d'un

O

O avec un (O,¢)-sous~-arbre de A~ est

(O,e)~sous-arbre de A
contradictoire. Pour b+l < i <d , 11 y a un sous-arbre
x; de A, et un arbre g, de Inc (A9°€) tels que
A(Yi,xi,ai) est non-contradictoire. Par Lemmes H et I ,
Corollaire, 1l est correct et équivalent a Y, . Sioyy
avait un accolement non-contradictoire avec un (O,€)-sous-

arbre de AC , alors A(Yi,ai) seralt aussi correct

a
i
et équivalent a Y, . Par Lemme D , A(Yi’ai) ~ A(Yi,xi,ﬁi) s

et donc par Lemmes I et A , A(ai,si) serait non-contradictoire,
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contraire au Lemme B , Corollaire 1 . Donc chaque accolement
d'un (O,€)-sous-arbre de a° avec le sous-arbré d'un B, ,
b+l <1 <d , est contradictolre. De la meme facon, chaque
accolement d'un (O,¢€)-sous-arbre de AO avec le sous-arbre
d'un Bi s, 1<1i<Db , est aussi contradictoire. Puisque
par Lemme B , Corollaire 2 , chaque accolement d'un (O,€)-
sous-arbre de AC avec un arbre de INC(AO) est contra-
dictoire, alors par Lemme A , chaque acco}ement d'un (O,€)-
sous-arbre de AO avec le sous-arbre d'un Di , 1 <i<aqg,
est contradictoire. Puisque chaque Yd+J a un accolement
non~-contradictoire avec un arbre de INc(AO) , alors chaque
accolement d'un (O,&)-sous-arbre de AO avec le sous-arbre
de C. est contradictoire. Puisque pour 1 <1< b et

J

b+l < j<d, Yi # Y, , alors par Lemme I , chaque accolement

J

du sous-arbre d'un Bi , 1<1<b avec le sous-arbre d'un

Bi , btl <i<d, est contradictoire. De la méme fagon,

chaque accolement du sous-arbre de Cj avec le sous-arbre

d'un B b+l < i < d , est contradictoire. Enfin, par

i 3

Lemmes B , Corollaire 1 , et A , chague accolement du sous-arbre

d'un Bi , 1 <1i<b , avec le sous-arbre d'un Di , 1si<gq,

et chaque accolement du sous-arbre de CJ avec le sous-arbre
d'un Di , 1 <1< q , sont contradictolres. Donc chaque
Pj est non-contradictoire. De la méme fagon, on démontre
que chaque arbre de INC(PJ) est contradictolre, et donc

que P est correct. Il est immédiat par Lemme I , pour

J

J # k, Pj # Pk , et par la construction de PJ que pour

_chaque Pj s A(PJ,A) est non-contradictoire. La condition
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sur la prolongeabilité infinie est ainsi satisfaite dans (DO,QE )
0

La condition existentielle est aussi satisfaite, d'aprés
cecl et Lemme E

Avant de demontrer que la condition sur Qe est satlsfaite

/ .
par Qe , le Lemme sulvant sera necessailre:

0
Lemme L : Soit A, B et C trois arbres quelconques,

et soit PC le (O,e)-dendrite dont le sous-arbre est C ,

PB le (O,€e)-dendrite dont le sous-arbre est B . Alors

i) Si B~ C , alors Py ~ PC , et
ii) s8i B~ C , alors A(A,B) ~ A(A,C)

Demonstration: 1) Supposons que PC +* PB . Alors
A(PB,TPC) est non-contradictoire., Puisque WPC est un (+,4)-
dendrite, alors 11 y a un accolement du sous-arbre C de TPC
avec un arbre de [NC(PB) s c'est—é-dire, avec un arbre de
K(B) , et alors B # C

ii) Supposons que A(A,B) # A(A,C) . Alors A(A,B)

a un accolement non-contradictoire avec un arbre de K(ACA,C))

donc avec un arbre de K(C) . Mais alors B a un accolement

non-contradictoire avec un arbre de K(C) , et B # C

On démontre maintenant que la condition sur Qe est
satisfaite par Qeo . Soit ¢y et ¢ deux objets de DO s
et supposons que pour tout objet 6 de DO , B8 €y si et
seulement si 6 € ¢ . Nous voulons démontrer que Y = ¢

Par Lemme L , la choilx d'arbres dans ¢ , ¢ et 6 n'a pas
d'importance. Prenons donc un arbre A dans ¢ et un arbre
B dans ¢ . Par Lemme E , Corollaire 2 , nous pouvons les

choisir des O-arbres. Supposons que y # ¢ ; c'est-a-dire que
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A # B . Alors il existe un arbre Q de K(B) , par exemple,
tel que A(A,Q) est non-contradictoire. Puisque B est un
O-arbre, @ est un +-dendrite a un seul sous-arbre R . Supposons
que Q est un (+,€)-dendrite; le cas d'un (+,€)-dendrite est
symmétrique. Alors 7Q est un (O,G)—dehdrite de B . Puisque
A(A,Q) est non-contradictoire, le sous-arbre R de Q a un
accolement non-contradictoire avec un arbre de INC(AO’E) 5
appelons-le. S . Or par la condition existenfielle déjd
vérifi€e, il existe un arbre correct C tel que A(R,S,C)
est non-contradictoire. Soit Pc le (O,e)-dendrite & sous-
arbre C . Puisque A(R,C) est non-contradictoire, alors
par Lemmes A et L , C n'a pas d'accolement non-contra-
dictoire avec aucun (O,&)-sous-arbre de B, et donc A(PC,B)
est non-contradictoire. Puisque A(C,S) est non-contradictoire,
C n'a pas d'accolement non-contradictoire avec un (O,€)-sous-
arbre de A . Puisque A est un O-arbre correct, alors tout
accolement de C avec un arbre de [Nc(A) est contradictoire.
Donc par Lemme C , Corollaire 2 , il y a un accolement
non-contradictoire de C avec un (O,€)-sous-arbre de A ,
et donc A(A,PC) est contradictoire, ce qui démontre la théoreme.
Ceci finit 1la démonstration que (DO,QE ) est un modéle
de 1la théorie, ce qui implique la consistence Selative de 1la
théorie. Dans la suite nous établirons quelques résultats
supplémentaires, et ensuite démontrerons que la théorie est
un modéle de plusieurs des axiomes de Zermelo-Fraenkel, mais

pas de toutes.



Sur les Arbres Logiques de M. Krasner 61

§7 : Résultats concernant l'équivalence.

Théoreme 1 : (remplacement) Soit A et B deux arbres
équivalents. Alors |

i) Pour tout arbre C , A(A,C) ~ A(B,C)

ii) A est non-contradictoire si et seulement si B
est non-contradictoire.
iii) A est iﬁfiniment prolongeable si et seulement si
B est infiniment prolongeable.

iv) A est correct sl et seulement si B est correct.

v) 81 A et B sont finiment prolongeables, alors
PrL(B) = PRL(B) , modulo ~ .

vi) Soit €, le (O,e)-dendrite & sous-arbre A , et

A
soit CB le (O,e)-dendrite a sous-arbre B . Alors

CA ~ CB .

vii) Soit DA le (O,&)-dendrite a sous-arbre A et

soit Dy 1le (O,&)-dendrite a sous-arbre B . Alors

DA ~ DB .

viii) Soit P le (+,e)-dendrite a sous-arbres A , X

A

X5 suens X, » et P le (0,e)-dendrite a sous-arbres

B

B, Xl R X2 seeesy X ou nz=20 . Alors PA ~ PB

ix) Soit Q le (+,¢)-dendrite a sous-arbres A , X

n s

Xy 5eves X, et solt Qg le (+,¢)-dendrite a sous-

arbres B , Xl R X2 seeey X ou n=20 . Alors QA ~ QB

n 3
Démonstration: 1) DéEja démontre en Lemme L .

i1) Supposons que A est non-contradictoire, et que
B ne 1l'est pas. Alors il existe un arbre Q de K(B) tel que

A(A,Q) est non-contradictoire, et donc A # B .
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iii) Supposons que A est infiniment prolongeable. Alors
ou bien A(A,B) est infiniment prolongeable, ou bien il y a un
arbre Q de K(B) tel que A(A,Q) est infiniment prolongeable.
Mais tout A(A,Q) tel est contradictoire, et done a fortiori
finiment prolongeable. Donc A(A;B) est infiniment prolon-
geable, et donc B. 1l'est aussi.

iv) Supposons que A ~est correct. Alors A est

non-contradictoire et }iniment prolongeable. Donc par ii)
et . iii) ; B est ﬁon-contradictoire et finiment prolbngeable.
Soient C et D deux arbres corrects et non équivalents de
PrRL(B) . Alors A(B,C) et A(B,D) sont non-contradictoires,
et alors par 1) , A(A,C) ~A(B,C) et A(A,D) ~ A(B,D)
Alors par 1ii) , A(A,C) et A(A,D) sont non-contradictoires.
Puisque A , C et D sont corrects, alors A~C et A~D,
et donc' C ~ D, contraire a 1l'hypothése. Donc par Lemme E ,
Corollairé 1, B est correct.

v) Immédiat d'aprés 1)

vi) Déja démontré dans Lemme L .

vii) Pareil a la démonstration‘du Lemme L .

viii) Chaque accolement d'un Xi avec un arbre de
INC(WPB) est contradictoire. Puisque A ~ B , chaque accole-
ment de A avec un arbre de [K(B) est contradictoire, et donc
aucun sous-arbre de P, n'a un accoiement non-contradictoire

A
O,é)

avec un arbre de [yc( PB , et donc A(PA,TPB) est

contradictoire. De la méme maniére, A(PB,TPA) est aussi
contradictoire, et donc PA ~ PB
ix) De la méme maniére que viii) .
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Théoréme 2 : (Elimination) Soit A et B deux arbres

quelconques., Solent C et C les (Qe€)-dendrites (resp.

A B

(O,)- , (+,€)- , (+,¢)-dendrites) aux sous-arbres respectifs
A et B . 81 Cyp ~Cg 5 alors A ~B .

Démonstration: Le cas d'un (O,€)-dendrite est général.
Il est évident que A(C,,7CZ) , s'il est contradictoire, ne
satisfait pas a la troisieme condition de la non-contradiction;
c'est-a-dire, tout accolement de B avec un arbre de K(A)
est contradictoire. De la méme maniere, tout accolement de
A avec un arbre de K(B) est contradictoire, et donc A ~B .

Théoreme 3 : Scoit A et B deux arbres tels que
pour tout arbre C , A(A,C) est non-contradictoire si et
seulement si A(B,C) est non-contradictoire. Alors A ~ B .

Démonstration: Supposons qu'il y a un arbre D de
K(B) tel que A(A,D) est non-contradictoire. Alors par
hypothése A(B,D) est non-contradictoire, ce qui est impossible,

Corollaire: Tous les arbres contradictolres sont
équivalents.

Théoreme 4 : (Simplification) 1) Soit P un O-dendrite
dont le sous-arbre est contradictolre. Alors P ~ % |

11) Sqit P un +-dendrite dont les sous-arbres sont
Ql’Q2""’Qn R ou n>»1 . 8i Ql est contradictoire, alors
P ~ P¥ , ol P¥* est le +-dendrite du mémé genre dont les sous~-
arbres sont Qg’°-"Qn .

ii1) Soit P un +-dendrite 4 un seul sous-arbre Q .

Si Q est correct, alors P est équivalent au O-dendrite

correspondant a sous-arbre Q .
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iv) Soient A et B deux arbres équivalents. Alors
A~ A(A,B) ~ B .

v) Soit A‘ un (O,e)-dendrite, et B un (+,€)-dendrite
tels qu'll y a un accolement non-contradictoire d'un sous-arbre
de B -avec le sous-arbre de A . Alors A(A,B) ~ A .

Définition: Nous dirons qu'un arbrg A est standa;disé
si 1) A est un O-arbre, 11) tous les sous-arbres de A sont
non—contradictoires,‘et 1i1) dans chaque sous-arbre C de A ,
la choix d'arbres par rapport a la quatriéme condition de 1la
non-contradiction n'est unique par rapport 5 aucun +-dendrite
de C'.

Théoreme 5 : (Standardisation.) Pour tout arbre correct
A , 11 existe un arbre équivalent standardisé A*i.

Démonstration: Il existe un O-arbre éduivalent par Lemme
E , Corollaire 2 . Par Théoreme 4 1) , on peut éliminer les
O-dendrites dont les sous-arbres sont contradictolres. Prenons
donc un sous-arbre C non-contradictoire, Solent Dl’D2";"Dn
les (+,e)-dendrites de C tels que tout accolement d'un sous-

* arbre d'un D avec un (O,€)-sous-arbre de C est contradictoire,

1
et tels que tout accolement d'un sous-arbre d'un Di avec un

O,¢ )

arbre de INC(C est finiment prolongeable. Solent

D D les (+,¢€)-dendrites de C tels que tout

n+l’Dn+2""’ m
accolement d'un Di avec un (QO,g€)-sous-arbre de C est

v

contradictoire, et tels que tout accolement d'un sous-arbre

d'un D avec un arbre de INC(CO’G) est finiment prolongeable.

i
Pour chaque 1 , 1 <1 <n, soit B la réunion des prolongements

£

i

des accolements d'un sous-arbre de Di avec un arbre de INC(CO’
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Pour chaque 1 , n+l1 <1 <m, solt B, 1la réunion des

1
prolongements des accolements d'un sous-arbre de Di avec

un arbre de INC(CO’E) . Pour chaque 1 , 1<i<m,
soit D; l'ensemble composé d'un arbre de chaque é1€ment
de Bi/~ y Or par la non-contradiction de C , 1l existe

au moins une maniére de choisir un arbre Y1 dans chaque

D¥ telle que 1<1<n et ntl <Jj<m impliquent

que Y1 ¥ Yj . Maintenant supposons que pour les dendrites
Dl’D2?"”Da R ol a<n , €t pour les dendrites

D D ,...,Db . ol ntl<b<m, chaque choix telle

n+l’"n+2

des Yi comporte touJours la choilx du méme arbre Yi

dans les Dg , 1€i<a et ntl<i1<b . Pour

l1<i<a, soit G le (O,€)-dendrite a sous-arbre Y.,

et pour n+l <1 <b, soit G le (O,¢)-dendrite &

sous-arbre Y, . Soit C* 1'arbre C , ol 1les dendrites

Dl’DQ""’Da et Dn+l’Dn+2""’Db sont remplacf€s par

GyaGpseeesGy €6 G oG oyees,

évident que C*¥ ~C . Si on répéte ce procéssus pour

G Gb respectivement. Il est
tous les sous-arbres de A , l'arbre A* ainsi construlg
sera un arbre standardisé et équivalent a A .

Dans la derniere section nous aurons besoin de cette
forme standardisée a plusieurs endroits, Notons que cette

forme est loin d'@tre unique.
§8: La construction des ensembles.

Dans cette section nous démontrerons que la théorie

est un modéle de plusieurs des axiomes de Zermelo-Fraenkel,
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mals pas de toutes.

Théoréme 6 (Paire nonfordonnée): Solent A et B
deux arbres correcés. Alors 11 existe un arbre correct C
tel que pour tout arbre correct D , D e C si et seulement
81 ou bien D€ A ou bilen D€ B .

A B

Construction: Soit P et P les (O,e)-dendrites
aux sous-arbres respectifs A et B . Alors C °? est

A(P,,Pg) . Solent Q,...,Q, 1les arbres de Inc (c2°€) .
Alors CO?é est l'accolement des (O,¢)-dendrites dont les
sous-arbres sont Ql""’Qn .

Théoreme 7 (Réunion): Soit A un arbre correct. Alors
11 existe un arbre correct B tel que pour tout arbre
correct C , Ce€ B si1 et seulement s'il existe un arbre
correct D tel que C € D€ A .

Construction: On peut supposer que A est standardisé.
Solent Cl’c2""
l1<i<n, soit

,Cn les (O,¢)-dendrites de A . Pour

DiJl R l,<,31 § pi , les (O,€)-dendrites

de C, . Soit E le sous-arbre de

1 iJi . Soient

D .
iji

n
s 1<€k< IIm
i=1

F , les (O,g)-dendrites dont les sous-arbres

k 1

n
respectifs sont A (EiJ ), 1< Jl < m o 1< J2 < My seves
i=1 1

1< Jn < m, - Alors les Fk sont les (O,g)-dendrites de
B , et les (O,e)-dendrites de B sont ceux dont les
sous-arbres sont les arbres de INC(ﬁ(Fk)) .

Théoreme 8 (Intersection): Soit A un arbre correct.

alors 11 exlste un arbre correct B tel que pour tout
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arbre correct C , C € B si et seulement si pour tout

arbre correct D , D€ A implique que C € D .

Construction: On peut supposer que A est standardisé.

Soient Cl,C2,...,Cn les (O,€)-sous~arbres de A . Pour

1<is<n, soient 1< Ji < my o, les (O,€)~sous~

E
iJi

arbres de Ci . Alors les (O,€)-dendrites Fk de B

n
sont les Il my dendrites dont les sous-arbres sont
i=1

1<jy,<m , 1<y,<my ,..., 1<j, <m

n
By P

O,€ g \ n

et donc B est A (Fk) , o q = 1 my . Les (O,&)-
k=1

dendrites de B sont ceux dont les sous-arbres sont les
arbres de INC(BO’e) .

Théoreme 9 (Complément): Soit A un arbre correct.
Alors 11 existe un arbre correct B tel que pour tout
arbre correct C , C € B si et seulement s1 C & A .

Construection: Nous pouvons supposer que A est
un O-arbre. Alors B est le O-arbre dont les (Q,€)-
sous-arbres sont les (O,¢)-sous-arbres de A ., et
inversement.

Définition: Soit A et B deux arbres corrects.
On dira que A est un sous-ensemble de B , A cB,
si et seulement si A(AO’E,B) est non-contradictoire.

( On suppose que A est un O-arbre). Il est facile a
vérifier que ceci correspond aux sous-~ensembles dans
le sens normal.

Théoreme 10 (Ensemble des partis): Soit A un arbre

67
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correct. Alors il existe un arbre correct B tel que
pour tout arbre correct C , Ce B si et seulement si
Cc A .

Construction: On peut supposer gque A est un

O-arbre. Soit B le (O,e)-dendrite dont le sous-arbre

0
est _&Jﬁ? . Soient Bl’B2""’Bn les (O,¢)~-dendrites
dont les sous-arbres sont les arbres de K(Ao’q) . Alors
n
B est .A (Bi)
i=0

Avant de déﬁontrer la prochaine théoréme, analogue
de l'axiome de selection (Aussonderung), notons que si
un prédicat a un seul variable libre‘ A(x) est construilt
a partir d'un ensemble de prédicats "atomiques" qul sont
les traductions d'arbres de la théorie, utilisant les
connecteurs de la logique propositionnelle, alors il
existe un collection d'arbres Bl’BZ""’Bn telle que
A(x) ~ Bl(x) V By(x) V ...V B (x)

Théoréme 11: Soient Aj,A,,...,A  arbres quelconques.
Alors 1l existe un arbre correct B tel que pour tout
arbre correct C , Ce B si et seulement s'il existe
au moins un 1 , 1<1i<n, tel que A(C,Ai) est non-
contradictoire.

Construction: Soient Bl,Bz,...,Bn les (O,€)-
dendrites dont les sous-arbres sont Al,A2,...,An . Alors

n
BO€  est A (Bi) , et les (O,€)-dendrites de B sont
i=1

€
ceux dont les sous-arbres sont les arbres de INc(BO’ )



Sur les Arbres Logiques de M. Krasner

Définition: Nous dirons qu'un arbre correct A est
finiment membré si tout (O,e)~sous-arbre de A est finiment
prolongeable, et dans le cas contraire nous dirons que
A est infiniment membré.

Théoreme 12: Soit A un arbre correct finiment
membré. Alors 11 exlste un nombre fini d'arbres corrects
et non équivalents (modulo ~ ) Al’AE""’An tels que
A= {Aj,A,,...,A } dans le sens de Théoréme 6 .

Ceci est une conséquence immédiate du Lemme E .

Théoreme 13: Soit A un arbre correct infiniment
membré. Alors pour tout entier k , 11 existe k arbres
corrects et non équivalents Al’AZ""’Ak tels que pour
tout 1, 1<i<k, Ai € A ,

Ceci est une conséquence de la condition sur la
prolongeabilité infinie.

Théoréme 14: Soit A un arbre correct. Alors
ou bien A ou bien E (le complément de A dans le
sens de la Théoréme 9) est infiniment membre.

Théoreme 15: Solt A un arbre correct infiniment
membré. Alors 11 exlste un arbre correct infiniment
membré B tel que B € A .

Théoreme 16: Soit A un arbre correct tel que
A€ A . Alors A est infiniment membré.

Définition: Nous dirons qu'un arbre correct A
est disjoint si1 pour tout arbres corrects B et C ,

BeA, CeA et B #C impliquent que BN C =g .



Alan J. GOLD

Théoréme 17: Soit A un arbre correct et disjoint.
Alors A est finiment membré.

Théoréme 18: (Choix finie) Soit A un arbre correct
est disjoint, tel que @ & A . Alors il existe au moins
un arbre correct B C UA avec les bropriétés suivantes:

i) Pour tout arbres C et D corrects et non-
équivalents, si C&€ B et D€ B, alors 11l existe deux
arbres corrects et non équivalents P et Q tels que
CePe A et DE QE A .

ii) Poqr tout arbre correct R , si R € A alors
RNB#/g

Démonstration: Par Théoremes 17 et 12 , 11 y a un

nombre fini d'arbres corrects et non-equivalents

Al,A2,...,A , que nous pouvons supposer des O-arbres,

n
et non équivalents & » tels que A = {A;,A,,...,A}

Or chaque A, a au molns. un (O,€)-sous-arbre non-contra-
dictoire Bi , et donc nous pouvons construire un arbre
correct Ci tel que A(Bi’ci) est non-contradictoire,

ou bien par Lemme E , ou bien par la condition sur la
prolongeabilité infinie. Alors B est construit comme
dans la démonstration de la Théoréme 11 , avec les Ci
comme les A, de cette Théoreme.

Théoreme 19 (Fonction générale de choix): Il existe

une fonction quil associe avec chaque arbre A correct et

non équivalent a ; , un arbre correct B tel que B € A
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Demonstration: Puisque les arbres sont des structures
finies, construits a partir d'une collection finie de
symboles, la collection d'arbres est déhombrable, et donc
peut étre indexée sur les entiers. Fixons une telle suite
d'arbres.

Soit A un arbre correct guelconque. Soit A’
le premier O-arbre correct équivalent d A qui apparait

dans la suite d'arbres, Puisque A' # , A' a au moins

un (O,€)-sous-arbre non-contradictoire. Soit B 1le
premier (O,€)-sous-arbre de A' qui apparait dans la suite
d'arbres. Puisque B est non~-contradictoire, par la
condition existentielle, il existe au moins un arbre
correct C tel que A(B,C) est non-contradictoire. Soit
C' 1le premier arbre correct tel que A(B,C') est non-
contradictoire qui apparait dans la suite, Alors C' € A ,
et l'arbre C' est uniquement déterminé de maniere
constructive par le procéssus ci-dessus.,

Ces dernieres théoremes facilitent une comparaison
entre la théorie de Krasner et la théorie des ensembles
de Zermelo-Fraenkel. D'abord il est clair que la théorie
de Krasner est un modéle des axiomes de 1'extensionalité,
de la paire non—ordonnéé, de la réunion, et de l'ensemble

des partis. En ce qui concerne l'axiome de selection,

71

la théorie de Krasner borne les prédicats de selection a ceux

qui sont formulable dans le systéme. Puisque les prédicats

qui menent aux paradoxes, tel que x ¥ x , ne le sont pas,
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l'existence de 1l'ensemble universel et d'autres "classes propres"
n'est pas exclu. Par contre, beaucoup de pré@icats utiles
manquent. Dans ce cas l'axiome de l'infini, satisfait dans

la théorie de Krasner, n'entraine pas l'existence de

l'ensemble N = {@ , {#} , {{#g}} ,...}-, a cause de la faiblesse
de 1la Thépréme 11 . Notons que Théoreme 15 implique que

N n'est pas définissable par un arbre. En ce qui concerne
l'axiome de choi;, il est satisfait dans un sens formel;
c'est—a-dire, par les familles disjointes, parce que toute
famille disjointe dans la théorie de Krasner est finie.

Dans un sens plus large, on a une fonction géhéfale de choix,

en tant qu'algorithme, mais il est impossible (encore par
Théoreme 15) de formuler cette fonction par un arbre.
Finalement, quoique Théoreme 16 montre que l'axiome de
régularité est satisfait pourlles ensembles finis, la théorie

Al B
de Krasner n'est pas un modele de cet axiome.
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