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MODULES DE CONTINUITE DES TRAJECTOIRES DE PROCESSUS GAUSSIENS

P. BOULICAUT

Université de Clermont-Ferrand

Cet exposé est consacré i’étude de l’existence d’une version à trajectoires
~

continues d’une fonction aléatoire réelle X sur un espace métrique compact T

et à la détermination d’un module de continuité uniforme pour les trajectoires

d’une telle version. La méthode utilisée fait appel à la notion d’entropie

métrique de T et à la notion de fonction de Youn~.

Cette étude a fait l’objet de nombreux travaux dans le cas d’une fonction

aléatoire réelle gaussienne centrée. Lnrsque T = 1~ , citons le résultat

énoncé par FERNIOUE [3J pour une fonction aléatoire réelle gaussienne centrée X : p

Si i’est une fonction croissante définie sur [o. a) (a &#x3E; 0) telle que

alors X admet une version à trajectoires continues,

et parmi toutes les démonstrations qui en ont été données, mentionnons celle

dûe à GARSIA, E.R. o RODEMICH et H. RUMSEY Jr [4J.
L’étude du cas général a été faite Dar R. DUDLEY et S. CHEVET en utilisant

l’entropie métrique de T : (cf. [2]).
Soient (T, d) un espace métrique compact et O une fonction 

+

dans R, croissante ot telle que O[h] ---&#x3E; 0 quand h -r--&#x3E; 0. Posons pour tout

X rr
E &#x3E; 0, V1(£) = sur {t 8 O[t]  e}. Si X a T -&#x3E;a° (N, F, P) est une fonction

aléatoire réelle gaussienne centrée vérifiant

E(X(s) - t)) pour s, t e T, d(s, t]  0"

alors X admet une version à trajectoires continues lorsque

Citons aussi le résultat de C. PRESTON f5] - 1.

(~c) pour Nr() désigne le nombre minimum de boules ouvertes de rayon T

nécessaires pour récouvrir T, et Log 
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Soit p : 1 continue , croissante, telle que p(O) = 0 et pour

~ ’IV 2 2
tout (s, ï 1 E(X(s) - p2(d(s, t) ) p

Soit y une -fonction de Young telle que, si E est une v.a.r. normale
+ ." 

.

réduite, E Log  +00

Soit Il une mesure sur . c811e que SUPD T et

où m(u) = inf u (X) ; X =. TI et p(u) = p(2u)

~
Alors X admet une version X à trajectoires continues et il existe une

v.a.r. 8 P-presque finie telle que

Nous pouvons choisir p telle que

où 6 est le diamètre de T et y(u) est la partie entière de Log A / Log 2.- 

u

Dans notre exposc, nous n’utilisons pas explicitement le caractère

gaussien de la fonction aléatoire et nous remplaçons cette hynothèse par

l’hypothèse que le sous-ensemble {X(s) ; i T} de P) est contenu

dans un certain espace d’Criiez P).

no 1 - EXISTENCE DE VERSIONS A TRAJECTOIRES CONTINUES.

Soit X : T 20132013&#x3E; [L°(n/~", P) une fonction aléatoire réelle sur un espace

métrique compact (T, d). Nous supposons qu’il existe une fonction de Young O

telle que : i

Ci) pour tout t~ T, X ltlê P)

(ii) l’application t --’7X(tJ de T dans P) est continue.

Désignons par p un module de continuité de cette application, c’est-à-dire une

fonction définie sur un intervalle croissante, continue à droite en tout

point de [D,a,[ telle que p(0) = 0 et, pour tout (s, t) E T x T vérifiant

dCs. t) a a, x (t) 1-  ~ soit a définie sur [o.a] par
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0(0) = à, J(T) = P(T - 0) (cr est la régularisée à gauche de P) et posons

g(T) = et dans le cas où T èst une partie convexe compacte d’une

espace vectoriel normé de dimension finie K, g(T) _1)k.
Théorème 1 : S’il existe une dite décroissante {an n E N} de nombres réels &#x3E; n,

. 
convergeante vers Oj -1Vêt une"constante +oo [telle que la série 1 soit

~ n 
convergente, alors X admet une version à trajectoires continues.

Démonstration : A la suitr {a 1 
,_p,, 

nous associons :
n n 

un otn-réseau minimal A n pour T

Pour chaque E E X(T), choisissons LÎê % et posons : ° 
’

La démonstration du théorème 1 se déduit des deux lemmes suivants :

Lemme 1 : Si la sérig Y Pl 
converge P-nresque sûrement, alors X admet

n 
°

une version à trajectoires continues.

Lemme 2 : S’il existe C ~]O. +oo[tel que la série Z d n O-1 (C Nn) converge,
~ 

n

alors la série i dn En n converge P-presque sûrement. Pour terminer la démonstra-n n

tion du théorème 1, il suffit de remarquer que dn  3cf (a ) et nue N $N-(a ;

dans le cas où T est une partio convexe compacte d’un espace vectoriel normé

de dimension finie k. il faut utiliser le fait que N = F! il 20132013~!2013)~). (cf: (1J)~ 
n+1 

°"’

Théorème 2 : S’il existe une constante C E" Jo. +mitalle que l’intégrale
dC1(T) est finie, alors X admet une version fi trajectoires

continues.





-9-

Remarque : Les hypothèses que nous avons faites sont semhlaoles à celles

utilisées par PRESTON. Indiauons brièvement en quoi nos démonstration

diffèrent de celles données r r PRESTQN et nous permettent de ne nlus nous

limiter au cas de fonctions aléatoires gaussiennes. Preston considère une

, + +

probabilité il sur T dont le support est T et définit m = (R ---&#x3E; ~

par m(u) = inf t e T~ ~ 3 pour toute version mesurable X d’une fonc-

tion aléatoire vérifiant les hypothèses i) et ii ) du paragraphe 1

a pour probabilité 1 et si

pour a ~ ~ ~ à

définit une fonction continue s~X’(s : .! (0) sur T telle que

ni
Il s’agit alors de prouver que X’ est une version de X, ce qui, dans le cas

d’une fonction aléatoire gaussionne, est prouvé par l’utilisation du

développement de Karhunen-Loèvn de X. Au lieu de la mesure sur T x T

nous evons introduit une mesure discrète de la forme

et, nous avons prouvé, sous une hypothèse analogue

à celle de Preston, quo, 1

déf init une f onction continue s~&#x3E;X’ (S, J w) sur T. Le fait que X’ soit une

version de X résulte alors seulement de la continuité de X et la restriction

aux fonctions aléatoires gaussiennes, due à l’existence du développement

de Karhunen-Loève, n’est plus nécessaire.

Mentionnons aussi que la démonstration du!.- théorème 1 est semblable

à divers détails techniques près, à celles des théorèmes correspondants

de CHEVET et de DUDLEY.
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