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MODULES DE CONTINUITE DES TRAJECTOIRES DE PROCESSUS GAUSSIENS

P. BOULICAUT

Université de Clsrmont-Ferrand

Cet exposé est consacré *> 1'étude de 1'existence d'une version & trajectoires

a
continues d'une fonction aléatoire réelle X sur un espace métricque compact T

~

et & la détermination d'un medule de continuité uniforme pour les trajectoires
d’'une telle version. La méthode utilisée fait appel a la notion d’entropie
métrique de T et 3 la notion de fonction de Youne.

Cette étude a fait 1'ohjet de nomhreux travaux dans le cas d'une fonction
aléatoire réelle gaussienne centrée. Lorsque T = [b, {J. citons le résultat
énoncé par FERNICQUE Ei] pour une fonction aléatoire réelle gaussienne centrée X :

3i ¥ est une fonction croissante définie sur [b, é] (a > 0) telle que

n n ;
pour 0 & s & tga, ENMX(s) - X{t])2 < fﬁ(t-s)z

~N

ja %E (u)

° u vlog 1/u

dy < +

alcrs yradmet une version & trajectoires continues,
et parmi toutes les démonstrations qui en ont été données, mentionnons celle
die & A.M. GARSIA, E.R. RODEMICH et H. RUMSEY Jr [4].

L'étude du cas général a été faite par R. DUDLEY et S. CHEVFT en utilisant
1'entropie métrique de T : (cf. DJ, Eﬂ].

Soient (T, d) un espace métrigue compact et & une fonction de:]D, qg
dans IR+, croissante ot telle que ®(h) —> 0 quand h —> 0. Posons pour tout
€ >0, Ple) = sup {t ; &(t) < e}. Si X T —> 1°(2,°F, P) est une fonctinn
aléatoire réelle gaussienne centrée vérifiant

E(X(s) - X(t)% < 8%(d/s, t)) pour s, t €T, d(s, t) < o,

n,
alors X admet une versicn & trajectoires continues lorsaque

n b4

g —1—n- /HT P2 M) <+ o

2

Citons aussi le résultat de C. PRESTON [5] -

(x) pour T30, NT( ) désigne le nombre minimum de boules ouvertes de rayon T

nécessaires pour récouvrir T, ot HT[T] = Log NT(T].



_6...
Soit p : [b, @}——~>1R+, continue , croissante, telle qu< p({0) = 0 et pour

oy ny 2 2
tout (s, t) € 7, EX(s) - X(£))” L p (d(s, t)).
Soit ¥ une fonction de Young telle que, si &€ est une v.a.r. normale
.
réduite, E Y(E) Log WYI(E) < +=

T et

Soit W une mesure sur . telle que supp (M)

fo v

2]d5(u)<+°°

o

.1
m(=)

N

olt m(u) = inf {U(BU(X) ; X = T} et plu) = p(2u)
o
Alors X admet une version X a trajectoires continues et i1 existe une

v.a.r. B P-presque finie telle que

-1 B(w) -
IXts, w) - (t; )] g0 v [ -] df (u)
h E\,d(s, t):l m(u/2)
Nous pouvons choisir 4 telle que
y{ul+2 s
-1

mw) > [0 N—— ]

V=1 2

ol § est le diamétre de T et y(u) est 1la partie entiére de Log g-/ Log 2.
Dans notre exposé, ncus n'utilisons pas explicitement le caractere
gaussien de la fonction aléetoire et nous remplagons cette hynothese par
n, -
1'hypothése que le sous-ensemble {X(s) ; s & T} de 1L.°(R,°F, P) est contenu
& o
dans un certain espace d'Crlicz IL7(N,%F, P).

n® 1 - EXISTENCE DE VERSIONS A TRAJECTOIRES CONTINUES.

n - o - .

Spit X ¢ T —> L°(0,"I, P) une fonction aléatoire réelle sur un espace
métrique compact (T, d). Nous supposons qu'il existe une fonction de Young @
telle que :

A" & —

(i) pour tout t€ T, X (t)e L (°t, P)

. . . v d L

(i1) 1’apnlicaticn t —~»X(t) de T dans L (2,°t, P) est continue.
Désignons par P un module de continuité de cette application, c'est-&-dire une
fonction définie sur un intervalle !@,dﬂ, croissante, continue & droite en tout

point de [@,a[:telle gue p(N) = 0 et, pour tout (s, £t} € T x T vérifiant

d(s, t) L a, H%(s) - ;\(’(t)H@f Oljd(s, t)] s soit O définie sur E),OE par :
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g(0) = o, o(t) = p(T - 0) (0 est la régularisée & gauclie de P) et posons
g(t) = N (le, et dans le cas ol T est une partie convexe compacte d'une

espace vectoriel normé de dimension finle K, g(T] = ( —J

Théoréme 1 : S'il existe une Jite décroissante {a } ne g de nombres réels >0,

convergeant vers 0,
et une constante C EJO, +o[ telle que la série 2 olo ) & E:g(o' )] soit

3

convergente, alors X admet une version & traJoct01res continues.

Démonstration : A la suite {a } N’ nous associons :
g .

un an—réseau minimal An pour T

@
]

= A . 3 ' ’ . "< S +1< ’ 11<
p= s tIEA XA s J(s',t7) € TxT 5 dls,s’)<a, dlt,t')<a ,dls’,t')<a }

C
n

n a,
{(X(s), X(t)) ; (s, t)éan}.
Pour chaque %6 ')\(’(T), choisissons L?é 2’ et posons

" n
N = card B, d = sup {Hg - n||¢ ; (g. n e Cn}.

n
v n
, | LE(w) - Lntw) ] .
ACE, T w) = ) st ¥4
Hg n”q,
N
‘e 0 si %’ =N

g (w) = sup {0, T w s B Mec

La démonstration du théoréme 1 se déduit des deux lemmes suivants :

g n
Lemme 1 : Si la série 2 dn En converege P-presque slrement, alors X admet
—_—— = .

~

une version & trajectoires continues.

Lemme 2 : S'il existe E:kL +“4:t91 que la série ) d, @‘1[C Nn)'cbnverge,
: ' n

alors la série 2 dn En converge F-presque sirement. Pour terminer la démonstra-

n
tion du théoréme 1, il suffit de remarquer que d_ £ 30 (o ) et nue N_SN_(a ]2 ;
n n n~ T n+1
dans le cas oli T est une partic convexe compacte d'un espace vectoriel normé
de dimension finie k, il faut utiliser le fait que N_ =1 (( ~E—1——)k).(0f : [
n+1

Théoréme 2 : S'il existe une constante C E{]O. +w[:telle que 1l'intégrale

J[D Ot_lq)u' [? g(T)] do(T) est finie, alors X admet une version & trajectoires

continues.






_g_
Remarque : Les hypothéses que nous avons faites sont semblanles & celles
utilisées par PRESTON. Indicuons briévement en quoi nos démnnstrations
différent de celles Jonnées r r PRESTAN et nous permettent de ne nlus nous
limiter au cas de fonctic s aléatoires gaussiennes. Preston considére une
probabilité u sur T dont le support est T et définit m = £R+ ———>iR+
par m(u) = inf {u[ﬁu(ti] -t & T} ; pour toute versiom mesurable X d'une fonc-

tion aléatoire vérifiant les hypothéses i) et ii) du raragraphé 1

QQ = {w‘ I &( 'X(S sw) - X[t’m]I

® }
TxT pld(s, t]] b A @uls, t) <

a pour probabilité 1 et si f; 6”1 [ L > :] dp(u) < + © , alors,
‘ m (u/2)

pour a € QD.

X'(s, w) = lim u[Br(s]]—1 [ (g9 X1ts ) dutt)
¥ 0 r

définit une fonction continue s ~3X'(s : W) sur T telle que

uls 5 X'(s : w) # X(s; W} =0
Il s’agit alors de prouver aque X' est une version de %. ce qui, dans le cas
d’une fonction 2léatoire gaussienne, est prouvé par 1'utilisaticn du
développement de Karhunen-Loéve de %. Au lieu de 1a mesurel}()ll sur T x T

nous avons introduit une mesure discréte de la forme

o]
Z An Z 6[5 ) et, nous avons prouvé, sous une hypothése analogue
0 (s,t)f:‘Bn ’

-

3 celle de Preston, que, pour w€ QO.

X'(s, w) = 1lim X(s , W)
no n

définit une fonction continue s ~3X'(s, W) sur T. Le fait que X' soit une
version de % résulte alors seulement de le continuité de’§ et la restriction
aux fonctions aléatoires gaussiennes, die a 1’'existence du développement
de Karhunen-Loéve, n'est plus nécossaire.

Mentionnons aussi que la démonstration dut théoréme 1 est semblable
a divers détails techniques prés, & celles des thécrémes correspondants

de CHEVET et de DUDLEY.
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