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EQUATION (1) E e : = 1 et MELANGES

DE LOIS NORMALES

A. TORTRAT

Dans (1), (X, Y) est un couple de variables aléatoires réslles, et o

un nombre au plus complexe.

Lemms 1
Si (1) est vérifiée par des o réels arbitrairement grands, des deux
signes, ona Y > 0 (p.s.), aprés suppression d’un éventuel atome en (0, 0)

(et normalisation, cela sst loisible).

Lemme 2
zY ;s
¢Y (z) = E &° est une fonction entiére
a) si tout a= it vérifie (1) et Y est bornés d'un cdté ;
b) si tout o réel vérifie (1) et Y < T.

¢x (z) est entiére dans le cas b), ou lorsque tout o complexe vérifie (1),

Théoreme 1

Dn.suppose Y £ T. Alors 11 est équivalent que tout o réel, ou tout a = it
vérifie (1), car cela signifie qu’il existe une désintégration de la loi nor-
male v = Tb (0, T), centrée de variance T, en lois normales T (X, T-Y)

(centréss en X, de variances T - Y)

2) Y = P (dw).

Iq VX, Y
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Alors X = 0, X2 =Y (et tout a complexe € (1)).
Tout temps d'arrét borné T, du mouvement -brownien xt ., fournit une solution

X. = X, T =Y de (1) ; pour o réel et le ocuple (xT. 1), (1) caractérise les

T

temps d'arrét réguliers de X_ (alors Y non bornél.

t
¢Y (z) s'annule si Y n’est pas constante, et ¢X si X n’est pas normale. En
particulier X et Y ne peuvent &tre indépendants (si Y £ T, (1) vaut pour tout

o complexe si (2) est vrail.

Questions
1. Toute désintégration (2) de Tb (0, T) est-elle du type (xT. 1) ? lLorsque

Y n'est pas bornée en est-il de méme de toute solution (o réel) de (1) ?

2. Quelles sont les lois pour X, ou pour le couple (X, Y) qui ne pesuvent
satisfaire (1), pour Y & T. On sait (cf. [3]] que toute loi pour X (admet-
tant une espérance) est réalisable par un temps d’arrét vrai Xy (i.e.

{r K3 t} € 1la tribu engendrée par les x , t' & t). Ces T sont non

t’

bornés, sont-ils réguliers ? (oui au moins si ¢X est entiérel.

Théoréme 2

Les solutions de (1) avec Y & T excluent les lois & un nombre fini de
valeurs pour X, et plus généralement les couplesf(X, Y) tels que Yx dési-
gnant la variable aléatoire (Y I x) (: Y conditionnée par x],

il existe un b 6:]0. T[ tel que (pour un n > 0 et une suite tn 4 o

3 A={x:P v, > b} > 0} satisfasse

P (A) > 0 et (3") {tous cos tn X > e » XEA, N3 1.]

I\)ld’
3
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Preuve

(1) poura = it, donne
2 2 ] 2

t t t +
-5 b 5 (Y-b) 5= [Yx‘b)
(4) e = E cost X e = ]A cost x E e + un terme en | |<t.
2 S 2 ’
~ vt Ttm -
Mais E e X cost x >e , pour x € A et tout tn, suivant (3],

et le second membre de (4) augmenterait indéfiniment avec tn.

Théoréme 3

Si le couple (X, Y) avec Y T € (1) (tout o réel, donc tout o complexel,
la loi de X est p.s. sans atomes, au sens suivant : si a est 1l'abscisse d'un
atome p pour X, et qu'on fixe Ya’ einsi que tous les autres éléments de défi-
nition de la loi (X, Y), a doit appartenir & un ensemble de mesure de Jordan
nulle.

On notera que s'il existe des ensembles A infinis dénombrables gqui ne
satisfont pas & (3') pour aucune suite tn+ © ), X pourrait, & priori, étre
purement atomique, porté par A, donc le p.s. de cet énoncé serait indispen-

sable (mais 1’existence d'un tel A ne suffit pas pour assurer celle d'un

couple (X, Y) € (1) avec X portée par A).

Preuve

Ecrivant (1), poura = it sous la forme :

t2
i(tx+c)+ -—Z-Y ic
E e =g c € A= Em w[.
et posant t2 t2
7 x 7 ™
8 (t,x) =E e e , avecm = E 1l xh

on a
p cos (ta+c) B8 (t,a) + S (t,c) = cos ¢, avec

S (t, ¢) = 'rx;‘a cos (tx + ¢) 8 (t, x) P (éx).

2
Mais O €8 (t, x) < 't /2 entraine que S (t, c) est fonction continue dg

c, et S (t, c) = - S (t, c +7 ). Si c(t) désigne un zéro de S (t, .) sur
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on a donc 2

ct

m

(5) p cos (ta + c-(t)) B (t, &) = cos ¢ (t), avec B (a, t) > e a, m > 0.

™

BN

(5) impose & a d'appartenir & un ensemble d’intervalles égaux de mesure, rela-
tivement acelle de Lebesgue, ~v4 /278 (t, a) lorsque t est grand, d’od

3
la conclusion.
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