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CONVERGENCE DE SOMMES DE VARIABLES ALEATOIRES INDICEES PAR

DES ENSEMBLES PARTIELLEMENT ORDONNES

R. T. SMYTHE

0. INTRODUCTION

Les ensembles partisllement ordonnés (a, € ) dont il s'agit ici satisfont
toujours aux hypothéses suivantes :
{a) (. est dénombrable
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L'exemple .le plus connu est Nr, r un entier
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Soit {Xa. o € (L} un ensemble de variables aléatoires., indépendantss,

) Xg e
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1. INEGALITE DE HAJEK-RENYI
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un snsemble de constentes positives telles que b, définit une fonction de
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répartition (non-normaliséel) sur NT. Alors on a le théoréme suivant, analogue

11}

a celui de Hajek et Renyi pour r = 1 : (1)

Théoréme 1. Sait ¢ > 0. Alors
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2. UNE LOI DE GRANDS NOMBRES

L'objet d'intépét ici est la classe d'ensembles partiellement ordonnés
qui satisfont & (a}, (b), (c), ainsi que
(d) @ est filtrant a droite
(e) dre N avec la propriété suivante : V B € (4, il existe une
application LPB : EB > NT qui est univoque et qui conserve

1'ordonnement.,

Ces ensembles seront appelés des lattices locales. On définit, pour x > O,

M (x) = 1 X <1

Yy d () x > 1
Jsx

a8 1'aide du théoréme 1, on démontre

Théoréme 2. Soit O une lattice locale, {Xa} de méme loi. On suppose de
plus que

(i) M varie réguliérement 3 «» avec un exposant < 2

(11) € M (|X])) < =
Alors étant donné e > 0,

P { ]Sa / |a| > € finiment souvent} = 1.

Dans beaucoup de cas d'intérét on a une réciproque de ce théorame. On dira

qu'un ensemble (J satisfaisant g (a), (b), et (c) est n-dérivable si :

Etant donné a, ed , 3 O,, «s. O, avec j<n, 0 £ o tels que :

J i~ M
(1) |ai| > K (a1). ouK (0] + lorsque |a| 4 = 3
(i1) E NEZ) E E}... | N ES =
[{[ % % “3] . o‘4} ] % il

(Par exsmple, N* est 2" -dérivable pour tout r € N.) Alors le lemme de

Borel-Cantelli donne
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Théoréme 3. On suppose que {Xa} sont de méme loi, Qi est n-dérivable pour

quelque n; alors :

E (M (|X])) = = implique P {ISG / la]l 2 1/n infiniment souvent }= 1

3. UN THEOREME DU TYPE HSU-ROBBINS

Le théordme suivant généralise celui ds Hsu st Robbins (voir (2)) :

Théorgme 4. Soit (4 un ensemble partiellement ordonné qui satisfait a (a),

(b), et (c). S1 M (x) varie régulidrement a-« , alors

e (x| m(x])) <= impligue [ P {ls | > o]} <=
ae@

4. LA LOI DU LOGARITHME ITERE

Wichura (3) a démontré le théoréme suivant, analogue a la loi du legerithme

itéré classique :

Théoreme 5. Soit @ = N*, r > 1. Alors si {Xa} sont de méme loi, avec

E (X% Log” ! IX]) 7 Loglog |X]) <= , on a

P {1im sup ISj! / (var (X) |j| Log Log |Jl)1/2 = (2r)1/2} = 1
n» i

min Ji"‘” ~
I1 démontre de plus que la condition E ((X° Log™ ' |X|) 7 Logtog |X])

est nécessaire pour avoir une loi du logarithme itéré.
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