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CONVERGENCE DE SOMMES DE VARIABLES ALEATOIRES INDICEES PAR

DES ENSEMBLES PARTIELLEMENT ORDONNES

R. T. SMYTHE

0. INTRODUCTION

Les ensembles partiellement ordonnés ta, , 1 dont il s’ agit ici satisfont

toujours aux hypothèses suivantes :

(a) 6L est dénombrable 
~ ’ ’

t b 3 V a E d, card {b E d a C 

(c) Ë- N, card (a ( d(j)  00

L’exemple .le plus connu est N r r un entier 1, ou x = (x1’ x , ... xr)
~  2 r

 X = (Y1. y2...., yrl si et seulement si yîg i = 1, 2, ..., r.

Soit lxao a E d} un ensemble de variables aléatoires, indépendantes,
a

X .a ex a 

1. INEGALITE DE HAJEK-RENYI 
’

un ensemble de constantes positives telles que b définit une fonction de
répartition (non-normalisée) sur Nr. Alors on a le théorème suivante analogue

à celui de Hajek et Renyi pour r = 1 : (1)

Théorème 1. Soit c &#x3E; 0. Alors
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2. UNE LOI DE GRANDS NOMBRES

L’objet d’intérêt ici est la classe d’ensembles partiellement ordonnés

qui satisfont à (a), tb), (c), ainsi que

(d) ~ est f iltrant à droite

(e) 3 r e N avec la propriété suivante: ¥ (3 E :L. il existe une

application (f : Eb + Nr qui est univoque et qui conserve
’ p p

l’ordonnement.

Ces ensembles seront appelés des lattïces locales. On définit, pour x &#x3E; 0,

à l’aide du théorème 1, on démontre

Théorème 2. Soit GL une lattice locale, lxa1 de même loi. On suppose de
plus que

(i) fi varie régulièrement à - avec un exposant  2

(ii) E (fi ()x)n  m

Alors étant donné e &#x3E; 0,

P { " )S ’ 
a 

/ 1 a 1 &#x3E; e finiment souvent = 1.

Dans beaucoup de cas d’intérêt on a une réciproque de ce théorème. On dira

qu’un ensemble ÉÉ satisfaisant à (aL (b), et (c) est n-dérivable si :

Etant donné a 1 e U , -3 a2, ... ’ aj n, a1 tels que

(Par exemple, Nr est 2r-dérivable pour tout r ~ N.) Alors le lemme de

Borel-Cantelli donne
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Théorème 3. On suppose que sont de même loi, Él est n-dérivable pour

que lque n i elore :

E (M ((xl)) = = implique P IIS / lall ( r 1/n infiniment souvent }~ 1

3. UN THEOREME DU TYPE HSU-R088INS 
_

Le théorème suivant généralise celui de Hsu et Robbins (voir t2)) s

Théorème 4. Soit~ ~, un ensemble partiellement ordonné qui satisfait à (a),

(b), et (cl . Si M (x) varie régulièrement à-- , alors ...

4. LA LOI DU LOGARITHME ITERE

Wichura (3) a démontré le théorème suivant, analogue à la loi du logarithme

itéré classique :

Théorème 5. Soit tt = Nr, r &#x3E; 1. Alors si sont de même loi, avec

Il démontre de plus que la condition E ((X2 IXI) / LogLog 

est nécessaire pour avoir une loi du logarithme itéré.
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