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UN THEGREME DE BANACH ET SAKS ET UM PRIRCIPE LE SCUS-SUITES

DANS LA THEORIE DES FRCBARBILITE

“

S:Dy CHATTERJI

Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne (Suisse)

En 1930 Banach et Saks [21 ont démontré que pour toute suite
{xn} de LP (1<p<=) faiblement convergenie vers un élément X
N

jzl XN(j )w’

0!

=]

il existe une scus-suite {x }} telie que Yy

n{J

converge fortement vers Xor Dans 1e méme article, les auteurs
affirmaient que cette nropriété &tait en diéfaut pour L', or,
leur contre-exemple était erroné car la . suite X € L' choisie
ne convergeait pas faiblement vers une limite,

En fait, la propriété en question est valable pour L ce qui
semble étre démontré pour la premicre fois par Szlenk [6] en
1965. Dans mon travail [3a] de 1970, j'ignorais 1'article de
Szlenk et je remarquais qu'un résultat remarquable de Komlos
[4] (cf.[3cl ch.IX) entrainait trés facilement la propriété

en question pour LI. C'est ce théoréme de Kom1os qui m'a ame-
né & formuler un principe ¢énéral de sous-suites dans la théo-
rie des probabilités: (cf.[{3b]) soit ' une propriété quantita-
tive asymptotique valable pour toute suite des variables aléa-
toires indépendantes, €galement réparties, appartenant & une
classe d'intégrabilité L déterminée par la finitude d'une norme



EQ'IIL; alors pour toute suite {f } des variables aléatoires
guelconques assujetties & la seule condition supi}f {i < w»,

on peut choisiy une sous-suite "n( )} de te]]e maniére qu -
une propriété i tout & ‘alt anatogue & I est vérifiée pour
{FR(J)} et pour toute autre sous-suite de 1-n(3)} Par exem-
ple, le théoréme de Komlos est le résultat qui correspondg se-
lon ce principe au théorme de Kolmecgorv concernant la loi
forte des grands nombres pour une suite des variables aléa~
toires Xn indépendantes et de méme répartition telle que
]]Xn}g< o, En effet, le théorame de Komlos dit que pour toute
suite {f } de L' avec supl]fnih< @, on peut choisir une sous-~

N
. .1
suite {fn(j)} telle que ;lz T jzlfn

aussi la sous-suite peut &tre choisie de sorte que la méme

() = f existe p.p.;

chose soit vraie pour toute autre scus-suite de celle-ci.
Ev1demment, si la suite f converge vers T faiblement dans
Ll, les sous~suites de theoreme de Komlos seront telles que
les moyennes arithmétiques convergent & la fois p.p. et fai-
blement ce qui entrafne aprés une propriété bien connue de L
(cf.[11]1p.285) que ces moyennes arithmétiques convergent for-
tement. Dans 1a suite nous donnerons une autre démonstration
simple de ce fait suivant 1a méthode de mon article [3a].
D'autres exemples importants du principe se trouvent, dans
[3d].

L'article de Banach et Saks a sucsité plusieurs &tudes dans
les derniéres années. {[1,5,6,7,8,91}. En vue du théoréme de
Banach et Saks i1 est naturel de formuler Tes propriétés sui-
vantes pour un espace de Banach E:
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(BS1) Tovte suite faiblement convergente {x } contient une.

sous~suite gqui converge fortement (C,1) c.d.d. il existe une

sous-suite {x_,. ! telle que Tim =
n{J) ~ :

T
[RE

5 .. existe fortenm
Xn(g} extste fortement.

une sous-suite {Xn(j)} telle que Tim sup §§b
: preo dggecceci 7 k=l K
‘ P
autrement dit, il existe une sous~-suite fortement (C,1) con-
vergente dans un sens uniforme,

(BS3) Toute suite {xn} faiblement convergente vers o centient
une sous-suite telle que toute sous-suite de celle-ci conver-
ge vers o fortement (C,1)}.

(BS1b) Toute suite bornge {x } (c.a.d. sgp!%xn§{< «) contient
une sous-suite qui converge fortement (C,1).

(BS2b) Toute suite bornée {xn} contient une sous-suite {xn(j)}
telle que i1 existe un X & E avec

Tim sup || ~
preo iy ee-di p J

f# I~

Ln(d) T xlh=o

(BS3b) Toute suit~ bornée {xn} contient une sous-suite telle
que toute sous~-suite de celle~-ci converge vers un méme &lé-
ment X fortement (C,1).
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(BS1ibw) Toute suite bernée {x,} contient yne sous-suite qui
converge faiblement (C,1).

Cn peut aussi considérer (BSZbw} et (8S3hw) qui généralise
(BSZ2h) et (BS3b) respectivemcnt en rempiagar onvergence

n C
(C.1) forte par la convergence (C,1) dans 1a clogie faible,
D

e S

{
I1 est aussi utile de considérer les mémaes propriétés par rap-

port aux 2utres méthodes de sommobilités comme par exemple
dans [7,8,9,57.

On peut démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 1:

(A) Pour un espace de Banach E, (BS1),{BS2) et (BS3) sont
équivalentes.

(B) Une quelconque des propriétés (BS1b), (BS2b) (BS3b) et
(BS1bw)} entraine gque 1'espace E est reflexive.

(C) Si E est reflexive, on a Ta propriété (BS1b) par rapport
2 une méthode de sommabilité positive.

DEMONSTRATION:

(BS1) => (BSZ) par une remarque de Pe?czyﬁski {cf.161p.341).
Les implications (BS2) => (B33} => (BS1) sont évidentes.
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THECRUME 2:

b1Y

Les especes P {igp<m) possédent la propriété (BS1). Plus

4

o
i~
o

généralemert tous Tes espaces d'lOrlic

te (BS1).

ussi ont la proprié-

’

L'espace ¢fc,1! n'a pas Je propricié (B

7

1Y mais sont dual



DEMONSTRATION :

Yo

B . 1 < <. s .
Démontrons seviement que L~ pessécde Ta propriété (557). Pour
ceta i1 suffit de considérer cue l'espace de mesure concernd
est o-fini ou méme un espzce de probabilitd, Supposons deonc

qu'il s'agit d'une mzsure de probuobilité u.

Nous utiliserons le lemme suivant:

LEMME ;
- . 1 , .
Soit {x_ } une suite de L~ telle quec suplix [ = M <e. Alors
. ?‘; A
il existe une sous-~-suite {xn(4>} gui converge fortement (C,1)
J 2 .
L

1 <y = L —
dans L? (et donc dans L') vers un clément X € s 00 X est

une limite faible dans L de {xn}.

Ce Temme est connu ([21). Une démeonstration courte d'un ré-
sultat plus fort se trouve dans [3al,p.244. tn &noncé géné-
ral pour Lp, i<p<w, est donné dans théoréme 3,

Supposons maintenant que x_ 6 LY et x, ~=> o faiblement. La
suite {x } est donc uniformément intégrable. Pour e>o0, il
existe une constante M telle gue j[xgt du ¢ & of

xu = . H !>Ma L. - n. nm I sh < b . ‘ 'St

n = Xpe @lfx |>M}, Xy = %, - x!'. Comme I xpllg #, 37 existe

d'aprés le lemme une sous-suite {n{j,e)} telle xé(i €) con-
vy

verge fortement (C,1) dans L? et L' vers un &lément ;e tel

— . % 1
que x;( —> %_ faiblement dans L” et L°. Donc

Jse)
— X ‘ ! -

x ¥ . > - s L tian Y g e PPN
n(i,e) x. faiblement dans ¢tor P [l < e, Ainsi
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Laissant varicr e per Ta suite /%, kal, e% appliauant le
7

procédé diagoral
{n(i)) teile que

, on obtient imwa2diztcment uvne scus-suite

Newea o j::;]_

Le méme type de démonstration est appiicablie & un espace
d'0rlicz quelconque. Le résultat sur 'c{o,ﬂ1 est contenu
dans l1'article [10] de Schreier. Celui sur M{o,1} est une
conséquence facile de la méme propriété pour Ll'

"THECQREME 3:

Soit {fn} une suite dans Lp, 1<p<e, 11 existe une sous-suite
et un T € LP telle que pour toute zutre sous-suite {fn(j)}
de cette derniére et pour toute suite de nombre complexe
{ak}, en a

o 1/p
. F . p
H kzl ay (fn(k) f)l% £ M- { E !ak! )
dans le cas 1<pg?2 ; dans le cas 2<p<w on a
*® - 2 1/2
1L o (g Dl € 0D Tad) s

la constante M dans chaque cas dépend seulement de sup “fn”p
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