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UN THEOREME DE BANACH ET SAKS ET UN PRINCIPE DE SOUS-SUITES

DANS LA THEORIE DES PROBABILITES

S.D. CHATTERJI

Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne (Suisee)

En 1930 Banach et Saks [21 ont démontré que pour toute suite

{xn} de LP (1p~) faiblement convergente vers un élément x 0&#x3E;

il existe une telle que Y, =

converge fortement vers xo. Dans le même article, les auteurs

affirmaient que cette propriété était en défaut pour L . Or ,

leur contre-exemple était erroné car la suite x~ E Ll choisie

ne convergeait pas faiblement vers une limite.

En fait, la propriété en question est valable pour L ce qui
semble être démontré pour la première. fois par Szlenk [61 en

1965. Dans mon travail [3aJ de 1970, j’ignorais l’article de

, 

Szlenk et je remarquais quiun résultat remarquable de Komlos
[41 (cf.[3cl entraînait très facilement la propriété
en question pour Li. C’est ce théorème de Komlos qui m’a ame-

né à formuler un principe général de sous-suites dans la théo-

rie des probabilités: (cf.[3b]) soit n une propriété quantita-
tive asymptotique valable pour toute suite des variables aléa-

toires indépendantes, également répartîes, appartenant à une

classe d’intégrabilité L déterminée par la fin i t u d e d’une norme
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If alors pour toute des v,riables aléatoires

quelconques assujetties à 1 a seule condition sup il  0:&#x3E;,
n L

on pcut choisir une sous-suite de telle manière qu’-
une propriété il tout à fait analogue à n est vérifiée pour

(f n(j) 1 et pour toute autre sous-suite de Par exem-

ple, le théorème de Komlos est le résultat qui correspond se-

lon ce principe au théorème de Kolmcgorv concernant la loi

forte des grands nombres pour une suite des variables aléa-

toires X indépendantes et de même répartition telle que
1/ ce. En effet, le théorème de Kom. los dit que pour toute

suite (f de L’ avec supil 00, - on peut choisir une sous-

suite 1 existe p.p.;

aussi la sous-suite peut être choisie de sorte que la même

chose soit vraie pour toute autre sous-suite de celle-ci. 
"

Evidemment,’si la suite f converge vers T faiblement dans
L , les sous-suites de théorème de Komlos seront telles que

les moyennes arithmétiques convergent a. la fois p.p. et fai-

blement ce qui entraîne après une propriété bien connue’de l1
(cf.[lllp.295) que ces moyennes arithmétiques convergent for-

tement. Dans la suite nous donnerons une autre démonstration

simple de ce fait suivant la méthode de mon article [3a].

D’autres exemples importants du principe se trouvent, dans

[3d].

L’article de Banach et Saks a sucsité plusieurs études dans
les dernières années. {[1t5,6t7~8,9J}. En vue du théorème de

Banach et Saks il est naturel de formuler les propriétés sui-

vantes pour un espace de Banach E:
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(BS1) {Xn} contient une

q u i ( C , 1) if une

sous-suite telle que existe fortement,

(BS2) Toute suite {xn} faiblement convergente vers o contient

une sous-suite {x n (j )1 tel le que

autrement dit, il existe une sous-suite fortement (C,1) con-

vergente dans un sens uniforme.

(BS3) Toute suite faiblement convergente vers o contient
une sous-suite telle que toute sous-suite de celle-ci conver~

ge vers o fortement (C)1).

(BS1b) Toute suite bornée (&#x3E; Îi 1 (c.à..d. supli xn ||  ro) contient
n n t

une sous-suite qui converge fortement (C,1).

(BS2b) Toute suite bornée {xn} contient une sous-suite 

telle que il existe un x 6 E avec

(BS3b) Toute suit" bornée { xn} contient une sous-suite telle

que toute sous-suite de celle-ci converge vers un même élé-

ment 7 fortement (C~1).
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suite une sous-suite qiii

converge faiblement (C , 1

0n peut aussi considérer et (3S31&#x3E;w) qui généralise

(BS2b) et (BS3b) respectivement en remplaçant la convergence

(C~1) forte par la convergence (C,1) dens la topologie faible.

Il est aussi utile de considérer les propriétés par rap-

port aux autres méthodes de sommabilités comme par exemple
dans f7,8,9t5J. ,

On peut démontrer le théorème 

~: 
°

(A) Pour un espace de Banach E, (BS1),(BS2) et (BS3) sont

équivalentes.

(B) Une quelconque des propriétés (BS1b)t (BS2b) (BS3b) et

entraîne que l’espace E est reflexive.

(C) Si E est reflexive, on a la propriété (BS1b) par rapport
à une méthode de sommabilité positive.

DEMONSTRATION :

(BSI ) -&#x3E; (BS2) par une remarque «e Pelczynski (cf.j6]p.311 ) .(BS!) -&#x3E; (BS2) par une remarque de Pelczynski (cf.[6]p.341).
Les implications (BS2) -&#x3E; (BS3) = (BS1) sont évidentes.
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(B) il suffit de montrer que ( , 1? S 1 1&#x3E; ;,.;, ) 
On peut 1 de 

eue E séparable. t ;, , ,. à 1 ;1 

B = 1 , &#x3E;j £ 1,1 t &#x3E; ) Î , x|| 1} est c;’ji contre

la reflexivité de E. « cr. un 

( [113p. 433) q u 1 cit que si pour toute décrois-

sante ternes et K B, on a

n # 0 alors 1 ? 1 s

x 
fl 

E Kn ; donc 1 1 &#x3E; 
] fi , .i 1 une 

(x..J yk=1 K Zi=l ., x :«  1 &#x3E; -"-Xn(j) - X faiblement. Il

V (j) 6 1( 
(1) 

1 N. : P Un 

convexe i . lÎ Kn(1). I 1

dp voir que 1 (k-1) kZj=2xn(j) &#x3E;, ,, , q i ... --- °’ X. faiblement 

d’où par le même raisonnement X F K Kn(2). , récurrence donc

XE K (j) pour tout j et donc X 6 nKn. Q.E.D.

La démonstration (C) est dente théorème bien

connu de ( 1 fi 1 ] 1, ’~~~ 1" . ’°~ 4 , . , ~i°~ . À. ’lÎ É ) ,

THEOREME 2: :

Les espèces LP (1poo) possèdent la propriété (SS1). 

généralement tous les espaces aussi ont la proprié-
té (BS1).

L’espace C[0,1] n’a pas 1 P propriété sont 

M , [0,1] jouit de (PSI).
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DEMONSTRATION :

Démontrons seulement que Li possède la propriété (BS1) Pour

cela il suffit de considérer que l’espace de mesure concerne

est a-fini ou un espace de Supposons donc

qu’il s’agit d’une mesure de probabilité i&#x3E;*

Nous s utiliserons s le lemme suivant:

LEMME :

Soit 
* 

une suite de L’ tel1e que x H == Fl ~. Alors
, 

n . ri 
" n. 2

il existe une sous-suite {xn(j)} qui converge fortement 

dans L (et donc dans L ) vers un élément à L2, où x est

une limite faible dans L2 de (xl.

Ce lemme est connu (121). Une démonstration courte d’un ré-

sultat plus fort se trouve dans Un énoncé géné-
ral pour LP, 1p-, est donne dans théorème 3.

Supposons maintenant que x n G L’ et x 2013&#x3E; o faiblement.. La

suite est donc uniformément intégrable. Pour il

existe une constante M telle que 1 00

x"n x n x n x - 
. J x ’ 1 1  existe

d’après ie lemme une sous-suite {n(j,e)} telle x’n(j,e) con-

verge fortement (C,1) dans L2 et Li vers un él ém, ent tel

x’n(j,e)-xe faiblement dans L 
F.. 

et LB Donc

e) 
--&#x3E; - Xe faiblement dans t 

1 
d’où 

... 

ft ;. Ainsi 
-

x n (j £) 
- x L d’où ||xe||1  t. Ainsi
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varier la et appliquant le

on une. 

{n(j)} telle que

Le même type de démonstration est applicable à un espace

d’Orlicz quelconque. Le résultat sur est contenu

dans l’article flOI de Schreier. Celui sur est une

conséquence facile de la même propriété pour L1.

THEOREME 3: 

Soit {f n } une suite dans LP, 1p-. Il existe une sous-suite

et un f 6 LP telle que pour toute autre sous-suite 
de cette dernière et pour toute suite de nombre complexe

lak1, on a

dans le cas 1pe2 ; dans le cas 2ep- on a

la constante M dans chaque cas dépend seulement de sup il 1 f n li p
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{de p et espace de 1’ peut être 1 c 

pour tous ’!es espaces de e

Le de elle se base sur

c’c dans le theorie ce? 

REMARQUES :

Notons s que tous c s convexes possèdent

propriété (8S1) f12j). donc °1 a (3S1b)
11 existe des s espaces s convexe 

à s b B (f9j).

Récemment 8aernstein contre qutil existe un espace rc-

qui n’a pas la propriété (BS1) (et donc n’a pas la

propriété (BS1b) non plus).
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