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SUR LES INVARIANTS CALCULABLES

A.A. MARKOV
Moscou

1/ En considérant une relation réflexive, symétrique et transitive az, définie pour des objets
constructifs d’une espèce donnée, on peut introduire la notion d’un invariant calculable de cette

relation. Nous appelons ainsi un algorithme, appliquable à chaque objet de cette espèce et trans-
formant chaque deux objets liés par la relation 6Z en un même objet. Nous disons d’un algorithme,
appliquable à chaque objet de l’espèce considérée, qu’il est un invariant calculable de la relation CR
pour l’objet P, si cet algorithme transforme en un même objet tous les objets liés à P par la

relationOZ. Nous disons que les objets P et Q sont indistinaeuables par des invariantes de la relation U2,
si l’on a 3 (P) = 3 (Q) quel que soit l’invariant 3 de la relation 6Z pour l’objet P ainsi que pour l’objet
Q.

En ce qui suit les mots dans un alphabet donné, satisfaisant à une certaine condition, figurent
comme objets constructifs. Le terme "algorithme" en correspondance au principe de la normalisation
(c’est-à-dire au thesis de Church) est compris comme "algorithme normalisable". Le terme "inva-
riant" est compris comme "invariant calculable". Nous faisons usage de la terminologie et des no-

tations de la monographie [2], tandis que les systèmes déterminants des calculs associatifs sont
considérés comme systèmes ordonnés des égalités.

2/ Soit P et Q - des mots, dans l’alphabet A, V et W des égalités dans cet alphabet. Nous
disons que V est contiéü à W d’après 1 léial i té P - Q, s’il existe des mots R et S (dans l’alphabet
A que V=RPSetW=RQSou bien V=RQSetW=RPS.

Soit (~ et 63 - des calculs associatifs dans un même alphabet. Soit ~Vi (i = 1, ... , m), resp.
Wi (i = 1, ..., n), leurs systèmes déterminants. Nous disons que C1 est immédiatement transfor-
mabte en (B, si m = n et s’il existe des nombres naturels i et j satisfaisant aux conditions : 1  i  n,
1 ~ j ~ n, i t j, Vk = ulk pour 1  k  n et k f i, Vi est contigü à Wi d’après Vj.

Nous disons des calculs associatifs a et 6,,; qu’ils sont mutuellement transformables s’il existe
une suite de calculs associatifs ao,...,al (l&#x3E; 0) telle que (10 est a, al l est B et ar-1 est im-
médiatement transformable en élr pour 0  r  L. Nous disons des calculs associatifs a et ù3 dans
un même alphabet qu’ils sont équipollents, si les mêmes équivalences des mots ont lieu dans ces
calculs. Si deux calculs sont mutuellement transformables alors ils sont équipollents et si deux
calculs sont équipollents alors ils sont isomorphes. La transformabilité mutuelle, l’équipollence et

l’isomorphie des calculs associatifs dans un alphabet donné sont des relations réflexives, symé-
triques et transitives. En considérant les invariants de ces relations nous identifions les calculs
associatifs avec leurs titres (*) et nous traitons les invariants comme algorithmes appliqués aux

titres des calculs associatifs.

Nous disons d’un calcul associatif dans l’alphabet ~1, .... ~ ! i qu’il est trivial, si les p
premières égalités de son système déterminant sont A les q égalités restantes sont

~~=20132013~A(i =1, ... , q). Ici p peut être un nombre naturel quelconque.

Dans un calcul trivial tous les mots sont égaux au mot vide.

3/ Une espèce particulière de calculs associatifs est formée par les caLculs inversifs construits
de la manière suivante. L’alphabet du calcul consiste en deux parties d’atphabet positi f A et d’alphabet,
négatif A-’. On établit une correspondance biunivoque entre ces parties. La lettre d’alphabet 
correspondant à la lettre 1 d’alphabet A(A-1), sera désignée par le symbole ç, -1. La fin du système
déterminant est constituée de toutes les égalités de la forme ~ ~-1~--~ !1, où ~ est une lettre d’al-

phabet A U A -1. Toutes les autres égalités ont aussi la partie droite vide.

Si nous donnons un calcul inversif dans l’alphabet A U A-1 à 2q lettres, nous omettrons les

2q égalités dernières de la forme 1 Nous appelons le système restant d’égalités le sys-
---------------

(*) Le titre d’un calcul associatif d est composé des égalités du système déterminant de a, écrites consécuti-
vement avec des lettres auxiliaires de séparation ; le signe- doit être remplacé par une autre lettre
auxiliaire.
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tème déterminant abrééé du calcul considéré. Ce système a la forme R; ~--~ (i = 1, ... , J m) où
Ri sont des mots dans l’alphabet A U A-1.

Soit et R - deux calculs inversifs dans un même alphabet r(*)aux systèmes déterminants
abrégés Ri H A(i = 1, ..., m) resp. ~ (i = 1, ..., n). Nous disons que g se transmue en Je
si m = n et si une des trois conditions suivantes est satisfaite.

1°) Il y a un nombre naturel i, une lettre 1 d’alphabet r et un mot U dans r tels que 1 _ i  n,

2°) Il y a des nombres naturels i et j tels que 1  i  n, 1  j  n, 1 f j, Rk = Sk pour
1kn et k # i, Ri Rj = Rl

3°) Il y a un nombre naturel i et une lettre 1 d’alphabet r, tels que 1 ~ 1 5 n, Rk = Sk pour
· 

-

Nous disons des calculs inversifs g et H qu’ils sont mutuellement transmuables s’il existe une
suite de calculs inversifs ~o, ..., ~~ (1 à 0) telle que g. est ~, ~~ est ~ et que se transmue

en É;,, ou g, r se transmue en ~r -1 pour 0  r  1.

Si deux calculs inversifs sont mutuellement transmuables, alors ils sont équipollents. La trans-
muabilité mutuelle des calculs inversifs dans un alphabet donné est réflexive, symétrique et tran-

sitive. Nous traitons les invariants de la transmuabilité mutuelle de ces calculs comme des algo-
rithmes appliqués à leurs titres abrégés. Nous appelons ici titre abrééé du calcul inversif
à système déterminant abrégé 1, , .. , m) le mot Ri a Rm a, où a est une lettre
fixe n’appartenant pas à l’alphabet considéré.

Nous disons d’un calcul à l’alphabet positif ~1, ... , l ~ ) J qu’il est expl ici tement uni tai re si les

p premières égalités de son système déterminant abrégé sont 1B E--~ II et les q égalités restantes
sont ~20132013~A(i = 1, ... , q). Ici p peut être un nombre naturel quelconque.

THEOREME 1. On peut construire un calcul et un mot A dans son alphabet de manière que les con-
ditions suivantes soient satisfaites ; 1°. A n’est pas équivalent en g au mot vide ; 2°. A est indistin-
guable du mot vide par des invariants de l’équivalence de mots en § .

THEOREME 2. Quel 1 que soit le calcul 1 associatif a on peut construire un calcul associatif in, dans l’alphabet
a b c d satisfaisant aux conditions : 1°. a est immersible en 03 ; 2°. @ est indistinguable par des inva-
riants de la transformabilité mutuelle du calculs trivial dans l’alphabet a b c d.

THEOREHE 3. Quel 1 que soit le calcul 1 tnuersif g on peut construire un calcul à l’alphabet po-
siti f y z x t s a b d satisfaisant aux conditions : 1°, g est immerstble en X ; 2°. ~ est indistin£uable
par des invariants de la transncuabilité mutuelle du calcul explicitement unitaire dans l’aLphabet y z x

t s a b d.

THEORENE 4. On peut construire deux variétés 4 - dimensionneLLes M et N, satisfaisant aux conditions :
1°. M est simplement connexe ; 2°. N n’est pas simplement connexe; 3°. M et N sont indisttnéuables par
des invariants de l’équivatence combinatoire.

5/ Le théorème célèbre de Novikov sur la possibilité de la construction d’un calcul inversif
avec le problème d’équivalence de mots insoluble [7] est une conséquence immédiate du théorème 1 .
En effet le problème d’équivalence de mots dans le calcul inversif g, construit d’après le théorème 1
ne peut être soluble.

Le théorème 2 entraîne le :

COROLLAIRE 1. Quels que soient les calculs associatifs ex et @.. on peut construire des calculs associa-
ti fs a et 5 dans un même alphabet qui satisfassent aux conditions: 1°. (~ est immersible dans (D ; 2°. Si
est isomorphe à d3 ; 3°. ffl eut 5 sont indistin~uables par des invariants de la transformabilité mutuelle.
L’alphabet du calcul G3 consistant. de q lettres, et Si peuvent âtre construits comme calculs as-

sociatifs dans un alphabet à q + 4 lettres.

Le théorème sur l’impossibilité des algorithmes pour distinguer quelques propriétés des cal-
culs associatifs [v [3] ou [2] p. 345] est une conséquence du corollaire 1.

Le théorème 3 entraîne le :

---------------

(*) Cela signifie que les alphabets positifs des calculs e. et 3~ coïncident, que leurs alphabets négatifs coïncident
et que les correspondances entre ces deux alphabets dans ces calculs sont aussi les mêmes.
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COROLLAIRE 2. Quels que soient les calculs inversifs g et OC.. on peut construire des calculs inversifs JTt
et 9t satisfaisant aux conditions : 10. g est immersible en J11 ; 2°. 9t est isomorphe à x ; 3°. 3~ etoz
sont indistinguables par des invariants de la transmuabilité mutuetle. L’alphabet positif du 
consistant de q lettres, alors JTt et 8t peuvent être construits comme calculs avec l’alphabet positif à
q + 8 lettres. 

°

Ce corollaire entraîne le théorème d’Adjan-Rabin sur l’impossibilité des algorithmes pour dis-
tinguer quelques propriétés des calculs inversifs.

Le théorème 4 a pour conséquence le :

COROLLAIRE 3. Quel que soit le nombre naturel n &#x3E; 3, on peut construire deux variétés à n-dimensions Mn
et N nsatisfaisant aux conditions : 1°. les ~roupes fondamentaux des variétés Mn et Nn ne sont pas iso-

morphes ; 2°, M" et N" sont indistinguables par des invariants de l’équivalence combinatoire des variétés
à n dimensions.

D’ici, le résultat principal de la note [5]. En effet, M" et N" étant construites d’après le co-
rollaire 3, nous pouvons montrer, que n’importe quelle relation binaire CR, incluse entre équivalence
combinatoire et la "parenté", le problème de la distinction de la relation CR à M" parmi les variétés
à n-dimensions est insoluble.

6/ Au fond de tous ces résultats se trouve le théorème connu d’existence d’une fonction par-
tiellement récursive n’admettant que deux valeurs et qui ne peut être prolongée jusqu’à une fonction
généralement récursive.

En langue des algorithmes normaux ce theorème peut être formulé ainsi : On peut construire
un algorithme normal a sur l’alphabet a, b~ satisfaisant aux conditions suivantes : 1°, a (P) = a ou
a (P) = b, tant que l’algorithme (X est applicable au mot P dans l’alphabet A ; 2°. Il est impossible
de construire un algorithme normal ù3 sur l’alphabet b~ applicable à n’importe quel mot dans
cet alphabet et tel que C1 (P) = m, (PL tant que l’algorithme et est applicable au mot P dans l’alphabet
la, bl.

En appliquant à l’algorithme construit d’après ce théorème, le théorème sur la représen-
tation d’un algorithme normal par un calcul associatif [v. [6] ou [2] p. 208] et utilisant le théorème
de MM. Novikoff et Adjan sur la représentation d’un calcul associatif par un calcul inversif [8J ,
nous arrivons au théorème 1. D’ici on obtient le théorème 2 à l’aide de la construction appliquée
pour la démonstration du théorème sur l’impossibilité de distinction des propriétés des calculs as-

sociatifs [v. [3] ou [2] pp. 345-362 J . Le théorème 3 peut être démontré d’une façon analogue à l’aide
du théorème 1 et de la construction appliquée par M. Rabin [10]. En outre nous utilisons ici le

théorème de G. Higman, B. Neumann, H. Neumann, sur l’immersion des calculs inversifs en les
calculs inversifs avec les alphabets positifs à deux lettres [9]. Enfin, le théorème 4 peut être dé-
montré à l’aide du théorème 3 et de la construction esquissée dans des notes [4] et [5].
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