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RESOLUES. 113

Démonstration de ce théoréme et de quelques
autres , ainsi que de leurs analogues relatifs
au tétraédre ;

Par M. VaLris, éléve ingénieur des ponts et chaussées.
ARAAAMANA Y

T HEOREME 1. Les paralléles & deux des cétés d'un triangle,
menées par un quelconque des points du trotsiéme, partagent cetrian~
gle en deux autres T’ et 'V ot un parallélogramme P ,tels qu'on a

P Tt TV =0 .

Bémonstration. Soit S§/8” ( fig. 2 ) le triangle dont il s’agiti
Soit G un point pris arbitrairement sur le cété 8’8 de ce triangle ,
par lequel on a mené les paralléeles CA’7, CA” & ses deux autres
coOtés, se terminant & ces mémes coOtés. Ces paralléles diviseront le
triangle en deux autres CA’S/, CA”S”, que nous représenterons
respecti\}ement par 77, T” et en-un parallélogramme CS que neus
représenterons par P. Posons en outre CS/=a’, CS8//=a",

Tom. XVIII, 16
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En considérant CA’ comme la base commune de P et'T” leurs
hauteurs seront proportionnelles & A’S et A’S/, d’ou il résulte
qu’on aura
A’S cs” a”

=2 — =2 —
A'S/ Cs/ al

=2,

SN

Par une semblable raison, on aura

T

d’olt en multipliant, simplifiant , chassant le dénominateur et trans-
posant

Pa_/T/T//:O;
comme nous l'avions annoncé.

THEOREME Il. Les paralliles aux irois cbtés d'un triangle ,
conduites par un méme point pris arbitrairement dans son inté-
rieur partageni le triangle en trois parallélogrammes P , P’ , P/
et en trois triangles respectivement opposés T, T/, K, tels qu’on a

P=,T'T" , Pr=4TVT , Pl=4TT .

Démonstration. C'est une conséquence toute naturelle de ce que
les systémes de surfaces 77, T et P, T/ ,T et P/, T, T et
P (fig. 3 ) se trouvent exattement dans le cas des trois surfaces
du Tkéoréme 1.

Si, entre ces trois équations, on élimine tout & tour deux des treis
quantités T, 77, 17, il viendra

2TP=P/P" , 2T'P'=PV'P , sTIPV—=PP/

En divisant ces derniéres deux & deux , on parvient & cetté double
équation B
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TP =T1Pr=T"P" ,

Eufin en extrayant la racine quarrée da prodait des équations pri-
mitives , on parvient & l'équation )

Pp/PH=8TT'T" ,
qui est précisément celle qui était proposée 4 démontrer.

THEOREME III. Les plans paralléles & deux des faces dun
tétraddre , conduits par un quelconque des points de l'aréte suivant
lagyelle se coupent ses deux autres faces, partagent le tétratdre
en deux autres V', T/ et en un hexacdre heptagone Q, tronc de
prisme quadrangulaire , dont une des arétes lutérales est nulle,
tels que

Q=3(y Tty T)y TT .

‘Démonstration. Soit S8/8/8// ( fig. 4 )le tétraédre dont il sagit.
Par un point C, pris arbitrairement sur l'aréte §/8”, soient con~
duits les plans A’'CB’, A”CB/ , respectivement paralléles aux faces
Ss#8// , 88§/, qui contiennent laréte SS”/, opposée a S/S/,
Ces plans diviseront le tétracdre donné en deux autres S/A’CB/,
S”A”CB/¢, que nous représenterons respectivement par 77, 17, et
un corps-hexaédre heptagone , termind par les deux parallélogram—
mes CS, CS , les deux triangles A‘CB/, A#CB// et les deux tra-
pézes SA/B/S/”7, SAVB/S§//; lequel corps que nous représenterons
par @, n’est autre qu'un tronc de prisme quadrangulaire , dont une
des arétes latérales est nulle.

Soit conduit , par CB/ et CA”, un plan coupant en D laréte
S8/ ce plan divisera le corps @ en deux prismes triangulaires , I'un
que nous représenterons par P, ayant pour ses deux bases A’CB/
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et SA”D ; et Pautre, que nous représenterons par P/, ayant-pour
ses deux bases A”CB/ .et DB’/8/, Posens enfin CS/=a’, CS¥=a".
Nous aurons d’abord

PPr=Q . (1)
En considérant le triangle A/CB/ comme la base commune du

prisme triangulaire P et.du_tétra¢dre 77, leurs hauteurs seront pro-
portionnelles & A’S et A’S/; de sorte qu'on aura

Pour une semblable raison, on aura aussi

P a’ ‘
2[7 = ’07 r (3}

En considérant A’S’B’ comme {a base du tétra¢dre T/, ce tétrae-
dre anra méme hauteur que le prisme P//; de sorte que P/ sera &
T’ comme le triple de I'aire du triangle B’$//D est A I'aire du trian-
gle $/B’A’. Mais, parce que ces triangles sont semblables, leurs aires

sont proportionnelles aux quarrés de leurs cotés” homologues ; de
sorle gu’on aura

-

pr _ Bs? 3 TSP 3 atr .
T Vs e e @

Pour ume semblable raison, on aura aussi

P af
— T

oTw '—SFQ * (5)
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Prenant, tour ) tour, la somme des équations-(2) et (4), et

celle des équations (3) et. (5), en ayant égard a l'équation (1),
il viendra

Q all a'l
=35 (1+3)>
Q " @ o’

— — i — *
T =9 al 1+ o’ ]’

©u, en chassant les dénominateurs, transposant et ordonnant
Qa’—3T/a/a/"—=3Ta/ =0 ,
3T/a"4-3T"a/a"—Qa/"=o .

Prenant successivement la somme des produits de ces équations ,

d’abord par 3T et —Q, puis par Q et —3T, en divisant le pre-
mier résultat par a7 et le second par &/, il viendra

3T(QH3T)e'=(Q =g T'T)a
3T(Q+3T)a"=(Q'—gTT")d 5
d’olr , en multipliant membre & membre et divisant par ala’,
(Q—9T'T")=9gT'T"(Q+3T)(Q4-3T") ;

ou bien enfin, en développant, réduisant, transposant et ordonnmant

-

Q I 7T/T//Q_ 2 7‘T’T” (TI’ +T//) =0 .
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Or, cette équation a deux racines imaginaires qui ne sauraient
convenir & la question qui nous occupe. En ne prenant donc que
sa racine réelle, on aura simplement, comme I'annonce le théoréme,

Q=3(v/ Ty Thy TT7 -

THEOREME IV. Les plans conduits par un méme point , pris
arbitrairement dans lintérieur de la base d'un tétraédre , paral-
lélement & ses irois autres faces , partagent ce tétraédre en irois au-
tres tétraédres T/, T, U, trois hexaédres heptagones, respec—
tivement opposés Q' , Q7 Q' lesquels sont des troncs de prismes
tiriangulaires , ayant une aréte latérale nulle , et enfin un pardllé-

lipipéde P, tels qu'on a

p

3 3 3
Q=3(y/ Ty T)y/ T ,
o - S S
10 { Q=3 Tty T)y TV

3
,

3 3
Q"=3(y/ Trby/ 7y T

e

2.° P}—=2:16T/T/T/ .

Démonstration. Les trois premicres équations résultant tout na-
turellement de ce que chacun des trois systémes de corps T/, T#/
et Q/, T, T/ et G/, T/, 17 et QU se trouve dans le méme
cas que les trois corps du zhéoréme III ; la quatriéme seule a be-
soin d’étre démontrée,

Pour y parvenir , soit §'5"S” ( fig. 5 ) la base du tétraédre
donné , et soit O le point pris arbitrairement daus son intérieur par
lequel on a conduit des plans respectivement paralléles & ses trois
autres faces ; ces plans coupant le plan de la base suivant les droites
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-s

A'B”, parallele & S”"S', se terminant & S§”S” et §”S’

e

A"B", paralléle & §”S”, se terminant 3 S'S” et §'S”

A"B’, parallele & S'S”, se terminant & S"S’ et S”S” .

Les triangles A'OB’, A"OB”, A”OB"” seront les bases de nos
trois tétracdres dont nous supposerons les sommets respectifs en
C',C", C", et que nous représenterons respectivement par 17,
77, T". Alors OC’, OC”, OC"” seront les trois arétes d'un méme
angle du parallélipipéde P ; et cet angle sera- évidemment égal &
chacun des angles C', C”, C” des tétra¢dres 17, T, T".

Mais , lorsqu’un parallélipipéde et un tétraédre ont un angle trié-
dre égal, le volume du parallélipipéde est au volume du tétraédre,
comme six fois le produit des trois arétes du parallélipipéde qui
comprennent I'angle dont il s’agit, est au produit des trois arétes qui
comprennent son égal dans le tétraédre. En observant donc que ie
parallélipipéde P a une aréte commune avec chacun des tétraédres
I, 17, T/ , et que ces trois tétraédres sont semblables , on aura

P ocC".0Cm OoB”,0Am

.

T T CALGB O TOALOBY

p . ocr.ow oB".0A/
T =0 CranGrpr —°* OAn.OB7 ?

P 0cC.ocr OB/.0A”

Cirpm Cmlyir =0, QA" OB

.

g

Mais , si Uon représente par #/, 24, ¢/// les bases respectives des



120 QUESTIONS
tétraédres 77, TV, TV , et par p/, p' , p// les parallélogrammes
opposés OS/, 0OS”, 058/, qui avec eux cowposent la base du té-

1jacdre proposé , on aura

pl OB”.OA"
—_— =R, —
v oALOl 7

p OB/,0A’
v T 0An.0B" ?

" - OBLOA"
o =2 GamoBT

équitions qui, comparées aux précédentes , les changent en celles-ci.

P P " P "
P37 =3 2 — =3 %

T v o T T our- g 2

dont le produit est

P3 _ p/prrp//r

Lo 4 g
Mais , par le- zhéoréme I, on. a:

plpllp/ll o,

gt~
donc, en. substituant et chassant le dénominateur:,

P=16TVTVT" ;.

comme l'annonce le- théoréme.-



RUSCLUES, e
De cos guatre devadiors v en peud déduire plusieurs autres ;
el Qanurd Ceude Qusitie dnnne
» ? T
3/ o h: 3, 3,
TP = T IR ;!’:w' Y  EIr el e
Y by Y oy 7 et

Sulsdtuant ces volenrs dans les trois premieres, et chussant les dé-
vonnualenrs , i vieudra

e ey e
3{{/‘/ T/:P(v T”+‘/ T
s N
QQ"/ v Tz,!zp(‘/ T/u+ ‘/ g‘f) R

3 3 k! )
2Q Y/ = P(y Tty T)

*
*

En éliminant entre ces équations deux queicongues des quantités
v, VT, VT, la troisidme disparatisa d'clle-méme el on aura

P (Q/4-Qr4- Q1 P70 =0,

THEOREME V. Les plans conduits parallelement aux faces
d'un tetraddre , par un wiéme poini pris arbilrairement dans son
intérieur par!ao‘em ce zé!mcdre en quaitorze partfes dont quaire
P, L4, P, P sont des porallélipipédes ayant chacun un angle
iricdre commun avec lui ;- guaire autres T ; T+, T/ T sont des
tétraédres qui lui sont semblables, et quz' sont respectivement op~
pnsés a ces paralleltpzpédes s enfin les six dernidres que nous dé-
signerons par (pp')» (PP")» (PP7)s (PP ) (PP (PP"),
suivant les paral[elzpzpede: entre lesqi.cls elles se trouveront sztuees

sont des troncs de prismes quadrangalazres > ayant une aréte la-
Tom. XVIII. 17



122 ' QUESTIONS

térale nulle ; et on a, entre ces quatorze parties , les dix relations

suivantes :
3 3 - 3 —_— N . 3 . 3 _ 3 —
PPY=3(V TV Ty Trre , (") =3 VTHYTHWTT,

3 3 3 _ 3 —_ —
12 (=3 FHVTWTTT ,  (pp)=3 TV TAIT

PPV=I T TN Ty (=S Ty T T »
Pd—=on6T'TV T,
PA=26T/T"T ,
PB=216T/TT" |

P =a16TT'TY .

-

Démonstration. Ces relations résultent tout naturellement de ce
que les quatre systémes de sept corps

p, 1, v, T, (I”P”) ’ (P’/’(”) ’ (Pf’/"”') $

P, T, T, T, (), (o) (P

P T T T, (), (s (P
PO T T T s (p) s ()

se trouvent, les uns par rapport aux autres, dans le cas du #%éo-
réme IV. s
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De ces relations on peut en déduire une multitude d’autres,

parmi lesquelles nous nous contenterons de signaler les plus remar-~
quables.

En extrayant la racine cubique du produit des quatre dernieres ,
on obtient, sur-le-champ,

PP/P//P///: 1 296 TT/T//T/// .

Si, entre ces mémes quatre derniéres équations, on élimine tour
4 tour trois des quatre quantités T', 17, T | T/, on aura

6P*T=P/PUP/ |
6P*T/=P/PHP ,
6P/ TI=PIPP!
6P/ T =PP/PV

On tire encore de ces équations , en les multipliant par T', 77,
T, T, et remarquant qu’alors leurs seconds membres devien-
nent égaux,

PiT=PBT/—=pP3 T =PH3TN

+




