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350 QUESTIONS
qncl on puisse îcur mener des tangentes de même longueur. On
pourra donc , en faisant varier le troisième cercle, soit de gran-
deur soit de situation, soit de l’un et de l’autre à la fois , mais
de manière qu’il coupe toujours les deux premiers, obtenir deux
points de l’axe radical de ces deux-ci, et par suite cet axe ra-

dical lui-même , dans le cas où ces deux cercles n’auraient aucun

point commun. 
7.° De la proposition démontrée (5) on conclut facilement que

les plans radicaux de trois sphères prises successivement deux à
deux , passent tous trois par une même droite perpendiculaire au
plan qui joint leur centre. C’est cette droite qu’on appelle l’axe

radical des trois sphères. C’est le lieu des points de l’espace des-
quels on peut mener à ces trois sphères des tangentes de même

longueur.
8.° Enfin on conclut de cette dernière proposition que les axes

radicaux de quatre sphère.ç prises successivement trois à trois , pas-
sent tous quatre par un même point. Ce point est ce qu’on ap-
pelle le centre radical des quatre sphères. C’est le seul point de
l’espace duquel on puisse mener à ces quatre sphères des tangentes
de même longueur. 

QUESTIONS RÉSOLUES.
Solution du dernier des deux problèmes de géométrie

proposes à la page 76 du precédent volume;
Par M.***

PROBLÈME. Les propriétés caractèristiques de la sphère sont
I.° que toutes celles de ses cordes qui passent par un certain point
fixe y ont leur milieu ; 2.° que ces cordes sont toutes d’une meme

longueur. Les surfaces qui jouissent de la première de ces proprié-
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tés sont les surfaces qui ont un centre, et dont il est facile d’ob-
tenir l’éguation générale. On propose de donner également l’équa-
tion générale des surfaces qui jouissent de la dernière propriété
sans jouir de la première ?

Solution. Soient P le point donné et 2r la longueur commune
que doivent avoir toutes les cordes qui concourront en ce point.
Concevons dans l’espace une surface courbe, tout-à-fait arbitraire ,
continue ou discontinue. De l’un quelconque C des points de cette
surface soit menée une droite au point P , et faisons du même point
le centre d’une sphère ayant un rayon égal à r, cette sphère sera
percée par là droite PC en deux points appartenant à deux nap-
pes de la surface cherchée , laquelle sera continue ou discontinue
suivant la nature du lieu des points C.

Imitons ce procédé par l’analise. Soit pris le point P pour ori-
gine des coordonnées rectangulaires , et soit alors

l’équation de la surface lieu des points C ; les équations de l’une

quelconque des droites PC seront

A et B étant deux indéterminées ; et ; en combinant entre elles les

équations (I,2) , on en tirera pour le point C des équations
de la forme

La sphère qui aura ce point pour centre et un rayon égal àr aura
pour éuation

En combinant donc cette dernière éqation , pour chaque système de
valeurs de A et B, avec les équations (2) , on obtiendrait, tour-à-
tour, tous les points des deux nappes de la surface cherchée. Pour
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obtenir donr l’équation générale de cette surface, il n’est question
que d’éliminer A et B entre ces mêmes équations, ce qui donnera

ou bien

qui est conséquemment l’équation demandée. 
Nous avons supposé que la fonction f était donnée, et nous ve-

nons de voir que la fonction Cf s’en déduit en résolvant par rap-
port à z l’équation

Si , au contraire, la fonction ~ étant donnée , on veut en déduire
la fonction f, on y parviendra en résolvant par rapport à la même
variable l’équation

La question que nous venons de résoudre est exactement , pour
la géométrie à trois .dimensions , ce qu’est , pour la géométrie
plane, celle qui a été traitée pat M. Joavin ( Annales , tom I.,
pag. 124 ).

Démonstration du théorème d’analise énoncé à la

page 164 du précédent volume ;
Par un A B O N N É.

THÉORÈME. Si , dans une équation de degré quelconque , les
coefficiens p, q, r, s de quatre termes consécutifs sont tels que le pro-
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duit (q3-pr)(r2-qs) soit nul ou négatif, cette éuation aura né-
cessairement deux racines imaginaires , au moins ; et , si une pa-
reille relation a lieu pour plusieurs séries de quatre termes consé-
cutifs , l’équation aura autant de couples de racines imaginaires ,
au moins qu’elle offrira de pareilles séries.

Démonstration. Il est connu qu’une équation ne saurait avoir plus
de racines positives que de variations de signes , ni plus de raci-
nes négatives que de permanences de signes.

Il suit de là que si., dans une équation, il manque un terme 
entre deux termes de même signe , cette équation aura deux ra-

cines imaginaires, au moins. Soient , en effet , v le nombre de ses
variations et p le nombre de ses permanences , de part et d’autre
du terme qui manque , m étant le degré de l’équation ; on devra
avoir v+p=m-2. En rétablissant le terme qui manque, avec le

coefficient zéro affecté du même signe que portent les deux ter-

mes qui le comprennent , ce qui est permis , l’équation n’ayant dès
lors que v variations, on sera en droit d’en conclure qu’elle n’a
pas plus de v racines réelles positives. Si, au contraire , on réta-

blit ce même terme, en donnant à son coefficient zéro un signe
contraire au signe commun des deux termes qui le comprennent,
ce qui est également permis, l’équation n’ayant toujours que p
permanences y on sera en droit d’en conclure quelle n’a pas plus
de p racines réelles négatives. Une telle équation n’a donc au

plus que v+p ou m-2 racines réelles; elle a donc deux racines
imaginaires, au moins.
Le même raisonnement prouve qu’autant de fois il manquera un

terme entre deux autres de même signe, autant l’équation aura de
couples de racines imaginaires , au moins.

Il suit de là qu’une équation dans laquelle il manque deux ter-
mes consécutifs a au moins deux racines imaginaires ; car alors on
peut toujours rétablir le terme qui manque de manière à faire

manquer l’autre entre deux termes de mêmes signes On voit même
qu’autant de fois il manquera deux termes consécutifs , entre deux
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termes effectifs, autant l’équation aura de couples de racines ima..
ginaires , au moins.

Il est évident d’ailleurs que l’introducdon ou la stippression d’une
racine réelle, dans une équation , ne saurait modifier en aucuue

sorte le nombre de ses racines imaginaires.
Cela posé , soit

une portion d’une équation de degré quelconque, si on y intro-

-duit une racine réelle indéterminée -A , en multipliant son pre-
mier membre par x+A, trois termes consécutifs de l’équation ré-
sultante seront

Or, d’après ce qui a été àit plus liaut, si l’on peut disposer de
A de manière à avoir à la fois 

ou bien

ce qui exige qu’on ait

l’équation aura deux racines imaginaires. 
Mais quand bien même aucune de ces deux conditions ne pour-

rait être remplie, pourvu qu’en déterminant A par la condition

il en résulte pour q+pA et s+rA des valeurs de mêmes signes,
c’est-à-dire , des valeurs telles qu’un ait

l’équation aura également deux racines imaginaires, au moins ;
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or, en mettant pour A sa valeur dans cette inégalité , on trouve

ou , en multipliant par q2

comme l’annonce le théorème.
Il résulte de là, en particulier , qu’autant on rencontre , dans

une équation, de séries de trois termes formant une proportion con-
tinue par quotiens , autant l’équation a de couples de racines ima-
ginaires au moins (*).

Solution des deux problèmes de géométrie proposés à
la page 3I du present volume ;

Par M. VALLÈS, éleve à l’Ecole royale polytechnique.

LES deux problèmes que nous nous proposons ici de résoudre
étant de la classe de ceux de la géométrie plane qui ont entre eux
la relation qui a fait le sujet de l’article de la page 209 du pré-
sent volume ; nous allons, comme en cet endroit, en présenter la
solution dans deux colonnes correspondantes.

PROBLÈME. Deux systèmes PROBLÈME. Deux systèmes
de deux points, situés sur un de deux droites, situés sur un

même plan , déterminant deux même plan , déterminant deux
droites , que quelque obstacle em- points que quelque obstacle em-

(*) Le théorème qui vient d’être démontré , et beaucoup d’autres du même
genre, font le sujet d’un. mémoire de M. de Lavernède , dont on trouve
l’ex,trait dans le volume de l’Académie du Gard, pour I809.

J. D. G. 
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