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DE MATHÉMATIQUES

PURES ET APPLIQUÉES.

OPTIQUE.

Recherches dAnalise sur les surfaces caustiques ;

Par M. GERGONKE.

Jj ANS un article inséré à la page 354 du précédent volume, nous
avons démontré , d'après les idées que nous avait suggéré un tra-
vail de M. Quetelet, quelques propriétés générales des caustiques
planes ; et nous avons promis de montrer , dans un autre article 5

par des applications variées, combien la connaissance de ces pro-
priétés pouvait faciliter la recherche de ces sortes de courbes. Mais
il nous a paru qu'avant de remplir cet engagement, il convenait
d'abord de compléter la théorie, en démontrant, pour les surfaces
caustiques, des théorèmes analogues à ceux qu'offrent les caustiques
planes ; et tel est l'objet unique de l'article que l'on va lire.

Mais, auparavant nous rappellerons brièvement quelques princi-
pes déjà connus , mais qu'on ne trouve développés que dans quel-
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2 S U R F A C E S
ques ouvrages que le lecteur pourrait n'avoir pas sous la main.

Soit l'équation

t [x , y 9 z ? û)=y = o ,

dans laquelle a représente un paramètre indéterminé. A raison de
la variabilité de ce paramètre , cette équation exprime une infinité
de surfaces courbes , se succédant sans interruption dans l'espace,
et pouvant constqueuuiiçnt être touchées toutes par une même sur-
face, lieu de leurs intersections consécutives , lesquelles sont en même
temps, leur Ugu.es. de çoiitaçt avec cette surface qui en est dite Xen-
veloppe. On sait (*) que , pour obtenir l'équation de cette enve-
loppe , il n'est question que d'éliminer a entre les deux équations

V=o,

Si au lieu d'un paramètre unique , on en avait plusieurs a, b ,
c9 au nombre de n 5 liés entre eux par n—i équations de re-
lation ; on considérerait tous ces paramètres , excepté a , comme des
fonctions de celui-ci, données par ces équations. En y joignant l'équa-
tion V-=rO % on se trouverait avoir n équations ; en les diflTéren-
tian.t toutes par rapport à a et à ses fonctions , on obtiendrait
n. nouvelles, équations ; et tout se réduirait à éliminer , entre
les 2/i équations , les. n paramètres a v h > cy d, et les /z— \

àb de àd
rapports - , _ , _ ,

S i , par exemple l 'équation était

t t qu'on eut

O Vojez. toro. AI > pag, 3J6J-
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y(a , i>)=R = o ,

on aurait à éliminer a, b et — , entre les quatre e'quations

dH > / dH N dft

Supposons présentement que , dans l'équation

F^x , j , z , ^ , b) = V= o ,

les deux paramètres a , b soient indépendans. En faisant varier a
seul, on obtiendra une infinité de surfaces dont l'enveloppe aura
pour équation le résultat de l'élimination de ce paramètre entre
les deux équations

V=o ,

Mais si, dans Péquation résultante on fait varier b , à son tour ,
on obtiendra une infinité d'enveloppes se succédant sans interrup-
tion dans l'espace , et ayant conséquemment elles-mêmes une en-
veloppe commune. Voyons comment on pourra obtenir l'équation
de cette dernière enveloppe.

Au lieu de faire d'abord l'élimination de o entre les deux équa-
tions 9 ce qui n'est praticable que dans des cas particuliers, nous

pouvons , dans l'équation ( — J—o , considérer a comme une

fonction de b ? donnée par l'équation Vz=zo ; nous retombons donc
ainsi dans le cas que nous venons de traiter tout à l'heure ; et

tout se réduit à éliminer a, b et — entre les quatre équatiofrs
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à^b J + \àZ ) ¥ = ° >

, / àV \ dF- v d*
? V d£ ^ ^ V d / d£V d£ ^ ^ V

Mais, en vertu de la première, la dernière se réduit à ( — j = o ;

donc tout se réduit finalement à éliminer a et b , entre les trois
équations

Si l'on considère présentement que , dans ces trois équations, a
et b se trouvent exactement traités de la même manière 5 on en
conclura que , soit que n'ayant d'abord égard qu'à la variabilité
de a y puis ensuite à celle de b , ou que n'ayant d'abord égard qu'à
la variabilité de b , puis ensuite à celle de a , on cherche l'en-
veloppe des enveloppes , on n'obtiendra jamais qu'une seule et même
surface courbe, laquelle touchera conséquemment toutes les surfa-
ces qu'on déduirait de l'équation / ^ = o , en y faisant varier simul-
tanément ? d'une manière quelconque, les deux paramètres a et b.
Les enveloppes primitives 5 comme nous l'avons dit plus haut, ont
des lignes de contact avec les enveloppés , et il en est de même
des enveloppes d'enveloppes , par rapport à ces enveloppes primi-
tives % mais il est visible que généralement les enveloppes d'enve—
loppes n'ont que des points de contact avec ces mêmes enveloppées.

Si l'équation V=o , contenait des paramètres a , b , c, d^ •...
au nombre de n , liées entre eux par n—2 équations de relation ,
la question rentrerait exactement dans la précédente. On pourrait,
en effet, considérer tous les paramètres autre que a et b comme
des fonctions de ces deux là , données par les n—2 équations de
relation. En y joignant donc l'équation F = o , et prenant tour à



C A U S T I Q U E S 5
tour les différentielles partielles de toutes , par rapport aux para-
mètres indépendans a et b et à leurs fonctions c, d, e 9 on
se trouvera avoir 3/2—3 équations ? entre lesquelles on n'aura à
éliminer que on—4 quantités, savoir, les n paramètres et les 2/2—4

de de dd dd de de
rapports _ , - , - ^ , - , - , - ,

Que par exemple l 'équation proposée soit

F( x , y , z , a , b , c , a> , V , cf ) = T = o ,

es six paramètres étant liés par les quatre relations

f[a , b, c)=S = o , f'(*', 3/ , ^ ) = 5 / = o ,

9(a , b, c9 a< ,b\ c<) = P=o 9 ^(a, b, c, < , J ' , ^) = Ç = o;

en considérant âr , ^ ^ ^ , ^ comme des fonctions des deux para-
mètres indépendans a*, ^x

 ? il faudra éliminer ces six paramètres et
les huit rapports

da db de de*

àaï * àa1 ' ~da' ' dô^ ?

da db de de'

1b> y d^ ? dP y d^ 7

entre les quinze équations

V—o , 5 = o , $ '=0 , P = 0 , Ç = ° i

da / da' ~ ^ d̂  > daf \ de y da' \ àa' /* { àc> ) àa

f dV N da ^ dF s d̂  / dV \ dr / dJ^ N / dF \ d^
V da" jl^ +^"d? / ¥ / + \ d7 yd^^\ 5̂  J M . ' I W dî  ~
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dS \ da . / dS \ Sb , / dS \ de _ , dS' N / d5̂  v de' _

dt; / dû' V do; / ' \ de' J da'

d 5 \ d ^ / d 5 \ d 5 / dS ^ d* _ / dS' \ / d# >v de' _

/ d£ \ da / dP >,db s dP \ de / dP ^ x dP \ de'

dP \ da * dP \ d^ S dP \ de / àP \ f dP v de'

d ^ d ^ ] ~T~\ Te J T b ' ^ + 5 7 Pdb> ̂ d b ]

\ da

( d_Q \ £f_ /dQ ^ d3 / clQ \(k sdQ \ / dQ \ de' _
da J db' +V d̂  / db' + \ , ~de~ J~db'\dï7 J+V d? / db< ~ ° *

Ce cas est précisément celui que nous allons rencontrer dans ce
qui va suivre.

Soit S une surface quelconque , séparant deux milieux homo-
gènes , d'un pouvoir réfringent inégal. Soit une autre surface S ' ,
située dans l'an de ces milieux , et de chacun des points de la-
quelle émanent des rayons incidens , dans des directions qui lui
sont respectivement normales en ces points, Considérons, en par-
ticulier ? le rayon incident qui émane du point ( a' ^ b1, cf ) de
cette surface rayonnante ; et soit ( a , b , c ) son point d'incidence
sur la surface séparatrice. Soit enfin ( x , y , z ) un quelconque
des points du rayon réfracté.

Les trois, coordonnées a, b , c 9 ainsi que les trois coordonnées
C7, V 9 c' y doiyent être liées entre elles par des équations de re-
lation que nous représenterons respectivement par
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f(a,£,r)==S=o , *(<*'* V)=S'=o.

Soient faits, pour abréger

à.c=pda~{-</àb , dc'=p'da'-{-(/àl>'.

En représentant par X , Y , Z les coordonnées courantes, nons
rons pour les équations

i.* du rayon incident'

Y a"~a' /V N •

a.* de la normale au point d'incidence
X—a=—p (Z—c) ,

3.8 du rayon réfracté

II faudra d'abord exprimer que ces trois droites sont dans un
même plan passant par le point (a, b , c) ce qui donnera

-*)+p(*^}={(a^O+P(<^ (i).

Les cosinus des angles d'incidence et de réfraction seront respecti-
rement

—bf)—(<?— cf)
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—b)—(z—c)

d*où on conclura , pour les sinus de ces mêmes angles ,

Si donc le rapport constant du sinus d'incidence au sinus de ré-
fraction est celui de m à n > en divisant ces deux formules Tune
par l'autre, on aura, en quarrant y

Remarquons présentement que les équations de la normale à la
surface S' au point {a/, bf , cf) sont

X—Û^=—/(Z—^) , Y—J'=—?'(Z—*>) ;

mais les équations du rayon incident peuvent être écrites ainsi

J\.' ' tl M. ' I Ijj (, J ^ J, —'•[_*' - • I JLÀ' ls' } y

ç—d v x c—cr v

puis donc que cette normale et ce rayon doivent se confondre en
une seule et même droite, on doit avoir

o—af , b— bf

' z=—qf ;
c—c'

c'est-à-dire ?
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) ^ , (PO , (B—

Cela posé; soient prises arbitrairement des valeurs de a( et bf
 7

on en conclura celles de cl, pf , qf, au moyen de l'équation S ^ a ,
Ces valeurs étant substituées dans les équations (P7) , (Qx) , com-
binées avec l'équation S = o , on en tirera les valeurs correspon-
dantes de a , b 9 c , p , q ; en substituant les unes et les autres dans
les équations ( i) et (2) , les équations résultantes , en x ? y ^ z ,
seront indistinctement satisfaites par tous les points de la direction
du rayon réfracté répondant aux valeurs particulières attribuées à af\ hr+

Puis donc que ces équations laissent x, y , z indéterminées et ,
n'établissent entre elles que deux relations seulement ? il doit nous
être permis d'établir, entre ces trois coordonnées ? une relation tout-
u-fait arbitraire ; au quel cas elles deviendront alors les coordon-
nées d'un point déterminé du rayon réfracté. Cherchons seulement
à choisir cette relation de manière à rendre les calculs nécessaires
pour la recherche du point ( x , y ? z) de la direction du
réfracté aussi simple et symétrique qu'il se pourra.

Or ? si nous posons

-* ' ) } > (P)

l'équation ( i ) deviendra

tirera de réîîminatioir de z—c entre elles

Tom. XVI



I O SURFACES
Ajoutant membre à membre les quarrés de ces équations , on\trouvera

au moyen de quoi l'équation (2.) se réduira simplement à

l<y+(c-.cy). (Y)

Ainsi les coordonnées du point (x , y , z ) de la direction du rayon
réfracté , qui répond à des valeurs quelconques de a4 et bf , se
déduiront finalement de sept équations

S = o , (S) S '=o , (S')

(a—af)+p'(c—cf)=o , (PO (b—bfytytc—c/^ , (Q')

£ (P)

de sorte qu'en éliminant des trois dernières a, b , c , c' > au moyen
des quatre premières, on pourra en tirer les valeurs de x , y , z,
en fonction des variables indépendantes af, b'.

On remarquera que l'équation (V) est celle d'une sphère qui a
son centre au point d'incidence ( a , b , c ) , et dont le rayon

(a—at)a4-(b— 3')M-Cc-c') » est à la distance

de son centre à la surface rayonnante dans le rapport constant du
sinus de réfraction au sinus d'incidence. Quant aux équations
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(P) et (Q) , on voit que ce sont celles d'une parrallèle à la nor-
male à (S) au point d'incidence ( a , b , c ) ; de sorte que le point
( x, y y z ) est un de ceux où cette parallèle perce la sphère.

Si Ton voulait obtenir l'équation de la surface lieu de tous les
points ( x ? y , z ) ? il ne s'agirait évidemment que d'éliminer les
six paramètres a > b ? c , af , b*9 cf entre les sept équations ci-des-
sus. Cherchons plus particulièrement quelle est cette surface.

A raison de la variabilité et de l'indépendance de at et b* ,
l'équation (V) appartient proprement à une infinité de sphères. Ces
sphères ont toutes leurs centres sur la surface séparatrice (S) ; et
le rayon de chacune d'elles est à la plus courte distance de son
centre à la surface rayonnante (S7) dans le rapport constant du si-
nus de réfraction au sinus d'incidence» Cherchons la surface qui les.
enveloppe toutes»

D'après ce que nous avons dit au commencement de cet article,
on voit que , pour parvenir a~ l'équation de cette surface 5 il ne
s'agit que d'éliminer les six paramètres a 7 b 5 c , af

 5 bf
 9 cf et

les huit rapports
de de

de

, (V) et leurs diffé-
rentielles partielles prises tour à tour par rapport à ar

 y b1 et à
leurs fonctions a 9 b , c ? c* .

Or en différentiant d'abord l'équation (V) sous ce point de vue5

et observant que

de de da de db da db dcr

da/ dada/ db da< F da'~^daf ' da' r %

da

1a{ '
da

de* '

entre les cinq équations (S)

db

dâ7 9

db

d^ '

de de da de db da db de1

dP = Ta Ht * ~db dû* =P W **"? dÏÏ 9 d^ ^ *

on trouvera
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72*

m*

72*

+ {[(/—*)+y(^ — 0 + —C(*~'

ou simplement, en vertu des relations (P7), (Q')

72*

— G

or , les surfaces (S) , (S7) pouvant toutes deux être prises arbitrai-
rement , il s'ensuit que af, bJ, c* doivent être tout-à-fait indé-
pendans de a , l , c et consequemment ces deux dernières e'qua-
lions ne doivent établir aucune relation entre les quatre rapports
àa àb da db . .

à l a f o i s5? c e a i t
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ces deux équations doivent donc , dans la recherche qui nous oc-
cupe , remplacer les deux qui les précèdent ; mais ces équations
ne sont autre chose que les équations (P) , (Q) ; donc la recher-

. che de l'équation de l'enveloppe de toutes les sphères (V) , tout
comme la recherche du lieu de tous les points ( x ? y, z ) se
réduk à l'élimination de a , b , c, a* ^ h1 ^ c/ entre les sept équa-
tions (S) , (SO , (PO , (Q'J , (P) > (Q) > (Y) 5 donc cette enve-
loppe n'est autre chose que le lieu même des points ( x , y 9 z ) ;
or chacun de ces points , étant celui où l'une des sphères est percée
par le rayon réfracté qui émane de son centre, doit être normal
à sa surface ; il le sera donc aussi à l'enveloppe qui la touche
en ce point ; on a donc finalement cet élégant théorème :

THEOREME L Deux milieux homogènes 5 d'un pouvoir réfrin-
gent inégal, étant séparés par une surface quelconques, et des
rayons incidens ? situés dans Tun d'eux ^ étant traversés ortho-
gonalemeni par une même surface ; si des dijfèrens points de la
surface séparatrice des deux milieux , pris successivement pour
centres 5 on décrit des sphères , dont les rayons soient aux distances
de leurs centres à la surface trajectoire orthogonale des rayons
incidens dans le rapport constant du sinus de réfraction au si-
nus d'incidence ? l'enveloppe de toutes ces sphères sera une des
surfaces trajectoires orthogonales des rayons réfractés (*).

Si l'on suppose les rayons incidens parallèles à une droite fixe, tout
plan perpendiculaire à cette droite pourra être pris pour surface trajec*
toire orthogonale de ces rayons , et on obtiendra le théorème suivant :

THÉORÈME IL Deux milieux homogènes d'un pouvoir réfrin-
gent inégal étant séparés par une surface quelconque , et des rayons
incidens parallèles étant dirigés d'une manière quelconque dans
Vun de ces milieux ; Si , des différens points de la surface sépa-
ratrice , pris successivement pour centres , on décrit des sphères ,
dont les rayons soient aux distances de leurs centres à un plan

(*) MtSarrus nous a adressé postérieurement une déinonstration de ce théorème*
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fixe conduit arbitrairement 5 dans une direction perpendiculaire à
celle des rayons incidens , dans le rapport constant du sinus de
réfraction au sinus d'incidence , Venveloppe de toutes ces sphères
sera une des surfaces trajectoires orthogonales des rayons réfractés.

Si l'on suppose que les rayons incidens émanent d'un même point,
toute sphère décrite de ce point comme centre pourra être prise
pour surface trajectoire orthogonale de ces rayons. En choisissant
donc pour cette surface une sphère du rayon nul 3 on obtiendra
le théorème suivant i

THORÈME Hh Deux milieux homogènes drun pouvoir réfrin-
gent inégal étant séparés par une surface quelconque , et un point
rayonnant étant situé d'une manière quelconque dans Vun d'eux ,
si y des différent points de la surjace séparatrice des deux milieux ,
pris successivement pour centres ? on décrit des sphères dont les
rayons soient aux distances de leurs centres au point radieux dans
le rapport constant du sinus de réfraction au sinus d'incidence ,
Venveloppe de toutes ces sphères sera une des surfaces trajectoi—
res orthogonales des rayons réfractés.

Si Ton suppose que les sinus d'incidence et de réfraction ne
diffèrent l'un de l'autre que par le signe , la réfraction se chan-
gera en réflexion , et on obtiendra ces trois autres théorèmes.

THÉORÈME IV* Des rayons de lumière normaux à tous les
points d'une surface quelconque se réfléchissant à la rencontre d'une
autre surface également quelconque ; si 5 des différens points de
la surface réfléchissante 9 pris successivement pour centres , on dé-
crit des sphères tangentes à la surface trajectoire orthogonale des
rayons incidens ; Venveloppe de toutes ces sphères sera une des
surfaces trajectoires orthogonales des rayons réfléchis (*).

(*} M. Dupin a donné une démonstration, géométrique fort élégante de
ce théorème , k la pnge 190 de ses Applications de géométrie. Nous accueille*
rions avec empressement une démonstratioa analogue de notre Théorème / 3

*i elle nous était adressée*.
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THÉORÈME V. Des rayons de lumière parallèles entre eux

se réfléchissant à la rencontre d'une surface quelconque ; si , des
diffèrens points de cette surface r pris successivement pour centres ,
en décrit des sphères tangentes à un même plan , perpendiculaire
à la direction commune des rayons incidens ; Tenveloppe de tou-
tes ces sphères sera une des surfaces trajectoires orthogonales des
rayons réfléchis.

THÉORÈME VI. Des rayons de lumière, issus d'un même
point de Tespace 5 se réfléchissant à la rencontre d'une surface
quelconque ; si ? des difjertns points de cette surface , pris succes-
sivement pour centres , on décrit des sphères qui passent par le
point rayonnant ; l'enveloppe de toutes ces sphères sera une des tra-
jectoires orthogonales des rayons réfléchis.

Si Ton suppose que la -surface trajectoire orthogonale des rayons
incidens , ainsi que la surface séparatrice ou réfléchissante , sont
deux sur/aces de révolution ayant même axe ; auquel cas l'enve-
loppe de sphères sera aussi une surface de révolution , ayant même
axe que les deux premières ; en considérant ce qui se passe dans
un plan quelconque , passant par cet axe , on retombera sur les
six théorèmes relatifs aux caustiques planes que nous avons dé-
ni on très dans le mémoire rappelé au commencement de celui-d
<jui, de cette sorte, peut le suppléer complètement.

On voit 5 par ce qui précède, que si des rayons incidens peuvent
être traversés orthogoualement par une même surface, ou , ce qui
revient au même , si ces rayons forment deux séries de surfaces
déyeloppahles, telles que chacune des surfaces de Tune des séries soit
coupée orthogonalement par toutes les surfaces de l'autre série ; ce qui
comprend , comme cas particuliers , les cas où ces rayons seraient
issus d'un même point ou parallèles entre eux ; tant de réfractioa
et de réflexion qu'on voudra leur faire subir successivement à la
rencontre de surfaces quelconques, ne pourront leur faire perdre ce
caractère, c'est-à-dire, qu'après les avoir subies, ils pourront encore.
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être traverses orthogonalement par une même surface, et seront
conséquemment distribués en deux séries de surfaces développables,
telles que chacune des surfaces de l'une des séries sera traversée
orthogonalement par toutes les surfaces de Fautre série. C'est en
cela que consiste }a belle extension donnée par M. Dupin aux
théorèmes de Malus , qui ne croyait la proposition vraie que pour
une première réfraction ou une première réflexion seulement. Ce
qui précède présente même un moyen facile et uniforme d'obtenir
une trajectoire orthogonale des derniers rayons réfractés ou réflé-
chis , lorsqu'on connaît une trajectoire orthogonale des premiers
rayons incidens, les diverses surfaces séparatrices ou réfléchissantes r

et les pouvoirs réfringens des divers milieux, homogènes séparés par
ces surfaces»

Dans le cas d'une réfraction ou d'une réflexion unique , lorsque*
le rapport du sinus d'incidence au sinus de réfraction est donné ,
de ces trois choses , la surface séparatrice ou réfléchissante , la
surface trajectoire orthogonale des rayons incidens et la surface
trajectoire orthogonale des rayons réfractés ou réfléchis , deux quel-
conques étant données , on peut toujours déterminer la troisième.

En effet i.° nous avons déjà vu qu'en représentant par a', b1[
P c*

les coordonnées de la trajectoire orthogonale des rayons incidens ,

par a , b , c les coordonnées de la surface séparatrice ou réfléchis-

sante , par S = o , S / =o , les équations respectives de ces deux sur-

faces, par — le rapport du sinus dlncidence au sinus de réfraction. *

posant pour abréger
de cÎ£ èiù1 àd

et désignant enfin par x 9 y , z les coordonnées de la trajectoire^
orthogonale des rayons réfractés ou réfléchis , l'équation de cette-
dernière surface était le résultat de l'élimination de a , b, e, a/ > bf, cf

entre les sept équations
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S=o , ^=0 ,

(a—a>)+pi(c—c')=o , (b—b')+q>(c—<S)=o ,

2.0 Si Ton demandait à quelle surface des rayons incidens doi-
vent être normaux pour qu'après s'être réfractés ou réfléchis à la
rencontre d'une surface donnée, ils devinssent normaux à une autre
surface donnée ; 011 éliminerait d'abord x } y } z entre les trois
dernières équations et l'équation donnée de la trajectoire orthogo-
nale des rayons réfractés ou réfléchis ; éliminant ensuite a , b 5 c
entre l'équation résultante ? l'équation S = o et les deux équations

Téquation qu'on obtiendrait en a* , b!, cf, p1, q* serait l'équa-
tion différentielle de la trajectoire orthogonale des rayons incidens.

3.° Si enfin on demandait à la rencontre de quelle surface des
rayons de lumière normaux à une surface donnée doivent se ré-
fracter ou se réfléchir , pour devenir, après leur réfraction ou leur
réflexion , normaux à une autre surface donnée ; on éliminerait
d'abord, comme ci-dessus , x , y , z entre l'équation donnée de
la trajectoire orthogonale des rayons réfractés ou réfléchis. Elimi-
nant ensuite af

 7 bf , cl entre l'équation résultante , l'équation
S ; =o et les deux équations

(a—a*) +p'(c—</) = o , {b-

Tom. XFL
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l'équation résultante en a , b , c , p , q serait l'équation différentielle
de la surface séparatrice ou réfléchissante cherchée.

Soient des rayons incidens normaux à une surface quelconque.
Après avoir subi tant de réfractions et de réflexions consécutives
qu'on voudra , à la rencontre d'autres surfaces séparant des milieux
homogènes quelconques , ils deviendront normaux à une autre sur-
face ; et l'on pourra, comme dans la dernière question que nous
venons de traiter ? déterminer Féquation différentielle de la surface
unique à la rencontre de laquelle les rayons incidens devraient se
réfracter ou se réfléchir, pour devenir immédiatement normaux à
la dernière des deux surfaces , e t , parce que l'équation sera diffé-
rentielle , le problème aura une infinité de solutions, même dans

le cas de la réflexion , pour lequel — = — i .

Donc , pour des rayons de lumières normaux à une même sur-
face y F effet de tant de réfractions et de réflexions consécutives qu'on
coudra , à la rencontre de surfaces quelconques , séparant des m i~
lieux homogènes également quelconques , peut toujours être rem-
placé , et même d'une infinité de manières différentes , soit par
une réfraction soit par une réflexion unique. Nous revenons donc
ici , par une route beaucoup plus briève ? à la proposition que
nous nous étions proposés d'établir dans la troisième partie du mé-
moire de la page 129 de notre XIV.c volume.

Le peu qui précède peut donc remplacer 5 à la rigueur ? et le
grand travail de Malus , et l'extension remarquable qu'il a reçue
entre les mains de M. Dupin , et le long article que nous venons
de rappeler 5 et enfin celui que nous avons récemment publié sur
les caustiques planes ; de sorte qu'il ne nous restera plus mainte-
nant qu'à offrir des applications variées de nos formules.

A mesure qu'une science s'étend et s'enrichit de nouveaux faits 5

a dit un grand géomètre, elle en devient aussi plus compliquée ;
et on ne saurait la simplifier qu'en généralisant et réduisant, à la
fois, les méthodes qui peuvent être susceptibles de ces avantages.
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C'est là aussi le Lut que ncus nous sommes efforcés d'atteindre
dans Fessai qu'on vient de lire»

ARITHMÉTIQUE PRATIQUE.

Sur Terreur que Vemploi des parties proportionnelles
peut entraîner dans les calculs par logarithmes ;

Par M. VIKCENT, Professeur de mathématiques et de physi-
que au Collège royal de Reims.

JLiORSQïJE , dans les calculs par logarithmes 7 pour suppléer à Pin-
suffisance des tables , on a recours aux parties proportionnelles 9 les
résultats auxquels on parvient sont affectes de deux sortes d'erreurs;
i.° on suppose d'abord les différences des logarithmes proportion-
nelles à celles des nombres auxquels ils appartiennent ; ce qui x

même pour des nombres très-grands et très-peu differens 7 n'est
qu'à peu près vrai ; 2° en admettant cette proportionnalité , les
logarithmes que l'on emploie pour calculer le résultat qu'on veut
obtenir 9 ne sont point exacts , et peuvent être fautifs 5 en plus oy.
en moins ? d'une quantité qui a pour limite une demi-unité déci-
male du dernier ordre.

Bertrand de Genève a discuté , il y a déjà long-temps 9 l'effet
de la première de ces deux causes d'erreur (*) ; mais il n'a rieix

(*) Tout ce que Bertrand a si longuement développé sur ce sujet, dans*»
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dit de la second qui est pourtant beaucoup plus influente. C'est

en conséquence le seul point que nous traiterons ici où nous sup-

poserons que , dans les limites de l'approximation des tables 5 la

proportionnalité entre les différences des nombres et celles de leurs

logarithmes peut être regardée comme tout-à-fait rigoureuse.

son volumineux ouvrage, nous paraît pouvoir être re'duit au peu qui suit :
Lorqu'on cherche , par les parties proportionnelles 7 le logarithme d'un

nombre en partie entier et en partie fractionnaire, on emploie dans le cal-
cul les logarithmes de deux nombres consécutifs des tables , ne différant
que d'une unité ; d'où il suit que , pour que l'emploi des parties propor-
tionnelles soit légitime , il faut, tout au moins , que les diftérerices des lo-
gatithnies soient constantes en même temps que celles des nombres , pour
une portion des tables dans laquelle les nombres extrêmes ne diffèrent
d'une unité. En prenant donc pour ces nombres extrêmes N— \ et
il faudra que , si Ton n'a pas rigoureusement

Log.N-Log.(N—i)==

ou, ce qui revient au même ,

Log. J L =Log. ^

la différence entre ces deux quantités soit au moins plus petite qu'une
demi-unité décimale du dernier ordre des tables ; c'est-à-dire qu'en dé-
signant par n le nombre des chiffres décimaux admis dans les tables , il
faudra qu'on ait

TV2

Loir, r^-r—Loco g '

Mais en désignant par p le module de nos tables vulgaires , on a rigoureux
sèment

L°g- p ^ i =^\ sàzrt + T (8W.-.O, +> (8^-x^ +•••• \>
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TNfous ferons d'abord observer que les logarithmes rigoureux dif-

férent dev ceux qu'on inscrit dans les tables d'une quantité dont la
limite est la moitié d'une unité décimale du dernier ordre , et
que conséquemment les différences logarithmiques employées peu-
vent être en erreur d'une quantité dont la limite est une unité
toute entière de cet ordre. En second lieu ? lorsqu'on multiplie
cette différence par la fraction qui accompagne l'entier , dans le
nombre dont on veut obtenir le logarithme ? on néglige les chif-
fres du produit qui viennent après le dernier des chiffres décimaux
de Tordre des tables 5 ce qui affecte le résultat d'une nouvelle erreur P

dont la limite est la moitié d'une unité de ce même ordre.

e t , comme les termes qui suivent le premier dans la série sont d'une pe -
titesse incomparable à la sienne , il suffira bien qu'on ait

ou même simplement -— < ,
8ZV2—I r 8tf* a.io» *

rou

En se rappelant donc que ^=0,43429448130 M..^ an t rouvera , pour les
tables

à 5 décimales , 7

à 6 décimales , N > 465 ,

à 7 décimales ,

à 8 décimales ,

et aînsï de suite» ^On peut donc , dans l'usage des tables de Callet, qui com-
mencent à IOOOO , employer les parties proportionnelles dès l'origine.

J. D. G.
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Cela posé, on peut avoir à résoudre ces deux questions : i.* Étant

donné un nombre , déterminer le logarithme qui lui répond ? 2.Q

Etant donné un logarithme 9 déterminer le nombre qui lui répond ?
Occupons-nous tour à tour de leur résolution. Mais , pour plus de
simplicité v et attendu l'usage où Ton est dans les tables de sup-
primer les caractéristiques , considérons les logarithmes des tables
comme des entiers , ce qui revient à prendre poiir unité l'unité
décimale du dernier ordre des tables.

ï# Soit iV+/" un nombre dont on demande le logarithme : N
étant un nombre entier et f une fraction ,. et soient / e t V les lo-
garithmes de N et N+i , tels qu'ils se trouvent dans les tables.
Soient À , A' r respectivement , les quantités dont ces logarithmes
sont fautifs en moins 9 les erreurs pouvant d'ailleurs être indifférem-
ment positives ou négatives; en supposant la méthode des parties
proportionnelles exacte y comme nous le faisons ici, on aurait

mais d'abord on néglige A et A/ ; et en outre on rejette toute la
partie fractionnaire du produit f.(l'—I) ; sauf à augmenter le der-
nier chiffre de sa partie entière d'une unité , s'il y a lieu ; ce qui
peut encore entraîner une erreur dont la limite est une demi-unité.

En représentant par e cette erreur en moins 9 qui peut être d'ail-
leurs positive ou négative, on prendra donc l-\zf(l;—/)—e 9 au lieu
de /~J*À-{-̂ (//-j-A/—/—À) qu'on devrait prendre ; d'où résulte Terreur
finale

En supposant donc que les trois erreurs A, \' 9 e atteignent leur
limite + p car c'est évidemment le cas où l'erreur totale est plus
considérable ; cette erreur totale sera
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Ainsi , Verreur commise par l'emploi des parties proportionnelles f

dans la recherche du logarithme d'un nombre en partie entier et en
partie décimal 5 même dans le cas où cet emploi est légitime 9 peut
s élever , soit en plus soit en moins 5 Jusqu'à une unité décimale
du dernier ordre.

Donc ? une somme de logarithmes et de complémens arithméti-
ques de logarithmes peut être fautive d'une quantité dont la limite
est autant d'unités décimales du dernier ordre qu'il y a de par-
ties dont cette somme se compose.

Donc aussi, s i , dans la vue d'obtenir une puissance d'un nom-
bre , on multiplie son logarithme par l'exposant de la puissance 5

le logarithme produit pourra être fautif d'autant d'unités décima-
les du dernier ordre qu'il y aura d'unités dans l'exposant de la
puissance.

IL Passons à la seconde question. Soit proposé de déterminer
le nombre auquel répond un logarithme donné I+d 9 compris en-
tre deux logarithmes consécutifs / et V des tables 9 répondant aux
nombres, aussi consécutifs, N et iV+i . On répute pour le nom-
bre cherché

mais d'abord, le logarithme donné l-\rd n'étant poussé qu'au même
degré d'approximation des logarithmes des tables , d est passible
d'une erreur positive ou négative en moins qu'on peut représenter
par S et dont la limite est --. En outre, les deux logarithmes des
tables / et V peuvent ? comme ci-dessus , être fautifs en moins des
quantités 5 positives ou négatives À et )S 5 dont la limite est également
une demi-unité ; enfin au lieu de ^on devrait prendre l-\d-r§— (/-f À) ^
c'est-à-dire d-\-(à—À; de sorte que le nombre demandé est réellement
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en prenant donc sa différence avec l'autre , on aura , pour l'er
reur commise

(//—/) { (Z/_Z)+(X'—X) }

ÔU , en représentant par D la différence des tables ;

*-x)—J(x'—x)

or , il est manifeste que cette fraction sera la plus grande possible ,
lorsque S—X aura la plus grande valeur positive et À'—X la plus
grande valeur négative possible , c'est-à-dire ? lorsque la première
de ces deux quantités sera égale à + 1 et la seconde égale à -«-1 ;
de sorte que la limite de Terreur commise est

Présentement, si ; au lieu de corriger le nombre N par addi-
tion , nous eussions voulu corriger le nombre N+1 par soustrac-
tion , nous aurions eu alors pour limite de Terreur, en faisant
exactement les mêmes raisonnemens'et les mêmes calculs,

Cela posé, d est toujours compris entre o et D 9 et la première
fraction croît en même temps que l u i ; mais quand on a d^>~Dy

ou peut prendre la seconde , qui est alors moindre , de sorte que
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le maximum d'erreurs répond à d= *-D ; ce maximum est donc

quantité qui croît de plus en pîus , à mesure que D diminue ou:
qu'on avance davantage dans les tables.

Par exemple , dans les tables de Laîande , où la plus petite dif-
férence est 4 ? le maximum de Terreur est ~=:o,5 d'où il suit qu'en
employant ces tables à la recherche d'un nombre voisin de dix
mille, à l'aide de son logarithme, on ne pourra pas compter sur
le chiffre des dixièmes. Si ce sont les tables de Callet dont on fait
usage ; comme leur plus petite différence est ^ , le maximum de

3
l'erreur sera =o?o35 7 de sorte qu'en employant ces tables

à la recherche d'un nombre voisin de cent mille à l'aide de son
logarithme 9 on ne devra pas compter sur le chiffre des centièmes*,

Si Ton veut . déterminer quelle doit être la valeur de D pour

que le nombre cherché ne soit pas fautif de la fraction — , il fau-

dra satisfaire à Tin égalité

3 h l l d'où D>3n+r.
2JI.

Ainsi 9 malgré ce que nous venons de dire, on peut 9 en employant
les tables de Lalande , compter sur le chiffre des dixièmes, lors-
que les différences tabulaires ne sont pas moindres que 3i , c'est-
à-dire , lorsque le nombre cherché est compris entre iooo et J^OO*

environ ; et, en employant les tables de Callet ? on peut compter*
sur les centièmes 9 lorsque les différences ne sont pas moindres que>
Soi , c'est-à-dire 5 lorsque le nombre cherché est compris entre ioooa
et i44oo environ.

Dans une autre note nous noua occuperons des tables des fonc-
tions circulaires,

Tom. XFL
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QUESTIONS RÉSOLUES.

Solution du premier des deucc problèmes de géométrie 7

énoncés à la page 244 du précédent çolume ;

Par M. C. C. GERONO.

JL ROBLÈME. A un cercle donné inscrire ou circonscrire un trian-
gle ? dont les trois côtés forment une proportion continue, par dif-
férence ou par quotient 9 dont la raison soit donnée ?

Cet énoncé renferme évidemment quatre problèmes que nous
allons traiter successivement.

I. Triangle inscrit.

Soit R le rayon d'un cercle auquel on propose d'inscrire un
triangle dont les trois côtés forment une proportion continue. Soient
x ? y, z les trois côtés du triangle f en désignant par T Taire de
ce triangle, on aura

mais d'un autre côté on sait que

R- *J1 , d'où 16

donc en substituant
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—*) = <TV- (1)

Cela posé , i.° si les trois côtés doivent former une proportion
continue par différences , en désignant par d la raison donnée de
cette progression, on aura

x—y—d z =z

ce qui donnera, en substituant et réduisant ,

€U bien

d'où Ton voit que , si le problème est possible, il admettra deux
solutions. On tire de là

de sorte que le problème ne sera possible qu'autant que la raison
d n'excédera pas la moitié du rayon du cercle donné.

Le côté y étant déterminé par cette formule facile à construire,
oi> en conclura &=y—d et z=y+d; et la solution du problème
s'achèvera sans difficulté.

2.0 Si les trois côtés doivent former une proportion continue par
quotiens , en désignant par ç la raison donnée de cette progres-
sion 5 on aura

ce qui donnera ? en substituant dans L'équation (r) et réduisant



QUESTIONS

OU
H

d'où l'on voit que le problème est toujours possible ; et n'admet
qu'une solution unique.

De la valeur de j , on conclura celles de ^r= — et àez=çy^

et la solution du problème s'achèvera sans difficulté.

II. Triangle circonscrit.

Soit r le rayon d'un cercle , auquel on propose de circonscrire
un triangle dont les trois côte's forment une proportion continue. Soient
x , y 5 z les trois côtés du triangle ; en désignant par T, comme
ci-dessus, l'aire de ce triangle , on aura

—z) ;

mais ? d'un autre côté on sait que

2T=r(x:+f+z) d'où * 4T*=r2(a;+y+zy ;

donc ? en substituant

Cela posé, i.° si les trois côtés doivent former une proportion
continue par différences, en désignant par d la raison donaée de
cette progression, on aura

ûr—y—d 9 z

ce qui donnera, en substituant et réduisant
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:=( y-{-2.d, {y

et par suite

quantité facile à construire , si Ton remarque que 3ra est le quarré
delà corde du tiers de la circonférence. On voit que le problème,
toujours possible , n'admet qu'une solution unique.

De la valeur de y on conclura celles de x—y—d et de z ~y+d;
et la solution du problème s'achèvera sans difficulté.

2.0 Si les trois côtés doivent former une proportion continue par
quotiens ; en désignant par ç la raison de cette progression 5 on aura

x= ~ , z=9f 9

ce qui donnera, en substituant dans (2) et réduisant >

et conséquernment

m s
—2çr y <i-H-?

On voit que le problème , toujours possible, n'admet qu'une solu-
tion unique.

De la valeur de y , on conclura celles de x=~ et de zzzqy

et la solution du problême s'achèvera sans difficulté.
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Démonstration du théorème de Statique énoncé à la
page 272 du présent volume ;

Par M, LENTHÉRIC , docteur es sciences , professseur au
collège royal de Montpellier,

M, SARRUS , docteur es sciences, professeur au col-
lège de Pézenas ,

M. A. E. MOREL, capitaine au corps royal d'artillerie,
Et M. QUERRET , professeur de mathématiques trans-

cendantes à la faculté des sciences de Montpellier.

X HÈORÈME. Si des forces, au nombre de n , agissant sur un
même point O de respace , sont représentées , en intensité et en
direction 9 par des droites OP f , OPa , OP? > • OPn , issues de
ce point ? le centre M des moyennes distances des points P t , P t ,
P3 5 ....Pn sera un des points de la résultante de ces forces ; et, si
cette résultante est représentée en intensité et en direction par
OR , on aura O R = n x O M .

Démonstration. Trcis des démonstrations que nous avons reçues
se ressemblent pour le fond. Dans toutes on a rapporté le système
à trois axes rectangulaires passant par le point O ; seulement M.
Sarrus a fait passer Taxe des z par le point M ; et , comme il en
résulte quelques simplifications > nous adopterons un pareil choix
d'axes de coordonnées.

Soient alors ( xx , yg , zx ) , ( xz , j 2 f zx ) , ( xn , yn, zn )
les point? que nous avons désignés par P t , Pm , ..... Pn j on aura
d'après la situation de Taxe des z
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Soient ensuite X, T*, Z les coordonnées du point R : si Ton dé-

compose la résultante OR suivant les trois axes ; X , Y t 7A en se-
ront les composantes, et Ton devra avoir

un aura donc aussi

X = o , Y = o ; Z =

la résultante OR est donc dans Taxe des z , et passe ainsi par le
point M; et l'on a de plus OR:=z = /2.OM (*).

M. Lenthéric observe, comme l'avait déjà fait M. Gerono à qui
Ton doit le théorème que , quelle que soit la position du point
O , dans l'espace ? la résultante OR passera toujours par le même
point M.

Il remarque encore que , si Ton a un tétraèdre OABC , et qu'on
joigne par une droite OM le point O avec le centre M des moyen-
nes distances des trois points A , B , G , la longueur OM sera di^
rigée suivant la diagonale OR du parallélipipède construit sur OA,
OB , OC, et sera le tiers de la sienne.

M. Querret a suivi un autre tour de démonstration. Il remarque
4'abord que , dans le cas de deux forces, la vérité du théorème est
manifeste , puisqu'il n'est alors que le principe du parallélogramme,
énoncé sous une autre forme. Il démontre ensuite que, si ce théo-
rème est vrai pour n force , il sera vrai encore en introduisant
une nouvelle force dans le système , ce qui est également sans dif-
ficulté , et il en conclut que ce théorème est vrai quel que soit le
nombre des forces.

{*) Voyez aussi la pagç 3i4 du précédent yolmue.
J. D. G,
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QUESTIONS PPcOFOSÉES.
Problème d'Optique*

JUoRSQUE les rayons solaires pénètrent obliquement dans une
tasse de porcelaine Manche ? il se forme , au fond de la tasse, une
caustique bien prononcée. On propose de trouver l'équation de
cette courbe.

Problèmes de Géométrie..

!•. Etant données les deux extrémités d'une droite que quelque
obstacle situé entre elles eœpêehe de tracer 7 ainsi que les deux
extrémités d'une autre droite que quelque obstacle situé entre elles
empêche également de tracer ; construire une droite qui contienne
le point de concours de ces deux là, en n'employant, s'il est pos-
sible, que la règle seulement ?

II. Etant données deux droites que quelque obstacle empêche de
prolonger jusqu'à leur point de concours ? ainsi que deux autres
droites que quelque obstacle empêche également de prolonger jus-
qu'à leur point de concours ; construire un des points de la droite
qui joindrait le point de concours des deux premières au point de
concours des deux dernières 9 en n'employant y s'il est possible , que
la. règle seulement ?

Théorème de Combinaisons.

Si un polyèdre régulier a m faces de n côtés chacune , on pourra
appliquer m couleurs différentes sur ses faces d'un nombre de
»ïère exprimé par

1.2.3.4 (rn—2)(m—l)
*- •.

271
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GÉOiMÉTRlE DES SURFACES COURBES.

Théorèmes sur Vhyperholdide à une nappe et sur la
surface conique du second ordre ;

Par M. L. F . MÀGNUS.

S- I-

une hyperboloïde à une nappe rapportée à ses axes et don
née par l'équation

On sait que cette surface peut, tout aussi bien que le cône , être
engendré par le mouvement d'une droite. Prenant donc pour les
équations d'une génératrice quelconque

x=mz+g , y=znz'+-h ; (K)

nous exprimerons que cette génératrice est sur Thyperboloïde en
exprimant que l'équation en z résultant de la substitution des va-
leurs (K) de x et y dans ( i ) , laissent cette coordonnée indéter-
minée. Or , cette équation est

\+gy\+yz^—cthV« o

ou bien

de sorte qu'on doit avoir, à la fois y

Tom. XFI, n.° II, i.er août i§z5. S
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Si rhypcrboloïde n'est pas de révolution , ses deux demi-axes
transverses a et ^ sont inégaux. Soit a le plus grand des deux ;
et considérons , dans le plan des xz , les deux droites données
par l/équation y=o combinée avec la double équation

x\/P~\-czIÇ.zs/V-£a=o ; (

droites que nous nommerons lignes focales ? à raison des proprié-
tés que nous allons démontrer leur appartenir , et qui se confon-
draient toutes deux avec Taxe des z , si lhyperboloïde était de
révolution. Si nous désignons par p et pf les angles que fait la
génératrice (K) avec les deux droites (FjF7) } et par q^' les sup-
plémens de ces angles , nous aurons

Vb
- V / c i :+n

2+mV az—b*

a2—b2

En chassant n* de ces formules , au moyen de la première des
équations (2) elles deviendront

*+c*+m\/a*—b

C 2 — m y/ az—fr

De là on conclura
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j? ^ ^ S i n a — — / ....

•et par suite

quantité constante , puisque ??2 n'y entre plus. En outre , la tan-
gente de l'angle des asymptotes de la section de l'hyperboloïde

2.ca . c2—a2

qui contient les lignes focales étant -H , son cosinus sera -h —:—. ;
*• « — c2—a2 — c2-\-a*

de sorte qu'on a ce théorème :
La somme ou la différence des deux angles que fait la droite

génératrice de Vhyperholoïde à une nappe dans toutes ses positions ̂
avec les deux lignes focales de cette surface est constante, et égale
à Vangle des asymptotes de la section faite dans Vhyperboloïde
par le plan qui contient ces lignes focales.

Si ? au lieu de considérer l'hyperboloïde, nous eussions consi-
déré la surface conique du second ordre donnée par l'équation.

dont les lignes focafes auraient toujours été déterminées par la dou-
ble équation

a*—£a =

le calcul aurait été exactement le même ; de sorte qu'on a aussi
le théorème suivant ;
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La somme ou la différence des angles que fait la droite géné-

ratrice de la surface conique du second ordre , dans chacune de
ses situations , avec les deux lignes focales de cette surface est
constante et égale à Fangle des deux droites qui résultent de la
section de cette surface par le plan des lignes foc aie s *

Si Ton conçoit une sphère , de rayon quelconque , ayant son
centre au sommet ou centre de la surface conique , les deux nap-
pes de cette surface détermineront sur la sphère deux courbes fer-
mées, égales et opposées , et les deux lignes focales perceront cette
sphère en quatre points , situés sur la circonférence du grand cercle
qui coupera les deux courbes en deux parties égales. Ces points
diviseront cette circonférence en quatre arcs dont les opposés se-
ront égaux, et les milieux de ces arcs seront symétriquement situés par
rapport aux deux courbes, dont ils pourront être considérés comme les
centres sphériques. En ne considérant que Tune des courbes et les
points de son intérieur par où passent les lignes focales de la sur-
face conique, on pourra appeler cette courbe une ellipse sphèri-
que , dont ces deux mêmes points seront les foyers. On pourra,
au contraire, ne considérer que les parties des deux courbes les
plus voisines Tune de l'autre , et appeler l'ensemble de ces deux
parties une hyperbole sphèrique , laquelle aura pour foyers les foyers
des deux courbes les plus voisins de leurs sommets. En appelant
en outre, rayons vecteurs les arcs de grands cercles qui joignent
les différens points de Tune ou l'autre courbe à l'un des quatre
foyers, on aura les deux théorèmes suivans :

La somme des deux rayons vecteurs des différens points dfune
ellipse sphèrique est constante et égale à la longueur du diamètre
de cette courbe qui contient ses deux foyers.

La différence des deux rayons vecteurs des différens points d'une
hyperbole sphèrique est constante et égale à la longueur du dia-
mètre de cette courbe qui contient ses deux foyers.

Si , le centre de l'ellipse ou de l'hyperbole sphèrique restant
fixe, on conçoit que le centre de la sphère s'en éloigne continuel-
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lement, en suivant constamment la direction du rayon qui passe
par ce point, la surface de cette sphère tendra sans cesse à de-
venir plane, et le deviendra en effet 5 lorsque son rayon sera de-
venu infini ; mais alors les rayons vecteurs des deux courbes de-
viendront des lignes droites , de sorte qu'on parviendra ainsi aux
propriétés de Fellipse et de l'hyperbole ordinaires , lesquelles ne
sont ainsi, comme on le voit , qu'un cas particulier des proprié-
tés de l'ellipse et de l'hyperbole sphériques.

s. ".
Soit (or7, y',z') un des points de la surface conique donnée par

l'équation

le plan tangent (T) à cette surface en ce point aura pour équation

a*b*z'z=zo ; (T)

il touchera dailleurs la surface conique suivant une génératrice (G)«
Conduisons présentement 5 par cette génératrice et par les deux

lignes focales (F, F ' ) , deux plans (VjV7) que nous appellerons
plans vecteurs ; l'équation commune à ces deux plans sera

en désignant par 0 , Q/ les angles dièdres que forment ces deux
plans avec le plan tangent, on trouvera

y \ \ / t r f t f a*—b-]
Cos.9 =H

y/ \b
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Or 5 le point (x^y', z') étant sur la surface conique, on doit avoir

Substituant, dans les dénominateurs de Cosô et Cos.O', la valeur
dej"/2 tirée de cette dernière équation, on trouvera, en réduisant ,

les cosinus de ces deux angles ne différant ainsi que par le signe,
il en faut conclure qu'ils sont supplément l'un de l'autre, de sorte
qu'on a ce théorème :

Le plan tangent à une surface conique du second ordre divise
en deux parties égales deux des quatre angles dièdres formés par
les deux plans vecteurs de la ligne de contact ; d'où il suit que
les deux angles dièdres restants sont partagés en deux parties éga-
les par le plan normal conduit suivant la même droite.

Donc aussi : L'arc de grand cercle normal en l'un des points
dune ellipse sphérique et l'arc de grand cercle tangent en Vun des
points d'une hyperbole sphérique partage en deux parties égales
ïangle formé par les deux rayons vecteurs de ce point.

Après être parvenus aux théorèmes que nous venons de démon-
trer, nous avons cherché si déjà ils n'auraient pas été publiés par
d'autres ; et nous avons rencontré ( Nova acia Petropolitana
tom. III ) un mémoire de Fuss où il est question de la courbe
qui est le lieu des sommets des triangles sphériques ayant base
commune et la somme de leurs deux autres côtés constante. Il
suit immédiatement de nos théorèmes que celte courbe n'est autre
chose que l'intersection de la sphère avec une surface conique du
second ordre ayant même centre qu'elle ; et que cette courbe est
ausii le lieu des sommets des triangles sphériques , ayant l>ase com-
mune , dans lesquels la différence des deux autres côtés est cons-
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tante , ce que Fuss n?a point remarque. Il est en outre aisé de
voir que cette courbe est une des lignes de courbure de la sur-
face conique, l'autre étant la droite génératrice (*).

Berlin ? le ig mai 182.0.

TRIGONOMETRIE.
sur les sommes de puissances-semblables des

sinus et cosinus des divisions de la circonférence ;

Par M. LENTHERIG , docteur es sciences , professeur de
mathématiques et de physique au collège royal de
Montpellier.

V/N sait que , k étant un nombre entier positif quelconque , on a

COS.

d'où il suit que les m racines de l'équation xm—1=0 sont

(*) Suivant la remarque qui a été faîte ( lora. XV , pag« 3oa ) , au problème
dont il vient d'être question, répond nécessairement à cet autre problème; Quelle
est Venveloppe des hases de tous les triangles sphèriejues qui ont Vangle au som-
met commun , et dans lesquels la somme ou la -différence des deux autres angles
est constante. Sa résolution se réduit à ce qui suit : cherchez le lieu des som-
mets des triangles sphériques ayant base commune se terminant aux pôles des deux
cètés de l'angle au sommet dont il s'agit, et dans lesquels la somme des deux
autres côte's soit e'gale à une circonfe'rence moins la somme constante des deux
angles dont il s'agit, ou bien dans lesquels la différence des deux autres côte's
soit égale à la différence de ces deux mêmes angles ; et ce lieu sera l'enve-
loppe demandée.

J. D. G,
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Cos.— -j-y/—ibin. — ,
772- 772

Cos.— -f-i/—.xSin. — ?
72^

Cos. r v — i^in- — *
( i )

^ 2773 W 2772»
LOS. f-i/ —iOin.— ,

771 m /

donc , en vertu an même théorème > les n.me puissances de ces
racines seront respectivement

27Z«r _ . a « W
CoS. » -4-t/_-x Sm. ,

I» ^ 771 '

4««* , y—- c .
Cos. h v —Î S

771

6T2«- 6/2 îr

Cos. t-i/—i Sm.
77î r m

Cos. hi/—* Sin.
277272»

Mais, d'un autre côté > le théorème de Newton sur les sommes
de puissances semblables des racines d'une équation quelconque,
prouve que la somme des n.m* puissances des racines de l'équa-
tion xm—i=o est égale à my ou nulle , suivant que n est ou n'est
pas multiple de m ; donc , en supposant n<m , la somme des fonc-
tions (2) doit être nulle, et conséquemment la partie réelle et la
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partie imaginaire de cette somme doivent séparément s'anéaniir. On
a donc, pour n^

COS.
TTI

c* n

ou i ,—.
m

m

n

—
m

m

n

—
m

—
m

n

—
m

c'est-à-dire ,
La somme soit des sinus soit des cosinus de tous les multiples

d'une fraction quelconque de la circonférence , à partir du sinus
ou du cosinus de cet arc lui-même , jusqu'à autant de fois cet
arc qu'il y a d'unités dans le dénominateur de là fraction dont
il s'agit 9 est constamment égale à zéro.

Si , en particulier 7 on avait n=m , la somme des sinus serait
encore nulle ; mais la somme des cosinus serait alors égale à m.
C'est d'ailleurs une chose manifeste , puisque chaque sinus serait
nul 7 et chaque cosinus égal à l'unité.

(3)

Cos.

On sait que , p étant un nombre entier positif quelconque on a

iL Gos.0

pourvu que Ton s'arrête dès qu'on ne rencontrera plus d'arcs posi-
tifs , et que , quand p sera un nombre pair 9 on ne prenne que
la moitié du terme qui contiendra Tare nul. De cette formule on
conclura, sous les mêmes conditions ,

= -^— (Cos. \-—Cos. 1--^—Cos.

.^ — = -r—-( Cos. H Cos. Cos. }-...„. >,

Tom; XVI 6
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Cos.F — := < Cos. ~j Los. H Los.
772 2P— 1 l m l m I 2

P

< C o s . j L o s . H L o s .
772 2.P— 1 l m l m I 2 771

smsr I ( 2772/?sr p 2772(^-^)33- p p—I a772(/?-4)*r ) ^

COS.P =--—(Cos.—L—h—Cos. .4-—.., Los. r—-l *
m zp- * ( m 1 rn 1 1 m )

En prenant la somme de ces équations ? on aura d'abord ? par la
première des équations (3) ,

Cos.-î—. + Cos. + Cos. -i— + ..̂  +Cos. —— =o
m 77z l m ' ' m

Cos. f » T ± L + Cos, i iZZ^l + Cos. <*P-^ + 4-ÇQS,
771 772 ' m

(_,0S. h LOS. H COS. + ,.. + C O S . • = 0
ra m m m

Quant à la somme des derniers termes des seconds membres , il
faut distinguer deux cas, i.° si p est impair 9 elle sera nulle 9 comme
les autres , et l'on aura conséqnemment, en changeant / > e i u « + i ,

Cos.,—Y +(Cos.i^Y"''"I-f/cos.—V + +(Cos. — V"+1=o; (4)

c'est-à-dire ,

5 / , ayant divise une circonférence en un nombre quelconque de
parties égales ? on abaisse de tous les points de division des per-
pendiculaires sur un diamètre mené par l'un d'eux ; la somme des
puissances impaires d'un même degré quelconque des distances du
centre aux pieds de ces perpendiculaires, prises avec leurs signes,
sera égale à zéro*
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2.* Si , au contraire ? p est un nombre pair , les derniers co-

sinus seront égaux à l'unité et auront pour coefficient commun

i a 3

ou, en changeant p en zn

in zn—i in —2.

1 2 3 n

il faudra donc prendre m fois la moitié de l'un de ces coefficiens

et multiplier le -résultat par ou —in_ - ; ce qui reviendra et

multiplier de suite ce coefficient par - ^ - ; on aura donc

2C0S. — j 4-[2Cos.—) -f- 2C0S.— +.. . .4-Î 2C0S. ) =m.> — ; (5)

c'est-à-dire ,

Si 9 ayant divisé une circonférence en un nomhre quelconque de
parties égales , on abaisse de tous les points de division des per-
pendiculaires sur un diamètre mené par l'un deux ; la somme des
puissances paires d'un même degré quelconque des doubles des distan-
ces du centre aux pieds de ces perpendiculaires sera égale à la même
puissance du rayon , prise autant de fois que la circonférence aura
de points de division et multipliée ensuite par autant d'unités qu'on
peut faire de produits diffèrens de moitié moins de facteurs quil
y a d'unités dans Vexposant de la puissance, avec autant de fac-
teurs que cet exposant a d'unités*

On sait aussi <jue, quel que soit x f on a
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(Sin.^J =- j -—\cos.4nx — ilcos.(4«—2)x4-— .^—^ Cos.(4/2—4)*—

4«--i)^+^±-f--^- Sin.(4«—3>—

pourvu qu'encore ici on arrête le développement dès qu'on aura
plus d'arcs positifs , et que , dans les première et troisième for-
mules , on ne prenne que la moitié du terme qui contient le co-
sinus de Tare nul.

Si 5 dans chacune de ces formules, on substitue successivement
pour x 3 comme ci-dessus , les arcs

m m m m

et qu'en ayant égard aux formules (3) on prenne la somme des
équations résultantes , on s'assurera que

f Sin. — Y^-t- (Sin. $— Y"+I+ (Sin. — ) "*'+.......+ (sin. ̂ 1 Y*+I=o. (6)

et que

in, -— J -H ^Sm. — ) -ff sSin. —
271 272—1 724-1

1 z n

ce qui revient à dire que les deux théorèmes démontrés ci-dessus
subsistent encore, en substituant aux distances du centre aux pieds
des perpendiculaires les longueurs même de ces perpendiculaires.
La chose était manifeste pour le cas où m est multiple de quatre,
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puisque les perpendiculaires ne sont que les distances du centre
aux pieds des perpendiculaires abaissées des points de division sur
un diamètre perpendiculaire au premier , lequel passe aussi alors
par un point de division ; mais elle avait besoin d'être directe-
tetnent établie pour les autres valeurs de m.

GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Suite de Veocamen de quelques tentatives de théories
des parallèles (*) ;

Par M. STEIN, professeur de mathématiques au gymnase
de Trêves, ancien élève de l'école polytechnique.

Au Rédacteur des Annales ;

M O N S I E U R >

i/ANS les notes dont vous avez bien voulu enrichir mes remar-
ques sur quelques théories des parallèles, vous observez que je
ne m'explique pas sur les théories dans lesquelles on considère
l'angle , avec Bertrand de Genève , comme une portion de surface
indéfinie. Je vais tâcher ici de réparer cette omission.

Les théories dont il s'agit peuvent se diviser en deux classes :
dans les unes, on compare la surface angulaire à celle d'une bande

(*) Ceci fait suite à l'article de la page 77 du précédent volume.
J. D. G.
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terminée par des perpendiculaires à une même droite, tandis que,
dans les autres , on compare entre elles deux surfaces angulaires.

Voici , en peu de mots, de quelle manière on cherche à prou-
ver que la surface indéfinie d'un angle , quelque petit qu'il soit,
est toujours plus grande que celle dune bande quelconque*

B C

M
A D

Soit BAC un angle arbitraire , regardé comme indéfini, et soient
AB et DE des perpendiculaires indéfinies sur AM. En faisant tour-
ner la surface angulaire BAC , alternativement et dans le même sens,
autour de ses deux côtés, à commencer par AC, on pourra la ré-
péter tant de fois qu'on voudra ; et il ne faudra le faire qu'un
nombre fini n de fois pour couvrir ou même pour excéder la sur
face angulaire indéfinie BAM. Mais s i , au contraire , on fait tourner
la bande BADE , alternativement et dans le même sens autour de
ses deux côtés AB et DE^ en commençant par ce dernier 5 quel-
que nombre fini de fois qu'on répète cette opération, on ne par-
viendra jamais à couvrir cette même surface angulaire BAM; donc,
conclut-on , /z.BAC > n.BADE ; donc aussi BAC > BADE ; ce qu'il
fallait prouver.

Examinons présentement si ce raisonnement peut être admis.
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B G P Q

A M N

Considérons un secteur circulaire BAC , de raĵ on variable, et
un rectangle PMNQ, de base constante MN et de hauteur variable,

f A \ 2

La surface du secteur sera ta f -—- J. AB , et celle du rectangle
MN.iMP.

Supposons maintenant que Ton fasse croître le rayon AB sui-
vant une progression dont la raison soit 2 ? et la hauteur MP du
rectangle suivant une autre progression dont la raison soit 4 ; alors

( A \ — 2

—- J. AB. 2a" , et l'ex-
pression du n.me rectangle sera MN.MP.22". En divisant la dernière
surface par la première, on trouvera, pour leur rapport, la quan-

/ 36o \ .MN.MP . A . _ _
tite constante ( 1. — = j - ; et rien n empêchera de prendre A

\ A / 23".Âli

ou MN de manière que le rapport devienne égal à Funité et même
plus grand. Or ^ si l'on suppose n infini, le n.me secteur devien-
dra une surface angulaire indéfinie, et le n.me rectangle deviendra
une bande indéfinie ; d?où je conclus qu'une hande indéfinie peut,
dans certain cas , être égale à une surface angulaire indéfinie ;

ou même être plus grande (*).

(*) Tout le monde tombe d'accord , et M. Stein lui-même , sans doute, que
si deux mobiles 9 partant ensemble d'un même point , parcourent une même
droite, dans le même sens, l'un d'un mouvement uniforme et l'autre d'un mou-
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Ce résultat, qui ne saurait être nie , est en contradiction ma-

nifeste avec les conséquences de la démonstration que nous avons
rapportée: cette démonstration est donc nécessairement vicieuse, puis-
qu'elle tend à établir, en gênerai, une propriété des surfaces an-
gulaires et des bandes indéfinies qui n'a pas lieu sans restriction.
On voit, en effet 5 que l'exactitude du théorème dont il s'agit dé-
pend essentiellement du rapport quont entre elles les dimensions
variables des deux surfaces que Ton compare, rapport dont on ne
saurait faire abstraction, bien qu'on suppose les surfaces infinies.
Il faudra donc , avant d'employer la démonstration de Bertrand,
se bien fixer sur le rapport que devront avoir, et constamment con-
server les côtés de la surface angulaire et les hauteurs de la bande.
Mais alors la démonstration est encore à créer; et comme, en sup-
posant même les surfaces infinies, il faudra raisonner sur des figu-
res d'une forme déterminée , on ne parviendra probablement pas
au but sans être contraint d'emprunter , du moins implicitement,
quelque chose de cette théorie des parallèles qu'on avait, au con-
traire , en vue d'établir (*)•

veinent uniformément accéléré ; quelque grande que soit la vitesse constante du
premier, et quelque petite que soît la force accélératrice qui sollicite le second ;
au bout d'un intervalle de temps fini et assignable , celui-ci parviendra inévita-
blement à devancer l'autre : de sorte que Vespace indèjini parcouru par Feffet

d'un mouvement uniformément accéléré est plus grand que Vespace indéfini par-
couru par Veffet d'un mouvement uni/orme. Cependant , un raisonnement tout
pareil à celui de M. Stein tendrait à infirmer cette proposition. Or , ce raison-
nement peut-il être , à la fois , fautif ici et exact ailleurs ? Nous en appelions ,
sur cette question , à M. Stein lui-même.

J. D. G.
(*) En adoptant les idées de Bertrand , dont nous sommes loin d'ailleurs de

nous dissimuler les inconvéniens , et que Bertrand lui-même n'a peut-être ad-
mises qu'en désespoir de cause ; on pourrait éluder la comparaison des bandes
aux espaces angulaires , en procédant comme il suit : On ferait d'abord remarquer
que l'angle droit vaut le quart d'un plan, et que l'angle aigu est moindre , et
l'angle obtus plus grand que l'angle droit. On remarquerait ensuite que, si une
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Discutons présentement les démonstrations où Ton compare entre

elles deux surfaces angulaires.
Ces démonstrations reposent toutes sur cette proposition fonda-

mentale que deux angles sojit entre eux comme les espaces angu-
laires indéfinis compris entre leurs côtes. Or, il est d'abord facile
de voir que cela ne saurait être généralement et rigoureusement
vrai qu'autant qu'on supposera , tacitement du moins , que ces es-
paces angulaires sont des secteurs circulaires de rayons égaux, quoi-
qu'infinis. Mais alors toutes les démonstrations que Ton a appuyées
jusqu'ici sur Ja proposition fondamentale que nous venons de rap-
peler , ne sauraient être admises sans subir des modifications qui
sont encore à trouver , et qui ne permettront probablement
plus de les rendre indépendantes de la théorie des parallèles. Si?

par exemple , au lieu de faire voir que la somme des trois angles
d'un triangle vaut deux angles droits , ainsi qu'on l'a fait dans un
des premiers volumes des Annales (*) , on voulait procéder suivant

perpendiculaire et une oblique à une même droite pouvaient ne pas se rencon-
trer, il arriverait cette double absurdité qu'un angle obtus serait entièrement con-
tenu dans un angle droit et un angle droit dans un angle aigu.

Nous sentons bien qu'on nous objectera , sur-le-champ , qu'un angle droit peut
excéder un autre angle droit d'une quantité même infinie ; mais , comme d'ail-
leurs deux angles droits peuvent se convenir parfaitement, nous en tirerons celle
conséquence , que nous ne serons plus dès lors tenus de prouver , savoir > que
cette quantité > bien qu'infinie doit être réputée nulle , par rapport à l'angle droit,

J. D. G.
(•) La démonstration que rappelle ici M. Stein peut être beaucoup simplifiée,

en le? présentant ainsi qu'il suit :

Tom. XFL
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la remarque qui vient d'être faite ? relativement à la figure des
surfaces angulaires indéfinies; voici, à peu près, ce qu'on pourrait
dire de plus plausible : par un point pris arbitrairement dans Fia-
térieur du triangle , décrivons ua cercle d'un rayon infiniment
grand , par rapport aux dimensions de ce triangle. On pourra alors
réputer indistinctement comme centre de ce cercle chacun des
sommets du triangle; donc ses angles pourront être considérés comme
des angles au centre, ou comme des secteurs composant ensemble
le demi-cércle ; donc , leur somme sera égale à deux angles droits.

Mais ce raisonnement peut-il être regardé comme rigoureux ? Ou
sait fort bien qu'une longueur finie disparaît devant une longueur
infinie , lorsqu'on ne considère que les rapports des lignes ; mais
ce n'est point de ces rapports, mais des propriétés des angles qu'il
s'agit ici. Le raisonnement que nous venons d'employer suppose

Soient prolongés dans le même sens les trois côtés d'un triangle T , et soient
A , B , C ses angles extérieurs ; en représentant par D l'angle droit , on aura
évidemment

d'où

D ' D "1~" D 4 D '

T
or , la fraction —- , dont le numérateur est fini et le dénominateur infini , doit
être réputée nulle , vis-à-vis âe& autres termes de l'équation ; de sorte qu'oa
doit avoir simplement

T + ÏT + F =4 ou

c'est-à-dire que la somme des angles extérieurs de tout triangle vaut quatre angles
droits ; d'où il est facile de conclure qut la somme de ses angles intérieurs
en vaut deux*

J. D. G.
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donc implicitement que les angles d'une figure ne dépendent que
des rapports des lignes qui la terminent, et non de leur grandeur
absolue ; proposition vraie , mais seulement comme conséquence du
principe de similitude, dont la démonstration suppose la théorie des
parallèles antérieurement établie (*).

(*) C'est sans doute une chose très-fâcheuse qu'après pîus de deux mille an«
d'efforts et de tentatives, on n'ait pu encore parvenir à de'montrer les proposi-
tions Fondamentales de la théorie des parallèles d'une manière satisfaisante pour
fout le monde ; car on a vu ailleurs ( tom. X , pag. 161 ) que les démonstra-
tions fondées sur remploi de l'algorithme fonctionnel, sur le me'rite desquelles M.
Stein ne s'explique pas, sont elles-mêmes sujettes à des objections assez graves.
. Lorsqu'une droite indéfinie tourne sur un point d'une autre droite indéfinie ,
sans quitter le plan qui les contient , elle peut prendre , par rapport à celle-ci ,
deux situations principales très-remarquables ; savoir : celle où. elle se confond avec
elle , et celle où elle fait avec elle , de part et d'autre , deux angles égaux. Il
est de soi-même manifeste que la première de ces deux situations est unique ;
et il est à peu près aussi clair que l'autre l'est également , qu'il est clair qu'une-
mêrae longueur ne saurait avoir deux milieux.

Que si la droite mobile tourne sur un point situé hors de la direction de la
dtoite fixe , elle ne pourra plus se confondre avec elle ; mais elle pourra en-
core , comme dans le premier cas , faire avec elle des angles égaux , ou bien
elle pourra ne point la rencontrer , quelque loin et dans quelque sens qu'on
la prolonge ,* et on démontre très-nettement que chacune de ces deux situations
est possible. Mais , tandis qu'on démontre en outre , très-nettement et 1res-
brièvement , de la première qu'elle est unique , on ne peut parvenir k le dé-
montrer de la seconde ; c'est-à-dire , que , tandis qu'on démontre très-bien que,
dans u n même plan , on ne peut mener quune seule droite par un point donné
qui jasse des angles égaux avec une autre droite donnée \ on ne peut démon-
trer que , par un point donné hors d'une droite, on ne peut mener, dans
le plan qui contient Pun et Vautre ? plus d^une droite qui ne la rencontre pas \
et c'est en cela que consiste toute la difficulté de la théorie des parallèles.

Aussi long-temps donc qu'on ne sera pas parvenu à tirer celte dernière proi
position de la définition des parallèles, par une déduction logique rigoureuse,
il faudra se résigner à admettre sans démonstration soit cette proposition soit,
à l'exemple d'Euclide , quelque autre proposition de laquelle celle-là puisse elfe
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II ne me paraît donc pas possible de fonder solidement cette

théorie sur les principes de Bertrand de Genève ; et j'observe-
rai 9 en général, sur les démonstrations qui emploient la considé-

déJuite. Or , comme , parmi ces dernières , nous n'en voyons aucune , sans en ex-
cepter celle d'Euclide , qui le cède en évidence avec la proposition dont il s'agit,
nous inclinerions fort à lui donner la préférence sur toutes les autres. Dans tous
les cas, il faudrait, en déplaçant la difficulté, éviter surtout de la rendre plus
grave.

C'est en particulier , ce qui arriverait si , comme quelques géomètres l'ont
proposé, dans ces derniers temps, à l'exemple de Carnot, on admettait, sans
démonstration , le principe de similitude. On pourrait , en effet , opposer aux
partisans de cette doctrine le dilemme que voici : où vous n'avez d'autre but
que de faire disparaître ou du moins de déguiser la difficulté que présente la
théorie des parallèles, et alors il faut que vous admettiez que cette proposition:
Une Jigure étant donnée , on peut toujours en concevoir une autre , de telle gran-
deur on voudra, qui lui soit -parfaitement semblable, est plus simple et plus
évidente que celle-ci : Par un même point donné , on ne peut faire passer qu'une
seule parallèle à une même droite donnée ; et vous trouverez probablement peu-
de personnes de \otre avis sur ce point ; ou bien veus trouvez le principe de
similitude d'une telle évidence, que vous n'hésiteriez pas a l'admettre, comme axiome ?

lors même qu'indépendamment de ce principe , la théorie des parallèles se trou-
verait mise tout-à-fait hors d'atteinte , et alors vous serez désavoués par beau-
coup de géomètres qui pensent que , bien loin de multiplier les axiomes, on
doit , au contraire , ne rien négliger pour les réduire au moindre nombre pos-
sible , afin de faire , autant qu'il se pourra, de la géométrie une science de
définitions et de déductions logiques, et qui, dans cette vue, s'appliquent même
h démontrer soigneusement une multitude de propositions qui pourraient , à bon
droit , passer pour beaucoup plus évidentes que le principe dont il s'agit.

Remarquons bien en outre que cette proposition : Une Jîgure étant donnée ,
on peut toujours en concevoir une autre , de telle grandeur on voudra , qui lui
soit parfaitement semblable , pourra être indistinctement vraie ou fausse , sui-
vant l'acception, très-libre d'ailleurs, qu'on voudra attacher au mot semblable,
et qu'aussi long-temps quf» cette acception n'aura pas été nettement fixée , la
proposition, si tant est qu'elle puisse alois signifier quelque chose, sera du moins
fort loin d'avoir ce sens précis qui seul pourrait lui mériter de trouver place
daus des élémeas de la science exacte par excellence.
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ration de l'infini, qu'une proposition sur des quantités infinies ne
saurait mériter notre assentiment ? qu'autant quelle est réductible
à une proposition sur des limites* de quantités finies variables. Si

II s'en faut bien , en eflet, que le mot similitude , ainsi que ses dérives et
composes soient de ces mots sur la signification desquels tout le monde est
parfaitement d'accord , et dont on puisse conséquernment se dispenser d'ex-
pliquer la signification ; car , par exemple , tandis que, quelques-uns emploient
fréquemment le mot semblable comme l'équivalent du mot pareil , et confon-
dent ainsi, dans leur esprit, la similitude avec l'égalité,- d'autres au contraire
trouvent une similitude parfaite entre un objet en relief et des traits de crayons
appliqués sur une surface plane , entre un homme et son portrait, par exemple.

Il sera donc indispensable de n'introduire le mot semblable , dans les élémens
de géonitUie , qu'après en avoir.bien circonscrit et précisé l'acception \ et noua
ne voyons pas trop comment on s'y prendra , en considérant surtout qu'il fau-
dra en expliquer le sens dès le début , et de manière à se rendre parfaitement
intelligible à des esprits qui n'auront presque encore aucune notion acquise sur
les propriétés de l'étendue. La chose sera d'autant plus difficile que la* notion
générale de la similitude , telle qu'on la conçoit en géométrie , est une notion
extrêmement complexe, et qui entraîne même une infinité de conditions., dèa.
q;ie les objets que l'on compare sont termines par des lignes ou des surfaces
combes.

Nous remarquerons , à ce sujet , que la manière dont on a coutume
dz présenter la similitude en géométrie , sans doute dans la vue de conserver
une plus parfaite symétrie, est vicieuse en ce qu'elle implique plusieurs théo-
rèmes. Nous ne vojons pas pourquoi on ne préférerait pas de s'y prendre de
la manière suivante : Soient des points P, Pf ^ Iff/, en nombre fini ou in-
fini* , isolés les uns des autres , ou se succédant sans interruption dans l'espace ;
et soit un point O situé d'une manière quelconque par rapport à eux. Soient
prises sur les droites OP , OPf , OF/;, des longueurs Op , Op;, Opn ....
qui le^r soient respectivement proportionnelles , et alors le système des points
p , pf , p ! t . , sera dit semblable au système de points P, P1

 % F / ; .......... En
outre deux systèmes d'un même nombre de points Q, Q', Q" et q, qf\ q!l, ...
de quelque manière d'ailleurs qu'ils soient situés dass l'espace , l'un par rap-
port à l'autre , seront dits semblables si, par le procédé qui vient d'être indiqué »
on peut déduire du premier un système égal au second. Il y aurait beaucoup
d'avantage à présenter le principe de similitude de cette manière large qui , in-
dépendamment de sa forme symétrique, a l'avantage de n'impliquer aucun théoq



54 L I M I T E S DES RACINES
donc on veut discuter un raisonnement qui porte sur des quan-
tités infinies ; on commencera d'abord par chercher à le tra-
duire en un raisonnement sur des limite?. Par ce moyen ? on ne
inanquera guère ou de présenter la chose d'une manière plus claire
et plus rigoureuse, ou d'en faire ressortir les défauts. C'est ainsi,
en particulier , que j'en ai usé dans la discussion qui précède , et
je crois pouvoir affirmer que tous ceux qui voudront user de cette
recette auront lieu de s'en louer.

Agréez ? etc.
Trêves ? le 20 mars 1820.

ANALISE ALGÉBRIQUE.

Essai sur les limites des ?%acines des équations littérales;

Par M. L. C. BOUVIER , ex-officier du génie > ancien élève
de l'école polytechnique.

X-iES analistes ont donné des méthodes diverses à l'aide desquelles
on détermine les limites des racines réelles des équations numé-
riques ; mais il n'est pas à notre connaissance qu'aucun d'eux se
soit occupé du même problème relativement aux équations littéra-

rème. Ce n'est pas là , au surplus , le seul coté par lequel les élémens pour-
raient être améliores» Mais on trouve plus court et plus commode de calquer
à peu près les traités élémentaires les uns sur les autres; et voilà pourquoi,
tandis que tant d'autres branches de la science s'étendent et se simplifient sans
cesse , les traités élémentaires de géométrie sont encore aujourd'hui à peu près
tels qu'ils étaient au temps d'Euclide.

J. D. G.
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les. Nous allons montrer comment il peut être résolu pour ces der-
nières , du moins lorsqu'elles sont d'un degré impair, ou , lors-
qu'étant d'an degré pair, elles ont leur dernier terme négatif.

§. i.

Equations de degrés impairs.

Soit l'équation du 3.me degré 9 sans second terme ;

4r3+/MT-J^==o, (l)

Posons,

+aY , (2)

a et P étant deux indéterminées. Il est clair que, quelles que
soient a et P, toute valeur de x qui satisfera à l'équation (2) ,
substituée dans le premier membre de (1) donnera un résultat de
même signe que P ; de sorte que toute valeur réelle de x, dans
(1), est nécessairement comprise, quelle que soit a , entre deux
valeurs de x dans (2) répondant à des valeurs de P de signes
contraires. Tout se réduit donc à profiter de l'indétermination do
a , pour rendre cette équation (2) facilement résoluble.

En développant, transposant et ordonnant y elle devient

6aP)x—{3a2P^9)=o. (3).

Or f si Ton pose

p_6aP=:3P* , d'où as ^ ± ? ,

cette équation devient

ou, en mettant pour a sa valeur ,
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ce qui donne , sur-le-champ ,

En changeant P en — P ' , cette formule devient

Ainsi ? quelques valeurs positives qu'on' prenne pour P et P ' , les
valeurs de x données par les formules (4) et (5) , substituées dans
le premier membre de-l'équation (i) , donneront nécessairement des
résultats de signes contraires 9 et comprendront conséquemment entre
elles une racine au moins de cette équation.

Soit ? en second lieu , l'équation du 5.me degré ? sans second
terme 9

x^-^-px^-lç'qx^-^rx-^s — o. (i)

Posons

x^px^^+rx+sz^BPÇx^ax+iy^QÇx+cy ; (2)

P, Qy a , h , c étant indéterminées , et P et Ç étant supposés de
mêmes signes. Il est clair que toute valeur de x tirée de (?) don-
nera, par sa substitution dans le premier membre de (1), un ré-
sultat de même signe que P et Q; de sorte que toute valeur réelle
de x dans (1) sera nécessairement comprise , quelles que soient
d'ailleurs a , b , c y entre deux valeurs de x dans (2) répondant
à deux systèmes de valeurs de P et Q de signes contraires. Tout
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se réduit donc à profiter de l'indétermination de a , h , c pour
rendre cette équation (2.) facilement résoluble.

En développant, transposant et ordonnant , elle devient

O r , si l'on

+P

pose

-Q

+9,

1 oPab

x—bPb2
= 0 . (3)

-ioPa+p=ioP2 ,

2*— Q+q=—10P3 ,

ce qui donnera

,

elle Reviendra

dans laquelle présentemenJE on peut regarder a , h , c comme con-
nus et qui donne

Tom. XVI. 8
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En donnant donc tour à tour à P et Q , dans cette formule d'a-
bord des valeurs positives quelconques , puis des valeurs négati-
ves également quelconques , les valeurs qui en résulteront pour x,
comprendront entre elles une racine , au moins de l'équation pro-
posée.

On voit ? par ce qui précède que, dans le j . m e degré il fau-
drait poser

et supposer que les indéterminées P , Q , R sont toutes trois po-
sitives ou toutes trois négatives. On poserait des équations ana- .
logues pour les degrés supérieurs.

5- H.

Équations de degrés pairs.

En supposant constamment le dernier terme négatif, soit d'abord
l'équation du second degré

0 . (1)

Posons

+ay , (2)

a étant une indéterminée. II est clair que toute valeur de x tirée
de cette dernière équation et substituée dans le premier membre
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de (î) donnera un résultat positif; e t , comme la valeur o donne
le résultat négatif —q 9 il s'ensuit qu'il y aura entre o et la va-
leur dont il s'agit une racine réelle de l'équation ( î ) .

En développant, transposant et réduisant, l'équation (2) devient

d'oùoù

<îe sorte que , quelque valeur positive ou négative qu'on donne
â l'indéterminée a 5 une des racines de l'équation (1) sera toujours
comprise entre o et la valeur qui en résultera pour x.

Soit ^ en. second lieu , l'équatiou du quatrième degré

Posons

<û 9 & 9c9 P étant des indéterminées. Iï est clair que , -quels que soie
ïes signes de a 9 b , c, pourvu qu'on prenne P positif, toute va-
leur de x tirée de l'équation (2) et substituée dans le premier
membre de (1) donnera un résultat positif; et comme, d'un au-
tre coté, la substitution d£ o dans ce même premier membre donne
le résultat négatif —s , il s'ensuit que l'équation ( Ï ) aura an moia$
une racine réelle entre o et cette valeur de x.

En développant , transposant, réduisant et ordonnant, l'équa-
tion (2) devient
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2.a

—p

+p

—9

—r

-{-Pc'

=o , (3)

En posam

2^7—/?—o ,

ce qui donne

i 6 P

Féquation (3) deviendra simplement

dans laquelle présentement on peut regarder a 7 b 7 c comme connus^
et qui donne
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En prenant donc pour P un nombre positif quelconque , il y aura
entre o et la valeur qui en résultera pour x une racine au moins
de Féquation ( i ) .

On voit , par ce qui précède , que , pour le sixième degré, il
faudrait poser

u

et supposer positives les deux indéterminées P et Q. On poserait
des équations analogues pour les degrés supérieurs.

/ >
GEOMETRIE ELEMENTAIRE,

Théorèmes sur les polygones;

Par M. G, G. GERONO.

J. HEORÈME. Si , par un point quelconque de Y espace 9 on con-
duit des droites de longueur arbitraire, respectivement parallèles
aux côtés d'un polygone rectiîigne fermé quelconque , plan ou gau-
che ; ce point sera le centre de gravité d'un système de masses
placées aux extrémités de ces droites , et respectivement propor-
tionnelles aux rapports des longueurs des droites aux extrémités
desquelles elles se trouvent situées aux longueurs des côtés du po-
lygone auxquels ces droites sont parallèles.

Démonstration. Soient représentés par P , P / , P / / , les poids
dont il s'agit P et par r, r* 5 r

u
 y ..... les longueurs des droites aux
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extrémités desquelles ils se trouvent situés ; les longueurs des cô-
tés du polygone respectivement parallèles , pourront évidemment

P pf pn
être représentées par — r 5 — r* , — rf/

 f . . . , / ? étant un poids choisi
P P P

d'une manière convenable. Si de plus on désigne par a , a ' , <xtf, .,.
es angles que forment les directions des cotés du polygone , et
conséquemment les droites r , rf, r" 9 ..... avec ui>e droite fixe ar-
bitraire, on aura, comme M. Sturm Ta démontré ( tom. XVpag. 3io ).

PrCos.a+ — r'CosV+ — r"Cos.a"-f ...... = 0 ?

P P P
on simplement

JPrCos.<x+P'r'Cos.<x'-{-P»r"Cos.*"+ ...;..• —o .

O r , si par le point de départ des droites r 5 r7 , r/;, ..... on con-
duit un plan perpendiculaire à la droite fixe , cette dernière équa-
tion exprimera que la somme des momens des masses P , F/, Pn', ...
est nulle par rapport à ce plan. Mais , comme la direction de la
droite fixe est arbitraire, celle dû plan Test aussi; donc la somme
des momens des masses P, P/ , Pn , ... est nulle ? par rapport
à tout plan passant par le point de départ des droites r , rf , rtf ; ...
donc enfin ce point est le centre de gravité de ces masses , comme
l'annonce le théorème.

Pour que les masses P , P/ , P# , ,.„ puissent ^tre égales entre
elles , il faut évidemment que les longueurs arbitraires r , r*, A", ...
soient proportionnelles aux côtés correspondais du poljgone ? c'est-
à-dire que :-si par un point quelconque de l'espace , on conduit des
droites parallèles proportionnelles aux côtés d'un polygone redi-
ligne fermé quelconque , plan ou gauche 4 ce point sera le centre
de gravité d'un système de masses égales placées aux extrémités
de ces droites. Ce théorème a été démontré par M. Sturm ( tom.

pa5. 3x3 ) .
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Si les droites arbitraires r, rf, r", ... sont d'une même lon-

gueur quelconque , les masses P , P/ , /v/ 9 ,..,. devront être évi-
demment proportionnelles aux côtés correspondais du polygone ;
c'est-à-dire que , si 9 par un point quelconque de Vespace , on con-
duit des droites égales , respectivement parallèles aux côtés d'un
polygone rectiligne fermé quelconque , plan ou gauche ; ce point
sera le centre de gravité d'un système de masses proportionnelles
aux longueurs des côtés du polygone ? placées aux extrémités de
ces droites. Ce théorème a été démontré par M. Sturm ( tom. XV.
pag. 3c5 ).

Ainsi notre théorème renferme les deux théorèmes de M. Sturm *
comme cas particuliers.

Si le polygone est plan , et que , d'un point pris dans son inté^
rieur , on mène des droites qui fassent dans le même sens des an-
gles égaux quelconques avec ses côtés ; il est évideut que, le point
et les droites demeurant fixes , on pourra toujours faire tourner
le polygone sur leur plan , de telle sorte que ses côtés deviennent
respectivement parallèles à ces mêmes droites qui conséquemment
pourront être prises pour celles dont il est question dans renoncé
du théorème.

De là on peut conclure , en particulier, que, un polygone plan
étant circonscrit à un cercle, le centre du cercle sera le centre de
gravité d'un système de masses proportionnelles aux longueurs des
côtés du polygone et placées respectivement aux points de contact
de ces côtés avec la circonférence.

Du château des Tuileries , le 21 avril 1825.
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QUESTIONS PROPOSEES.

Théorème dAnaïise.

J im désignant par p et q deux nombres entiers positifs quelcon
ques , on a toujours

p q p p - i <j ç — i p p - i p — a j j . ^ — i ç — a

I I 1 2 1 2 Z 2 Ô I 2 D

p+g p+ç—* p+y—a p+y—3
I 2 3 4 - *

Théorème de Géométrie*

Un polygone quelconque étant circonscrit à un cercle , et un au-
tre cercle étant concentrique à celui-là ; la somme des produits des
côtés du polygone par les quarrés des distances d'un point quel-
conque de la circonférence du second cercle aux points de contact
de ces côtés avec le premier , est une quantité constante.
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OPTIQUE.

Solution de divers problèmes d'optique ;

Par M. GERGONÏŒ.

A P R È S avoir étudié ? dans deux précédens articles (*) 9 les lois
générales qui régissent les rayons de la lumière 9 soit dans leur ré-
flexion soit dans leur réfraction ; nous allons ? suivant rengagement
que nous en avons pris , faire l'application de ces lois à quelques
exemples choisis ; en nous bornant , pour le présent 9 au cas où
tout se passe dans un plan , lequel embrasse aussi plusieurs cas de
réflexion et de réfraction à la rencontre des'surfaces de révolution ;
et en renvoyant , pour un prochain article , les problèmes dont
la résolution exige inévitablement la considération des trois dimen-
sions de l'espace •

I. Rappelons d'abord sommairement ïe théorème fondamental ,
et établissons les équations générales qui s'en déduisent, et qui doi-
vent servir à la résolution des problèmes que nous avons^dessein
de nous proposer. Ce théorème consiste simplement en ce que : à
chaque trajectoire orthogonale des rayons incidens , il répond tou-*
jours une trajectoire orthogonale des rayons réfractés telle que r

de quelque point de la: courbe séparatrice que l'on mène des nor-
males à ces deux trajectoires 7 tes longueurs de ces normales se—

{*) V°y\ la page 345 d«-précédent volume et la pzge 1>re ^ e celui-ci,
Tom. XVI > n.° III, i.er septembre 1820^ Q
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vont respectivement entre elles dans le rapport constant du sinus
d'incidence au sinus de réfraction.

Soient donc (/ ? u) un quelconque des points de la courbe'
séparatrice , (V , y') et (x , y) les pieds des normales abais-
sées de ce point sur les deux trajectoires ; et supposons que le rap-
port du sinus d'incidence au sinus de réfraction soit c^lui de À'
à À ; on aura d'abord

jr* (0

Be plus , parce que les droites menées du point (/ , u) aux deux
autres sont respectivement normales aux courbes auxquelles elles se
terminent ? on aura aussi

(t~-x)dx+(rj—j)dj=o , (2) (/

difFérentiant ensuite la première de ces trois équations , et ayant
égard aux deux autres, on trouvera en outre

équation évidemment comportée par les trois autres ; mais qu'oa
pourra substituer avec avantage à Tune ou à l'autre des équations
(2) et {2.') y lorsque la courbe séparatrice sera donnée. On voit
que 7 dans ce système d'équations, x 9 y et À figurent de la même
manière que xf, y/ et X/ ; et Ton n'aura pas lieu d'en être surpris,
si Ton considère que, le rayon réfracté étant pris pour rayon in-
cident , celui-ci devient rayon réfracté 5 et vice versa. Il en résulte
que, la courbe séparatrice étant donnée , le problème où Ton
cherche la trajectoire orthogonale des rayons incidens , à l'aide de
celle des rayons réfractés n'est pas différent de celui où il s'agit
de déterminer cette dernière quand l'autre est donnée.
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Enfin les coordonnées de nos trois points doivent être liées par

un égal nombre d'équations en t et u , x et y, x/ et y; , lesquel-
les ne sont autres que les équations inême de nos trois courbes 7

équations que nous représenterons respectivement par

S=o , . (4)

T=o , (5) T'=o , (50

la première appartenant à la courbe séparatrice 5 et les deux au-
tres aux deux trajectoires.

Lorsque , cette courbe séparatrice étant donnée , on demandera
de déterminer Tune des trajectoires par l'autre , il ne s'agira , pour
cela, que d'éliminer ou les quatre quantités / , u , xf, y1

 9 entre
les cinq équations (r) , (V) , (3) , (4) 5 (5') , ou bien les quatre
quantités / , u , x f y , entre les cinq équations (1) , (2.) > (3) , (4),
(5) ; et l'équation résultante en x et y ou en x/ et y' y sera l'équa-
tion de la trajectoire cherchée.

Si, au contraire, il s'agit de déterminer la séparatrice ? au moyen
des deux trajectoires, on y parviendra en éliminant x , y y x', yf,
entre les cinq équations (1) , (2) , (2^ , (5) , (S7) ; ce qui conduira
à une équation en / et u , qui sera celle de la courbe demandée.

Quant aux problèmes relatifs à la réflexion , on les résoudra à
Taide des mêmes formules , en y posant préalablement À-j-À/=o»

II. Dans les applications qui vont suivre, nous supposerons cons-
tamment que les rayons incidens émanent d'un même point , que
nous prendrons constamment pour origine des co or données, rectan-
gulaires. Nous aurons ainsi les deux équations,

qui remplaceront Féquation (5'), ain^i que l'équation (V) , qm
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sera alors satisfaite d'elle-même. Nous n'aurons donc plus à nous
occuper que des autres , lesquelles deviendront alors

A» ~~ A/2

(t--x)dt+{u—y)du

A*

T=O , (̂

A ' - '
(v)

(0
Si Ton donne la courbe séparatrice, on trouvera la trajectoire

orthogonale des rayons réfractés ? en éliminant / et u entre les
trois équations (a) , (y) , (e). Si c'est, au contraire, cette dernière
couribe qui est donnée , on obtiendra la séparatrice, en éliminant
x et y entre les trois équations (a) , (jS) , ($).

Bien convaincus d'ailleurs, par une longue expérience que, dans
les calculs , les avantages de la symétrie remportent encore sur ceux
de la simplicité, nous supposerons constamment que les données
du problème sont disposées, par rapport aux axes, de la maniera
la plus générale,

III. Supposons , pour premier exemple'-, que la séparatrice est
une droite donnée par l'équation .

dans laquelle, comme Ton sait (a 9 h) est le pied de 1$ perpen-
diculaire abaissée de l'origine sur cette droite et c la longueur de
cette perpendiculaire. Nous aurons

.moyen de quoi Péquation (y) deviendra»
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ou bien

A2

Eliminant tour à tour # et / entre cette équation et l'équation

il viendra , en ayant égard à la relation a*

et de là encore

c%(u —C*(D—y) .
v J ' A 2— \ l %

En prenant tour à tour la somme des quarrés de ces deux derniè-
res équations et la somme des quarrés des deux qui les précèdent p

on trouvera successivement, en ayant toujours égard à la relation
entre a , h et c ?
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tirant de ces deux équations les valeurs de (7—^)2+(w—y)% et de
f-\-u2 , pour les substituer dans l'équation (oc) , on obtiendra, pour
l'équation de la trajectoire orthogonale des rayons réfractés, en di-
visant par A2—X/2

V=(Aa—A>^{ AV—A/a[>—*)*+( J ~

de sorte que cette courbe est une ligne du second ordre.
E n développant et ordonnant cette équation par rapport aux puis-

sances et produi ts de puissances de A et À/
 ; elle prend cette forme

—•c2)} = to

Ajoutant et retranchant tour à tour à chaque membre

—c2) ,

le second membre deviendra un quarré, dans les deux cas j de
sorte qu'en extrayant les racines, on trouvera

Dans ces équations, qui ne sont que deux formes particulières
de l'équation de la trajectoire cherchée , et dont toute combinai-
son appartiendra conséquemment à cette trajectoire , les signes su-
périeurs et inférieurs ne se correspondent pas nécessairement et doi-
vent être choisis suivant les rapports entre les données. En prenant
leur somme , il vient, en divisant par Xk'c ,

x
, \ - / - ,..!•» ^ / r \ * I / Z, \ — — O y

_ — ^ /

Or, le premier radical exprime la distance de l'un quelconque des
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points de la trajectoire à l'origine , et l'autre exprime la distance'

du même point au point (2a , zb) , c'est-à-dire ? un point sy-

métriquement situé avec l'origine ou le point rayonnant ? par rap-

port à la droite séparatrice ; donc cette équation exprime que la

somme GU la différence des distances des différens points de la

courbe à ces deux points est une quantité constante ; d'où il suit

que ces deux points en sont les foyers ? qu'elle a conséquemment

son centre au point (a , b) , que son excentricité est c et son demi-

axe — c ; cette courbe est donc une ellipse ou une hyperbole ; sui-

vant que À est plus grand ou plus petit que A'«

De tout cela résulte le théorème suivant :

THÉORÈME L Deux milieux homogènes , de nature différente ,
étant séparés F un de l'autre par un plan indéfini , et des rayons
incidens émanés de Vun des points de F un d'eux se réfractant à
la rencontre de F autre ; ces rayons ainsi réfractés seront tous nor-
maux à une même surface de révolution du second ordre ? engen-
drée par une section conique , tournant autour de la droite qui
contient ses foyers. Le centre de cette surface sera le pied de la
perpendiculaire abaissée du point rayonnant sur le plan sépara-
teur ; ce point en sera un des foyers ; et son excentricité sera à
son demi-axe dans le rapport du sinus d'incidence au sinus de ré-

fraction ; de sorte que la surface trajectoire sera une ellipsoïde
allongée ou une hyperboloïde à deux nappes , suivant que le pre-
mier milieu sera plus ou moins réfringent que le second»

On trouvera , dans un article inséré à la page 229 du XIme

volume du présent recueil , où nous avons déjà démontré cette
proposition , les principales conséquences qui ^n résultent.

IV. Examinons présentement quelle direction prennent des rayons
de lumière éaiaués d'un même point , situé dans un milieu ho-
mogène quelconque, après avoir traversé une lame transparente
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à faces planes parallèles , d'un pouvoir réfringent différent de ce-
lui du milieu dans lequel elle se trouve située.

Supposons toujours le point rayonnant à l'origine ? soit c Ja dis-
tance de ce point à la face de la lame qui en est la plus voisine
et e l'épaisseur de cette lame. Par un rayon quelconque , imagi-
nons un plan perpendiculaire aux faces de cette lame ; le rayon ?

dans tout son trajet ? ne sortira pas de ce plan , que nous pour-
rons prendre pour les plans des coordonnées rectangulaires, et qui
coupera la lame suivant deux droites parallèles. En prenant tou-
jours pour origine le point rayonnant et en rendant Taxe des oc
parallèle à ces deux; droites ? leurs équations seront

Soit l'équation du rayon incident

le sinus dlncidence sera — ; le sinus de réfraction sera donc

V

d'où on conclura pour sa cotangente

D'un autre côté les équations du point dlmmergence seront

i£oxL il suit que l'équation du rayon réfracté sera.
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y—c~

en combinant cette éqnrtîion avec l'équation y — c-\-e7 on trouvera
pour les coordonnées du point d'émergence

c

m

et, comme le rayon émergeât doit sortir parallèle au rayon ira-
iner^cnt > son équation sera

te M 1

ou simplement, en réduisant,

y—e=m < x—»

Or c , qur exprimait la distance de la lame au point rayonnant ,
n'entre plus dans cette équation ; donc la situation du rayon émer-
gent est indépendante de cette distance ; de sorte que, si Ton fait
avancer ou reculer cette lame parallèlement à elle-même ? la situa-
tion de ce rayon n'en éprouvera aucun changement.

Tout se passera donc ici de la même manière que si la lame était
en contact avec le point rayonnant ; ou , ce qui revient au même,
tout se passera comme si le point rayonnant était enfoncé dans la
substance de la lame au-dessous de sa surface d^une quantité égale
à son épaisseur ; nous retombons donc de nouveau dans le cas de
deux milieux séparés par un plan indéfini , et nous obtenons le
théorème suivant :

THÉORÈME IL Lorsque des rayons de lumière, émanés d*urt
Tom. XVI. ï o
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même point , sont contraints de traverser une lame transparente à
faces planes parallèles , d'un pouvoir réfringent différent de celui
du milieu où elle se trouve située ; ces rayons , à leur sortie de cette
lame , sont tous normaux à une même surface de révolution du
second ordre , engendré par une section conique , tournant autour
de la droite qui contient ses foyers. L'axe de cette surface est la
perpendiculaire menée aux deux faces de la lame , par le poi ni
rayonnant ; ce point en est un des foyers ; son centre est situé du
même côté que la lame par rapport à ce même pvint ; Vexcentri-
cité de la trajectoire est égale à Vépaisseur de la lame ; enfin ,
cette excentricité est au demi-axe dans le rapport du sinus de ré-

fraction dans la lame au sinus d'incidence dans le milieu ; de
sorte que la surface trajectoire est une ellipsoïde allongée ou une
hyperboloïde à deux nappes , suivant que le pouvoir réfringent de
la lame est supérieur ou inférieur à celui du milieu où elle se
trouve située.

On trouvera , dans un article inséré à la page 283 du V.e vo-
lume du présent recueil, où nous avons démontré cette proposition
pour la première fois , et dans un autre article 9 qui commence le
XIV.e volume , les principales conséquences qui en résultent.

V. Pour donner un exemple simple du cas où la courbe sépa-
ratrice est Tinconnue du problème , supposons toujours que les
rayons incidens émanent de l'origine des coordonnées , et cherchons
quelle doit être la ligne séparatrice pour Les rayons réfractés con-
courant en un même point (a , b).

Nous aurons donc ici

x—a , y=b ;

l'équation ((3) sera satisfaite d'elle-même ; et , en mettant ces va*
leurs dans l'équation (a) , ou aura, pour l'équation demandée ,
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A* A'2 *

ou bien

ou encore

équation d'un cercle, que Ton peut écrire ainsi

de sorte que les coordonnées du centre de ce cercle sont

et son rayon

On trouvera, d'après cela, pour la distance de son centre au pointr

rayonnant

et pour la distance de ce même centre au point (a,

Le produit de ces deux distances étant égal au qltarré du rayon
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et les trois points étant d'ailleurs en ligne droite , il s'ensuit que
le point de départ des rayons incidens et le point de concours des
rayons réfractés sont deux points conjugués par rapport au cercle.
Leurs distances respectives à son centre sont dans le rapport de
A/3 à À2 ; de sorte que le point rayonnant sera intérieur au cercle
et le point de concours des rayons réfractés extérieur , si Ton a
)/<A. Ce sera le contraire si Ton a À >À,

De tout cela résulte le théorème suivant :
THÉORÈME III. Une sphère transparente étant située dans

un milieu homogène dont le pouvoir réfringent est différent du
sien ; il existe toujours 9 sur la direction de chacun de ses diamè-
tres , un point tellement situé que les rayons qui en émanent ,
après s'être réfractés à la rencontre de sa surface , vont concou-
rir de nouveau en un autre point de ce diamètre* Ces deux
points , situés d'un même côté du centre ? sont conjugués l'un à
l'autre par rapport à la sphère , c'est-à-dire > que le rectangle de
leurs distances à son centre est équivalent au quarrè de son rayon ;
d'où il résulte qu'ils sont l'un intérieur et Vautre extérieur à la
sphère. Enfin > leurs distances à son centre sont dans le rapport
du quarrè du sinus d'incidence dans le milieu où la sphère se trouve
située au quarrè du sinus de réfraction dans cette sphère ; ce qui
les détermine complètement l'un et Tautre , et prouve en outre que
le point rayonnant est intérieur ou extèi^ieur à la sphère suivant
que le pouvoir réfringent de cette sphère est supérieur ou inférieur
à celui du milieu (*).

Ce curieux théorème est dû à M. le professeur Auguste de la

(*) Lorsque le pouvoir réfringent de la sphère est supérieur à celui du
milieu, il y a réellement, dans son intérieur, un point tel que les rayons
qui en émanent divergent , à leur sortie , comme s'ils partaient d'un point
extérieur. Dans le cas contraire , ce sont des rayons arrivant à la sphère ,
dans des directions convergentes vers le premier de ces points , qui , après
s'être rompus à sa surface , convergent vers le dernier.
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Bive, de Genève , qui Ta démontré à la page 55 de sa Disserta-
tion sur les caustiques ; ( in-4*° ? Genève i8^3 ).

VI. Examinons présentement, d'une manière générale , la direc-
tion que prennent des rayons de lumière émanés d'un même point,
après s'être réfractés à la rencontre de la circonférence d'im cercle
transparent 5 situé d'une manière quelconque par rapport au point
rayonnant. Ici ? pour plus de simplicité , nous supposerons le cen-
tre du cercle à l'origine ; et le point rayonnant sera (a , b). Ea
conséquence , les équations (2') et (5') 7 seront remplacées pan
ces deux-ci

l'équation (4) sera

d'où

au moyen de quoi les équations (1) et (3) deviendront

t~a)—t(u—b)

En réduisant dans la dernière, et en remplaçant dans l'autre **+zr
par 72

 ? on obtiendra en / et u , ces deux équations du premier degré
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En ajoutant au quarré de la première le quadruple du quarré de
la seconde 5 le terme en tu disparaîtra , et en remplaçant f-\-if
par sa valeur r2 , on obtiendra , pour l'équation de la trajectoire
orthogonale des rayons réfractés 9

En développant et rassemblant les termes affectés des mémes

puissances et produits des puissances de À et À/, cette équation
prendra la forme

Ajoutant et retranchant tour à tour à chacun des deux mem-
bres de cette dernière la quantité

son second membre deviendra un quarré dans les deux cas , et
il viendra, par l'extraction des racines quarrées de deux mem-
bres

Equations dans lesquelles les signes supérieurs et les signes inférieurs
ne se correspondent pas nécessairement ; et où les uns et les autres
doivent être pris, suivant les grandeurs et les signes des données
a , b , r 5 X et X\

En retranchant la. seconde de la première ? on trouve
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)+ri+ \>ry/(x—«

ou encore

? r —

or ? si Ton prend pour foyers le point rayonnant et son conjugué 9

par rapport au cercle , les deux radicaux du premier membre de
cette équation exprimeront les rayons vecteurs d'un même point
quelconque de la courbe , de sorte qu'on a le théorème suivant :

THÉORÈME IV. Lorsque des rayons de lumière , émanés d'un
même point de Vespace ? extérieur ou intérieur à une sphère trans*
parente homogène 9 sont réfractés ou réfléchis à Ventrée ou à la
sortie de cette sphère ; ils deviennent alors normaux à une surface
de révolution du quatrième ordre, ayant pour axe la droite qui
contient le point rayonnant et le centre de la sphère. La propriété
caractéristique de cette surface est que la somme ou la différence
des produits respectifs-des distances de ses différens points au point
rayonnant et à son conjugué par rapport à la sphère 9 par des
multiplicateurs constans , est elle-même une quantité constante.

Cet élégant théorème est dû à M. Sturm , qui Fa démontré dans
un article inséré à la page 200 du précédent volume du présent
recueil,

Nous nous proposions de nous livrer à beaucoup d'autres re-
cherches encore ; mais l'abondance des matériaux que nous avons
à publier nous oblige à leur céder la place , et à renvoyer ces
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recherches pour un autre temps. Ce qui précède suffira du moins
pour montrer comment tous les théorèmes déjà connus sur le su-
jet qui nous occupe peuvent se déduire uniformément de nos mé-
thodes et de nos furaiules.

GÉOMÉTRIE TRANSCENDANTE.

Démonstration de quelques théorèmes sur les enveloppes ;

Par M. L. F. MÀGNUS»

'ENVELOPPE des cordes qui retranchent d'un cercle des segmens
égaux , est évidemment un autre cercle , concentrique au premier
et touchant ces cordes à leur milieu. On sait aussi que l'enveloppe
des cordes qui retranchent des segmens équivalens d'une section
conique quelconque, touche également ces cordes à leur milieu ;
mais cette propriété n'est pas particulière à ces sortes de courbes,
et nous allons faire voir qu'elle est|générale pour toutes les cour-
bes planes quelles qu'elles soient. Nous démontrerons ensuite quel-
ques autres propositions analogues que le lecteur ne trouvera peut-
être pas dépourvues d'intérêt*

Pour éviter les répétitions , nous allons , avant d'entrer en matière 9

établir quelques formules et convenir de quelques locutions qui nous
seront utiles pour parvenir à notre but,

Soit



S U R L E S E N V E L O P P E S , 81
l'équation d'une courbe plane quelconque 9 rapportée à des axes
rectangulaires. Soient en outre (a , |3) , (*> 9 fi') deux points dé-
terminés quelconques de cette courbe ; de telle sorte au'on ait

l'équation de la corde qui joindra ces deux points sera

En supposant qu'il existe, entre a et oc/
 ? une relation donnée par

réquation

U=o ,

l'équation de l'enveloppe de toutes les cordes y=o sera le résul-

tat de rélimination des cinq quantités a9^9<xf9^9 - j - entre les

six équations

—a)(j—]3) — (P-P) (*—a) = V = o ,

£ =0

/ dC7 \ d^ . / àU \ àU

Mais , si Ton ne veut trouver que le point de contact de Tune
des cordes contenues dans y=o avec l'enveloppe, il suffira d'éli-

miner -— entre les deux équations
àec . A

Tom. XVL ÏX
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ày dV

ce qui donnera l'équation

S
et de déterminer ensuite les valeurs de x et de y qui satisfont
aux deux équations

ce qui revient à déterminer le point d'intersection des lignes ex-
primées par ces mêmes équations. Or , comme la première est la
corde elle-même, il suffira de construire l'autre , que Ton voit être
également une droite , laquelle coupera conséquemment la cordç
au point cherché ; ce qui prouve , en premier lieu , que jamais l'en-
veloppe ne saurait toucher une corde en plusieurs points.

Or l'équation F = o est satisfaite , quelle que puisse être la re-
lation 17= o , en posant à la fois

(rH*)=^(*-«) , (0 (r—0= £ ( « 0 , Q') ;

donc Téquation F==o est celle d'une droite qui joint le point cher-
ché au point d'intersection des deux droites ( / , V ) , point qu'à
l'avenir nous désignerons par {£).

Quant aux droites ( / , / /) , on voit que chacune d'elles est une
parallèle menée à Tune des extrémités de la corde y=o , à la tan-
gente à l'autre extrémité de cette corde. A l'avenir nous appellerons
triangle sur la corde le triangle formé par y avec les deux droi»
tes ( / , V ) ; le point ( s ) de concours de ces droites en sera dit
le sommet, et ces droites en seront les côtés, Ce triangle , joint au
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triangle formé par la corde et les tangentes à ses deux extrémités,
forme un parallélogramme dont y est une diagonale.

s. n.
Supposons que les aires des segmens retranchés de la courbo

yz=zo , soient constantes et équivalentes à un quarré donné c* ; et
posons

J ar

nous aurons

= O

Substituant ces valeurs dans l'équation / r =ô y elle deviendra.

et on voit aisément qu'elle sera satisfaite par les valeurs de x et y
qui satisferont aux deux équations

% -K/5'_/3)-(«'-«) ^

lesquelles se réduisent simplement à



THÉORÈMES NOUVEAUX

qu'on reconnaît pour les équations des tangentes aux deux extré-
mités de la corde 7^=0. La droite F = o , que nous savons déjà
passer par le point (s) * passe donc aussi 3 dans le cas présent, par
le point de concours des deux tangentes ; elle est donc la deuxième
diagonale du parallélogramme dont il a été question ci-dessus ;
elle coupe donc la -prejiiière y = o en son milieu ? et conséquem-
ment ce milieu sera le point de contact de la corde y = o avec
l'enveloppe de toutes les cordes qui retranchent de la courbe des
segmens équivalens. On a donc ce théorème général :

L'enveloppe des cordes qui retranchent d'une courbe plane quel-
conque des segmens équivalens, touche chacune de ces cordes en son
milieu (*)•

(*) Ce théorème pourrait aussi être assez ̂ simplement dérnontré comme il
suit :

Considérons deux cordes consécutives quelconques 3\lN et M/N/ se cou-
pant en O ; ce point O sera le point de contact de l'enveloppe avec la corde
MN ; 'et, à cause de la petitesse des arcs MM7 , NiV, les secteurs MOM ; ,
MON' pourront être considérés comme des triangles rectiiignes , lesquels ,
par Pétat <le la question , devront être équivalens. Mais, parce que ces trian-
gles ont en O un angle égal, leurs aires sont proportionnelles aux produits
des cotés qui comprennent cet angle , de sorte qu'on doit avoir

OM.OM^ON.ON' .

Soient posés

ON'=OJN-f * ,

^ et y pouvant être indistinctement positifs ou négatifs ; il viendia } em
Substituant ,
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Supposons, en second lieu , <jue les arcs de la courbé

sous-tendus par la corde mobile y=o doivent être tous d'une même
longueur donnée c ; et posons

J>y'
nous aurons

d'où

maïs il est clair que p, et v doivent s'évanouir en même temps ; donc,, on
doit simplement avoir

OM2=ON* d'où

On voit même qu'il est nullement nécessaire pour cela que la courhe
posée soit assujettie à la loi de continuité.

Ce théorème se lie d'ailleurs fort bien avec le suivant, démontré par
M. Dupin , pour une surface continue ou discontinue 9 dans ses Applications
de géométrie, ( pag. 3^ ).

& enveloppe des plans cordes qui détachent des segmens èquisalens d'une sur-i
face courbe quelconque % touche chacun de ces plans cordes au centre de gravita,
de son aire.

J. D. G.
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'' \»

en conséquence ? l'équation f sera ici

s / ^ I + l ) A ^ K )

or r comme cette droite doit passer par le point ( J ) de concours
des deux droites ( / , /) , il s'ensuit qu'en désignant par a et b les
Coordonnées de ce point , l'équation F=o pourra prendre la forme

— 1/ i r w v— — 1/ / ^ \*

Tans la même hypothèse, les équations des deux droites (f 9 / )
prennent la forme

et dès lors on reconnaît la première pour l'équation de la droite
qui divise en deux parties égales l'angle des droites (/ P l) 7 de sorte
qu'on a ce théorème :
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U enveloppe des cordes qui sous-tendent des arcs de même longueur

d'une courbe plane quelconque, touche chacune de ces cordes au point
va elle est coupée en raison inverse des longueurs des tangentes à ses
deux extrémités ; ou , en d'autres termes , le point de contact de
T enveloppe avec chaque corde et le point où sa direction est ren-
contrée par la droite qui divise en deux parties égales T angle des
tangentes à ses deux extrémités , sont des points symétriquement
situés par rapport au milieu de cette corde.

§. iv .

Supposons encore que , dans la courbe

les cordes y=o doivent toutes être d'une même longueur donnée
c , nous aurons

d'où

T.

en conséquence l'équation F==o deviendra

( d*' d»

or Téquation de la corde y—o ? étant
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il est visible que ces deux droites sont perpendiculaires Tuné à
l'autre. La droite F = o , que nous savons déjà passer, dans tous
les cas 9 p&r le point de concours des droites (/ r l) , est donc en
outre, dans le cas présent, perpendiculaire sur la corde y = o ; de
sorte qu'on a ce théorème :

L'enveloppe des cordes égales , dans une courbe plane quelcon-
que j touche chacune de ces cordes en un point autant distant de
chacune de ses extrémités que le pied de la perpendiculaire abais-
sée sur sa direction du point de concours des tangentes à ses deux
extrémités est distant de son autre extrémité ; ou , en d'autres
termes 9 le point de contact de Venveloppe avec chaque corde et
le pied de la perpendiculaire abaissée sur sa direction du point
de concours des tangentes à ses deux extrémités, sont deux points
symétriquement situés par rapport au milieu de cette corde (*).

§. v.

Supposons enfin que, dans la conrbe

l'angle que font les tangentes aux extrémités de la corde y^=o ,
doit être constant , de manière que sa tangente soit une quantité
donnée c ; nous aurons alors

(*) Le problème de l'enveloppe des cordes égales a été proposé à la page
36 du VIlI.e volume du présent recueil ; et , bien qu'on Paît restreint aux
sections coniques seulement y il n'en a été donné aucune solution ; non pour-
tant qu'il soit difficile à mettre en équation ; mais parce qu'il exige des
éliminations extrêmement laborieuses. Il serait curieux de voir si le théo-
rème que donne ici M. Magnus ne pourrait pas en faciliter la solution.

Au surplus Fenveloppe dont il s'agit ayant, en général , comme les caus-
tiques , des points de rebroussement plus ou moins nombreux, peut-être se
trouverait-on mieux de chercher d'abord l'équation de la trajectoire ortho-
gonale des cordes égales ; l'enveloppe en serait alors la développée.

J. D. G.
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—.-c=U=o ,
d/3' d3

IH —
~ d*> d*

d'où

Or, en désignant par m l'angle de la droite F = o avec Taxe des
oc ^ on a en général,

j

on aura donc 9 dans le cas présent

Cela posé, soient P , Px les points (a ,p) j {cfJ ? ^;) ; soient C , Q
les centres de courbure de ces deux points 9 dont nous supposerons
les coordonnées respectives (t 9 u) ? [tf

 9 i/) ; soient enfin Q , Q'
les milieux des droites PC7 et PrC : les coordonnées de ces deux
points seront respectivement
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En conséquence , la droite Q, Q; fera avec Taxe des x Un angle
/* dont la tangente tabulaire sera

ang.

Or on a

valeurs qui, substituées dans celle de Tang.ra , donnent

l dcc / d/3 \ èc»f J

On trouve d'après cela

i -{- Tang mTang.n = o
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d'où il suit que la droite QQ' est perpendiculaire à la droite Y=o ;
et qu'ainsi on a ce théorème :

Un angle mobile invariable étant constamment circonscrit à une
courbe plane quelconque , le point de contact de l'enveloppe de tou-
tes les cordes de contact avec l'une quelconque d'entre elles s'ob-
tiendra en construisant d'abord sur cette corde , co?nme diagonale y

un parallélogramme dont deux côtés soient les tangentes à ses
extrémités ; puis sur cette même corde 5 comme côté , un quadrila-
tère dont les centres de courbure qui répondent à ses deux extremis
tés soient deux sommets. Alors , si 5 par le sommet du parallélo-
gramme opposé au sommet de Vangle circonscrit, on conduit une
perpendiculaire à la direction de la droite qui contient les milieux
des deux diagonales du quadrilatère ? cette perpendiculaire coupera
la corde de contact au point de contact cherché (*).

Berlin , le 19 mai 18-20.

(*) On ^proposé ( tom. VIII , pag. 36 ) de trouver l'équation de l'en-
veloppe de la corde de contact d'un angle mobile et invariable constam-
ment circonscrit à une section conique ; ce qui a donné à M. Poncelet
( même volume , pag. 201 ) l'occasion de développer sa théorie des polai-
res réciproques.

Dans l'écrit qu'on vient de lire , l'auteur a exactement suivi la marche
que nous avons si soigneusement recommandée ailleurs ( tom. VIII, pag.
i58 ) , et dont nous nous sommes appliqués à donner des exemples en di-
vers endroits de ce recueil j et c'est sans doute pour cela qu'il a obtenu des
résultats si élégans.

J, D, G.



Q2. THÉORIE

ANALISE TRANSCENDANTE.
Réponse aux remarques de M. STEIN ? publiées à la

page 23o du XF.e volume des Annales ;

Par M. VINCENT 9 Professeur de mathématiques et de
physique au Collège royal de Reims.

Au Rédacteur des Annales ;

M O N S I E U R ,

attendant que je livre à l'impression une petite dissertation
où je crois avoir jeté quelque jour sur les paradoxes que présente
la théorie des logarithmes , je crois ne devoir pas laisser sans ré-
ponse les objections faites par M. Stein aux propositions que j'ai
avancées dans le n.° 14 du mémoire inséré au commencement du
XV.e volume des Annales.

TTîp

M, Stein regarde l'expression a "p comme étant plus générale que
m

a : si cette assertion pouvait être admise ? a ne serait plus iden-
— i

tique avec a qu il faut bien distinguer de (an) • Or 5 il n'y a

que deux manières d'interpréter a ; ou bien c'est la n.mt puis-
sance de la racine n.m* de a ; ce qui donne évidemment a ? ou
bien c'est la racine nJne de la /7.me puissance de a* Dans ce der-
nier cas , il semble que le résultat doive avoir n valeurs différen-
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tes; mais, comme on connaît la racine qui a formé an, on don-
nerait au résultat de la deuxième opération une généralité que réel-
lement il n'a pas , si on lui attribuait toute autre valeur que a (*).

Mais ^ en admettant que cette raison ne soit pas jugée suffisante ,
en voici une autre qui me paraît sans réplique. On a , en repré-

171

sentant par A la valeur arithmétique de a >

a n —A*\ n —j4(Co$>.2. —
n

Or ; si — est une fraction irréductible , en donnant à k toutes
71

les valeurs entières possibles ? on obtiendra n valeurs différentes

de a , ni plus m moins, fei , ensuite , on met — a la place1 np *

de - , on aura
n

mp

a n =y^(Cos.2 — /£^rJ\r\/'^Sini2 kw) ;
x np w np '

or il est facile de voir qu'en donnant à k toutes les valeurs en-
tières possibles dans cette dernière formule , on n'obtiendra jamais
que les n valeurs différentes déjà déduites de la première. Il n'est
donc pas besoin de donner une restriction arbitraire à la défini-
tion des logarithmes, pour réduire l'exposant à ses moindres ter-
mes 9 puisque la formule Vy réduit nécessairement ; ce serait, au
contraire , tomber dans cet inconvénient que de donner aux ex-
posans des dénominateurs infinis , et d'établir arbitrairement qu'où
ne doit pas les réduire.

Un autre objection , relative aux courbes discontinues , me pa-

(*) Voyez VAlgèbre de M. LACROIX , n.° 172.
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raît encore moins fondée que la précédente. M. Steîn dit que , si
Ton faisait d'autres hypothèses que les miennes sur la succession
des valeurs de x ? on parviendrait à des résultats différens des miens;
que si, par exemple, au lieu du dénominateur 4 f + - on choisis-
sait 2?, on trouverait, pour la courbe y — a*, en suivant mot à
mot mon raisonnement, une branche composée de parties continues ?

séparées par des points , du côté des y négatives ; et que , si l'on
prenait pour dénominateur 2^ + 1 ? ou ne trouverait rien du côté
des y négatives.

Avant de répondre à cette objection , je ferai d'abord deux ob-
servations : la première , que ni la formule 2? ni la formule 4^4-2
n'est propre à représenter tous les nombres entiers. J'ai choisi là
dernière uniquement parce qu'elle m'a paru plus propre qu'aucune
autre à faire ressortir les résultats que je voulais mettre en évi-
dence. La seconde observation est qu'une série de points infiniment
rapprochés ne suffisent pas plus pour constituer une ligne que les
sommets d'un polygone pour former le polygone. D'un côté comme
de l'autre, il faut que ces points soient liés entre eux ; car une
ligne se compose d'élémens et non de points ; et cela prouve , en
passant 5 que l'on a tort de définir les lignes 7 comme on le fait
quelquefois , une série de points infiniment rapprochés (*).

Maintenant, pour répondre à M. Stein , il me suffira de mettre
en regard son raisonnement et le mien, M. Stein donne à x des
valeurs qui ont pour dénominateur commun iq ; il trouve plu-
sieurs ordonnées successives réelles : et ; sans s'inquiéter si, entre
elles , il n'en existe pas d'imaginaires , il conclut qu'il y a continuité ,
ou bien les valeurs qu'il donne à x ont pour dénominateur com-

(*) On peut très-bien définir la ligne une série de points infiniment voi-
sins les uns des- autres, pourvu qu'on ajoute cette condition qu'il se trouve
toujours un de ces points sur toute droite indéfinie menée sur leur plan, de
manière à passer entre le preaiier et le dernier d'entre eux.

J. D. G.
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rnun 2^-f-i ; il trouve plusieurs ordonnées successives imaginaires ;
et , sans s'inquiéter si entre elles il n'en existe pas de réelles , il
conclut que le lieu géométrique est entièrement imaginaire de ce
côté. Tel est le raisonnement de M. Stein ; voici le mien : je donne
à x des valeurs qui ont pour dénominateur ^q+z ; je trouve les
ordonnées successives alternativement réelles et imaginaires, et j'en
conclus qu'il y a discontinuité. Je laisse au lecteur à décider de
quel côté est la vigueur du raisonnement.

Que Ton veuille donc bien remarquer une chose sur laquelle ,
apparemment je n'ai pas assez insisté. C'est en croissant d'une ma-
nière continue dans la formule

que la variable x fait prendre à la variable y des valeurs discon-
tinues ; et cela ne paraîtra pas très-surprenant , si l'oi^ msidère
que la formule , bien que continue par rapport à x > est , par sa
nature , essentiellement discontinue relativement à h ; cette quan-
tité ne devant recevoir que des valeurs entières. C'est cette même
considération ? assez délicate pour échapper au premier aperçu ,
qui , à ce qu'il me paraît v rend fautif le raisonnement de M.
Stein, au n.° 12 de sa dissertation ( page io5 ) ; la quantité k
qu'il considère étant astreinte à demeurer entière , même à sa li-
mite infinie; la continuité qu'il suppose ne me paraît plus pou-
voir être admise.

Je pourrais ajouter d'autres raisons encore à l'appui de mon opi-
nion ; mais je veux épargner au lecteur l'ennui d'une discussion
qui ? peut-être , ne serait pas à ses yeux d'une haute importance.
Je crois cependant devoir signaler l'existence de certaines lignes ,
composées de points situés d'abord à des distances finies , se rap-
prochant insensiblement et se terminant en lignes pointillees ou
ponctuées; et à l'égard desquelles, conséquemment, il n'est plus
possible de nier la discontinuité ; et les lignes discontinues se pré-
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sentent alors tout naturellement comme les limites de séries de
points qui se rapprochent indéfiniment sans jamais s'éteindre. Je
pourrai revenir plus amplement sur ce sujet dans la dissertation
dont je m'occupe actuellement.

Il ne sera pas sans doute hors de propos de répéter ici la dé-
claration que j'ai déjà faite dans les Annales ( tom. XV , pag/igS )
que le fond de la théorie des courbes discontinues se trouve dans
Euler. Si je Feusse su plutôt ? probablement que je me serais dis-
pensé d'écrire sur ce sujet. Mais , puisqu'il en est autrement, on
trouvera naturel a je pense 5 que je m/appuye de l'autorité d'Euler ?

ou plutôt que je défende ses principes , auxquels j'ai été conduit
par mes propres recherches.

^QUESTIONS PROPOSÉES.

Théorème de Géométrie.

JLJES points , au nombre de m > étant dominés dans l'espace , eî
n étant un nombre entier moindre que m—i ; on peut détermi-
ner 72+i points tels que 9 si , d'un point quelconque de l'espace ,
on mène des droites à ces /72-f-/2-|-i points , la somme des (2n)mcs

puissances des droites menées aux m points donnés soit à la somme
des (2n)mcS puissances des droites conduites aux /?-f-i points trou-
vés , comme m est à
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Mémoire sur les intégrales définies, où Von donne
une formule générale de laquelle se déduisent les
çaleurs de la plupart des intégrales définies déjà
connues et celles dun grand nombre d'autres ;

Par M. CAUCHY , de l'Académie royale des sciences, etc.

'AI montré , dans plusieurs mémoires ? dont l'un a été présenté
à l'institut le 7* novembre 1814 > les avantages que pouvait offrir
la considération des intégrales définies singulières, c'est-à-dire,
prises entre des limites infiniment rapprochées de certaines valeurs
attribuées aux variables qu'elles renferment. On peut consulter à
ce sujet l'analise des travaux de l'Institut, pendant Tannée 1814 r
où se trouve imprimée une partie du rapport de M. Legendre ,
sur le mémoire que j'avais présenté dans la même année. On peut
également consulter un article inséré dans le Bulletin de la société
philomatique pour 1822 , le résumé des leçons que j'ai données
à l'école polytechnique , le XIX.C Cahier du journal de cette école ,
les notes ajoutées au mémoire sur la théorie des ondes , inséré
dans le recueil des pièces couronnées par ~ l'Institut, enfin un nou-
veau mémoire sur les intégrales définies , prises entre des limites
imaginaires , et un extrait de ce mémoire inséré dans le Bulletin
des sciences, d'avril 1825.

Parmi les formules générales que j'ai données dans ces mémoi-
Tom. XVI, n.° IV\ i.er octobre i8^5. i3
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res , Tune des plus remarquables est celle qui fournit la valeur
de l'intégrale

lorsque la fonction f ( j r+/ i / — i) s'évanouit i.° pour ^=:^Hco ,
quel que soit y; 2.0 pour j = co , quel que soit ^ , et que d'ail-
leurs cette fonction conserve une valeur unique et déterminée ,
pour toutes les valeurs de x et de y renfermées entre les limites

Si , après avoir cherché les racines réelles ou imaginaires ds
l'équation

on désigne par J , , # , , # , , celles de ces racines dans les-
quelles le coefficient des \/ZZ[ est positif, et par fx , fa ? f% ? ...
les valeurs que reçoivent les produits

lorsque e se réduit à zéro ; alors en posant

(2) A=2W(f1+f,+f, + ....)v/=ï" C)

on trouvera

(*) Résumé , pag. i35 , formule (i3).
(**) Résume, pag, 136, formule O4)-
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C'est ce que Ton démontre sans peine , à l'aide de la méthode
que j'ai employée dans la 34.me leçon du calcul infinitésimal.

Si l'équation ( i) avait plusieurs racines égales à xl ; en dé-
signant par 772 le nombre de ces racines , et par e un nombre
infiniment petit, il faudrait supposer , dans la formule (2) non plus

mais

f —
1.2.3 (77Z-

Enfin, si, dans la racine tct , le coefficient de s/^l se rédui-
sait à la limite des quantités positives décroissantes , c'est-à-dire,
à zéro , ou ? en d'autres termes , si la racine xt devenait réelle , le
terme f, , correspondant à cette racine, devrait être réduit à moi-
tié. Dans la même hypothèse, l'équation (3) fournirait, non plus
la valeur générale de l'intégrale

qui deviendrait indéterminée , mais sa valeur principale , c'est-à-
dire, la limite vers laquelle convergerait la somme

tandis que s s'approcherait indéfiniment de zéro. Des remarques
ivent être faites à l'égard de toutes les racines desemblables doivent être faites

l'équation

(*) Mémoire sur les intégrales prises entre des limites imaginaires.
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Ajoutons que , dans le cas où l'équation (1) a des racines réel-

les , il est facile de transformer la valeur principale de l'intégrale

—00

qui compose le premier membre de la formule (3) , en une in-
tégrale définie , dans laquelle la fonction sous le signe^ cesse de de-
venir infiniment grande, pour des valeurs réelles de la variable x.

Comme la formule (3) fournit les valeurs d'une multitude
d'intégrales définies , il ne sera pas inutile d'en donner une dé-
monstration directe. La démonstration dont il s'agit sera l'objet de
la première partie de ce mémoire. Dans la seconde j'indiquerai
les applications les plus remarquables de cette formule.

Première Partie*

La formule (3) se déduit très-facilement d'un théorème que
nous allons établir en peu de mots.

THÉORÈME. Si l'on désigne par i(x) une fonction telle que
l'expression {(x-\^y\/^\) s'évanouisse i.° pour orznr+I00 , quel
que soit y ; 2.0 pour y=cc , quel que soit x, et demeure tou-
jours finie et continue, entre lés limites x=—x> , a?zz-\~co , y~o ,
y~co ; et si ? de plus, on nomme F la limite vers laquelle con-
verge le produit xi{x) , tandis que la valeur numérique de x de-
vient infiniment grande ; on aura

( 1 )

Démonstration. Pour établir ce théorème, nous chercherons , d'a
bord la valeur de l'intégral?;
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Or , généralement,

—i •
ày —Y - dx

Si Ton intègre les deux membres de l'équation précédente , par
rapport à x et à y , entre les limites x=z—X, x=-\-X, y=o ,
V=:JO , on en tirera

puis, en ayant égard à la condition f(^-j-oc | / ^ ï ) =

(4)

§i maintenant on attribue à la quantité Xune valeur très-grande,
on aura sensiblement

et , par suite

d'où
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Cette dernière équation deviendra rigoureuse , si Ton pose JT=s
et se réduira dès lors à la formule ( J ) .

Observons toutefois que ? si l'intégrale définie

(6)

est du nombre de celles dont les valeurs générales sont îrdeter—
minées, la formule (i) fournira seulement une valeur particnlière
de l'intégrale (6) ; savoir, celle qui serl d*~ limite à l'intégrale (2}
et que nous avons nommre valeur principale

Corollaire /. Lorsque la quantité désignée par F s'évanouit ? V\x\r*
tégrale (6) n'admet qu'une seule valeur > qui se réduit à zéro 5

en sorte qu'où a

(7)

Ahisi, par exemple , si Ton prend

—m

on trouvera

Cos.ax-4-\f—iSinax , —ci £ éx

Z_v _ dx~e [ = 0
— 30

et, par suite
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Cos.aj; , —a / T ctar —a
—-—àxz=ze I = w ,
l+x* / i+a:» '

(9) / rr7Td*=°- C)/ _,o 1+xl ^ °

Corollaire IL Si Ton désigne par î(x) et ^>(̂ ) deux fonctions
qui , considérées isolément , ne vérifient pas les conditions énon-
cées dans le théorème ; mais dont la différence

satisfasse aux conditions dent il s'agit ; alors en représentant par

F et *

les limites vers lesquelles convergent les produits

xi(x) et .r<p(̂ ) 7

tandis que la valeur numérique de la variable x croît de plus en
plus \ on aura évidemment

e t , par suite

(10)

(*) La formule (8) a été donnée par M. Laplace. La formule (9) ôst
évidente»
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Les intégrales comprises dans cette dernière formule doirent
core être réduites à leurs valeurs principales.

Si la quantité F s'évanouit, on aura simplement

Corollaire IIL Supposons que l'expression

s'évanouisse i,e pour x~^rcc , quel que
quel que soit x 5 mais devienne infinie pour un ou plusieurs sjs
ternes de valeurs positives ou négatives de x , et de valeurs nul
les ou positives de y. AJors , pour déterminer l'intégrale

DO

à l'aide de la formule (io) ou ( n ) , il suffira de trouver
fonction rationnelle de x telle que la difierence

remplisse les conditions énoncées dans le théorème. En cherchant
cette fonction rationnelle ? et supposant de plus F=:o , on se trou-
vera conduit à la foraiule (3). C'est ce que Ton reconnaît sans
peine ? en suivant la méthode que nous allons indiquer.

Considérons d'abord le cas où l'expression (JO) devient infinie
pour xz=za et y=b , b représentant une quantité positive ou nullea

Faisons, pour abréger, a+l>\/^ï — xf , et désignons par f, la li-
mite vers laquelle converge le produit (x—x^)i{x) y tandis que le
facteur x—xv converge vers zéro la différence
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obtiendra, en général, une valeur finie pour x—xx\ et si , en-
tre les racines de l'équation

la racine' x% est la seule dans laquelle le coefficient de \/—1 soit

positif 5 cette différence remplira les conditions énoncées dans le

théorème. On pourra donc prendre

i3) Vs*)

Cela posé, on trouve i.°

(•4)

.% si b est nul

et , si b est positif

(,6)

Par suite, L'équation (10) donnera, si b est nul,

('7)

et, si £ est positif

(18) :

Tom. XVI.
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Si b devenait négatif, on devrait prendre CP(X)=O ? et Ton au-

rait , en conséquence 5

Pour établir les formules (17) et (18), nous avons supposé que
le produit

convergeait vers une limite finie ft , tandis que le facteur x—xt

s'approchait indéfiniment de zéro. Supposons maintenant que le
produit (20) ait une limite infinie, et que , dans la suite

le terme

(ai) (*—*•,)"%)

soit le premier qui ait une limite finie. Alors , si Ton pose

Ja fonction 4 ^ ) conservera , en général, une valeur finie pour
x—xx, et remplira la condition énoncée dans le théorème. Comme
on aura d'ailleurs

il est clair qu'on pourra prendre
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En adoptant cette valeur de <p(̂ ) , on trouvera

i.a.3 {m—i) *

et par conséquent l'équation (14) continuera de subsister, pourra
que Ton suppose

( 3 ^ / l ~ i.a.5 ... (m-i) "

On trouvera encore 9 dans cette hypothèse ? 1.° lorsque i étant
nul, les expressions

se réduiront toutes à zéro ,

(20) / J

^•o lorsque , h étant nul , quelques-unes des mêmes expressk>n^
obtiendront des valeurs différentes de zéro

(26)

3»° lorsque 3 sera positif

f 1



ici TRISECTION
Par suite, les formules (17) et (18) subsisteront encore, si la

racine de l'équation ( i^ ) désignée par xt est une racine imagi-
nait e , dans laquelle le coefficient de \/ZZl soit positif , ou une
racine réelle pour laquelle les expresiions

s'évanouissent.
S I , dans la racine xx , le coefficient de y/~\ était négatif, on

retrouverait la formule ( i g \
Si l'équation (12) admettait plusieurs racines xt , x% , x% , ..... ;

alors , pour obtenir une valeur de <p(x) propre à remplir les cou-
difrons prescrites, il suffirait d'ajouter les valeurs de «p(̂ *) fournies
par des équations semblables à la formule (i3) ou (28), et cor-
respondant aux diverses racines. En opérant ainsi, on se trouverait
évidemment ramené à la formule (3).

Dans la seconde partie, je développerai les nombreuses' consé-
qtiences qui peuvent être déduites de la formule £3)*

TRIGONOMETRIE.
Note sur le problème de la trisection de Vangle ;

Par Mf QUERRET , professeur de Mathématiques transcen-
dantes à la faculté des sciences de Montpellier,

N sait qu'en désignant par ce un angle quelconque , on a

Sin.3a=3Sin.cx—4Sin3a ^

d'où9 en posant, Sin.3gc—m et Sin.a=^r
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# 3 — | ^ + T ^ = O ; (1)

On démontre ordinairement que cette équation a ses trois racines
réelles, soit par la considération de la multiplicité des angles aux-
quels répond un même sinus, soit en faisant voir qu'elle tombe
dans le cas irréductible.

Mars on peut aussi déduire immédiatement cette vérité de la forme
même de l'équation qu'il s'agit de résoudre. Et d'abord, comme
elle est d'un degré impair, elle doit avoir au moins une racine
réelle.

En second lieu 5 paçce que m est un nombre plus petit que l'u-
nité , on doit avoir

ce qui donne

or les premiers ^nembres de ces inégalités ne sont autre chose que
les résultats de la substitution de -j-i et —«1 à la place de x ,
dans le premier membre de l'équation (1) ; donc, soit que cette
équation ait trois racines réelles soit qu'elle n'en ait qu'une seule,
elle doit avoir une racine réelle comprise entre + 1 et — 1.

Or tout nombre abstrait compris entre -|--i et —1 peut être
considéré comme le sinus tabulaire d'un certain angle , d'où il suit
que nous pouvons représenter une des racines de l'équation (1) par
Sin. ce j ce qui donnera la condition

Sin.3oc— j;SinéOL+^ m=^o • (2)

Or on peut prouver que, l'angle a étant pris de manière â sa<*

à cette condition, Sin.oc , Sin.( y-cr-f-a) et Sin.(f -cr-J-a)



n o T R I S E C T I O N
roat les trois racines de la proposée ? ou, en .d'autres termes, que
l'équation (i) sera identique avec

}{*—Sin.( \

ou 5 en multipliant, avec

r—Siu-( f = o * (3)

Sin.a 2-4- Sin.aSin.'j

__|̂  Sin.aSin. ( j tsr-f a)

-f-Sin ( Y t3--{-a)Sin.( J/GT+QL)

équation dans laquelle il ŝ agit présentement d'exécuter les réduc-
tions»

Or , en vertu du théorème Sin^-f-Sin^aSin. j(p-\-$)Cos. 7 (p—f)
en a d'abord

. fvr=—Sin.a ?

au moyen cfe quoi le coefficient de osx s'anéamit. On conclut en-
5iûte de là

è*un antre côte, parce que Sin.( jT&~\-<x)=

Sin.(7tsr+a>>Sïn.(~t3T-+-a)=—Sin.(f

ou par la formule Sin.

Sin.(f

VVL biea

~-Sin.(j/Gï—a) r

4-a)Sin.(f >cr—a) r

l(Cos.2^—Cos.2/?)

. £<GT—Cos.2a)
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Sin.(-ftar+«)Sin.(*«+«)= — ̂ —i +S in . 3 s= - -^ - f Sin.'oc ;

au moyen de quoi le coefficient de x se réduit à J-«
Enfin , d'après ce dernier résultat

Sin.aSin.( \L^r-{-a)Sin.(-y -cr-j-a)=—Sin.oc({—Sin.'a)

ou encore (2)

Sin.ocSin.( r*M-a)Sin.(f <*-f a)

de sorte que le dernier ternie se réduit à \m\ L'équation réduite
est donc finalement

c'.est - à - dire exactement la même que la proposée qui ,consé—
quemment doit, comme elle, avoir pour ses trois racines, Sin.a^
Sin.(j'cr-f-a) et Sin.(̂ -cT-f-oc)«

Si l'on avait mz=+i ou rn=.—i ; ce qui pourrait être , réqua*
tion deviendrait

nr3 v J , —• r\ O l l ^ ^ _ <î- /v* j-i a

elle serait satisfaite par ^ r = + i ou r̂ = — i ; ou aurait donc
cçi=-|t3' ou a^zz^tsy; les trois racines seraient donc

. 6 • • • * S î ' ' "

ou bien encore

c'est-à-dire que, dans l'un et dans l'autre cas, elle aurait deux
racines égales. On parviendrait à la même conclusion en divisant
l'équation par #— i ou par x+i ; le quotient serait
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(x—T)1 = O OU (x+\yz=o ;

On pourrait employer le même procédé pour démontrer la réa-
lité de toutes les racines de l'équation

à laquelle conduit le problème de la quiiiliseetion. de l'angle ;
mais , comme le calcul est un peu long , nous ne nous y arrête-
rons pas.

QUESTIONS RÉSOLUES.

Solution de deux des quatre problèmes de géométrie
proposés à la page 68 du XL* volume des Annales f

et de lieux autres problèmes analogues ;

Par feu J, B. DURRÀNDE,

JLJEMME L Si deux cercles se coupent orthogonalement , c'est-
à-dire , de manière que les droites menées du centre de chacun à
ses points d'intersection avec' Vautre soient tangentes à ce dernier ;
la polaire d'un point quelconque de la circonférence de l'un deux f

prise par rapport à Y autre, passera par Vextrémité du diamè*
tre menée par ce point*

Démonstration. Désignons par C et O tant les centres des deux
cercles que ces cercles eux-mêmes , et soit I Tune de leurs inter-
sections; de telle sorte <jue GI soit une tangente au cercle O. Par
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tin quelconque P des points de la circonférence de ce dernier cer-
cle , soient menés le diamètre PK et la droite PC , coupant de
nouveau cette circonférence en Q. Par la propriété de la tangente
et de la sécante issues d'un même point ; on aura

C P x C Q = C l \

de sorte que P et Q sont d^ux points conjugués f par rapport au
cercle C. Or , si Ton mène QK, l'angle PQK , inscrit au demi-
cercle , sera droit ; QK est donc une perpendiculaire par Q à CP ;
c'est donc la polaire du point P.

LE MME IL Si deux sphères se coupent orthogonaîement, c'est-
à-dire 5 de manière que la surface conique qui , ayant le centre
de tune quelconque pour sommet , passera par son intersection avec
Vautre , soit circonscrite à cette dernière ; le plan polaire d'un
point quelconque de la surface de l'une d'elles 7 pris par rappor^
à Vautre , passera par Vextrémité du diamètre mené par ce point.

Démonstration. Désignons par C et O tant les centres des deux
sphères que ce& sphères elles-mêmes. Par un point quelconque O
de la surface de la dernière soient menés un diamètre PK et la
droite PC , perçant de nouveau cette sphère en Q, Si 5 par ces
deux droites on conduit un plan, ses intersections avec les deux
sphères seront deux cercles se coupant orthogonaîement 5 et on prou-
vera , comme ci-dessus, que QK est la polaire de P , par rapport
au cercle C ; mais les points P et Q conjugués l'un à l'autre paç
rapport au cercle G 5 le sont aussi, par rapport à la sphère cor-
respondante ; donc le plan polaire de P , par rapport à cette sphère
est un plan conduit par Q 9 perpendiculairement à CP ; ce plan
contiendra donc QK perpendiculaire à cette droite , et conséquent
ment il passera par le point K.

THÉORÈME I. La circonférence du cercle décrit du centre
radical de trois cercles comme centre ? et avec un rayon égal à

Tom. XJL i5
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la tangente menée de ce centre à Vun d'eux , est a la fois le lieu
£fO7?-ctrirjue des points du plan des trois, cercles dont les polaires
relatives à ces trois cercles concourent en un même point , et le
lieu géométrique du point de concours des trois polaires ; et ces
deux points sont constamment aux extrémités d'un même diamètre
de ce cercle.

Démonstration. Désignons par C, O 9 C
/7 tant les centres des

trois cercles dont il s'agit que ces cercles eux-mêmes. Soient pareil-
lement désignés par O tant leur centre radical que le cercle dé-
crit de ce centre avec un rayon égal" à la tangente menée du même
point à l'un quelconque des trois cercles. Par un quelconque P
des points de la circonférence du cercle O , soient menées le dia-
mètre PK et les droites PC , PCX, PC/ , coupant de nouveau la
circonférence O en Q, Q ;

 ? Q" ; comme , par construction, cette
circonférence coupe les trois autres orthogonalement ? il s'ensuit
( Lemme 1 ) que 5 si Ton mène les droites QK , Q'K , Q/;K, ces
droites seront les polaires respectives du point P , par rapport aux
cercles C , C; , C/f ; ces polaires concourront donc 5 en effet ? en
un même point K , extrémité du diamètre conduit par P.

Il est aisé de se convaincre que les points de la circonférence
O sont les seuls du plan des trois cercles qui jouissent de la pro-
priété que Ton vient de démontrer leur appartenir. Considérons en
effet un point p ? autre que ceux de cette circonférence, par lequel
soit fait passer une autre circonférence o coupant orthogonalement
les deux cercles C et C ; si Ton mène le diamètre pk , on dé-
montrera , comme ci-dessus , que les polaires de p relatives à C ;

et C/f concourent en k ; mais si , au lieu d'employer 9 dans cette
construction , les deux cercles C et C" , on emploie tour-à- tour
les cercles C/f et C , C et C7 , on trouvera deux autres points fc
et k11 de concours de polaires ? sur des circonférences c' et cf! diffé-
rentes de c ; de sorte qu'alors les trois polaires ne concourront plus
au même point.

Lorsque les trois cercles se coupent de manière à avoir une par-
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tie commune 9 leur centre radical, situé alors dans celte partie com-
mune , leur étant ainsi intérieur à tous trois , il n'est plus possi-
ble de leur mener des tangentes de ce centre ; aucun cercle ne
peut donc les couper tous trois orthogonalement , et par suite
il n'est aucun point de leur plan dont les trois polaires conceu—
rent en un même point.

Ce qui précède résout complètement le problème III de la page
68 du XI.e volume des Annales 9 et prouve en outre que le pre-
mier des quatre problèmes proposés en cet endroit est impossible
ou indéterminé. On demande en effet , dans renoncé de ce pro-
blème 9 de trouver le point du plan de quatre cercles dont les po—
laires , relatives à ces quatre cercles , concourent en un même
point. Or, s'il existe un tel point , en le joignant au point de
concours des quatre polaires par une droite, le milieu de cette
droite devra, par ce qui précède 5 être le centre radical de* cha-
cun des quatre systèmes de trois cercles que Ton peut former avec
les quatre cercles donnés. Le problème ne sera donc possible qu'au-
tant que ces quatre cercles seront tels que ? pris trois à trois comme
on le voudra, ils auront un seul et même centre radical ; c'est à-
dire, qu'autant qu'ils pourront être coupés orthogonalement par
un cinquième cercle , dont alors tous les points résoudront le pro-
blème.

THEOREME IL La surface de la sphère dont le centre est
le centre radical de quatre sphères données et qui a pour rayon
la tangente menée de ce point à F une quelconque de ces quatre
sphères, est à la fois le lieu géométrique des peints de F espace
dont les plans polaires > relatifs à ces quatre sphères concourent
en un même point, et le lieu géométrique du point de concours
des quatre plans polaires ; et ces deux points sont constamment aux
extrémités d'un même diamètre de cette sphère.

Démonstration. Désignons par G , C , C/;
 9 C " tant les centres

des quatre sphères dont il s'agit que ces sphères elles-mêmes. Soient
pareillement désignés par O tant leur centre radical que la sphère
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décrite de ce centre et d'un rayon égal à la tangente menée dit
même point à Tune quelconque des quatre sphères données. Par
l'un quelconque P des peints de la surface de la sphère O , soient
menés le diamètre PK et les droites PC , P C , PC" , P C " , per-
çant de nouveau la sphère O en Q , Q / , Q/ , Q'" ; comme, par
cpnstruction, celte sphère coupe les quatre autres orthogonalemeiit,
il s'ensuit ( Lemme II ) que , si Ton conduit , par les droites QK,
Q'K, Q'7K , QWK, des plans respectivement perpendiculaires à PC ,
P C , PC", P C " ? ces plans seront les plans polaires respectifs du
point P , par rapport aux sphères C , C , C" , C " ; ces plans con-
courent donc, en efîet, en un même point K ; extrémité du dia-
mètre conduit par P.

Ici encore on démontrera que les propriétés que nous venons
de reconnaître appartenir aux points de la surface de la sphère
O leur appartient exclusivement. Si , en effet, un point p de l'es-
pace n'est pas sur cette surface , on pourra toujours par ce point
faire passer quatre sphères o , o/ , o}f, o'n qui coupent orthogona-
Icment trois des sphères données. Menant alors dans ces sphères
les diamètres ph, pkf

 y pk;/
v pku/, on prouvera, en raisonnant

comme ci-dessus 5 que les quatre plans polaires de p , par rapport
à G, C , C" , C " , concourent trois à trois aux points k , k' ,
hn

 9 k'u et ? que conséquemment ils ne concourent pas tous quatre
en un môme point.

Si les quatre sphères se coupent de manière à avoir une partie
qui leur soit commune à toutes, leur centre radical, situé alors
dans cette partie commune , leur étant ainsi intérieur à toutes qua-
tre , il ne sera plus possible de leur mener des tangentes de ce
centre; aucune sphère ne pourra donc les couper toutes quatre
orthogonalement ? et par suite, il n'y aura aucun point de l'es-
pace dont les quatre plans polaires concourent en un même point.

Ce qui précède résout complètement le problème où l'on pro-
poserait de déterminer le lieu géométrique des points de tespace
dont les plans polaires , relatifs à quatre sphères données , coucou-
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en vn même point, et prouTe en outre que le problème où

l'on proposerait de déterminer le point de fespace dont les plans
polaires relatifs à cinq sphères données concourent en un même
point ? est toujours impossible ou indéterminé. Si en effet ces cinq;
sphères peuvent être toutes coupées orthogoaalement par une sixième
sphère, tous les points de cette dernière résoudront le problème ^
£ t , dans le cas contraire, ce problème, sera impossible (*).

Solution du problème de géométrie énonce à la page

368 du XV* volume du présent recueil j .

Par tin ABONNE,

PROBLÈME* Vn donne F une des faces latérales d'un trône
Je prisme triangulaire, la longueur de F arête latérale opposée ,
lu section *du tronc par un plan perpendiculaire à ses arêtes la-
térales ? et par suite le volume du tronc ; et Von demande quelle
doit être la situation de F arête latérale donnée de longueur, par
rapport à la face latérale opposée , pour que la somme des aires
des deux bases du tronc soit un minimum ?

Solution. Soient ABB^A7 la face latérale donnée et CCX la pro-
jection orthogonale, sur le plan de cette face 5 de l'arête latérale
opposée, dans la situation qui convient au minimum de la somme

(*) M. Durrande , déjà très-grarement malade lorsqu'il nous adressa ce
qu'on vient de lire , nous avait annoncé la solution de deux autres pro-
blèmes de l'endroit cité. II a terminé sans carrière saus ravoir pu mettre
pajr écrit,

J, D. G.
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des aires des deux bases; en menant CÀ y CB , C'A', C'B', les
deux triangles ACB , A'C'R' seront les projections des bases sur le
même plan. Soient D , W les points où la direction CCy rencon-
tre les cotes ÀB ? A/B/

V

G

de ces bases; puisqu'on connaît la section perpendiculaire aux arê-
tes latérales du tronc , il s'ensuit que, bien que les points. C ,
C7 soient inconnus , on connaît néanmoins la droite DD7 ainsi que
sa distance à l'arête latérale dont elle est la projection ; et, comme
les longueurs CC et DD7 sont connues, il s'ensuit qu'on connaît
aussi la somme C D + C ' D ^ D D ' — C C .

Prolongeons les côtés non parallèles ÀB 9 A /B / , jusqu'à ce qu'ils
se rencontrent en E. De ce point E , abaissons une-perpendiculaire
EG sur DD7 ; divisons en outre l'angle DED/ en deux parties éga-
les , par. une droite qui rencontre DD; en F ; imaginons enfin des
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points inconnus C , C des perpendiculaires CH , C'H7 sur AB , A'B'.

Cela posé, il a déjà été démontré ( Annales , tom. XIII, pag.
187 ) que 5 pour que la somme des aires des bases du tronc fût
un minimum, il fallait que l'arête dont la projection est CC' fût
tellement située, que les plans de ces bases fussent également incli-
nés sur le plan de la face latérale opposée ABB'À' ; ce qui se ré-
duit évidemment à faire en sorte que les perpendiculaires CH ,
C /H / soient de même longueur. Il s'agit donc de savoir de quelle
manière il faudra placer les points C , C ou seulement l'un d'eux
sur DD / , pour que cette condition soit remplie,

JLes triangles rectangles semblables DGE, DHC , d'une part ;
^t les triangles rectangles semblables D'GE , D'H'C > d'une autre, .
donnent

DE : CD : : EG : CH=

D'E : CD' : : EG : C H ' =

puis donc qu'on doit avoir GHSBC 7 ! ! 7 , on aura, en supprimant le
facteur commun E G ,

CD CD'

c'est-à-dire ?

CD : CD/ : : DE : D'E ;

Mais ? parce que la droite EP divise l'angle DED' en deux parties
égales, 011 a

DE : D;E : : DF : DF ;

donc ? à cause du rapport commun ?
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DF : D'F : : CD : CD*

d'où

DF-f D'F : CD4-CD' ; : DF : CD |

c'est-à-dire >

DD' :-DD'-—CC . - DF ; CD ^

ce qui fournit fa construction suivante :
Soient portes DD' sur DE, de D en K, et CC/ sur SB d e K

en L ; soit menée KF, et, par le point L,. soit menée une parallèle
à cette droite ; cette parallèle rencontrera DD' au palnt încoimu G ;.
de sorte qu'on aura alors tout ce <jui est nécessaire pour construire
le tronc de prisme.

Démonstration des deuca théorèmes danallse et de
géométrie énoncés à la page 6fy du présent volume ,
et du théorème de géarrtélrie énoncé à la page S^â
du volume précédent j

Par M. LENTHÉRIC 9 docteur è& sciences , professeur de
mathématiques et de physique au collège royal d^
Montpellier»,

J \ la ppge 3y3 du précédent volume , il a: été démontré qu'en,
adoptant les notations abrégées
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»!=i.2.3.4 • ••.,« »

orl avait

3 » a
C/3 [ a? ]

~ro! . ~ w! ~* 1 % (m—j;i \ *! " (m—s)- 3 f ' (w—3)! "*

SI 5 dins cette formule, on pose m-=x , p=~— i , et qu'on remette
en place clés divers symboles les dJvrloppemeiis qu'ils représen-
tent, eu sippriiiiant les facteurs communs aux deux termes des
diverses fractions résultantes, il viendra

~\ xA-y—2 y 4-1 x-hf »+1"—t rr+j)—2 .r-f-î
4 • •

l a 6 x i 2. à - y

x y x x—i y y—i x x—T *—2 y y—r y—2. {
Z I I 2 I 2 1 2 . 3 I 2 3

qui est, aux notations près. le théorème d'analise énoncé à la page
§4 du présent volume.

Avant de passer à la démonstration du théorème de géométrie;
il nous faut d'abord construire quelques formules propres à nous
conduire à notre bût»

Soit x l'angle au centre d'un polygone régulier de n côtés, de
telle sorte qu'on ait nx — zin-; en désignant par m un nombre en-
lier positif, plus petit que n, on aura 5 comme nous l'avons dé-
montré ( pag. 41 )•

ou P parce que CosMmx~Cos.2rn'Gr=i et
Tom. XFL 16
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*]-C0S.3^2^-}- ..... ^CoS.(/Z~-~l5/7/.r:=rO , (À)

Sin./7ẑ *—j—Sin 2mx ~{S'u\3mz-\- ..... -pSin.(/2—i^mx^zo^ (B)

Ces équations ont lieu également lorsque m est plus grand
que /2 5 pourvu qu'il n'en soit pas multiple. Si , en effet, on pose
m—çn-f-m' 5 où on ait m'^m ; en substituant dans les premiers
membres des équations (A) et (B) > et observant que généralement

/^r) = Cos./m'x ,

ces premiers membres deviendront

i.(/2—\)m'x ;

et seront nuls, par ce qui précède.
En désignant toujours par or l'angle au centre d'un polygone

régulier de n côtés et par a un angle quelconque ; m étant un
nombre entier positif, non multiple de n 5 on trouvera en déve-
loppant

.2/72jr-f-Cos.3/?2^+.... -f Cos.(/2—i)mx]Cos ma

...*. -f-Sin.(/2—i)^2or}Sin./72/2 ;

c'est-à-dire en vertu des formules (A) , (B)

C { C { ï ï ^ . x ) = o . (C)
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Cela posé ? on sait, comme nous l'avons déjà observé ( pag. 41 ) 9

que z étant un angle quelconque et p un nombre entier positif
quelconque , on a

pourvn qu'on arrête le développement dès qu'on ne rencontrera
plus d'arcs positifs , et que , lorsque p sera pair , on ne prenne
que la moitié du terme qui contiendra l'arc nul.

Mettant successivement pour z, dans cette formule , les termes
de la progression, a , a-\-x , a-{-2.x, a-\-n—i.x , on aura

Coi.pa= —pS C03.pa-{- ̂
V- . CZ

~ Cos(p— 2 )^+2^)+ >~ Cos.(p— 2 ) ^ + 2
$

7 Cos/p—2»+n—i

ce qui douuera , en ajoutant,

Cos.pa-\-Cos.p(a+x)-\-Cos.p(a-\~2x)-+-

4 - - Jcos.(>~2>H-Cos.O—2)(a+*)+ +Cos,(p-

cos ( j P -
I 2
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Si p est un nombre impair , non multiple de n , toutes les

lignes du second membre de cette équation seront nulles , en vertu
de la formule (C) ; de sorte qu?en remplaçant p par 2À+1 , on a

^r .^ )J 2 X + I =o , (D)

Si, au contraire, p est un nombre pair, les cosinus de la der-
nière ligne seront tous égaux à l'unité, et au nombre de n , et
leur coefficient commun sera

ou , en changant

P
i

P

p—i p—i

2 6

en 2À

2. A sA—i 2A—a

2

1 2 3 A

II faudra donc prendre n fois la moitié de ce coefficient, et mul-

tiplier le résultat par —•- ou par — ; ce qui revient à mul-

tiplier de suite ce coefficient, tout entier par — » On a donc

2A—r

s

En conséquence , si Ton fait successivement X égal à o ? 1
, 3 , ? ., 3 on tirera des formules (D) et (E)
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Cos.o

• +Cos
1

Cos.3ûr4-Cos.3(^-f.jr)-f-Co5.3(^+2^)+ «... -j-Cos.3(#+ï^i .x) = o

• ~ 4 ,F)

Soit présentement une circonférence, dont C soit le centre et r
le rayon , divisée en n parties égales aux points P, , P t , P$ , ...
P/2 ; et soit O un point du plan de cette circonférence distant de
son centre de la quantité k. Soient menées les droites OP, ,OP 2 ,
OP3 , OP,Z, et les rayons CPX , CP2 , CP5 , ....... CPB ; soit x
t'angle de deux rayons consécutifs , et soit a l'angle que fait le
premier CP, avec la droite CO. Les triangles OCP,, OCP t , OCPs ,...
OCP« 5 qui- ont tous le côté commun CO , donneront

OP, —^2^-r2—z



I 26 Q U E S T I O N S
En désignant par m un nombre entier positif, plus petit que n
on conclura de là

mim £ 771

OP, 4-OP, -fop, + -fOP,
•1BJ

1+

m
i

m
i

m—i
I 2

+4f=f.

+4 "y • ~

+ •••

772

I

772 m — f

£ 2
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2 ~

^ i a

En vertu des formules (F) , cette équation devient

zm ~tm zm

OP, 4-OPt +OP,

2 2 a 1 2

4 3 72 m 772—1 772—2 772 3

I 2 2* ~ I 2 3 4

G 5 4 ^ ^ 772 —^1 772*""""2 77l*"*3 772—-<£ 772—D

" ' I 2 3 2^ 1 2 3 4 S 6

ou bien, en réduisant
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2 w T %

OP, +ora

t ni JJJ.

4 3 771 722—I 772—2 772—3 /y

1 i i a •- • v- i • / r 7" 7 ' 7 ~1* 3 J~ tiV ^ a +

En développant les diverses puissances de £2-f-r% dans le second
membre , et réunissant les termes affectés des mêmes puissances
de k et de r dans le développement , le terme général de ce dé-*

ve'oppement 9 c'est-à-dire , le terme affecté de À r sera

m m—i 772—2

i 2 à y t

2 T72 m — I 772—2 77?—3 777 - L

£ I 2 i 2. a

TTt—t

4 3 m 772 1 772 2 771—3 772—4 ** 5 772 6
r l 2 à 4 3

m—£—r

l 2. I 2.

6 5 4 ^ 772—r 772—2 777 3 772—4- ™ ~~S ^ — 6 77? J 777—3 f?!— /—- 2

On peut ? en préparant convenablement les termes du coefficient ,
faire en sorte que le facteur

m m—i m—2.
1 2 3 *

leur devienne commun , et alors , en mettant ce facteur en évi-
dence 9 le ternie général devient

772 772'» " I 772"~"/-|-1

2 2 t

77l~mmt t

I It ( ' ! I ' I

772—/ 772—/—I 772—/ 2 £ / — I t ;

i A 3 i 2 " 3 + ...
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Mais si 9 dans la formule d'analise que nous avons démontrée au
commencement de cet article, savoir ;

—» y y—
i i x a i a i a 3 i a 3 ' ' * i %

on fait x=rn—/ et y=.t ? elle deviendra

?72—*; t 772 £ 771— £ — I £ f — I 772 772 — 1 772—2 77? f -J-1

I X I a i 2 * * i a 3 t

au moyen de quoi notre terme général se réduit à

( 772 772—-1 772—-2 772—/

I a 3 t
de sorte qu'on a finalement

OP, 4-OP, +OP, -j

qui est précisément le théorème énoncé à la page 344 ^L1 précé-
dent volume 9 que nous nous étions proposés de démontrer.

En faisant m~i , on trouve

ce qui donne une expression Lien simple de la somme des quar-
rés des droites menées aux Sommets d'un polygone régulier d'un
point quelconque de son plan , et montre que cette somme est la
même pour tous les points également distants du centre du po-

Tom. XFL 17
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Jygone : comme M. Sturm l'avait déjà remarqué ( tom, XV, pag.

Si le point O coi'neide avec l'un des sommets du polygone ,
deux des droites OP, , OP2 9 O P r , OPn en sont des côtés
et les autres sont des diagonales; mais alors A*=r ; en désignant
donc par c l'un des côtés du polygone et par dt , dz , clz , ......
dnm,z les diagonales menées d'un sommet a tous les autres ? on aura

d'où

Si, par exemple , il s'agit de l'hexagone régulier ? ou n—6 et
= r , on aura

mais ici,l'on a dz=z2r et d^-=^dl ; donc

5 ^ + ^ = 1 or* ,

ou . d*zzZr* et ^ =

comme on doit l'avoir en effet.

THÉORÈME. Un polygone quelconque étant circonscrit S un
cercle, et un autre cercle étant concentrique à celui-là \ la somme
des produits des côtés du polygone par les quarrès des distances
d'un point quelconque de la circonférence du second cercle aux points
de contact de ces côtés avec le premier, est une quantité constante.

Démonstration* Soit O le centre commun des deux cercles ; soit
r le rayon de celui auquel le polygone est circonscrit, et soit R
le rayon de l'autre. Représentons par a, b , c , .,.• les côtés con-
sécutifs du polygone; et désignons leurs points de contact par A7
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B , C , .... Soit etffin P un point pris arbitrairement sur la cir-
conférence dont le rayon est R ; et représentons respectivement par
a , (3 , y , ...... les angles POA , POB , POC , ..... parce que les
angles qui ont les côtés perpendiculaires chacun à chacun sont égaux ?

les angles <x , (3 , y 7 ...., seront aussi ceux que feraient les côt:'s a ,
h , c , ..... du polygone avec une perpendiculaire indéfinie menée à
OP ? par le point O, de sorte qu'on aura, par un théorème connu (*),

.. =o . (i)

Cela posé 9 les triangles POA , POB , POC ? donnent

zrRCos.y ,

Prenant la somme des produits respectifs de ces équations par a ,
b 9 c , ..... et ayant égard à la relation ( i ) , il viendra

PA2.^+PBX J+PC\<7+ •••• =(R2+rz)(a+b+c+ .... ) , (2)

équatiori dont le second membre est indépendant du point P , sur
la circonférence dont le rayon est R 7 comme l'annonce le théorème
qui se trouve ainsi démontré.

Si le polygone était régulier, en représentant par n le nombre
de ses côtés , l'équation (2) deviendrait

(*) Voyez, entre autres, la pag. 3io du XV.e yolume du présent recueil.
*J. D. G.
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PA +PB +PC + =«(/22+/-sj .

Si le point P était pris sur la circonférence même du cercle ins-
crit , on aurait R = r, et conséquemment

.«4-PB2 .J+PC* x +.... = ai*(a+b+c+.... )

et s i , en outre le polygone était régulier, on aurait

QUESTIONS PROPOSÉES*

Théorème de trigonométrie.

OOIT un triangle sphérîque quelconque ABC , et soit P un point
de la sphère disposé d'une manière quelconque par rapport à ce
triangle. Soient en outre A' , B/

 9 O respectivement, les points où
les côtés BC , CA, AB, sont coupés par les arcs de grands cercles
A P ; BP, CP. On propose de démontrer que

(
Sin.PA'
Sin.AA' -f-2 -^

Sin.PC Sin.PA'

Sîn.PC/
— Cos.BC

5inCC;

Cos.CA

Sin.PA' Sin.PB'

==!•



CALCUL DES VARIATIONS.

ANAL1SE TRANSCENDANTE.

Exposition des principes du calcul des variations (*) ;

Par M. AMPÈRE , de l'Académie royale des sciences de
Paris, de celles d'Edimbourg, de Cambridge, de Ge-
nève , etc. , professeur au Collège de Finance et à l'Ecole
polytechnique*

§, I. Notions Générales*

I. JL/ANS le calcul différentiel proprement dit, on ne fait varier ?

dans les fonctions qu'on y considère, que les seules variables x ,
y y z ; c'est-à-dire, les coordonnées de certaines courbes ou sur-
faces déterminées , ce qui répond à des points déterminés de ces
mêmes surfaces 9 pour lesquels on enseigne ce que signifient les
différentielles de ces coordonnées ; et on y enseigne également à
déterminer les différentielles de toutes sortes de fonctions.

Mais, dans une fonction telle , par exemple , que

y=î(x , a , h , cy .... ) ;

{*) Cette exposition a ^té rédigée par l'auteur , pour son cours cPanalise
à J'Ecole polytechnique. On peut aussi consulter , sur \t même sujet , ua
laéinoire inséré au coininenceinent du XIILC volume du présent recueiL

J. D. G.
Tom. XVI, n.° F, i.er novembre 1825. 18
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rien n'empêche de faire varier les paramètres a , h , c 5 ...... ; et
dès lors on sort de la courbe où l'on était d'abord , pour passer
à une autre courbe voisine de celle-là. On peut obtenir ainsi une
infinité de nouvelles courbes, suivant les valeurs diverses qu'on
attribuera à a , b , c , . , . . . On rencontre déjà des exemples de
pareils changemens dans la recherche des solutions particulières des
équations différentielles , où Ton différentie les équations des cour-
bes par rapport à leurs paramètres, afin que les nouveaux eoefll—
ciens diflérentiels ainsi obtenus donnent, en les égalant à zéro P les
solutions particulières demandées.

Si on ne fait varier que les paramètres ; dans une courbe

y=£(x , a , b , c , .,... ) ;

cette courbe se trouvera transportée , suivant ses ordonnées , de
AB en A'B' ( fig. i ). On peut alors chercher l'augmentation de
l'ordonnée ou de y , qui est MM7. Ou peut aussi demander l'aug-
mentation de dy qui de TQ est devenue T 'Q ' , l'augmentation du
rayon de courbure , etc. On pourrait bien se contenter y pour les
questions de géométrie ? de faire varier les combes de la sorte ,
en suivant les ordonnées ; mais ce point de vue n'est pas assez
général pour les questions de mécanique. On suppose alors que tous
les points d'une courbe se transportent sur une autre courbe, en
décrivant eux-mêmes des courbes intermédiaires MM , mm/ ( fig 2. ) .
Alors, en même temps qu'on fait varier les paramètres, on fait
aussi varier Tabcisse. Ce sont les accroissemens que l'on donne y

soit aux paramètres soit aux variables dépendantes, que Ton appelle
leurs variations , et que Ton désigne par la caractéristique S. Par
analogie avec les dénominations admises dans le calcul différentiel,
nous appellerons variation de la fonction la quantité à laquelle se
réduit sou accroissement total , lorsqu'on en supprime les termes
affectés des puissances supérieures de èx ; Sa ? Sb , ..... D'après cette
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définition , u étant une fonction quelconque de x , a, h y ..... de
même qu'on a

on aura aussi

. du du ^ t du
Su — —&r-f~ — Sa+ —

d;c ' da &b

TI M n *u àa .. - dtf du
II est mutile de mettre r- > v— > ...• au lieu de — , — ? ...M... :
parce que ces derniers rapports ? étant indépendans des accroisse—
mens donnés à x ? a ? ? restent les mêmes , quels que soient
ces accroissemens.

La courbe A(W 7 sur laquelle on transporte la courbe AB ? n'a
pas besoin d'être de même forme que celle-ci, pour qu'on puisse
prendre sur elle les variations comme nous venons de le dire. En
effet, on peut développer en séries les ordonnées de ces deux cour-
bes , comme on le voit ici

pour la courbe AB , J—^H (x—°0'^m — (x—<*)*+•••• 5

pour la courbe AyB;
 ? y=J?H ( ^ ~ a ) + — [x—a)2-}- .

«Elles sont ainsi présentées sous la même forme, ayant un nom-
bre infini de paramètres b , lf , b", y B , i?7 , 57 / , ...... Or?

ce que nous avons dit tout à l'heure , étant tout-à-fait indépendant
du nombre des paramètres , rien n'empêche de supposer B=fr-+-Siï,

P B'/—b//-{-èb//
 9 ...... , et par conséquent de regarder
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la courbe AŒJ comme étant la variation de la première ÀB (*).

§. IL Construction des formules.

Soient 'PV/=§,v 9 Pp=:àx ; on aura ( fig. 2 )

àSx = V'p'—'Ppï=

d'où Ton conclura

c'est-à-dire que la différentielle de la variation est égale à la varia-

tion de la différentielle.

Le mémo théorème a lieu pour les fonctions. En effet , soit

y=i(x , a , h 9 c , ) ?

qui donne

d r = —— àx ;

Si nous appliquons à cette équation une variation 5 en nous rappe_

(*) II est bien essentiel de remarquer que les courbes pour lesquelles il
s'agit de prouver que l'une peut être considérée comme la variation de
l'autre, sont des courbes individuelles , c'est-à-dire , à paramètres invaria-
bles ou numériques. Il est bien clair alors que les coefficiens du développe-
ment , par la suite de Maclaurin , doivent être regardés comme indépen-
dans les uns des autres , puisque ces b , br , bn , ...... B , Bf , Bff , ..... sont
numériques. Si Ton pouvait donner diverses valeurs aux paramètres des deux
courbes que nous considérons, les coeiliciens du développement dépendraient
les uns des autres , et on ne pourrait plus regarderies coefficiens du second"
développement comme résultant de la variation de ceux du premier.
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lant que , d'après la définition de la variation, semblable à celle
de la différentielle ,

nous aurons

J dx ax

c'est-à-dire ,

9dy= £ ALr+d* (pL

Mais , d'un autre côté

En différentiant cette dernière équation et observant que , puisque
la différentielle se prend le long de la courbe , en ne faisant va-
rier que x et y , il s'ensuit que Sa , Sb ? doivent ici être con-
sidérées comme des constantes ? on aura

d^+d.( Xd^+ J%L §a+ ^L
àx \ d ^ ' àadx * dbdx

En comparant entre eux les dëveïoppemens de My et de dSf
en observant que ? d'après ce qui a été prouvé ci-dessus s

et que d'ailleurs, parce que l'ordre des difler en dations est indif-
férent ,
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à-y d2y
dxda daâx * dxdï àbdx 9

on verra que ces deux développemens sont égaux , et qu'ainsi

On peut tirer de ceci une conclusion semblable , par rapport au
signe d'intégration. Soit, en effet

zzu , d'où

donc

d'où y en intégrant

Ainsi , on peut intervertir Tordre des signes f et 3*.
La courbe AB ayant été transportée sur A'B' ( fig. 3 ) , de ma-

nière que les points M et 772 soient venus en M/ et mf ; si nous
menons les tangentes MT et MS f aux courbes MB et MM' ; il
est clair , d'après la définition que nous avons donnée de oy , qui
est, du reste 9

il est clair, disons nous, que §y=SQ ; puisque ce doit être la
partie de M ^ qui ne contient pas les termes infiniment petits par
rapport aux premiers. Mais , si Ton suppose que la position A /B /

soit infiniment voisine de la position AB P on aura , à la limite y
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y , ^ Sx ou

donc

De même

sera, à la limite , la distance des deux courbes. O r , on sait déjà
que

Nous représenterons désormais par co cette quantité, dépendant seu-
lement de la variation des paramètres ; quantité qui , lorsque les
variations deviennent infiniment petites , représente , ainsi que nous
venons de le voir , la distance entre les deux courbes. Nous au-
rons donc ainsi

c'est cet a? qui reste seul , quand on suppose 3JT = O , et que les
paramètres seuls varient.

Comme p est une fonction de x , de même qu'on a établi

çn peut poser aussi
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Enfin si V est une fonction de x , y 5 p , q, ..... ; comme on peut
toujours exprimer y , /? , ^ , ..... en fonction de x seul > et par
conséquent V aussi ; on aura de même

ou j — I représente la différentielle de Y par rapport aux x non

seulement en évidence , m?.is me me contenus dans y , p 9 q, ....
Il existe des relations remarquables entre ces o>, <*>', w", .....O

Soit 9 en effet, comme ci-dessus

ày

y = f ( x , a 9 17 c, ..... ) et •_ -p ,

d'où

On entend par —• la dérivée de cette fonction de x9 a9 hp ..*•

5^, <53, en n'y faisant varier que x, parce <jue

èa — a'—a , èb=b'—b,

sont constantes, quand ay b f .•... ^^/, b1, ..... le 6ont Ainsi

dx dadx
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dy

àx

dy
D'un autre coté , p= — e'tant une fonction de x , a % l , ....

on a

*=£**+&«*•£•+•=-•
en se rappelant donc que

et qu'en outre

d2/

dxâa dadx * àxàb dbàs

on trouve

On trouvera de même

d'où Ton voit que

(*) II est essentiel de remarquer que af, 3 ' , ..«.., étant de nouvelles va-

leurs de a , b > , sont constantes , dans les différentiations relatives à

d ; et que Sa-=zaf—a ^ lbTzzbf—b , «. ; parce que, dans les différentiations

relatives à ^, les quantités a , b , sont, dans la fonction^-=f(x , a , b, ..,Ï )

et dans ses dérivées, des variables indépendantes, pour lesquelles les diffé-

rentielles marquées par la, Ib , ..,. sont la même chose que les différences

entières représentées par af—a > bt~«b 9 «.M»

Tom. XVI. 19
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Pour Y=F(x , y , p , q , ....) , où les paramètres a , b ^ r , , ,

entrent implicitement y on a

mais, en désignant par i l / , N9 P <> Q, ..... les coefficiens difîe
rentiels de ^ par rapport aux # , y y p , q , .»..« en évidence
on a

et il en résulte

Si nous substituons pour Sy 9 Sp, èq , .•... les valeurs précédem-
ment obtenues, il en résultera

valeur qui, comparée à

fait voir que

La variation de V, savoir :
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une fois trouvée , celle de l'intégrale fl Tdx est facile à en déduire#

On sait en effet que

substituant pour èV la valeur que nous venons d'obtenir , on aura

Or ? en premier lieu ,

~

on trouve ensuite , en intégrant par parties

P — dor=Pco— / <*>àx y

dx J àx

(? —- dar = O—-

/Z — ax=:R +-—

dx5 d**

dx J dx*

/"d^n _
omx*4 —

dx dx ^ dx*

réunissant alors tous ces termes , on aura finalement

- g + S --><<?- S + - )
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§. III. Application aux questions de maxirna et minima#

La dernière formule que nous venons d'obtenir sert à résoudre
une des questions les plus importantes du calcul des variations ,
celle des maxima et minima. Une partie de cette question ressort
du calcul différentiel ; mais cette partie est peu étendue ; elle ne
comprend que le cas où l'on demande le maximum ou le minimum
d'une fonction dans laquelle on ne fait varier que les variables cou-
rantes x ? y ? ..•. Ainsi ? ce sera la détermination de l'ordonnée
maximum ou minimum d'une certaine courbe ou d'une certaine
surface. Mais si , dans une fonction ? on fait varier les constantes
ou paramètres, on peut se demander quelles sont les valeurs à
leur attribuer , pour que la fonction jouisse d'une certaine pro-
priété à un degré maximum ou minimum* Cette importante ques^
tion a beaucoup occupé les géomètres du dernier siècle. Euler l'a
résolue, en partie, daçs un ouvrage ayant pour titre : Methodus
inveniendi , etc.

Or y la série de Tajlor donne , comme on sait P dans le cas
de plusieurs variables, et conséquemment pour

/
v=f^x9 y 9 p, y, ..... a P h ? c 9 ) ,

9 .... a+Sa ,

du * d*u £r»
1 QXl I n J ' » 1 • ,
dx dx2 1,2 '

du d*u

dy J l dxdj
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du dai/ ty*

i a

1 drd/? i 3

dû

du

bien

en désignant par §*u la variation de eu, par 33u celle de 52£/, et
ainsi de suite.

Or , si U est un maximum ou un minimum 9 on sait que eu
doit être nul , puisqu'il ne contient que les premières puissances
des variations èx , Sy , ...... 5 et change conséquemment de signe
avec elles. Au contraire S2u n'en devra pas changer > puisqu'il con-
tient ces variations à la seconde puissance.

Quand on demande le maximum ou le minimum d'une fonction ,
on ne peut souvent exprimer celte fonction que par des intégrales
définies ? entre les limites où la fonction doit avoir lieu. 11 fout
alors considérer le développement de la série de Taylor relatif à
/Fax , savoir :

1.2 1.2,3
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S'il y a maximum ou minimum, il faut que <5/77'd# = o. Les va-
leurs de ox , Sy 9 ......... qui satisfont à cette condition, devront
rendre . en outre , frfFdx négatif\ dans le cas du maximum 5 et
positif d?ais le cas du minimum.

Il est encore à remarquer que 5 si le maximum ou le minimum
doit avoir lieu entre certaines limites, non seulement f Vax mais
aussi

SfFdx , VJVdx , Vf Fax , ....

devront être pris entre ces limites. Or nous avons trouvé ci-dessus

et si nous nous rappelons que

S h hx=Spqhx , r

il viendra , en substituant ,

J \ àx dx* àx* l J

qu'il faudra prendre entre les limites données.
Il se présente ici plusieurs cas à examiner.
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i.° Supposons d'abord que Ton donne, pour les deux limites,
les valeurs oc', xf/, y*, y", p/, / ? " , .... de #•, y 9 p9 —• Alors ,
ces valeurs extrêmes étant fixes ? leurs variations seront nulles, de
sorte que l'équation à laquelle nous venons de parvenir se réduira
simplement à

L- !£ + £^ iW(trsso e
du; d#2 dx* J

Or ? on ne peut supposer co=ro , parce que > sous le signe f% c'est
le co courant , et qu'il ne peut être nul qu'aux limites ; il faut
donc que

^ r dP d>Q dy? .
do? ' da;a do;3

de sorte que cette équation sera l'équation différentielle du maxi-
mum ou du minimum cherché. Mais si

V=i(x, j r , p , ^r, ;....)

contient un coefficient différentiel de Tordre n, il est clair que cette
équation sera de l'ordre 2/2 , de sorte qu'en l'intégrant elle don-
nera 2n constantes arbitraires ; or ^ comme aux deux limites x!, xu

 f

il faut qu'elle reproduise y/
 9 y

n , pf , p" 9 c/' ? q1', (*) eu
nombre 2/2, on aura 2/2 relations pour déterminer les * zn constan-
tes arbitraires introduites par l'intégration ; et on le pourra aisé-
ment.

(*) On ne donne que 2/2-̂ -2 coefficiens différentiels p', p/;, ^ ' , qf/ , ,
*'il doit 7 en avoir n dans l'équation indéfinie ; parce que les conditions
de y=yf et f^=jft, lorsque x^=x' et x^=^xl/ fournissent des relations res-
tantes , le cas où Ton donnerait zn coefllciens différentiels ou plus n'a pas
tacore été traité.
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2.0 Supposons qu'on ne donne que les deux limites x/

9 x" ^ y',
y/f, sans assigner , pour ces limites , les valeurs dep', p;/, y', ^ " , ....
II faudra toujours, dans le développement de SfVdx, égaler sé-
parément à zéro la partie contenue sous le signe f et la partie en
avant de ce signe. En effet , supposons que nous ayons trouvé la
courbe qui satisfait au maximum ou au minimum , entre les deux
points donnés , et prenons , pour les points limites, les valeurs de
pf

 y pH 9 q* 9 q" ; ; cherchons ensuite la courbe qui satisfait au
maximum ou au minimum , pour ces valeurs fixes de p , q, ..... ;
il est manifeste que nous devrons retomber de nouveau sur la
courbe dont il s'agit; or, en fixant^', p/;, qf ^ q'/, ..... tout aussi
bien que xA, œu, yf

 9 y
n, il faut 9 comme nous l'avons vu ci-des-

sus , que Ton ait l'équation (A) ; donc , cette équation devra en-
core avoir lieu, lorsqu'on ne fixera pas p/ , pn, i)f , qêt, ...... (*)•
Comme ces quantités sont indépendantes entre elles, pour que la
première partie de èfVàx soit nulle , il faudra égaler séparément
à zéro les coefficiens

pL _.... de ¥ , q>_ El + ±fl..... de

S'— de èr* y 5"— de Sr»

(*) M. Ampère est ici le premier qui ait expliqué nettement pourquoi ,
dans tous les cas, la quantité sous le signe y* que contient l'équation com-
mune au maximum et au minimum doit être séparément nulle. C'est le seul
point sur lequel notre mémoire du tom. XIII ^ déjà cité 9 nous avait sem>
blé vulnérable.

J. D. G.
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Les équations résultantes ne seront qu'au nombre de 2/2—2 , parce
que le S du dernier coefficient différentiel manque dans la pre-
mière partie de SfVàx, comme le fait voir bien évidemment la
forme des eoefficiens de èp 5 oq y Par exemple, s'il n'y a que
cinq coefficiens différentiels p , q , r , s , / , la première partie de
SfVdx , finira par T'A?, et ne contiendra point o/. Mais il faut
qu'aux deux limites l'intégrale de l'équation donne pour x—x'
ou xN , y=yr ou j " . Cela fournira deux nouvelles relations qui,
jointes aux 2.n—2 dont il vient d'être question , compléteront le
nombre total de celles qui seront nécessaires pour la détermination
des 2.n constantes arbitraires introduites par l'intégration de (A).

Il est presque superflu d'observer que , si quelques-unes seu-
lement des quantités pf , pn , rj' , qf/

 9 étaient données , il n'y au-
rait à égaler à zéro que les coefficiens des §p/, èpf/

 ? Sq* , fy", ....
non donnés. Les autres relations nécessaires pour déterminer les
2.71 constantes arbitraires de l'intégrale de {A) , seraient fournies par
celles des quantités//, pf/

 7 q/, (jir, ..... dont les valeurs seraient
connues.

Nous remettons à traiter plus tard du cas où les limites ne se-
raient pas invariablement fixées ? mais assujetties seulement à la
condition de se trouver sur deux lieux géométriques donnés ; et
nous nous occuperons , pour le présent, des cas où l'équation (A)
est susceptible de quelques simplifications.

§. IV, Simplifications du procède général*

II est de cas où l'équation

j ^ » + *2 ™ + =. (A)
dx dx* eu;3

peut être simplifiée.

1 / Quand V ne contient pas f , o a a N~o , et par suite

Tom. XVI. 20
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dP d*Q

ce qui donne, en multipliant par àx et intégrant ,

équation de Tordre 2/2—Î. Si en outre p manquait dans V, l'équa-
tion pourrait 5 par un procédé analogue , être amenée à Tordre
an—2.5 et ainsi de suite.

2.® Quand V ne contient pas x , et que Ton a conséquemment

et par suite

Si nous substituons ici la valeur de N tirée de l'équation (A),
qui est

1

nous aurons

X7 dP d=Q âm
/V—• . ^ \ _̂___ .̂ —

multipliant par àœ , et observant que

il viendra
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à Pi+Qty+Bà++~àx = Pip+Qty+Bàr+ +/» ~ dx-p

et par conséquent

~

Or , en intégrant par parties , on trouve

Rdr=Rr-9-+p —-Jp ~

ce qui donne , en subtituant,

- ••) +--+C: (D)

qui n'est plus que de Tordre 2/2—T.
3.° Quand V ne contient ni x ni y f on peut abaisser l'équa-

tion (A) , qu'on appelle quelquefois l'équation indéfinie 9 parce que
son intégrale donne l'équation du maximum ou du minimum, avec
des constantes arbitraires. On a alors , à la fois,

et
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l'équation indéfinie se réduit donc à

dP d=Ç , _ .-

et donne, en intégrant

puis 3 en substituant

et ensuite, en multipliant par éx et intégrant,

niais, nous avons trouvé ci-dessus , en intégrant par parties

J ' dx 4 r dx* J r dxi *

il viendra donc ? en substituant f
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+ £
équation qui ne s'élève qu'à Tordre «—2. seulement, et qu'on
pourrait abaisser encore si p était nul,

§. V. Applications diverses.

Soit proposé d'assigner la courbe, joignant deux points donnés >
dont la révolution autour de l'axe des x engendre une surface
minimum ?

La surface de révolution considérée comme indéfinie , étant ex*
primée par zvrfyàx^/i+p*, il faudra qu'on ait

on a donc ici

= - = 0

57 = ^ 1 + ^ >

àV^ py
dp \/i+p2

et les quantités Q 9 lî , S , sont toutes nulles. Puis donc que
cv n'entre pas dans V ^ on peut faire usage de l'équation (D) , qui
est simplement ici
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r=Pp+c ,

et <jui devient, par les substitutions ,

ou encore

d'où on tire

et par suite
âx _ dy
1 jï^9

ï^c*

ce qui donne ; en intégrant

X

€

II resterait à déterminer c et c* par la condition que la courbe
passe par les deux points donnés ; mais leur détermination ne peut
avoir lieu , parce qu'elle entraînerait la résolution d'une équation
exponentielle.

Toutefois , on peut reconnaître quelle est la nature de cette courbe.
En effet, il est visible que y ne saurait être moindre que c ; de
manière que c est l'ordonnée minimum. Si donc nous prenons
cette ordonnée pour axe des y, il faudra qu'en posant x=>o 7 on
trouve y=c , d'où c'~—Log.£ ; donc
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Log,

donc aussi

sf. . ou Lo^. Z—Y2 =s — -
y+\lYz—cZ c c

cela donne

y—

d'où en ajoutant,

eqtiation que Ton reconnaît pour celle d'une chaînette dont Taxe
principal est celui autour duquel la révolution s'exécute (*).

Soit proposé, en second l ieu, de trouver la courbe pour laquelle
l'aire comprise entre un arc , les deux normales extrêmes et Tare
correspondant de la développée soit un maximum ?

Soit u Taire dont il s'agit ? et r le rayon de courbure ; ou aura

a.q iq
d'où

(*) Voyez Annales , tom. 15 pag. 58.
J . D. G.
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2.q

de sorte qu'il faudra poser

= o 9
2Ç

on aura donc ici

M= — = o ,

R , 5 , .... seront nuls ; et comme ni .# nî y n'entrent dans V,
nous pourrons faire usage de l'équation (E) qui se réduira à

et deyiendra , par les substitutions ,

II faudra intégrer cette dernière équation, et déterminer les quatre
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constantes arbitraires , en exprimant que la courbe passe par les
deux points limites, et qu'en ces deux points Q/ et Q" sont nuls.

Mais si Ton veut seulement savoir quelle est la nature de la
courbe , on remarquera que , r désignant toujours le rayon de cour-
bure , son équation différentielle revient à

ce qui donne successivement

A —

q

c'est-à-dire P

d'où ; en intégrant et transformant les constantes ,

. ( i )

On peut faire disparaître ces constantes , en choisissant les axes
d'une manière convenable. On peut d'abord porter l'origine au point
pour lequel le rayon de courbure est nul. En désignant alors par
a y ]3 les coordonnées de ce point , on aura

Nous pourrons ensuite faire tourner le système des axes autour
Tom. XFL zi
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de la nouvelle origine ( a , (5 ), Les formules générales de cette
traasiormation étant, comme Ton sait

&=oL-\-tCos.m—z/Sln m , ^=:i3-{-/Sîn./72-f-z/Cos./72

on trouvera ? en substituant dans fi) et ayant égard à la relation (2)

r1 = /(CCos.772 4-6>/Sin.772)+z/(61/CoS772—CSin.m) .

L'angle m étant arbitraire 5 on pourra en disposer de manière que

il en résultera

O _ C

on aura conséquemment

o u , en transformant les constantes

Soient faits

a =Pi » a^^ ir =7* ' d o u r= - 7 — ;

il en résultera

àpl

~d7 1 r x tyiàpt 1 n[(l; T

d'où , en intégrant f
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équation qui appartient à une cycloïde engendrée par un cercle
dont le diamètre est e'gal à a.

Souvent' la courbe qui doit donner îe maximum ou le minimum
est assujettie à certaines conditions de constance y comme d'être
d'une longueur donnée , de produire une aire de révolution de
grandeur donnée 5 etc. On exprime ces conditions en écrivant que
les variations des expressions des fonctions qui doivent demeurer
constantes sont nulles. Ainsi, soient les conditions

fF'àx-l' , JV"àx=l"

en nombre quelconque , on écrira

S/T'àx=o y

Soit , du reste 3

la condition du maximum ou du minimum*
11 est clair que , si une fonction a un maximum ou un mini-

mum , elle en aura encore un si on lui ajoute des quantités cons-
tantes ; puis donc que JV'àx , f F;/àx 9 fV'"&.x > sont cons-
tantes, il en sera de même de c'jF'&x , ct/fF/lHx9 cn/JFf(/àx ^ ,
d y c

ff, clu , ...^ représentant des constantes indéterminées ; donc
on devra avoir

Nous pourrons traiter SftF-^-c'F'-^-c"F" +-..*. )dx , comme nous
avons traité 3/Fdx , dans ce qui précède , et nous trouverons ainsi le
maximum ou le minimum cherché , avec les conditions auxquelles
il doit satisfaire* Mais, mie fois parvenus à Féquatiori indéfinie , il
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faudra la déterminer de manière à satisfaire non seulement aux
conditions que nous avons indiquées , en traitant du maximum et
du 7ninimum de JVàx , mais encore aux conditions ff>ydx=l/

 9

fVNàx=ln
 9 ....,, ; et c'est à quoi serviront les constantes c* , c" ,

c/;/, ..... Il était nécessaire de les introduire , pour n'avoir pas
moins de quantités à déterminer que de conditions à remplir. Du
reste , nous aurons ici autant de conditions qu'il en faudra pour
en assigner les valeurs.

Soit, par exemple, à trouver, parmi toutes les courbes isopéri-
mètres 9 celle qui a la plus grande aire.

On a, en général, pour la courbe de plus grande aire.

S/ydx=zo .

Si / est la longueur donnée , on aura , en. outre

nous poserons donc

nous aurons ainsi

™ dF
M— — = o ,

dx

v àV

N— — = Ï ,

ày

P Cpet tous les coefficiens ultérieurs seront nuls. L'équation (D) qui est
celle qui convient au cas actuel , et qui se réduit à

J-"-iendra , en substituant
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et, par suite

ce qui donne, en intégrant

équation du cercle. Il restera à déterminer les constantes c r C, J77 ,
par les conditions que l'arc se termine à deux points donnés , et
que sa longueur entre ces deux points soit égaie à /.

Il est à remarquer qu'ayant dû poser ici

ce sont aussi les mêmes équations que nous aurions posées s'il avait
été question d'assigner , parmi les arcs de courbes qui comprennent
une aire donnée, celui de moindre longueur; de sorte que le cer-
cle doit résoudre 9 à la fois , les deux problèmes. Il est clair , en
effet , que si 9 à longueur égale, le cercle embrasse la plus grande
aire, il s'ensuit qu'il contient le plus de surface sous le moindre
développement possible ; et , par suite, à aire égale , il aura la
moindre longueur.

Proposons-nous encore d'assigner, parmi les courbes isopérimè-
tres y celle qui engendre l'aire de révolution minimum ?

Nous aurons ici l'équation

n faisant
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y+c=y' > dou - i = — , ou ;>=/>' ,

notre équation deviendra

3 # V i+^2.djr=o ;

équation que nous avons déjà traitée ci-dessus , et qui nous a con-
duit à l'équation de la chainette ; c'est donc encore cetfe courbe qui
résout ce dernier problème. Il arrive seulement ici que son axe prin-
cipal se trouve à la distance c de Taxe de révolution. Du reste, la cons-
tante c 7 ainsi que les antres qu'introduira l'intégration de l'équation
indéfinie,provenant de $/y'\/ i+p/z dar = a ; se détermineront comme
dans l'exemple quivprécède celui-ci.

§» VI. Application aux Jonctions de trois variables*.

Si, dans l'équation
$JFdx=o ,

V contenait f outre x et y 9 une troisième variable, z. liée aux deux
premières par une équation de relation , on l'exprimerait au moyen
de celles-ci > et on ramènerait V à ne plus contenir ainsi que x %

y> p> </>
Qu'il soit question , par exemple, de trouver la courbe la moins

longue que Ton puisse tracer sur un cylindre, entre deux points
de sa surface. En prenant Taxe du cylindre pour axe des y et dé-
signant par a son rayon , l'équation de sa surface sera

Z = i/ a*—x* d'oiL — = y l
dx

On aura ensuite, pour la longueur de Tare

de sorte que la condition du minimum sera



DES VARIATIONS. i63.

Oa aura donc ici

V—

VlÊr.
Comme j manque dans V', nous pourrons prendre pour équation
indéfinie l'équation (C) qui , dans le cas actuel , est simplement
P = C ; c'est-à-dire, en substituant,

= 6 , ^ a ou /?= — =
7 r A

ce qui donne , en intégrant,

Si Ton prend Tune des extrémités de Tare dans le plan des yz y
à une distance b de Taxe des z , on devra avoir , en même temps ,

C
r̂zzzo , y~b ; en mettant donc simplement C pour • ? ou

aura

y=C . Arc (tang.= j

dans laquelle 6* se déterminera en fixant la situation de l'autre
extrémité de l'arc demandé.

L'équation que nous venons d'obtenir est celle d'une hélice ; et
c'est ce qu'il était facile de prévoir à l'avance. La plus courte
ligne qu'on puisse tracer sur un cylindre , entre deux points de
sa surface , doit être telle , en effet , qu'elle demeure encore la plus
courte, en développant la surface de ce cylindre sur un plan ; il
faut donc que, par l'effet du développement de cette surface, elle
devienne une ligne droite > ce qui est la propriété caractéristique
de l'hélice.
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§. VII. Examen du cas des limites varialles.

Nous avons vu , dans ce qui précède , comment, quand on fixe
les deux limites entre lesquelles le maximum ou le minimum doit
avoir lieu , on peut déterminer les 2/2 constantes qu'introduit, eo
général, l'intégration de l'équation indéfinie

xr dp à*p dm ,
dx dx% àx$ '

On pourrait ne pas donner proprement les deux limites, maïs
seulement les assujettir à la condition de se trouver sur deux cour-
bes données. II y aura alors 272+4 inconnues à déterminer, savoir,
les 2n constantes c, c* , cu

 9 .,.., introduites par rintégration de
l'équation indéfinie, et les quatre coordonnées x', yf , x/f ^ y(f,
des deux extrémités de la courbe cherchée. Or ici les Sx'9 Sy' ,
Sxf/ , ^ ^ ne sont plus nulles ; mais, puisqueiles ont lieu le long
des courbes données , ce sont les différentielles des coordon-
nées de ces courbes. En prenant donc les différentielles de leurs
équations, nous pourrons exprimer Sy/ et Sy/f, respectivement, en
fonction de Sx' et «L.". En faisant la substitution de leurs valeurs
dans la piemiùre partie du développement de SfFdx, il s'y trou-
vera in variations Syf, Syy/, Spy , Sp", ... , dont nous pourrons
séparément égaler les coefiiciens à zéro. Ensuite, x1', y 7 , r̂''7 , y77 ,
devront satisfaire aux deux courbes données, ce qui fournira deux
relations ; ils devront enfin satisfaire à la courbe trouvée, ce qui en
fournira deux autres ; de sorte qu'on aura en tout 2,n+4 condi-
tions pour déterminer les 2/2 + 4 inconnues.

Supposons , par exemple , que Ton demande une courbe , qui se
terminant à deux hyperboles équilatères
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produise une aire de révolution maximum autour de Taxe des x.
On posera toujours

ce qui donnera , en opérant comme ci-dessus

Pour déterminer les deux constantes c , ^..ainsi que les points ex-
trêmes de la courbe , c'est-à-dire , pour déterminer les six incon-
nues £, cf, xf , y/, x", y ^ , nous écrirons les premiers termes
du développement de S/fdx[/T+p , qui sont ici

yf ptyf

tuf/ •n!W!r

— - J M'— ~Vy §y" .

Or, la difïerentiation des équations des deux hyperboles donne

en substituant donc , il viendra

II faudra donc poser
c y b*pff

i— — • =:o > H = 0

et comme d'ailleurs
a2 àyr b* ày/f

cela reviendra à
àyf

Tom. XFI. 22
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équations qui expriment qu'aux points limites la chainette génératrice
doit être normale aux deux hyperboles données.

En remplaçant, dans ces équations p/ et ptf
 7 par leurs valeurs 9

déduites de l'équation dçj« cuainelîe ; savoir

' ICC1 V

elles deviennent

On a d'ailleurs

on se trouve donc avoir six équations, pour déterminer c , c1 , or' 9

y', *", r"-
Si la courbe qui doit satisfaire au maximum ou au minimum était

assujettie à des conditions de constance, comme d'avoir une aire 9

une longueur, etc., déterminée , il serait facile d'opérer comme il
a déjà été dit.

Si cependant ces conditions, au lieu d'être exprimées par des
intégrales 9 l'étaient par des équations algébriques; si , par exemple ,
au lieu de donneryT^d.arsr/, on donnait &{xf , yf , xu , y/f, / )=o ;
on remplacerait d'abord y1 et y" par leurs valeurs en x' et xN

 9

ce qui donnerait y(x' , xn , / ) = o , d'où Sx//=:§x/$(x/, /). Rem-
plaçant donc Sxf/par cette valeur , on n'aurait plus que le coefficient
de Sx' à égaler à zéro , ce qui ne laisserait plus que 2/2-4-3 rela-
tions ; mais celle qui aurait disparu se trouverait alors suppléée
par l'équation donnée to(x', yf, xif , y;/, / ) = o . C'est ainsi 5 par
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exemple, qu'on en agirait , si la chaînette qui doit se terminer aux
deux hyperboles était assujettie à avoir une corde d'une longueur
donnée. L'équation de condition serait ainsi (x;—^///-Jr(f/—yn)x—l*.

GEOMETRIE DESCRIPTIVE,
Méthode graphique pour les tangentes à la spirale

conique ;

Par M. H. GÀRBINSKI , Professeur à l'Université royale de
Varsovie.

, tandis que la géne'ratrice d'un cône droit se meut uniformé-
ment sur la surface convexe de ce* cône , un point parti du som-
met parcourt uniformément cette génératrice mobile ; ce point dé-
crira , sur le cône, une courbe à double courbure, que nous ap-
pellerons spirale conique* Le but que nous nous proposons ici est
de découvrir une méthode graphique pour mener une tangente à
cette courbe , en l'un quelconque de ses points.

Supposons , pour fixer les idées , que Taxe du cône soit verti-
cal ] et coupons-le par un plan horizontal quelconque , la projec-
tion de la génératrice mobile sera une droite tournant uniformé-
ment sur ce plan 9 autour de Fun de ses points , projection du
sommet du cône ; et la projection du point générateur sera un
point parcourant uniformément cette droite , à partir du point fixe
sur lequel elle tourne; c'est-à-dire, que la projection du point gé-
nérateur de la spirale conique décrira une spirale d'Archimède ,
laquelle sera ainsi la projection horizontale de cette courbe à dou-
ble courbure.

Soit, en second lieu , un cylindre droit de même axe que notre
cône , et d'un rayon quelconque. Si l'on projette la génératiice
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mobile de ce cône sur la surface convexe du cylindre , par un plan
passant par Taxe commun , sa projection sera une génératrice mo-
bile de ce cylindre ? parcourant uniformément sa surface convexe.
Si de plus on projette le point générateur de la spirale conique
sur ce même cylindre ; par une perpendiculaire à l'axe commun ,
sa projection sera un point décrivant uniformément la génératrice
mobile du cylindre; c'est-à-dire , que la projection du point géné-
rateur de la spirale conique sur le cylindre , faite comme il vient
d'être dit , décrira sur ce cjlindre la courbe à double courbure
connue sous le nom à'Jièlice.

Il suit de là que le lieu des perpendiculaires abaissées sur Taxe
du cône , de tous les points de la spirale conique , est la surface
gauche connue sous le nom à!hélicoïde\ surface dont la généra-
trice sera constamment horizontale ? et aura pour directrices de
son mouvement ? d'une part Taxe commun du cône et du cylin-
dre , et de l'autre , indistinctement , la spirale conique ou Fhélice
tracée sur le cylindre.

La spirale conique se trouvant donc ainsi l'intersection du cône
et dïuie hélicoïde , il s'ensuit que si, par un quelconque des points
de cett^ courbe , on mène deux plans tangens l'un au cône et
l'autre à Thélicoïde, l'intersection, de ces deux plans sera la tau-
gente a la courbe en ce point.

Ces préliminaires ainsi entendus , convenons, à l'exemple de M.
Vallé, et pour abréger le discours , que généralement le symbole
(P ? Q) représentera le point ou la ligne dont les projections hori-
zontales et verticales sont respectivement P et Q. Prenons pour plan
de projection horizontale le plan perpendiculaire à l'axe du cône
qui contient l'extrémité de la première circonvolution de la spirale
conique , et pour plan de projection vertical un plan parallèle quel-
conque à celui qui contient ce même point et Taxe du cône.

Soient ( ûg. 4 ) XY la commune section de ces deux plans, ( C , S/;)
le sommet du cône, (C , S^C") son axe, (A'H'B7, A'TTB'O sa sec-
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tion circulaire , suivant le plan de projection horizontal 5 (A'C'B',
À"S"B") sa section triangulaire parallèle au plan de projection ver-
tical , (A7 , A") l'extrémité de la première circonvolution de la
spirale conique , (C'A', S^A") la génératrice dans sa situation ini-
tiale', enfin (M7, M") le point de la spirale par lequel on se pro-
pose de lui mener une tangente 5 et que 5 pour fixer les idées 3 nous
supposons appartenir à la première circonvolution de cette courbe ,
(CH7 , S'D") la génératrice passant par ce point, et (M'C7, M7/G/;)
la perpendiculaire abaissée du même point sur l'axe du cône.

Concevons un cylindre droit, de même axe que le cône, et ayant
pour rayon (C'A", C/;A") ; en prolongeant (C7M', G"M'7) , jusqu'à
la rencontre de la surface convexe de ce cylindre en (H7 , H")
ce point sera un de ceux: de l'hélice et (CH7 , G"!!") une des
génératrices de l'hélicoïde dont il a été question ci-dessus ; et à
laquelle il faudra mener un plan tangent par le point (M / , AI77).

Si 5 par le point ( H ' , H") on conçoit une tangente à l'hélice ,
la projection horizontale H'? ' de cette tangente sera une tangente
en H' au cercle A'H'B7, et elle percera le plan horizontal en un
point P' de cette droite telle que la longueur HP7 sera égale à
celle de Tare HA7.

Soit une droite mobile constamment horizontale et s'appuyant
continuellement dans son mouvement , d'une part sur Taxe com-
mun du cône et du cylindre 5 et d'une autre sur la tangente en
( H / , H7') à l'hélice; cette droite ? dans son mouvement, engendrera
un paraboloïde hyperbolique , tangent suivant (C'H7, G"!!77) à Thé-
licoïde ; et ces deux surfaces auront en (M7, M") le même plan
tangent ; de sorte que notre problème se réduit à déterminer,
pour ce même point , le plan tangent au paraboloïde hyperbolique.

On sait que le plan tangent à une telle surface , en Tua de
ses points , a deux élémens rectilignes communs avec elle ; puis donc
que (C'H7, C"H") est un de ces élèmens, il n'est plus question
que de trouver l'autre qui doit, comme celui-là , passer par le point
( i l ' , M").



170 METHODES DES TANGENTES
On sait aussi qu'un mêine ie paraboloïde hyperbolique peut être en-

gendré de deux manières, par le mouvement d'une droite qui s'ap-
puye continuellement sur deux autres , en restant constamment pa-
rallèle à un plan fixe , et qu'on déduit le deuxième mode de gé-
nération du premier, en prenant pour directrices deux situations
quelconques de la génératrice, et pour plan directeur un plan pa-
rallèle à la fois aux deux directrices primitives.

Le point C7 étant un des points de Taxe commun du cône et du
cylindre, et le point P7 un des points de la tangente à l'hélice
en ( H7 , H") , et la droite C7P7 étant d'ailleurs horizontale , il s'en-
suit que cette droite représente une des situations delà génératrice,
dans le mode primitif de génération; et, comme (C7H7, G7'H7/) en
représente une autre , il s'ensuit que ces deux droites peuvent être
prises pour directrices de seconde génération du paraboloïde. Il
faudra prendre alors pour plan directeur un quelconque des plans
parallèles à la fois à l'axe du cône et à la tangente à l'hélice en
(H ; , H") , qui sont les deux directrices de première génération ; et,
comme la pi ornière de ces deux directrices est verticale , ce plan
je sera également.

Faisons passer le plan directeur par le point (M' , M") , sa
trace sur le plan horizontal passera par M' et sera parallèle à H/P/

Soit Q/ le point où cette trace rencontre C7P7, alors la droite me-
née du point Q/ au point (M7 , M/7) , s'appuyant sur les deux
directrices de seconde génération, et se trouvant en outre dans le
plan directeur, appartiendra au paraboloïde; et, comme la droite
(C7H7 , G"H") lui appartient également , il s'ensuit que le plan
conduit par ces deux droites sera le plan tangent en ( M / , M")
au paraboloïde et conséquemment à l'hélicoïde ; et. devra consé-
quemment contenir la tangente en (M7 , M77) à la spirale conique.

Ce plan passant par l'horizontale (C7H7, G/7H77) et par le point
Q7, sa trace sur le plan horizontal devra être une parallèle con-
duite par Q7 à C H , et coupant HP7 en quelque point IV. Puis
donc que le point R7 se trouve ainsi appartenir au plan tangent
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par ( M', M7/ ) à l'hélicoïde , et qu'il appartient aussi d'ailleurs ,
comme point de H P ' , au plan tangent au cône par le rnrme point ,
il s'ensuit qu'il appartient à l'intersection de ces deux plans, c'est—
à-dire, à la tangente en (M' , M77) à la spirale conique :1a droite
M'R7 est donc la projection horizontale de cette tangente. Cette droite
M7R7 est donc aussi tangente en M7 à la spirale d'Archimède , pro-
jection horizontale de cette spirale conique. Nous obtenons donc ,
chemin faisant, un procédé fort simple, pour mener une tangente
à la spirale d'Archimède, en l'un quelconque de ses points.

En projetant le point R7 sur le plan vertical en R7/ et menant
M7/R" , cette dernière droite sera la projection verticale de .la tan-
gente à la spirale conique ; cette tangente sera donc (M7R7, M/7R7' ).

Cette construction extrêmement simple d'ailleurs 5 devient mal-
heureusement illusoire lorsqu'on veut mener la tangente par le point
(A ' , A77), attendu qu'alors les points A7, M 7 , H 7 , P , Q 7 , R7 se
confondent, ce qui rend la direction de M'R' indéterminée. 11 faut
donc voir comment on pourra vaincre cette difficulté.

11 est connu qu'une hélice fait en tous ses points un angle cons-
tant avec les génératrices du cylindre sur laquelle elle est tracée ,
et, dans le cas présent, si Ion construit un triangle rectangle dont
un côté de l'angle droit soit égal à la circonférence dont le rayon
est C'A' , et dont l'autre soit égal à S"C/7, l'angle aigu adjacent à
ce dernier côté sera l'angle dont il s'agit

Cela posé , concevons un nouveau plan de projection horizontal
distant du premier de la quantité C V et coupant le plan vertical
suivant xy ; il coupera le cône suivant un cercle dont le .diamètre
parallèle au plan vertical sera {a!b', d!b!!} , et la tangente afd*
à ce cercle sera la trace sur le nouveau plan de projection hori-
zontal du plan tangent au cône au point (A7 , A/7). Si ensuite on
prolonge C'A7 d'une quantité A;S égale à C77^', et que, par le
point S , on mène une droite faisant avec SC un angle égal à
l'angle constant que fait l'hélice avec les génératrices du cylindre ,
et coupant A'A" en T ; cette droite ST sera évidemment le ra-
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battement ? sur le nouveau plan de projection horizontal > de la tan-
gente à l'hélice en (A ' , A") ; d'où il suit que son point T d'inter-
section avec la pr ;*ection horizontale A'A7 de cette même tan-
gente sera le point où la tangente perce ce même plan ; donc la
parallèle TU menée à C'A' par le point T , et coupant ddf en U
sera la trace , sur le nouveau plan horizontal, du plan tangent à
l'hélicoide en (À'5 A") ; le point U appartiendra donc à la fois
au plan tangent à l'hélicoïde et au plan tangent au cône par le
point ( A', A"); il appartiendra donc ? à l'intersection de ces deux
plans, c'est-à-dire , à la tangente à la spirale conique au point
(A' , A") ; la droit menée du point U à ce dernier point sera donc
la tangente demandée , dont UA' et a"A" seront ainsi les projec-
tions horizontale et verticale ; UA' sera donc ? en même temps la
tangente en A' à la spirale d Archimède.

Ce dernier procédé , qu'on pourrait aisément étendre à tout au-
tre point de la spirale conique, offre cet avantage que C V ; étant
arbitraire , toutes les autres lignes employées dans la construction
auront telle grandeur on voudra.

Bien que nous n'ayons considéré que des point de la première
circonvolution de la courbe, il n?est pas difficile de voir ce qu'il
y aurait à faire pour des points de cette courbe situés au delà. On
parviendra aussi très-facilement à modifier le procédé dans le cas où
son application obligerait à tracer des droites d'une trop grande
longueur.

La méthode de Roberval, qui s'applique fort bien à la recher-
che de la tangente à la spirale d'Archimède , conduirait également
à la tangente à la spirale conique ; mais les procédés déduits des
principes de la mécanique , quelque curieux qu'ils soient d'ailleurs,
ne paraissent pas devoir dispenser des solntionspurement géométriques.

Varsovie , le 5 août 18^5.
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AVANTAGE DU BANQUIER AU 3o ET 4o. J 7 3

ANALISE APPLIQUÉE.

Mémoire sur l'avantage du banquier au jeu de trente
et quarante ;

Par M. le B.on
 POISSON , de l'académie royale des Sciences,

Conseiller au Conseil royal de l'instruction publique.

( Lu à ïAcadémie des Sciences le iZ mars 1820. )

JLJ'ÉVALUATION des chances , dans les jeux de hasard, a été l'origine
du calcul des probabilités, et l'objet des problèmes résolus d'abord par
Pascal , Fermât, Hu^ghens et les autres géomètres qui se sont les
premiers occupés de ce calcul. Ceux qui les ont suivis dans cette car-
rière , et particulièrement M. Laplace, ne se sont pas bornés à résou-
dre des problèmes de cette nature ; ils ont étendu les applications de
ce calcul à des questions d'un plus grand intérêt ; et la théorie
des probabilités est devenue une des branches les plus importantes des
sciences mathématiques. Mais , parmi les nombreuses questions 5 d'es-
pèces si différentes , qui dépendent de cette théorie , il en existe une
qui n'a point encore fixé l'attention des géomètres , ou , du inoins ,
je n'ai vu nulle part qu'ils se soient occupés du calcul des chances ?

dans le jeu connu indifféremment sous le nom de trente et qua-
rante ou sous celui de trente et un* A la vérité, on trouve dans
lEncyclopédie ? par ordre de matières , à la suite de la descrip-
tion de ce jeu , une évaluation numérique des chances qu'il présente ,

Tom. XVI n.° VI, i.er décembre 1826. -3
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mais , avec un peu de réflexion , on s'assure aisément de l'inexac-
titude du principe sur lequel ce calcul est fondé. Cependant, le
trente et un étant le jeu auquel on expose annuellement le plus
d'argent , dans les jeux publics , il serait utile de reconnaître
à priori l'avantage des personnes auxquelles la ville de Paris con-
cède le privilège exclusif de ces jeux. Cette question d'ailleurs , par
la complication des conditions du jeu , est un des problèmes de
probabilité les plus curieux qu'on puisse se proposer. La plupart
de ces problèmes se résolvent, comme on sait , par des méthodes
uniformes, fondées sur l'intégration des équations aux différences
finies et partielles; mais, dans la question dont il s'agit ici , on ne
tarde pas à reconnaître que l'usage de ces équations ne pourrait
être d'aucun secours, et Ton est obligé, pour la résoudre, de re-
courir à de nouveaux moyens. Ceux que j'ai employés, dans ce
mémoire , m'ont conduit à d^s formules dont le développement ,
suivant les puissances d'une ou de plusieurs variables , fera con-
naître toutes les chances du trente et quarante que l'on voudra
déterminer; de la même manière que ? dans des questions moins
compliquées , le développement de la puissance d'un binôme , ou
d'un polynôme composé de plus de deux termes , sert à trouver
la probabilité des événemens composés ? d'après celle des événe-
mens simples. La conséquence principale que j'en ai déduite est
qu'au jeu du trente et quarante , l'avantage du banquier est à très-
peu près égal aux onze millièmes de la somme des mises , ou ?

autrement dit , que , dans une très-longue suite de coups , celui
que l'on nomme refait de trente et un 7 et pour lequel le banquier
prend la demi-somme des mises, doit revenir , à très-peu près,
vingt-deux fois pour un millier de coups ; la probabilité de cette
proportion pouvant approcher de la certitude d'aussi près qu'on
voudra , en prolongeant le jeu convenablement.

i. Le jeu de trente et quarante se joue avec six jeux de cartes
complets, formant en tout 3i2 cartes. Les figures comptent pour
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dix , les as pour un , et chacune des autres cartes pour le nom*
bre de ses points. Toutes les cartes étant mêlées , on tire succes-
sivement une, deux, trois, ^artes , jusqu'à ce que la somme
des points des cartes tirées ait passé trente ; et l'on s'arrête aussi-
tôt qu'elle a dépassé cette limite. On fait ensuite un second t i-
rage , semblable au premier, c'est-à-dire, que l'on tire de même,
sur les cartes restantes, une, deux, trois, ...... cartes, jusqu'à ce
que la somme de leurs points ait surpassé trente. L'ensemble de
ces deux tirages forme ce qu'on appelle un coup. Après le premier
coup , on en joue un second , de la même manière, avec les car-
tes restantes ; après celui-ci un troisième ; et ainsi de suite , jus-
qu'à ce qu'on ait épuisé la totalité des cartes que l'on avait d'abord.
Quand ces 3i2 cartes sont tirées, ou bien, quand il n'en reste
plus assez pour faire un coup complet, on a achevé ce qu'on ap^
pelé une taille ; et le jeu peut ensuite recommencer , suivant les mê-
mes règles , avec les mêmes ou d'autres cartes.

Puisque l'on s'arrête , dans chaque tirage, dès qu'on a dépassé
trente , et puisque 10 est le plus haut point qu'une carte puisse ame-
ner , il s'ensuit que chaque tirage ne peut présenter que 10 points
diflérens, dont le plus petit sera 31 et le plus grand 4o. En ajou-
tant les points de toutes les cartes qui composent six jeux complets,
la somme est égale à 2o/fO. Chaque coup emploîra au plus 80 et
au moins 62 de ces points ; le nombre des coups qui composeront

• ii i • • 2 O 4° 2040

une taille entière sera donc toujours compris entre —— et —— ,
ou entre 25 et 32.

Avant qu'un coup sbit commencé , chaque joueur parie contre
le banquier, pour l'un ou l'autre des deux tirages dont ce coup
sera composé. Le tirage qui amène le plus petit point , ou le moins
éloigné de trente , est celui qui gagne. Le banquier paye aux joueurs
qui ont parié pour ce tirage une somme égale à celle qu'ils ont
jouée, et il prend les mises des joueurs qui ont parié pour Tau-
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tre tirage (*). Si les deux tirages amènent des points égaux , et
sopérieurs à 3i , comme 32 et 3 2 , 33 et 33 , .... 4° e t 4° > Ie

coup est nul : le banquier ne paye ni ne reçoit rien pour ces sor-
tes de coups ; de sorte que s'il en était de même pour le coup
3i et 3i , le banquier n'aurait évidemment aucun avantage, elle
jeu serait parfaitement égal entre les joueurs et lui. Mais, lorsqu'il
arrive ce qu'on appelle un refait de 3i , ou autrement dit, si les
deux tirages d'un même coup amènent ce nombre, le coup n'est
pas réputé nul , et le banquier prend la moitié des mises de tous
les joueurs. L'avantage du banquier, au jeu de trente et quarante,
est donc égal, pour chaque coup , à la demi-somme de toutes les
mises, multipliée par la probabilité du refait de 3i , relative à
ce coup. Ainsi, l'objet principal de ce mémoire consiste à déter-
miner cette probabilité. Mais nous allons , auparavant , résoudre
plusieurs problèmes de hasard qui n'avaient point encore été trai-
tés jusqu'ici, et dont cette détermination ne sera plus qu'une ap-
plication particulière.

2. Une urne renferme xx boules portant le numéro i , x% bou-
les portant le numéro 2 , x% boules portant le numéro 3 , ....... ,
enfin x-x boules portant le numéro / , le plus haut de tous ceux
dont les boules sont marquées ; on tire successivement une, deux,
trois , boules , sans les remettre dans l'urne , après qu'elles

(*) Communément , pour plus de commodité , les joueurs , qu'on appelle
aussi les pontes, placent leurs mises sur le bord de deux cartons circulaires ,
l'un noir , répondant au premier tirage de chaque coup, et Tautre rouge ,
répondant au secoud; et de là Tient que, dans quelques localités , le trente
et quarante est aussi appelé la rouge et noire , et qu'on dit parier pour la
couleur noire ou pour la rouge 7 suivant qu'on parie pour le premier ou
pour le second tirage.

J . D. G.
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en sont sorties ; cette suite de tirages se continue , jusqu'à ce que
la somme des numéros amenés par les boules ait atteint ou sur-
passé r;i nombre donné x : on demande la probabilité que cette
somme sera égale au nombre x ?

Soit s le nombre total des boules contenues dans lïirne ; en sorte
qu'on ait

Désignons par al 9 Û2 , Û$ , ..... ox, des nombres entiers ou nuls,
respectivement moindres que xl , x% # x % , ..... xi , ou qui leur
soient tout au plus égaux ; ei faisons aussi

Par les premières règles du calcul des probabilités , si Ton fait un
nombre n de tirages successifs , sans remettre les boules dans l'urne,
la probabilité d'amener d'abord ax boule n.* i , ensuite aA boules
n • 2,, puis a^ boules n.° 3 .... • , enfin ai boules n.° î , sera ex-
primée par

l — f l l —i)!

en adoptant, en général, avec quelques géomètres, pour la com-
modité typographique , l'expression Al , comme le symbole de 1-2.
3 . . . ^ . Pour en déduire la probabilité d'amener, dans un ordre
quelconque, en n tirages, ax boules n.° 1 , a^ boules n.° 2. , a^
boules n° 3 3 .... ài boules 11.° / , il faudrait multiplier-cette quan-
tité par le nombre 1.2 3.... n de permutations dont sont suscepti-
bles les n numéros amenés , si tous ces numéros étaient difîé-
rens;mais, à cause que les numéros égaux ne doivent pas être
permutés entre eux , il faudra multiplier la probabilité précédem-
ment obtenue seulement par
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ce qui donnera un produit qui pourra s'écrire ainsi

Or, en intégrant, depuis J = o jusqu'à / = i , on a

en faisant donc, pour abréger

*i ** ai

et obseivant que la somme des exposans ax y a% , a5 ; ...... ût est
égale à n > ce produit deviendra donc

La somme des numéros amenés par cette suite de tirages sera /7,-h
2tf,4-3tfj4~ ...... -\-?a ; o r , d'après l'énoncé du problème, cette
somme doit être égale à x ; la probabilité demandée par cet énonce?
sera donc égale à la somme des valeurs que l'on déduira de l'ex-
pression (s+i)f(i—yYYdy, en y donnant aux nombres a1 9 a%y

a% y ....„ o-k y toutes les valeurs, y compris zéro , qui satisfont à l'équa-
tion
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Donc , si nous désignons par Y, la somme de toutes les valeurs
de Y qui répondent à ces valeurs de ax , ÛÀ , <?% , ..... a. , et par
A la probabilité demandée, nous aurons

Maintenant, prenons une indéterminée / , et supposons qu'on fasse
le produit des séries suivantes :

1 1 Xl~~J yHX \\ 1

si Ton ordonne ce produit par rapport aux puissances de / , il est
évident , d'après la forme de Y, que la somme Yx des valeurs de
cette quantité ne sera autre chose que le coefficient de ix dans la
sJrie qu'on obtiendra ; d'ailleurs ? les / facteurs du produit sont
les développemens des puissances

0+ -2-Y\ (1+ ^- Y,
V i—jr J \ i—y J

donc , à cause de ^ , + ^ 2 + ^ 3 -f" ••"•• -+#-'=s , JT, sera le coefficient
de / x , dans le développement du produit
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et par conséquent ? la probabilité X sera aussi le coefficient de t*
dans le développement de

l'intégrale étant prise , comme précédemment , depuis y=o jus-
qu'à j s : i .

3. Pour résoudre le même problème par le moyen des équations
aux différences finies , j'observe que la probabilité demandée est une
fonction du nombre x et des nombres xl , xt, x% y x%, et
je la désigne par Z . Après le premier tirage,

x 9 xt 5 x2 > ..... x-t

cette fonction deviendra l'une des quantités

Z
X I j ^ 4 — 1 y X%

y X ' '"" I ^.

x—o , oTj , ^r2 , ^"j—»i , •••„! x-t

z
X'—l y Xg y X% y % ^ y ( . •«• • X'f <•— I

suivant que la boule sortie portera quelqu'un des numéros i , 2 3

3 , ••.... / , respectivement. Les probabilités de ces événemens sont
d'ailleurs respectivement

s ' s > s ' 7" *

or y il est évident que la probabilité avant le premier tirage est
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égale à la somme des probabilités qui auront lieu après , multipliées
chacune par la probabilité de l'événement auquel elle répond : c'est
ce principe qui sert à mettre en équation la plupart des problè-
mes de probabilité ; e t , dans la question présente 9 il en résuite
que nous aurons

Xr

- Z
x—i , xx—i 5 xz 5 xi y .... or.

S X 3 . , . X-

X j j X 2 y X , — ^ I ^ • t # •

I * ' ^
1 /y» „ 7 jy« yy. /y»

t e même raisonnement montre que, si Ton a x~
plus petit que iy on aura

/y mmmmm, T i. . . U,; 1 /

a y a étant

^ z
S

s a—2 ? x%

i

'a—3 , xt y xx

x ^ ..,„. x.

Tom* XVI. '4
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En comparant cette équation à la précédente , on voit que, pour
qu'elle y soit comprise, et pour que l'équation (i) subsiste > pour
toutes les valeurs de x<î, il est nécessaire de supposer la fonc-
tion Z égale à l'unité, quand x=zo , et nulle, pour toutes les
valeurs négatives de x plus petites que i, abstraction faite du signe ,
quelles que soient d'ailleurs les autres variables xx , xz 9 x^ > ... ay
Cela étant, en faisant successivement x= i , xzzzz , ar = 3 , 7

dans l'équation (i) , on en déduira

xz

=-z +—,
5 I iS?*-»! T̂ „. X- s

s

7 — Xt 7 -i. * • 7 -L *•

mettant aussi successivement ^r,— i , ar2 — i , x%—i , , à la
place de xx % x% , r̂ 3 , , dans la première de ces équations >

on pourra ensuite éliminer les quantités

I 5 . . . . . . . . ^ \

contenues dans les autres , et Fon aura
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s—t

et de même > au moyen de celles-ci, on obtiendrait

!—i xl—2

O j Xl y X2 ? . . . . X} s S 1 5 2 • 5 5—1 5

et ainsi de suite ,
De cette manière, on calculera aisément la probabilité demandée ,

lorsque x sera un petit nombre ; mais le calcul deviendra imprati-
cable , dès que ce nombre sera un peu considérable; et il faudra
alors recourir à l'intégrale générale de l'équation (i). Cette équation
linéaire a ses coefficiens wiriables ; néanmoins , si Ton multiplie tons
ses termes par s, ses coefficiens ne renfermeront les variables qu'au
premier degré ; circonstance d'après laquelle il sera possible d'in-
tégrer l'équation (i) par le moyen des intégrales définies. Mais
cette méthode ne conduirait que très-difficilement "à la solution du
problème que nous nous sommes proposé; c'est pouquoi nous nous
bornerons à vérifier que la solution que nous avons trouvée satis-
fait à l'équation ( i )

4 Soît, pour y parvenir ,

i* y f t~ y f ' /y 4* ~ Y .<• Xi

S indiquant une somme qui s'étend à toutes les valeurs entières
et positives de x , y compris x=zo , et jusqu'à x=z oo. Les valeurs
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de la fonction Z qui répondent à des x négatives étant nulles , d'après
ce qu'on a dit plus haut, on aura

—l< , Xt

, À' rp
p •

i' étant un nombre entier et positif; e t , à cause que cette fonction
il est égale à l'unité quand x = o , le premier terme de la fonction T
sera aussi égal à un. Si donc nous multiplions l'équation ( i ) par
tx 9 que nous donnions ensuite à x toutes les valeurs comprises de-
puis x-=zi jusqu'à x=zco > et que nous fassions la somme de tou-
tes les équations qui répondent à ces valeurs 9 nous aurons pour
résultat

S Xz 5 X^

T
S Xt j X ^mmmm*ï

^ i T

D'ailleurs , en ayant égard à l'expression de X, trouvée à la fin
du n.° i , et qui doit aussi être la valeur de la fonction Z ? ou
voit qu'on doit avoir
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l'intégrale étant prise depuis j = o jusqu'à J = I ; la question con-
siste donc à vérifier que cette valeur de la fonction T satisfait â
l'équation (2) , quelle que soit la variable /.

Or , je fais

y u au
=u ? ou r = , et dy = • •

et , pour abréger ,

Téquation précédente devient

et l'intégrale devra être prise depuis 2/= 0 jusqu'à z/=oo . En met-
tant successivement, dans cette équation précédente #y—1 , x%—1 ?

^ , — 1, oci—^1 à la place de xl , xz 9 x^ y ..... xiv et ; en même
temps, s—1 à la place de s , on aura

^/O-r+W^1-r+xO*~'~(*—yW1'4r

mais , en différentiant U par rapport à u y on a
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*— 1 *

du

et, si Ton compare cette équation aux précédentes , on en con-
clut facilement

x

du ï ~*" "*'txl y xz i,x x.

Au moyen de ees résultats, l'eijuation (a) devient

mais, en intégrant par parties , il vient

à la limite u = o, ou a £7=i ; à la limite a = on
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u

parce que U est le produit de s facteurs du premier degré par rap-
port à u ; on aura donc

/

dU , P VAu

ce qui rend identique Féquation (3) qu'il s'agissait de vérifier.

5c Maintenant ? proposons-nous ce second problème : les mêmes
choses étant posées que dans le premier, on fait une première
suite de tirages que Ton continue jusqu'à ce que la somme des
numéros amenés ait atteint ou surpassé le nombre x ; ensuite ,
sans remettre les numéros sortis , on fait une seconde suite de ti-
rages , que Ton prolonge jusqu'à ce que la somme des numéros
amenés ait de même atteint ou surpassé un nombre aussi donné
xf, on demande la probabilité qu'on obtiendra 5 à la fois, la somme
x ? dans la première opération , et la somme X* ? daus la seconde ?

Comme dans le premier problème ? la probabilité d'amener , dans
la première suite de tirages et dans un ordre quelconque , al bou-
les n.° i , #2 boules n.° z , az boules n.° 3 ? ûi boules n.° / ,
sera exprimée par

5— Tl)\Tl)\ ITj! Xt\ X.\

s\

cet événement ayant eu lieu , la probabilité d'amener à la seconde
suite de tirages, aussi dans un ordre quelconque, bx boules n.° i ,
b% boules n.°2j l^ n.° 3 , .... bi boules n.° i > sera
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—ii)! ^ ' .Oi - t f i—^ *»'•(*.—*.—£»)!

en désignant respectivement par n et /z' les nombres de numéros
qui composent le premier et le second tirages , c'est-à-dire, en
faisant

La probabilité de la succession de ces deux événemens l'un à l'au-
tre sera le produit des deux probabilités qui leur correspondent ,
lequel produit pourra s'écrire ainsi

î(^—72—n')\ n\nf\ # j ! xx\ &•{

s\ (n+»;)! al\bl\Çxl^al^bl)\ a*lbt\(x>— a>~» 3,)/ af.b^Xi—or-

or , en intégrant depuis j = o jusqu'à y~i 9 et depuis <r=o jusqu'à
z z i , nous avons

de plus en faisant a = i ? après la différentiatlon ? nous avons aussi

ce qui change la dernière équation en celle-ci
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n\n'\ d. 7 °

et , au moyen de ces valeurs et de celles de n et nf
} le précédent

produit sera égal à

en faisant, pour abréger

où Ton désigne par Xm > en général, le produit

Findice m étant un des nombres compris depuis i jusqu'à
L'énoncé du problème exige que Ton ait

donc ? si Ton donne aux nombres entiers positifs at ? a , a3 , •«
û;'7 bt y fc&î*'&i ? bi 9 toutes les valeurs possibles qui satisfont
à ces conditions, qu'on appelle P , la somme des valeurs corres-
pondantes 4 e P ; et/? la probabilité demandée par ce même énoncé v

on aura

Tom. XVI.
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Mais , / et 0 étant deux indéterminées différentes , on peut re-

garder Xm comme le coefficient du produit t m.b m
y dans le dé-

veloppement de la puissance

\'m ;

dJoù Ton conclut que Pi sera le coefficient de l*&*', dans le dé-
veloppement du produit

~

ordonné suivant les puissances et produits de puissances de / et 9 ;
donc enfin 5 à cause de s = #l-\~#2-{-#i -f- +^*i ? la probabilité
p 5 qu'il s'agit de déterminer sera le coefficient de 1*3", dans le
développement de cette quantité

en se souvenant qu'on doit faire a = i , après la diflerentiation in-
diquée, et prendre les intégrales depuis j " = o et z = o ? jusqu'à
y = i et z=zjm

Si ? au lieu d'une ou de deux suites de tirages , comme dans
le premier ou le second problème que nous venons de résoudre ,
il y en avait trois ou un plus grand nombre , l'analise précédente con-
duirait à la solution de la question; mais il suffit à l'objet prin-
cipal de ce mémoire d'avoir considéré le cas de deux suites de
tirages, qui est en» effet celui que présente le trente et quarante,
d'après les règles de ce jeu ? énoncées plus haut.



AU T R E N T E E T Q U A R A N T E . i 9 f
6. Pour appliquer la solution du second problème au calcul des

différentes chances du trente et quarante , il suffit de remplacer les
boules numérotées que nous avons considérées par des cartes qui por-
teront les numéros marqués par leur nombre de points , lesquels
s'étendront ? par conséquent, depuis i jusqu'à 10; les figures comp-
tant pour ce dernier nombre. On aura, par exemple 5 la proba-
bilité du refait de 3i , à un coup quelconque de ce qu'on ap-
pelle une taille , en faisant x-=x/z=nZ\ 9 et prenant pour xl , xz ,
.arj 9 ...... xi j les nombres de cartes de chaque espèce qui ne sont
pas sorties aux coups précédens ; en sorte que cette probabilité ,
et l'avantage du banquier qui en dépend , varieront d'un coup à
un autre d'une même taille, à raison des cartes déjà sorties. Mais
il est important d'observer que, pour déterminer l'avantage du ban-
quier, avant que le jeu commence , c'est-à-dire , la fraction de cha-
que mise qu'on devrait lui abandonner pour qu'il renonçât à cet
avantage pendant toute la durée du jeu , il suffit de calculer la pro-
babilité du refait de 3i , au premier coup seulement, ou quand
les six jeux de cartes avec lesquels on joue sont encore complets.
En effet , lorsque ces cartes ont été mêlées , s'il existe une chance
quelconque pour qu'un événement A arrive au premier coup et
un événement B à un autre coup , au dixième , par exemple ; il
y a exactement la même chance pour que l'événement B arrive
au premier coup et l'événement A au dixième ; car on peut for-
mer un autre arrangement de toutes les cartes, qui ne diffère de
celui que le hasard a donné qu'en ce que les cartes qui sortent
au premier coup sont remplacées par celles qui sortent au dixième ?

et vice versa ; et , comme ces deux arrangemens sont également
possibles , il en résulte qu'avant que le jeu commence la probabi-
lité d'un refait de 3i est la même pour le premier coup, pour le
dixième, ou pour tout autre coup Elle ne varie, pendant la durée
du jeu 9 que pour les joueurs qui ont la connaissance des cartes sor-
ties ; mais un joueur qui ne ne les connaîtrait pas devrait parier
la même somme à tous les coups, pour l'arrivée d'an refait de 3i*
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Cette considération fort simple rend possible la détermination de

l'avantage du banquier, en la réduisant au calcul de la seule chance
qui a eu lieu au premier coup. Observons aussi qu'on pourrait dé-
terminer cet avantage , en calculant la probabilité du refait de 3i ,
à un autre coup choisi à volonté ; mais il faudrait faire une hy-
pothèse sur les cartes sorties aux coups précédens ? et multiplier
la probabilité qu'on trouverait par celle de cette hypothèse ? ce
qui rendrait le calcul extrêmement compliqué.

7. Au premier coup , que nous nous bornons à considérer, les
cartes sont au nombre de 31:2 ; les neuf premiers nombres xl , xa ,
oc? , ...... x9 5 sont tous égaux à 24; le dixième seul &ÏO est dif-
férent 5 et quadruple de chacun des premiers* Ainsi, il faudra faire

Soient de plus , pour abréger ,

1 —

ensuite

et, enfin ,
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1%=

où Ton fera a = i ? après la différentiation , en intégrant ensuite
depuis y=o et z=ro, jusqu'à y~i et z = i. La question se ré-
duira à calculer le coefficient de /3l^31 , dans le développement de
cette quantité Z7? suivant les puissances et produits de puissances
de / et 0. Le nombre des facteurs de Y, et la grandeur de leurs
exposans , rendraient impraticable le calcul rigoureux de ce coeffi-
cient ; mais on peut réduire l'intégrale JYdy en une série conver-
gente , au moyen de laquelle j)n obtiendra , à tel degré d'approxi-
mation qu'on voudra ? la valeur du coefficient demandé.

Pour cela , soit
_ Yày
~~~ àY *

nous aurons

et ? par une suite d'intégrations par parti es 9 nous en conclurons

les indices o et i indiquant respectivement qu'il faut faire y=zo
et y=-i , après différentions. Cette série est une de celles que M*
Lapîace a donné , pour calculer par approximation, les intégrales
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des fonctions de grands nombres. Il est aisé de s'assurer que la
seconde partie , qui répond à / = i ? ne donnerait en la dévelop-
pant suivant les puissances et produits de puissances de / et 9 ,
que des termes dans lesquels la somme des exposans de ces va-
riables surpasseraient xi-h-zx2-\-ox3+ + Î O J T I Ô ; en sorte que
nous devons en faire abstraction dans la question présente y donc >
à cause de T0=i , nous aurons simplement

Nous aurons aussi

Si donc nous développons le dénominateur de cette expression sui-
vant les puissances de y, et que ? m étant un nombre quelcon-
que P nous fassions

il en résultera

et, en substituant cette valeur dans celle deJYdy, on trouvera

A cause du nombre et de la grandeur des quantités xx 5 x% ,
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s^ ~, ...I. ^ , o ? qu'elles renferment, les expressions if, >Z%X Z ^ , ..,.
ont de grandes valeurs, et toutes du même ordre de grandeur,
d'où il résulte que cette série est très-convergente, du moins dans
ses premiers termes ; car les coefficiens numériques qui se trouvent
à leurs numérateurs croissent indéfiniment, et finissent par rendre
cette série divergente. Mais, en s'en tenant à la partie dans la-
quelle elle est convergente, on aura une expression très-approchée
de JYày ; et, si nous nous bornons d'abord à son premier terme ,
nous aurons

pour la valeur correspondante de U.
La valeur de Zx est la même chose que

en faisant, pour abréger ,

Si on la substitue dans U , et que Ton y fasse oc=i ; après avoir
effectué la diffe'rentiation indiquée, on aura

s - z T — (i—*)

et ; en intégrant, depuis z=.o jusqu'à z = i , il vient

5 — 0
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Or , les deux symboles T et © représentant des fonctions sembla-
bles de / et ô 5 les coefSciens des mêmes puissances de leurs varia-
Lies respectives seront les mêmes dans les développe mens des deux
puissances

désignant donc par k le coefficient de iZl , dans le premier des
deux développemens , et appelant p la probabilité du refait de 3 i ,
ou le coefficient de /3l631

 9 dans le développement de U, HOUE

aurons

de sorte qu'il ne reste plus qu'à calculer la valeur numérique de
ce coefficient k*

8. Avant d'effectuer ce calcul ? nous observerons que la quantité
h serait la probabilité de 3i simple 9 et, par conséquent, kz celle
du refait de 3i ? si Fon remettait les cartes dans le jeu ? à mesure
qu'elles sortent. En effet 9 dans cette hypothèse , il est aisé de voir,
d'après la théorie des combinaisons , que la probabilité d'amener
une somme donnée œ ? dans un nombre déterminé m de tirages
successifs , n'est autre chose que le coefficient de ix, dans le dé-
veloppement de la puissance

ou de — -̂ ; par conséquent ^ la probabilité d'amener cette même

somme en un nombre quelconque de tirages sera le coefficient de
in dans le développement de la série
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T T* T3 Ti

T + T+-+1T + >

qu'on peut à volonté arrêter au xm
me terme ou prolonger a l'infini ;

on y peut aussi ajouter l'unité ; et alors elle devient égale à x -
i

s
ce qu'il fallait démontrer.

Il résulte de cette remarque qu'à raison du grand nombre de
cartes que Ton emploie au trente et quarante , la probabilité du
3i au premier coup est peu différente de ce qu'elle serait , si Ton
s'assujétissait à remettre les cartes dans le talon ? à mesure quel-
les sont sorties. Ce résultat qui aurait aussi lieu au premier coup,
pour toutes les autres chances du jeu , est évident en lui-même ;
et on peut le considérer comme une vérification de la méthode
d'approximation employée dans le numéro précédent.

9. Faisons usage présentement des valeurs numériques de s, xx ,
x% , x^ 7 ^ i O , Nous aurons

où Ton a /ait , pour abréger ,

24 24
s 2.16

On conclut de la

s

Tom. XVI
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et, en développant d'abord suivant les puissances de /IO

 ? il vient

T

s

i—t g(i—Q(3—4Q*'« o2Q— 0(3—/jt

0 Ci—(i+a)q3 Ci—(*+<0']*

On rejette les termes suivans de cette série, qui contiendraient la
puissance t^ et des puissances supérieures de /. Il est aisé de
prendre le coefficient de tl1 , dans chacun des quatre termes que
Ton conserve; et, en faisant la somme de ces quatre coefficiens ,
on aura la valeur exacte de k \ savoir :

a*
i.a

rr

J'effectue les difîerentiations indiquées ; puis au moyen de a— -— ,

je réduis cette formule en nombres ; et, en poussant l'approxima-
tion jusqu'aux décimales du sixième ordre, je trouve

h = 0,148062 ;

d'où il résulte

3 iS 7 2

Le calcul deviendrait très-pénible, si Ton voulait avoir égard
au second terme, et aux termes suivans du développement de

JY&y, que nous avons négligés. En tenant compte du second terme ,
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j'ai trouvé que la première valeur approchée de p doit être di-
minuée de 0,000026 ; les termes suivans ne changeraient pas cette
valeur dans les six premières décimales ; ainsi, Ton peut prendre

^=0,021967 ,

pour la probabilité du refait de 3i 9 au commencement du jeu.
D'après ce qu'on a dit plus haut, on aura l'avantage du ban-

quier 5 en multipliant cette valeur de p par la demi-somme de
toutes les mises ; en sorte que , pour racheter cet avantage, avant
que le jeu commence , chaque joueur devrait convenir de donner
au banquier ? à tous les coups , y compris les coups nuls , les onze
millièmes , à très-peu près , de l'argent qu'il voudra exposer.

10. Les problèmes des numéros 2 et 5 comprennent aussi les
autres chances du trente et quarante. Si Ton veut, par exemple ,
calculer la probabilité d'amener le nombre 32 , on supposera
d'abord , dans le problème du numéro 2 , que l'on continue la
suite des tirages , jusqu'à ce qu'on ait atteint ou dépassi 32 ;
ainsi, on fera la limite . r=32 , et on déterminera , par l'ana-
lise de ce numéro, la probabilité d'amener cette limite ; mais , cette
probabilité ne sera pas encore celle qu'il faut connaître ; car , d'après
les conditions du jeu , on doit amener le nombre 32 , sans avoir
passé par le nombre 3i . O r , la probabilité de cet événement est
évidemment égale à celle qu'on aura calculée, comme on vient de
le dire, moins la probabilité d'amener d'abord 3i et ensuite 1 ,
laquelle probabilité se calculera par l'analise du numéro 5 , en pre-
nant # = 31 et x'z=z\. Ces calculs, déjà très-longs par rapport au
nombre 32 , le seraient encore bien plus pour les nombres supé-
rieurs 33 , 34 ? 35 , Mais , si Ton veut connaître les proba-
bilités d'amener ces différens nombres, seulement au premier coup,
on pourra supposer qu'on remet les cartes dans le jeu , à mesure
qu'elles sont sorties ( n.° 8 ) ; les calculs seront alors faciles h
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exécuter , et l'erreur que Ton commettra sera peu considérable ,
ainsi qu'on Ta vu par l'exemple du calcul relatif an 3i .

Adoptons donc cette hypothèse approximative, et désignons gé-
néralement par hn le coefficient de tlQ+n

y dans le développement

de y , n étant un des nombres x , 2 , 3 , .... 10. Ce coef-
1

s
ficient exprimera la probabilité d'amener 3o+n, en continuant les
tirages , jusqu'à ce qu'on ait atteint ou dépassé ce nombre! Soit,
en même temps , pn la probabilité d'amener ce même nombre , sans
passer par l'un des nombres inférieurs 3i , 02, .... 3o-f-#—1 ; lors-
que la quantité hn aura été calculée pour les 10 valeurs de n com-
prises depuis 72=1 jusqu'à 72=10 , il sera aisé d'en conclure les
10 valeurs correspondantes de pn, qui sont celles qu'il s'agit de
déterminer.

En effet 5 puisqu'on remet les cartes dans le talon , à mesure
qu'elles sortent 3 la probabilité d'amener un as , après avoir amené

3i , sera égale à —k t , par la règle ordinaire des événemens corn-
I o

posés; par conséquent, on aura /? 2=£ 2 //1# De même , la

probabilité d'amener un as , après avoir amené 3.2 , d'une rnanière
quelconque, et celle d'amener un deux, après avoir amené 3i ,

seront —kt et — k% ; or, en soustrayant ces deux probabilités
1O 1 o

de celle qui est représentée par£5 , on aura la probabilité d'ame-
ner 33 , sans avoir passé ni par 3i ni par 32 ; nous aurons donc

/? 3 =^ 5 -h± kx* En continuant ce raisonnement, on for-

mera cette suite d'équations
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au moyen desquelles tout le calcul est réduit à déterminer les va-
leurs numériques des 10 quantités kx , kz , k}; , ...... £ I O 5 dont la
première est déjà connue.

11. Pour les obtenir, développons, comme dans le n.° 9 la

fonction ?p , suivant les puissances de tlb , et continuons le

S

développement P jusqu'à la puissance / 4 ° inclusivement; nous au-
rons

i— 0(3—fàt
[1—(i+û)q* ^

en faisant comme plus haut, # = — = — . Développons ensuite

chaque terme, suivant les puissances de / , et prenons la somme
d flîi d 3 *

q p
des coeflîciens de /3o*« ? il vient
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"I" rr "~~ J7z î̂  77T •1 .2

si /2 est un des nombres i , 2 3 3 . .... 9 ; mais ? dans le ca* de 72=10 ,
il faudra ajouter à cette valeur de hn la quantité 81 #4 . égale
O5OO2836 , à un millionième près , laquelle provient du cinquième
terme de l'expression précédente 9 qui a 81/24/40 pour premier terme
de son développement suivant les puissances de t.

Au moyen de cette formule 5 on trouvera , en s'arrêtant aux dé-
cimales du 5.c ordre

£,=0,14806 ,

f7=:O7l5329 ,

8 = 0,15365 ?

kiQ = 0,15392+0,00284=0510676

d'où Ton conclut
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7^4=0,11689 ,

^?6=o,o95oo ,
Somme =0,99999 (*)•

(*) Dans l'article de l'Encyclopédie cité au commencement de ce mémoire,
en a aussi déterminé ces mêmes probabilités, en supposant qu'elles sont
entre elles comme les nombres de cartes différentes qui peuvent terminer
les points auxquels elles répondent. Ainsi, par exemple, 3r peut être ter-
miné par toutes les cartes du jeu , depuis Vas jusqu'au dix , tandis que
le point t̂ o ne peut finir que par un dix ; e t , comme au commencement
du jeu , il y a i3 cartes de numéros diiïérens , dont quatre dix seulement,
il en résulterait, suivant l'article c i té , que la probabilité du 3i devrait
être égale à trois fois et un quart celle du point 40 î ce qui ne s'accorde
pas avec les résultats que nous trouvons ; et il en serait de même des pro-
babilités des autres points. Mais il est facile de voir que ce raisonnement
est inexact,. En effet , ils est bien vrai que le 3i peut venir d'un tirage qui
aurait amené d'abord 3o et ensuite 1 ? ou bien 29 et ensuite 1 , ou bien
28 et. ensuite 3 ? ou bien enfin 2.1 et ensuite 10. Il est également vrai
que le point ^o ne peut venir que par un tirage qui amènerait d'abord 3o
et ensuite 10; mais , pour que les probabilités de ces événement composées
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Comme tin des dix érénemens auxquels se rapportent ces probabi-
lités doit nécessairement arriver, la somme de leurs valeurs doit
être égale à l'unité,'ce qui a effectivement lieu, à un cent mil-
lième près.

Ces valeurs de px , p2 , p3 , plo , serviront a régler le sort
ou le parti des joueurs, après le premier ries C2u\ tirages dont
un coup est composé. Supposons ? par exeinpîe f que ce tirage ait
amené le point 34 y e t SOit a *a niise d'un joueur qui a parié pour
le second tirage j s'il arrive le point 34 au second tirage, le coup
est nul , ce qui vaut a pour le joueur ; s'il arrive un point moin-
dre que le point 34? le joueur aura gagné , et il recevra za \ en-
fin , s'il arrive un point supérieur à 34 ? il aura perdu et ne rece-
vra rien. Ce qu'il faudrait lui donner , sî l'on renonçait à jouer le se-
cond coup , calculé d'après la règle de Y espérance mathématique ,
est loue égal à ( p4-{-2p3+2p^-{-2pl)œ , on a (0,94387 a 7 ainsi ,
il aura déjà perdu (o,o56i3)#, ou à peu près cinquante—six mil-
lièmes de sa mise. Quand le premier tirage a amené a5 , le coup
est à l'avantage des joueurs qui ont parié pour le second tirage,
et leur paru est égal à ( r,i668i)tf ; la mise étant toujours repré-
sentée par a.

Les carrésp^ , p^ 5/?^2, .•.../?, o% seront les probabilités des coups
nuls 82 et 3,2 , 33 et 33 , 34 et 34, 4° et 40 5 calculées tou-
jours dans l'hypothèse où l'on remet îes cartes dans le jeu à me-
sure qu'elles sont sorties ; mais il sera plus exact de multiplier ces

1 3 "i."

carrés par le rapport r = --— , comme nous l'avons fait pré—

fussent entre elles comme leurs nombres respectifs i3 et 4 j ïï faudrait que
les probabilités d'amener les nombres 21 , 22, 2.3, ..... 3b , par la première
partie du tirage fassent égales , ce qui n'a pas lieu , comme an peut s'en
assurer

( Note de M. Poisson },
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cédemment ( n.° 7 ) , en calculant la probabilité du 3i de refait.
En appelant donc q la probabilité d'un coup nul quelconque ,
nous aurons

ce qui donne , en effectuant le calcul numérique ,

12. Dans une longue suite de coups , les événemens arrivent, à très-
peu près, proportionnellement à leurs probabilités respectives. Ainsi ,
le rapport du nombre des coups irais au nombre total des coups
s'écartera peu d'être celui de 881 à 10000 ; et d'après la probabilité
d'un refait de 3i , que nous avons trouvée ( n.° 7 ) , le rapport
du nombre des refaits au nombre des coups joués , y compris les
coups nuls, sera , à très-peu près , égal à celui de 21967 à 1000000.
Mais ces proportions sont des limites dont les résultats du hasard
devront s'approcher indéfiniment , à mesure que le nombre des
coups deviendra plus grand ; et l'on peut déterminer ? pour chaque
nombre de coups , la probabilité que ces résultats ne s'écarteront
pas de leurs limites au-delà d'une quantité donnée.

En désignant par n le nombre total des coups, par m celui

des refaits de 3i ; par p la probabilité d'un refait, par r la pro-

babilité que la différence ——p sera comprise entre deux limites

données et représentées par

V»

on trouvera
Tom. XVI.



AVANTAGE DU BANQUIER

l'intégrale commençant avec / , e étant la base des logarithmes né-
périens , et m le rapport de la circonférence au diamètre. Quand
la variable / augmentera ? la probabilité r approchera davantage de
l'unité ou de la certitude ; mais , en même temps, les limites de

la différence p seront plus étendues. Au contraire , lorsque /

diminuera , ces limites seront plus étroites; mais la probabilité r
qui leur correspond s'affaiblira et finira pai devenir très petite et
peu différente de

Quand elle sera égale à - , on pourra indifféremment espérer que

cette différence —• —p , tombera en dedans ou en dehors de ces

limites. La variable / restant la même, si le nombre n augmente
i idéfiniment, la probabilité r variera très-peu, et les limites de la

différence p décroîtront de plus en plus / de manière qu'on

pourra toujours prendre n assez grand pour que ces limites tom-
bent au-dessous de toute quantité donnée. Si Ton considérait la
différence m—?ip ? entre le nombre 772 des refaits observés, et le
nombre np des refaits calculés d'après leur probabilité p , les li-
mites de celte différence seraient

1—p)n ;

la probabilité r étant la même que précédemment. Ces limites

(*) Théorie analilicjue des probabilités , pag. 280.
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s'étendront de plus en plus , à mesure que le nombre n augmen-
tera , mais elles croîtront moins rapidement que ce nombre, et seu-
lement dans le rapport de sa racine carrée.

En mettant pour/? la valeur 0,021967, les limites de la diffé
rence m—np deviendront

±(0,2674)//» •

Si Ton a, par exemple, «=1000000, et qu'on prenne / = 3 , il
y aura la probabilité r que le nombre m des refaits observés sera
compris entre

21967—622 et 21967+622.

Pour calculer la valeur de r , on prendra d'abord l'intégrale que son
expression renferme , depuis / = o jusqu'à /=oo ; ce qui donne

e at= - za 9
1 '

puis on retranchera de cette intégrale sa valeur prise depuis / = 3
jusqu'à /=oc , valeur qui sera donnée par la série

y*—*1, — *V l I-3 » x-3-s î-3-5-7 . N

dans laquelle on fera / = 3. On trouve, de cette manière,

de sorte qu'il y a près de 5ooo à parier contre 1 que r sur un
million de coups , le nombre des refaits ne sera pas moindre que
2i345, et n'excédera pas 22589. Si le nombre observé sortait de
ces limites , il serait très-probable qu'il y a eu erreur involontaire ,
ou que quelqu'un a trompé au jeu.

On peut se demander quelle doit être la valeur de / pour la-
quelle on aurait r=^ : cette valeur sera donnée par l'équation
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En négligeant d'abord le second terme de son second membre , on
trouve que la valeur de t est à très-peu près égale à O^D. Si Ton
fait ensuite / = o,45+^ , et que Ton détermine x , en négligeant son
carré et ses puissances supérieures, on trouve

2(0,2074^ \fn

d'où il résulte qu'il y a un contre un à parier que sur un grand
nombre n de coups, le nombre m des refaits sera compris entre
les deux limites

(0,021967)72 ; j : [(0,0924) v/n— • ! ] .

Ainsi, sur un million de coups , par exemple, il sera indifférent
de parier que le nombre de refaits différera de 21967 , en plus ou
en moins, d'un nombre plus grand ou d'un nombre plus petit que 92.

En général, lorsque deux joueurs jouent l'un contre l'autre, à
jeu égal, il y a la probabilité r que le nombre des parties que
l'un des deux, sans désigner lequel, gagnera de plus que l'autre,
sur un très-grand nombre de coups r n'excédera pas le double de

1-/7)72 , en faisant dans ce double /?= -| ; ce qui donne
Si donc on prend pour / la valeur qui répond à r=-^9ïl y aura
un contre un à parier que la différence entre les nombres de par-
ties gagnées par les deux joueurs n'excédera pas

ce qui fait 63o, par chaque million de parties. Il y aurait donc
du désavantage à parier, par exemple, que l'un des joueurs gagne-
rait moins de 600 parties de plus que l'autre , et de l'avantage à
parier que la différence des parties gagnées n'excéderait pas 65o parties.
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PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE.

Considérations philosophiques sur les élémens de la
science de l'étendue.

Par M. GERGONKE,

Mjvvvvv/\ri/vvvvv\rvvi

Taiitum séries juneturaque poliet. ( HOR. )

JLJES diverses théories dont se compose le domaine de la science
de l'étendue peuvent être rangées en deux classes très-distinctes,
II est, en effet , certaines de ces théories qui dépendent essentiel-
lement des relations métriques qui se trouvent exister entre les
diverses portions d'étendue que Ton compare , et qui conséquem-
ment ne sauraient être établies qu'à l'aide des principes du calcul.
D'autres > au contraire, sont tout-à-fait indépendantes de ces mê-
mes relations , et résultent uniquement de la situation que se
trouvent avoir les uns par rapport aux autres, les êtres géométri-
ques sur lesquels on raisonne ; et , bien que très-souvent on les dé-
duise des proportions et du calcul, on peut toujours, en s'y pre-
nant d'une manière convenable , les en dégager complètement. Mais
il peut quelquefois devenir nécessaire pour cela de passer tour à
tour de la géométrie plane à celle de l'espace et de celle-ci à la
première, comme Monge et les géomètres de son école l'ont si
souvent pratiqué, et avec tant de succès.

Il est donc raisonnablement permis de se demander , d'après cela,
Tom. XVI, n.° FI, r.er janvier 1826. 28
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si notre manière de diviser la géométrie en géométrie plane et géo-
métrie de l'espace est aussi naturelle et aussi exactement conforme
à l'essence des choses que vingt siècles d'habitude ont pu nous le
persuader. Toujours du moins demeure-t-il vrai qu'en y renonçant
on parviendrait, eu ne recourant, pour ainsi dire , qu'à la simple
intuition, à pousser assez avant dans la géométrie des cominen-
çans que l'étude du calcul , présentée dès l'entrée , ne rebute que
trop souvent, et qui peut-être s'y livreraient plus tard avec beau-
coup moins de répugnance , lorsque leur intelligence se serait
agrandie et fortifiée, par l'étude d'une série plus ou moins pro-
longée de propriétés de l'étendue.

Mais tin caractère extrêmement frappant de cette partie de la géo-
métrie qui ne dépend aucunement des relations métriques entre les
parties des figures ; c'est qu'à l'exception de quelques théorèmes
symétriques d'eux-mêmes , tels , par exemple , que le théorème d'Eu-
ler sur les polyèdres, et son analogue sur les polygones, tous les
théorèmes y sont doubles ; c'est-à-dire que , dans la géométrie
plane , à chaque théorème il en répond toujours nécessairement un
antre qui s'en déduit en y échangeant simplement entre ou s les
deux mois points et droites \ tandis que , dans la géométrie de
l'espace, ce sont les mots points et plans qu'il faut échanger en-
tre eux pour passe..- d'un théorème à son corrélatif.

Parmi un grand nombre d'exemples que nous pourrions puiser ,
dans le prése.it recueil, de cette sorte de dualité des théorèmes qui
constituent la géométrie de situation , nous nous bornerons à in-
diquer , comme les plus remarquables 5 les deux élégans théorèmes
de M. Coriolis , démontrés d'abord à la page 32Ô du XI.e volume,
puis à la page 69 du XII.€ , et l'article que nous avons nous--
mênie publié à la page 107 du précédent volume, sur les lois
générales qui régissent les polyèdres. C'est , au surplus , une suite
inévitable des propriétés des pôles , polaires , plans polaires et po-
laires conjuguées des lignes et surfaces du second ordre, qui jouent
ici un rôle assez analogue à celui que joue le triangle supplémen-
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taire , dans la trigonométrie sphérique où , comme il a été montré,
dans tout le cours de l'iiiteressant mémoire de M. Sorlin ( tom.
XY , pag\ 273 ) 9 les théorèmes peuvent également être répartis en
en deux séries parallèles , de manière à se correspondre deux à deux ,
avec la plus grande exactitude.

Toutefois , quelque digne de remarque que puisse être un fait
géométrique de cette importance, et quelque ressource qu'il puisse
offrir, dans un grand nombre de cas , pour faire deviner, en quel-
que sorte , Je nouveaux théorèmes , à peine a-t-il été entrevu , même
par les géomètres qui , dans ces derniers temps , se sont le plus
spécialement occupés de la recherche des propriétés de l'étendue ;
tant est peu philosophique encore, même de nos jours, la manière
d'étudier les sciences.

Voilà ce qui nous détermine à foire de cette sorte de géométrie
en parties doubles , s'il est permis de s'exprimer ainsi, le sujet d'un
écrit spécial dans lequel , après avoir rendu manifeste le fait phi-
losophique dont il s'agit, dans l'exposé même des premières no-
tions , nous nous en appuyerons, soit pour démontrer quelque théo-
rèmes nouveaux , soit pour donner de quelques théorèmes déjà con-
nus des démonstrations nouvelles , qui les rendent à l'avenir tout
à fait indépendans des relations métriques desquelles on a été jusqu'ici
dans l'usage de les déduire.

Nous pourrions fort bien nous borner à démontrer seulement une
moitié de nos théorèmes , et à en déduire l'autre moitié 5 à l'aide
de la théorie des pôles. Mais nous préférons les démontrer direc-
tement les uns et les autres , tant pour ne pas sortir des premiers
élémens et rendre ce qu'on va livre accessible à ceux là-même qui
ne connaissent pas les Elémens cTEuclide, que pour avoir l'occa-
sion de faire remarquer qu'il existe entre les démonstrations de deux
théorèmes d'une même couple la même correspondance qu'entre
leurs énoncés. Nous aurons même soin , afin de rendre cette cor-
respondance plus apparente ? de présenter les théorèmes analogues
dans deux colonnes, en regard l'une de l'autre ? comme nous en
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avons déjà usé, dans l'article sur les polyèdres rappelé plus haut;
de telle sorte que les démonstrations puissent se servir réciproque-
ment de contrôle.

Nous croyons superflu d'accompagner ce mémoire de figures ,
souvent plus embarrassantes qu'utiles , dans la géométrie de l'espace ;
figures que nous ne pourrions d'ailleurs offrir que sous un aspect
unique et individuel au lecteur qui pourra, au contraire , les cons-
truire et façonner à son gré, si toutefois il en juge le secours né-
cessaire. Il ne s'agit ici, en effet, que de déductions logiques , tou-
jours faciles à suivre , lorsque les notations sont choisies d'une ma-
nière convenable.

Notions préliminaires.

1. Deux points, distincts l'un i. Deux plans, non parallèles,
de l'autre, donnés dans l'espace , donnés dans l'espace , déterminent
déterminent une droite indéfinie une droite indéfinie qui, lorsque
qui, lorsque ces deux points sont ces deux plans sont désignés par
désignés par A et B , peut être A et B ? peut être elle-même dé-
elle-même désignée par AB. signée par AB.

2. Trois points donnés dans 2. Trois plans , non parallèles
l'espace , ne se confondant pas deux à deux dans l'espace 7 et ne
deux à deux et 11'apparteaant pas passant pas par une mêim ligne
à une même ligne droite , déter- droite, déterminent un point qui ,
minent un plan indéfini qui , lorsque ces trois plans sont res-
lorsque ces trois points sont res- pectivement désignés par A , B ,
pectivement désignés par A , B , G , peut être lui-même désigné
C , peut être lui-même désigné par ABC.
par ABC.

3. Un plan peut aussi être dé-. 3. Un point peut aussi être dé-
terminé dans l'espace par une terminé dans l'espace par une
droite et par un point qui ne droite et par un plan dans le-
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s*j trouve pas .contenu , ou en-
core par deux droites qui con-
courent en un même point.

4. Ce n'est qu'accidentellement
que des points, au nombre de
plus de trois, dans l'espace, dé-
terminent un plan unique, que
l'on peut alors désigner par la
totalité des lettres qui désignent
ces différens points. Ce n'est aussi
qu'accidentellement que deux droi-
tes ? et à plus forte raison un plus
grarrd nombre , sont dans un
même plan.

5. Généralement parlant, des
points en nombre n , détermi-
nent 5 dans l'espace , des droi-
tes au nombre de
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quel elle ne se trouve pas située,
ou encore par deux droites si-
tuées dans un même plan.

4. Ce n'est qu'accidentellement
que des plans, au nombre de plus .
de trois , dans l'espace 5 détermi-
nent un point unique , qne l'on
peut alors désigner par la tota-
lité des lettres qui désignent ces
différens plans. Ce n'estaussi qir ac-
cidentellement que deux droites ?

et à plus forte raison un plus
grand nombre concourent en un
même point.

5. Généralement parlant, des
pians en nombre n9 déterminent 5

dans l'espace, des droites au nom-
bre de

n 72—1

1 2

n 72-

et des plans au nombre de et des points au nombre de

72— I 72 72 72 — 1 72—2

Ce n'est qu'accidentellement qu'ils
en déterminent un moindre nom-
bre.

6. Si l'on peut prouver de
plus de deux droites que , sans
passer toutes par un même point ,
deux d'entre elles ? de quelque

Ce n'est qu'accidentellement qu'ils
en déterminent un moindre nom-
bre,

6. Si Ton peut prouver de plus
de deux droites que, sans être
toutes dans un même plan ? deux
d'entre elles ? de quelque manière
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manière qu'on les choisisse, sont qu'on les choisisse, concourent
toujours dans un même plan , toujours en un même point , ou
on en pourra conclure qu'elles en pourra conclure qu'elles con*-
sont toutes situées dans un plan courent toutes en un point uni-

unique. que.

7. Quatre droites, comprises 7. Quatre droites issues d'ua
dans nn même plan, determi- même point de l'espace, deter-
nent, en général , six points , dis- minent, en générai , six plans ,
tribu es trois à trois sur ces qua- passant trois à trois par ces qua-
tre droites» Ces six points déter- tre droites. Ces six plans déter-
minent trois nouvelles droites qui , minent trois nouvelles droites qui
à leur tour , déterminent trois à leur tour, déterminent trois 11011-

nouveaux points. veaux plans.

9. Des points ,en nombre quel- g. Des plans, en nombre quel-
conque , situés dans un même conque t issus d'un même point
plan , peuvent être considérés de l'espace , peuvent être consi—
comme les sommets d'un poly- dérés comme les faces d'un an-
gone , dont les côtés sont déter- gîe polyèdre, dont les arêtes sont
minés par ces mêmes points, pris déterminées par ces mêmes plans ,
consécutivement deux à deux , pris consécutivement , deux à
et dans un ordre quelconque, deux, et dans un ordre quel—
du premier au dernier et de celui- conque , du premier au dernier

ci au premier. et de celui-ci au premier.

tc# Des droites , en nombre 10. Des droites, en nombre
quelconque, issues d'un même quelconque, situées dans un même
point de l'espace , peuvent être plan , peuvent être considérées
considérées comme les arêtes d'un comme les côtés d'un polygone ,
angle polyèdre , dont les faces dont les sommets sont détermi-
sont déterminées par ces mêmes nés par ces mêmes droites, pri—
droites , prises consécutivement ses consécutivement deux à deux ,
deux à deux, et dans un ordre et dans un ordre quelconque, de
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quelconque ? de la première à la
dernière ; et de celle-ci à la pre-
mière.

I I . Un polygone qui a autant
-de côtés qu'un autre a de som-
mets est dit circonscrit à celui-
ci , lorsque , ces deux polygones
étant situés dans un même plan,
les sommets du dernier sont res-
pectivement situés sur les direc-
tions des côtés du premier.

Ï 2 . Un angle polyèdre qui a
autant de faces qu'un autre? a
d'arêtes, est dit circonscrit à ce-
lui-ci 5 lorsque, ces deux angles
polyèdres avant même sommet,
les art?tes du dernier sont res-
pectivement dans les plans des
faces du premier.

i3. Un polygone est dit ins-
crit à un angle polyèdre qui a
autant d'arêtes que ce polygone
a de sommets 5 lorsque les som-
mets du polygone sont respecti-
vement sur les arêtes de l'angle
polyèdre.

i4- Des points , en nombre
quelconque, dans l'espace , peu-
vent être considérés comme les
sommets d'un polyèdre. Ceux de
ces points qui appartiennent à
un même plan déterminent les
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la première à la dernière , et de
celle-ci à la première.

1 1 . Un angle polyèdre qui a
autant d'arêtes qu'un autre a de
faces , est dit inscrit à celui-ci ?

lorsque , ces deux angles polyè-
dres ayant même sommet , les
plans des faces du dernier con-
tiennent respectivement les arêtes
du premier.

12. Un polygone qui a autant
de sommets qu'un autre a de côtés9

est dit inscrit à celui-ci, lorsque ,
ces deux polygones étant situés
dans un même plan , les direc-
tions des côtés du dernier con-
tiennent respectivement les som-
mets du premier.

13. Un angle polyèdre est dit
circonscrit à un polygone qui a
autant de côtés que cet angle po-
lyèdre a de faces 9 lorsque les fa-
ces de l'angle polyèdre contien-
nent respectivement les côtés du
polygone.

14. Des plans, en nombre quel-
conque ? dans l'espace , peuvent
être considérés comme les Jures
d'un polyèdre. Ceux de ces plans
qui passent par un même point
déterminent les sommets du poly è-
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faces du polyèdre, dont Ie5 are- dre ? dont les arêtes sont celles
tar sont les cotés de ces mêmes de ces mêmes sommets*
faces.

i5. Un polyèdre qui a autant i5. Un polyèdre qui a autant
de faces qu'un autre a de soni- de sommets qu'un autre a de fa-
mets, est dit circonscrit à celui- ces, est dit inscrit à celui-ci, lors-
ci , lorsque les sommets du der- que les plans des faces du der-
nier sont respectivement dans tes nier contiennent respectivement
plans des faces du premier. les sommets du premier.

Remarque. Dans ce qui précède, nous avons disposé les propo-
sitions , en regard les unes des autres, comme elles doivent l'être
dans la géométrie à trois dimensions , et nous en userons de même
dans tout ce qui va suivre. Dans la géométrie plane , leur cor-
respondance serait un peu différente. Alors > par exemple 5 la pro-
position 8 de la série de droite devrait correspondre à la propo-
sition 7 de la série de gauche.

Les géomètres ayant remarqué que les droites que déterminent
deux sommets non consécutifs d'un polygone ou d'un polyèdre ,
ainsi que les plans que déterminent deux arêtes non consécutives
d'un angle polyèdre 3 jouaient un rôle assez important en géomé-
trie 9 ont cru utile de leur donner des dénominations particulières ,
et ils les ont appelés diagonales elplans diagonaux* Mais les points
que déterminent deux côtés non consécutifs d'un polygone ; mais
les droites que déterminent les plans de deux faces non consécu-
tives, soit d'un polyèdre soit d'un angle polyèdre, ne sont pas d'une
moindre importance , et pourtant on ne leur a assigne aucune dé-
nomination spéciale. On n'aurait sans doute pas manqué de le faire ,
si les relations que nous nous efforçons ici de faire ressortir avaient
été aperçues par les créateurs de la science % ce qui prouve ? pour
le dire en passant, que ce n'est seulement que lorsqu'une science
est déjà parvenue en un assez haut degré de maturité qu'on peut
espérer d'en bien faire la langue. Quoi qu'il en soit, plutôt que
de créer des dénominations nouvelles ; qui pourraient fort bien ne
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pas plaire également à tous les lecteurs , nous préferons nous in-
terdire ici l'usage des mots diagonales et plans diagonaux, qui
manqueraient d'analogues, et les remplacer constamment par la
périphrase équivalente.

Souvent à l'avenir, de ce que deux droites seront situées daus un
même plan ? il nous arrivera de conclure qu'elles concourent en
un même point ; mais il faudra alors sous-entendre que ce point
peut fort Lien être infiniment éloigné.

II.

Théorèmes sur les triangles, les quadrilatères 5 les angles triedres
et les angles tétraèdres.

16. THÉORÈME. Si deux i&. THÉORÈME. Si deux an-
triangles sont tellement situés gles triedres sont tellement situés
dans l'espace que les droites que dans l'espace que les droites que
déterminent leurs sommets corres- déterminent leurs £aces corrcspon-
pondans concourent toutes trois dantes soient toutes trois situées
au même point ; leur côtés cor- dans un même plan ; leurs -are—
respondans concourront en trois tes correspondantes détermineront
points qui appartiendront à une trois plans qui se couperont sui-
même ligne droite. vant une même ligne droite.

Démonstration. Soient A , B , Démonstration. Soient A , B ,
C les trois sommets de l'un des C les trois faces de l'un des £n~
triangles, et A', B/ , C' leurs cor- gles triedres, et A',IV. C leurs
respondans respectifs dans Tau— correspondantes respectives dans
tre , de manière que les droites l'autre ? de manière que les droi-
AA' 9 BB/ , CC7 concourent en tes AAX, BB7, CO soient situées
un même point P.

Les deux droites AA7,
dans un même plan P.

Les deux droites AA7, BW étant
concourant en un même point situées dans un même plan P ,
P ? sont dans un même plan ? concourent en un même point ,

Tom. XFI. o9
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qui contiendra consequemment
les quatre points A , A', B , B / ;
donc les droites AB et xVB' sont
dans ce plan , et doivent . par
suite, concourir en un point. Ainsi,
deux côtés correspondais quel-
conques, dans les deux triangles ,
concourent en un point.

Soient respectivement a, (3 , y,
les points de concours des côtés
correspondais BG et B /C /, CA
et C'A/, AB et A'B' , des deux
triangles. Parce que ces points
sont situés sur les directions des
trois côtes du triangle ABC ,
ils doivent être dans le plan de
ce triangle ; mais , parce qu'ils
sont situés sur les directions des
trois côtés du triangle A'B'C' ,
ils doivent être aussi dans le plan
de ce dernier triangle ; donc les
trois points a ? |3 5 y se trouvent
à la fois dans deux plans ; donc
ils appartiennent à l'intersection
de ces deux plans, c'est-à-dire 9

à une ligne droite.

Si Ton conçoit que le point
de concours des trois droites que
déterminent les sommets corres-
pondais des deux triangles s'ap-
proche sans cesse du plan de l'un
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où concourront consequemment
lès quatre plans A , A/

 ? B , B' ?
donc les droites AB et A'B' con-
courent aussi en ce point , et par
suite sont dans un même plan.
Ainsi, deux arêtes correspondan-
tes quelconques , dans les deux
angles trièdres , sont situées dans
un même plan.

Soient respectivement a, (3 , y
les plans qui contiennent les arêtes
correspondantes BC et B'C, CA
et C /A /, AB et A ^ des deux
angles trièdres. Parce que cesplans
contiennent les trois arêtes de
l'angle trièdre ABC , ils doivent
concourir à son sommet ; mais ,
parce qu'ils contiennent les trois
arêtes de l'angle trièdre A/B/C/ ,
ils doivent aussi concourir au som-
met de ce dernier angle trièdre ;
donc les trois plans a, (3 v y pas-^
sent à la fois par les deux mê-
mes points ; donc ils contiennent
tous trois la droite que détermi-
nent ces deux points ; c'est-à-dire >
qu'ils se coupent tous trois suivant
la même droite.

Si l'on conçoit que le plan des
trois droites que déterminent les
faces correspondantes des deux
angles trièdres s'approche sans
cesse du sommet de l'un d'eux t
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d'eux ; le plan de l'autre fera
avec le sien un angle sans cessf*
décroissant , jusqu'à ce qu'enfin
ces deux plans se confondront en
un seul, contenant le point dont
il s'agit; et comme , dang ce mou-
vement , les trois points a , j3,
y n'auront pas cessé d'appartenir
à une même ligne droite ; il en
résulte le théorème suivant :

17. THÉORÈME. Si deux
triangles , situés dans un même
plan y sont tels que les droites
que déterminent leurs sommets
çorrespondanspassent toutes trois
par un même point ; les points
que détermineront leurs côtés cor-
respondons appartiendront tous
trois à une même droite\

18. Donc, THÉORÈME. Si
deux angles trièdres de même
sommet sont tels que les plans
que déterminent leurs arêtes cor-
respondantes passent tous trois
par une même droite ; les droi-
tes que détermineront leurs fa-
ces correspondantes seront toutes
trois dans un même plan.

Démonstration» Si, en effet, on
coupe les deux angles trièdres
par un même plan , qui ne passe
pas par leur sommet commun ,
les sections seront deux triangles,
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la distance de ce sommet au som-
met de l'autre ira sans cesse en
décroissant, jusqu'à ce qu'enfin ces
deux sommets se confondront en
un seul point , situé dans le plan
dont il s'agit ; et comme , dans
ce mouvement, les trois plans a ?

|3, y n'auront pas cessé de se cou-
per suivant une même droite , il
en résulte le théorème suivant :

17. THÉORÈME. Si deux
angles trièdres de même sommet
sont tels que les droites que dé-
terminent leurs faces correspon-
dantes soient toutes trois dans un
même plan, les plans que déter-
mineront leurs arêtes correspon-
dantes se couperont tous trois sui-
vant une même droite*

18. Donc , THÉORÈME. Si
deux triangles , situés dans un
même plan, sont tels que les points
que déterminent leurs côtés cor-
respondant appariieîinent tous
trois à une même droite , les droi-
tes que détermineront leurs som-
mets çorrespondans passeront tou-
tes trois par un même point.

Démonstration. Si, en effet, on
considère ces deux triangles comme
les sections , par un même plan ,
de deux angles trièdres, ayant
un même sommet hors de ce plan ,
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dans le cas de la proposition ci- ces deux angles trièdres se trou-
dessus ( 1 7 ) ; d'où il résulte évi- veront dans le cas de la propo-
demment que les deux angles sition ci-dessus ( 1 7 ) ; d5où il
trièdres doivent jouir de la pro- résulte évidemment que les deux
priété annoncée. triangles doivent jouir de la pro-

priété annoncée.
Remarques. La correspondance entre ces divers théorèmes est

ici telle que l'exige la géométrie de l'espace. Dans la géométrie
plane , au contraire, le numéro 18 ( série de droite ) répondrait
au numéro 17 ( série de gauche ).

Les théorèmes compris sous ces deux numéros , susceptibles de
revêtir une multitude de formes différentes , et desquels on en
peut déduire un grand nombre d'autres , sont fondamentaux , dans
la géométrie de la règle. Ils offrent , en particulier , les méthodes
les plus simples qu'on puisse employer, pour la résolution des deux
problèmes suivans , se correspondant l'un à l'autre , dans la géo-
métrie plane : L Deux points déterminant une droite inconnue >

qu'un obstacle empêche de tracer , trouver sur une droite donnée,
JEJY NE FAISANT USAGE QUE DE LA BÈGLE , un troisième point
de cette droite ? II. Un point inconnu devant être déterminé par
deux droites ? qu'un obstacle empêche de prolonger , mener , par
un point donné , EN NE FAISANT USAGE QUE DE LA RÈGLE ,
une troisième droite qui passe par ce point ?

Si l'on suppose ( 17 , série de droite et 18 , série de gauche }
que le sommet commun des deux angles trièdres devient le centre
d'une sp'ière de? rayon quelconque , on obtiendra s sur la sphère >
des théorèmes analogues aux théorèmes 17 ( série de gauche )
et 18 ( série de droite ) , dans lesquels les droites se trou-
veront remplacées par des arcs de grands cercles. On en conclura la
possibilité de résoudre , sur la sphère , des problèmes analogues
aux deux que nous venons d'énoncer, en ne faisant usage que du
compas règle , c'est-à-dire, du compas à ouverture fixe, servant
à décrire des grands cercles ? et dans lequel, conséquemment , la
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distance entre les points est l'hypothénuse d'un triangle isocèle rec-
tangle ? dont les deux côtés de Fangle droit sont égaux au rayon
de la sphère.

Parmi les nombreuses conséquences qui résultent des théorèmes
(17 et 18 ) , nous nous bornerons à signaler les suivantes;

19. THÉORÈME. Si deux 19. THÉORÈME. Si deux
quadrilatères sont inscrit et cir- angles tétraèdres sont inscrit et
conscrit Tun à Vautre , de telle circonscrit FUJI à l'autre, de telle
sorte que les droites que dé ter— sorte que les droites que déter-
minent leurs sommets opposés pas- minent leurs faces opposées soient
sent toutes quatre par un même toutes quatre dans un même plan ;
point ; les points que détermine- les plans que détermineront leurs
roni leurs cotés opposés appar- arêtes opposées passeront tous qua-
tiendront tous- quatre à une même ire par une même droite,
ligne droite.

Démonstration. Soient À et B Démonstration. Soient A et B
deux sommets de l'inscrit adja- deux faces du circonscrit adjacen-
cens à un même côté ; et soient tes à une même arête ; et soient
A7 et B7 leurs opposés respectifs. A7 et B7 leurs opposées respec-
Soient désignés respectivement par tives. Soint désignées respective-
oc, /3? a/y (S

7
5 les côtés du circonscrit ment par a , |5 , a! , j3' les arêtes

qui contiennent les points A , B5 de l'inscrit qui sont contenues dans
A' , B' ; les côtés consécutifs de
l'inscrit seront AB , BA / , A'B7 ,

les plans A , B , A/, B7 ; les arê-
tes consécutives du circonscrit se-

B7A ; et les sommets correspon- ront AB , BA7 , A7B7
 9 B7A ; et

dans du circonscrit seront ocj3 , les faces correspondantes de l'ins-
crit seront 0$, j3oc7, a7^7

 5 frx.
On suppose que les deux droites

A A7 et BIV , celle que déterminent
On suppose que les deux droi-

tes AA7 et BB7. celle que déter-
minent les deux sommets af3 et les deux faces <xfi et a7^'. et celle
a7^' 5 et celle que déterminent les que déterminent les deux faces â S7

deux sommets a3; et a7
f3 , passent et a;|3 , sont toutes quatre dajis un

toutes quatre par un même point même plan P ; Si donc l'on cem-
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P ; si donc Ton compare le trian-
gle dont les trois sommets sont
A , B ei a3 à celui dont les trois
sommets sont À/

 5 B' et ot'fi', on
verra que , par l'hypothèse 7 les
droites que déterminent leurs som-
mets correspondans passent tou-
tes trois par un même point P ;
d'où Ton conclura (17) que leurs
côtés correspondans ÀB et A'B'
déterminent un point en ligne
droite avec les deux points <xx;

et fifif. La comparaison du trian-
gle dont les sommets sont A , B'
et aj3' à celui dont les sommets
sont A/, B et a!fi prouvera se m-
blablement que le point déterminé
par les côtes AW et AyB est aussi
en ligne droite avec les deux
mêmes points aa7 et fifi/ ; ce qui
complète la démonstration du théo-
rème.

En raisonnant comme nous
l'avons fait (18), on conclura fa-
cilement de là cet autre théo-
rème :

20. THÉORÈME. Si deux an-
gles tétraèdres sont inscrits et cir-
conscrits Tun à Vautre 9 de telle
sorte que le*plans que déterminent
leurs arêtes opposées passent tous
quatre par une même droiit, les
droites que détermineront leurs

E T Pi I E
pare l'angle trièdre dont les trois
faces sont A , B et afi à celui
dont les trois faces sont A7, W ;
et a/fi*, on verra que , par Phy-
pothése, les droites que détermi-
nent leur faces correspondantes
sont toutes trois dans un même
plan P , d'où l'on conclura (17)
que leurs arêtes correspondantes
AB et A'B' déterminent un plan
coupant, suivant une même ligne
droite, les deux plans aa' et
fifi*. La comparaison de l'angle
trièdre dont les faces sont A ,
B' et aj3' à celui dont les faces
sont A', B et aJfi prouvera sem-
blablement que le plan déterminé
par les arêtes AW et A7B coupe,
suivant une même droite , les
deux même plans oca et fifif ; ce
qui complète la démonstration du
théorème.

En raisonnant comme nous
Pavons fait (18), on conclura fa-
cilement de là cet autre théo-
rème :

20. THÉORÈME. Si deux
quadrilatères sont inscrits et cir-
conscrits l'un à l'autre, de telle
sorte que les points que détermi-
nent leurs côtés opposés appar-
tiennent tous quatre à une même
droite ; les droites que dètermi-
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faces opposées appartiendront iou- neront leurs sommets opposés pos-
tes quatre à un même plan. seront toutes quatre par un même

point.
Remarques. Il est plus que superflu d'observer qu'en géométrie

plane ce serait le n.o 20 ( série de droite ) qui correspondrait au
n.° 19 ( série de gauche ).

Il est facile de voir que les théorèmes compris sous ces deux
numéros ont leurs analogues sur la sphère , lesquels se déduiront
des numéros 19 ( série de droite ) et 20 ( série de gauche ) , en
supposant que le sommet commun des deux angles tétraèdres de-
vient le centre d'une sphère.

Ce sera ici le lieu très-naturel des deux théorèmes de M. Co-
rioiis déjà cités, démontrés, comme ils Font été , tom. XII 9 pag.
70. Ils auront leurs correspondans dans l'espace , desquels on en
déduira d'analogues sur la sphère.

S- ni.

Théorèmes sur les polyèdres.

a i . THÉORÈME. Si deux a i . THÉORÈME. Si deux
tétraèdres sont tellement disposés tétraèdres sont tellement disposés
dans l'espace que les droites que- dans Vespace que les droites que
déterminent leurs sommets corres- déterminent leurs faces correspon-
pondanspassent toutes quatre par dantes soient toutes quatre dans
un même point ; les droites que un même plan ; les droites que
détermineront leurs faces corres- détermineront leurs sommets cor-
pondantes seront toutes quatre respondans passeront toutes qua-
dans un même plan. tre par un même point.

Démonstration. On voit d'abord Démonstration. On voit d'abord
(16) que les trois arêtes d'une (16) que les trois arêtes d'un
même face de l'un des tétraè- même sommet de l'un des tétraè-
dres concourront avec leurs cor- dres 5 avec leurs correspondantes
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répondantes dans l'autre en trois
points qui appartiendront à une
même ligne droite , déterminée
par les pians de ces deux faces;
donc les arêtes de l'un et leurs
correspondantes dans l'autre con-
courront en six points 9 distribués
trois à trois sur les quatre droi-
tes déterminées par les plans des
faces correspondantes ; d'où il est
facile de conclure que ces qua-
tre droites appartiendront à un
même plan.

22. THÉORÈME. Dans tout
octaèdre hexagone tel que les droi-
tes que déterminent les sommets
opposés passent toutes trois par
un même point ; les droites que
déterminent les faces opposées ap-
partiennent toutes quatre à un
même plan.

Démonstration. On voit d'abord
(16) que les arêtes d'une face
quelconque de l'octaèdre et leurs
opposées , dans la face opposée
à celle-là, concourront en trois
points, situés dans une même
ligne droite , déterminée par les
plans de ces deux faces ; donc
les douze arêtes de l'octaèdre con-
courront deux à deux en six points,
distribués trois à trois sur les qua-
tre droites déterminées par les
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dans l'autre détermineront trois
plans se coupant suivant une même
droite , déterminée par les deux
sommets dont il s'agit ; donc les
arêtes de Fun et leurs correspon-

. dantes dans l'autre détermineront
six plans , passant trois à trois
par les quatre droites déterminées
par les sommets correspondais ;
d'où il est facile de conclure que
ces quatre droites concourront en
un même point.

22. THÉORÈME. Dans tout
hexaèdre octogone tel que les droi-
tes que déterminent les faces op-
posées sont toutes trois dans un
même plan ; les droites que dê~
terminent les sommets opposés

passent toutes quatre par un même
point.

Démonstration. On voit d'abord
(16) que les arêtes d'un sommet
quelconque de l'hexaèdre et leurs
opposées , du sommet opposé à
celui-là, détermineront trois plans
se coupant suivant une même
ligne droite, déterminée par les
deux sommets dont il s'agit; donc
les douze arêtes de l'hexaèdre dé-
termineront deux à deux six plans,
se coupant trois à trois suivant
les quatre droites déterminées par
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plans des faces opposées ; d'où il
est aisé de conclure que ces qua-
tre droites appartiendront à un
même plan.

23. Réciproquement ? THÉO-
RÈME. Dans tout octaèdre hexa-
gone tel que les droites que dé-
terminent les faces opposées sont
toutes quatre dans un même
plan ; les droites que déterminent
les sommets opposés passent tou-
tes trois par un même point*

Démonstration. Ces quatre droi-
tes étant dans un même plan ,
chacune d'elles contient trois de
leurs six points d'intersection ,
lesquels sont , en même temps ,
les points de concours des arêtes
opposées ; donc les trois arêtes
d'une même face et leurs trois
opposées dans la face opposée
concourent en trois points appar-
tenant à une même droite ; d'où
l'on doit conclure ( 1 7 , série de
droite ) que les droites que dé-
terminent les sommets opposés
de l'octaèdre passent toutes trois
par un même point.

Remarques. Les six points d^
concours des arêtes opposées de
l'octaèdre , distribués trois à trois
sur quatre droites situées dans

Tom. XVI.
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les sommets opposés ; d*où il est
aisé de conclure que ces quatre
droites passeront par un même
point.

23. Piéciproquement 9 THEO-
REME. Dans tout hexaèdre oc-
togone tel que les droites que dé-
terminent les sommets opposés
passent toutes quatre par un
même point ; les droites que dé-
terminent les faces opposées sont
toutes trois dans un même plan.

Démonstration. Cesquatre droi-
tes passant par un même point ?

chacune d'elle est la commune
section de trois des six plans qu'el-
les déterminent deux à deux ? les-
quels sont ? en même temps > les
plans déterminés par les arêtes
opposées ; donc les trois arêtes
d'un même sommet et leurs trois
opposées du sommet opposé dé-
terminent trois plans se coupant
suivant une même droite ; d'où
l'on doit conclure ( 17, série de
gauche ) que les droites que dé-
terminent les faces opposées de
l'hexaèdre sont toutes trois dans
un même plan.

Remarques. Les six plans dé-
terminés par les arêtes opposées
de l'hexaèdre ? se coupant trois
à trois suivant quatre droites pas-

3o
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un même p7an , déterminent (7)
trois nouvelles droites , lesquelles
ne sont autre chose que les in-
tersections du plan de ces quatre
droites avec les trois plans qui
contiennent deux à deux les droi-
tes que déterminent les sommets
opposés de l'octaèdre. Ces nou-
velles droites déterminent trois
nouveaux points qui sont ceux
où ce même plan est perc'é par
les droites que déterminent les
sommets opposés.

On voit aussi que les octaè-
dres hexagones du genre de ceux
que nous considérons ici peuvent,
de trois manières différentes , être
envisagés comme la somme ou
la différence de deux pyramides
quadrangulaires ? de même base,
suivant que les deux sommets
sont de diffèrens côtés ou du
même côté de la hase commune.

Une partie de ce qui précède
peut encore être énoncé de la
manière suivante :

24. THÉORÈME. Si l'on
construit dans l'espace trois qua-
drilatères , ayant deux à deux,
deux sommets opposés communs ,
et consèquemment six sommets en

ETRIE
sant par un même point, déter-
minent (7) trois nouvelles droi-
tes lesquelles ne sont autre chose
que celles qui joignent le point
de concours de ces quatre droi-
tes aux trois points que détermi-
nent deux à deux les droites in-
tersections des plans des faces
opposées de l'hexaèdre. Ces nou-
velles droites déterminent deux
à deux trois nouveaux plans qui
sont ceux qui contiennent le point
de concours des quatre premières
droites et les droites que détermi-
nent les faces opposées.

On voit que les hexaèdres oc-
togones du genre de ceux que
nous considérons ici peuvent ,
de trois manières différentes , être
envisagés comme la différence ou
la somme de deux pyramides
quadrangulaires de même som-
met , suivant que les deux bases
sont du même côté ou de diffé—
rens côtés du sommet commun.

Une partie de ce qui précède
peut encore être énoncé de la ma-
nière suivante :

24. THÉORÈME. Si Von
construit dans Vespace trois an-
gles tétraèdres , ayant , deux à
deux , deux faces opposées com-
munes , et consèquemment six Ja~
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tout , de manière que les droi-
tes déterminées par leurs som-
mets opposés y lesquelles ne se-
ront ici quau nombre de trois
seulement, passent toutes par un
même point ; les points que dé-
termineront leurs côtés opposés
seront six points distribués trois
à trois sur quatre droites com-
prises dans un même plan. En
outre , ces six points détermine-
ront trois nouvelles droites qui
seront celles suivant lesquelles
leur plan sera coupé par les
plans des trois quadrilatères ;
et ces nouvelles droites détermi-
neront , à leur tour , trois nou-
veaux points , qui seront ceux où
le même plan sera percé par les
droites que déterminent les som-
mets opposés communs aux trois
quadrilatères pris deux à deux.

Rien n'empêche de supposer
que les trois quadrilatères sont
dans un même plan (*) ; et ? si
alors on raisonne comme on Ta
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ces en tout 9 de manière que les
droites déterminées par les plans
de leurs faces opposées , lesquel-
les ne seront ici quau nombre
de trois seulement, soient toutes
trois dans un même plan ; les
plans que détermineront leurs arê-
tes opposées seront six plans se
coupant trois à trois suivant qua-
tre droites passant par un même
point. En outre , ces six plans
détermineront trois nouvelles droi-
tes contenant le point commun
aux quatre premières et les
sommets des trois angles tètraè*
dres ; et ces nouvelles droites dé-
termineront ? à leur tour, trois
nouveaux plans 9 dont chacun con-
tiendra le point commun aux six
premiers, et une des droites dé-
terminées par les plans des fa-
ces opposées communes aux trois
angles tétraèdres pris deux à
deux.

Rien nrempêclie de supposer
que les trois angles tétraèdres
ont même sommet; et, si alors
on raisonne comme on Ta fait

(*) On obtient ainsi le théorème dont la démonstration a été demandée
à la page 396 du XV.e volume du présent recueil.
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(iS) , on obtiendra ce nouveau
théorème :

3 5 . THÉORÈME. Si Ton cons-
truit trois angles tétraèdres de
même sommet , ayant, deux à
deux , deux arêtes opposées com-
munes , et consèquemment six
arêtes en tout , de manière que
les plans déterminés par leurs
arêtes opposées , lesquels ne se—
ront ici qu'au nombre ' de trois
seulement passent par une même
droite ; les droites que détermi-
neront leurs faces opposées se-
ront six droites distribuées trois
à trois sur quatre plans passant
par le sommet commun des trois
angles tétraèdres. En outre % ces
six droites détermineront trois
nouveaux plans , passant aussi
par ce sommet commun ; et ces
trois derniers plans détermine-
ront trois nouvelles droites dont
chacune sera dans le plan des
arêtes opposées de lun des an-
gles tétraèdres.

En particulier , ce théorème
contient le suivant ;

26. THÉORÈME. Dans tout
angle hexaèdre, tel que les plans
que déterminent les arêtes op-
posées passent tous trois par la
même droite ; les droites que dé—

E T R I E
(18), on obtiendra ce nouveau
théorème :

2 5. THÉORÈME. Si Ton cons-
truit} sur un même plan trois qua-
drilatères 9 ayant, deux à deux ,
deux côtés opposés communs 9 et

'consèquemment six côtés en tout,
de manière que les points déter-
minés par leurs côtés opposés ,
lesquels ne seront ici quau nom-
bre de trois seulement , appar-
tiennent à une même droite ; les
droites que détermineront leurs
sommets opposés, seront six droi-
tes se coupant trois à trois en
quatre points du plan de ces qua-
drilatères .En outre > ces six droi-
tes détermineront trois nouveaux
points de ce plan ; et ces trois
points détermineront trois nou-
velles droites dont chacune con-
tiendra le point déterminé par
deux côtés opposés de l'un des
quadrilatères.

En particulier , ce théorème
contient le suivant :

2.6. THÉORÈME. Dans tout
hexagone tel que les points que
déterminent les côtés opposés ,
appartiennent tous trois à une
même droite ; les droites que dé-
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terminent les faces opposées ap- terminent les sommets opposés
partiennent toutes trois à un même passent toutes trois par le même
plan. point.

Puis ? en raisonnant comme nous Puis, en raisonnant comme nous
l'avons fait (18) ; l'ayons fait (18) ;

27. THÉORÈME. Dans tout 27. THÉORÈME. Dans tout
hexagone tel que les droites que angle hexaèdre tel que les droi-
déterminent les sommets oppo- tes que déterminent les faces op—
ses passent toutes trois par le posées appartiennent toutes trois
même point ; les points que dé- ' à un même plan ; les plans que
terminent le? côtés opposés ap- déterminent les arêtes opposées
partiennent tousirois à une même passent tous trois par une même
droite. droite*

En Géométrie plane , ce serait le n.° 26 ( série de droite ) qui
correspondrait au n.° 27 ( série de gauche ) .

08. THÉORÈME. Dans tout 28. THÉORÈME. Dans tout
hexagone gauche tel que ses cô— hexagone gauche } tel que ses cô-
tés opposés sont deux à deux tés opposés concourent deux à
dans trois plans ; les droites que deux en trois points ; les droi—
déterminent les sommets opposés tes que déterminent les plans des
passent toutes trois par un même angles opposés sont toutes trois
point 5 intersection de ces trois dans un même plan , déterminé
plans (*). par ces trois points (*).

Démonstration. Si en effet on Démonstration. Si en effet on
joint chaque sommet aux deux considère les intersections du plan
gui ne lui sont pas opposés par de chaque angle avec les plans
des droites, on aura ainsi douze des deux angles qui ne lui sont
droites que Ton pourra considé- pas opposés , on aura ainsi douze

(*) On reconnaît ici les deux théorèmes dont M. Dandelin a tiré un si
x parti. ( Tom. XV , pag. 3^3 ).
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rer comme les douze arêtes d'un droites que Ton pourra considé-
octaèdre hexagone du genre de rer comme les douze arêtes d'un
ceux dont il a été question (21 hexaèdre octogone du genre de
et suivant ). Or les droites dé- ceux dont il a été question ( 2 1
terminées par les sommets oppo- et suivant ). Or les droites dé-
ses de l'hexagone gauche ne se- terminées par les plans des an—
ront autre que les droites déter- gles opposés de l'hexagone gau-
minées par les sommets opposés che ne seront autres que les droi-
de l'octaèdre ; d'où il résulte que tes déterminées par les faces op-
ces trois droites passeront par un posées de l'hexaèdre , d'où il suit
même point, que ces trois droites appartien-

dront à un même plan.
Remarques. On pourrait traiter ici êe l'icosaèdre dodécagone et

du dodécaèdre icosagone dans lesquels les droites que déterminent
les sommets opposés passent par le même point, ou dans lesquels
les droites déterminées par les plans des faces opposées appartien-
nent à un même plan. On pourrait traiter ensuite de l'inscription
et de la circonscription du tétraèdre à lui—même , de celle de l'oc-
taèdre hexagone à l'hexaèdre hexagone, et <de celle de l'icosaèdre
dodécagone au dodécaèdre icosagone. On pourrait enfin placer ici
l'article sur les lois générales qui régissent les polyèdres , rappelé
au commencement du présent mémoire , ainsi qu'une grande partie
de l'article de la page 321 du tome IX.e

Quelques personnes trouveront peut-être que ce qui précède
manque de développement ; mais nous les prierons de remarquer
que nous n'écrivons pas pour les commençans, et qu'il nous a
dû sembler préférable de multiplier les points de comparaison que
d'entrer sur quelques-uns d'entre eux dans de minutieux détails
que tout lecteur tant soit peu versé dans la géométrie pourra fa-
cilement suppléer. Nous croyons en avoir dit suffisamment pour
mettre hors de toute contestation ces deux points de philosophie
mathématique, savoir i.° qu'il est une partie assez notable delà
géométrie dans laquelle les théorèmes se correspondent exactement
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deux à deux , ainsi que les raisonnemens qu'il faut faire pour
les établir, et cela en vertu delà nature même de l'étendue ; 2.°
que cette partie de la géométrie , qui prendrait une très-grande
étendue , si l'on voulait y comprendre les lignes et les surfaces cour-
tes (*) , peut être complètement développée indépendamment du
calcul et de la connaissance d'aucune des propriétés métriques des
grandeurs que l'on considère.

Il nous a paru qu'un point de doctrine d'une importance aussi
majeure , dont nous avons été frappés pour la première fois il y
a plus de dix ans, et que l'esprit de détail avait dérobé jusqu'ici
à la vue des géomètres , ne devait pas demeurer plus long-temps
sans être mis en pleine évidence. Nous craignons bien toutefois que
ce que nous venons d'écrire passe sans être aperçu ou que du moins
d'après un examen superficiel, beaucoup n'y voient qu'un de ces
rapprochemens forcés qui n'ont de consistance que dans l'esprit de
ceux qui les imaginent.

(*) Voici de quelle manière on pourrait débuter dans la partie de cette
géométrie relative aux lignes et surfaces courbes.

Définition» Soient dans l'espace , un Définition. Soient, dans Pespace, un
plan fixe et trois droites, non situées point fixe et trois droites fixes , non
deux à deux dans un même plan ; et concourant deux à deux en un même
concevons une droite mobile posant point ; et concevons une droite ino-
constamment sur les trois droites fixes, bile posant constamment sur les trois
Cette droite mobile et le-plan fixe dé- droites fixes. Cette droite mobile et
termineront une série de points; et la le point fixe détermineront une sé-
courbe plane qui les comprendra tous rie de plans , et la surface conique
sera ce qu'on appelle une ligne du se» à laquelle ils seront tous tangens sera
gond ordre* ce qu'on appelle une surface conique

du second ordre m
THEOREME. Toute surface conique THEOREME. Toute section plane

qui passe par une ligne du second ordre Jaiie à une surface conique du second
est une surface conique du second ordre» ordre est une ligne du second ordre»

Démonstration. Etc., etc. Démonstration. Etc., etc.
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QUESTIONS PROPOSÉES.

Théorèmes de géométrie,.

Deux quadrilatères-quelconques Deux angles tétraèdres quel-
étant donnés , il existe im angle conques étant donnés , il existe
tétraèdre auquel ces deux qua- un quadrilatère auquel ces deux
drilatères sont l'un etFautre ins- angles tétraèdres sont l'un et Tau-
exiptibles. ire circonscriptibles.

Problèmes de géométrie..

On a construit sur les deux Deux angles trièdres sont tels>
faces d'un angle dièdre deux trîan- que les plans que déterminent
gles tels que les points que dé- leurs arêtes correspondantes pas-
terminent leurs côtés correspon- sent tous trois par la droite que
dans sont tous trois sur Parête de déterminent leurs sommets, et se
l'angle dièdre, et conséquemment coupent conséquemment suivant
en ligne droite, d'où il résulte que, une même droite; d'où il résulte
quelle que soit l'ouverture de Tan- que , quelle que soit la distance de
gle dièdre ? toujours les droites leurs sommets, toujours les droites
que détermineront les sommets que détermineront les faces cor-
correspondans des deux triangles respondantes des d^ux angles trié—
passeront par un même point. Oh dres seront dans un même plan,
suppose que Ton fait varier cette On suppose que Ton fait varier
ouverture, et on demande quelle cette distance , et Ton demande à
ligne ce point décrira dans l'espace? quelle surface ce plan sera cons-

tamment tangent ?
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Lettre au Rédacteur des ANNALES , Sur la théorie des
parallèles,

Par M, SERVOIS , conservateur du Muséum d'Artillerie,

V\AJ/VVVl/VVVVV\/VV\/\/\

XJES insomnies, mon Lien excellent ami, compagnes et suite de
fluxions combinées, croisées , enchevêtrées , etc., m'ont procuré des
rêves ; or les rêves d'à ri géomètre roulent sur la géométrie , et ceux
d?un vieillard remontent vers l'A, B , C^ ainsi attendez—vous à
lire des rêves sur les parallèles.

Premier rêve. M. Legendre ( XII.e édition de sa Géométrie )
enseigne à construire un triangle tel que la somme de ses trois
angles soit égale à celle des trois angles d'un triangle donné ABC
( fïg. r ) et dans lequel y en outre , la somme de deux des angles
soit plus petite qu'un angle donné.

Soit en effet B le plus grand des trois angles du triangle donné ;
soit M le milieu de l'un quelconque BC des deux côtés adjacens 5

et soit menée la droite AM. Soit menée la droite AJCJ , double de
AM, et ayant son milieu en N. Par ce point N , soit menée une
droite NB, égale à MBzurMC , et faisant avec A J C J deux angles
B,NA, e t B ^ C , , respectivement égaux aux deux angles AMC et
ÀMB. Alors , en tirant B ^ et BjC^ on obtiendra deux triangles
B,NA, et B,NCO respectivement égaux aux deux triangles CMA
et BMA ; d?où il suit évidemment que la somme des trois angles

Ton». XVI, n.° VII9 \S* février 1826. 3i
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du triangle total A,3 ,0 , sera la même que celle des trois angles du
triangle ABC. De plus, dans le triangle A ^ C , , le côtél^A.mAC
sera plus grand que le côté B,C1=Bx\ ; d'où il suit que l'angle A,
sera plus petit que l'angle C, ; or , comme on a d'ailleurs , par
suite de la construction , A , + C , = A , il s'ensuit qu'on aura A, < ±A.
Enfin, puisque B, est plus grand que B , cet angle B, sera le plus
grand des trois angles du nouveau triangle.

Par une semblable construction , on transformera le triangle
À.BjC, en un autre A*BXC2 , dont la somme des angles sera en*
core la même, et dans lequel on aura A a < x A , , et, par suite,
À a < ^ A. En poursuivant donc ainsi, on pourra parvenir à un trian-
gle AnB,,Cn où l'on aura A n < — A , et par suite AM<<5, en dé-
signant par è un angle aussi petit qu'on voudra. Faisant alors une
transformation de plus , on parviendra à un dernier triangle abc f

dans lequel oa aura a-\-c— \ n , et par suite #+£<<$.

M. Legendre a fort bien démontré, avec son ruban, ( voyez les
éditions antérieures de sa Géométrie ) , que la somme A-4-B+C
des trois angles d'un triangle ne pouvait excéder deux angles droits ;
mais, comme il n'est pas encore démontré que cette somme ne
peut être moindre, on est obligé de supposer , en désignant par D
l'angle droit, A-t-B-f-C=2D—5, l'angle S étant inconnu. Or je
vais démontrer crue , pourvu qu'on admette que la somme des trois
angles de tout triangle est plus grande qu'un droit, ou que
A-f-B-f-C— B-f-0 , cet angle S doit être nul.

En iiTet f transformons ABC ( fi g. i ) en abc ( fîg. 2 ) , de
manière f 1*0:1 ait a~rc<C§; alors on aura b>D* Construisons,
sur ai tri.ir^'^ £*" , a ru-Iitéral avec abc ; l'angle kbc, supplément
à quatre d;c:ic^ aa" doubla de b, sera <2JD. Tirons ck et nous au-
rons un nouveau triangle ack dont la somme S des angles sera
égale , moins quatre droites , à la somme des angles réunis des trois
triangles abc , abk , bck ; c'est-à-dire qu'on aura, en représentant
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par 2.D—S; la somme des angles du triangle cbk , S=2^D—S)
- f {2D—S')—4D , ou bien S=zD—2S—S' ; ou enfin , plus simple-
ment S<2D 2$.

Transformons pareillement ack en alclkl ; ici on aura Sx"=zz
(2D—2$—S/)-{-(2D—S//)—4D ; ou simplement St<2D—4*. En
continuant ainsi , on aura, après n transformations, Sn<2/?—2nS.
Or , quelque petit que soit l'angle S , s'il n'est pas nul, 2n3 pourra
égaler ou surpasser D ; d'où il résultera, contrairement à l'hypo-
thèse SR<D.

Ainsi le théorème pythagoricien , concernant la somme des an-
gles du triangle, serait complètement démontré , si Ton parvenait
à démontrer celui-ci : « il n'y a pas de triangle dans lequel la
» somme des angles soit égale ou inférieure à un angle droit».

Un de vos docteurs ( si ma mémoire ne faut ) a proposé ja-
dis , pour faciliter la cure des maladies, de les transformer : de
faire en sorte, par exemple, qu'une affection chronique irrégulière
devienne régulièrement intermittente. Je désirerais fort que la nou-
velle forme que prend ici la maladie les parallèles se prêtât à un
traitement qui pût être couronné d'un heureux succès. Quoi qu'il en
puisse advenir, en elle même et comme fait 9 la transformation
dont il s'agit me paraît curieuse.

Autre rêve. Soit le triangle ABC ( fïg. 3 ) , rectangle en B. Ele-
vons CE , perpendiculaire à BC en C. Par un point quelconque
b} entre B et C , élevons une autre perpendiculaire he > sur la
même droite BC f cette droite étant parallèle au côté BA cou-
pera nécessairement le côté AC en quelque point a. Dans le qua-
drilatère convexe aèBA , qui a deux angles droits en B et h , on
aura la somme BA^+A/2^ des deux autres angles inférieurs ou tout
au plus égale à 2D ; car de ce que la somme des angles d'1111
triangle ne saurait être >^Z) , il suit que celle d'un quadrilatère
convexe ne saurait être >4^» D'un autre côté, zD—hab-^-bac i
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donc la somme BAa-\-Aab doit être inférieure ou tout au plus

égale à Aûb-+bûG , ou, en réduisant BAa baC.

Si, entre b et C , on élève une autre perpendiculaire b/e/ , cou-

pant AC en af on aura de même baa'^jb'a'C. Ainsi, en imaginant

qu'une droite , constamment perpendiculaire à BC , parte de la po-
sition BA , pour parvenir à une dernière position CE ; cette droite
ne cessera de couper AC , en faisant avec elle des angles baC
b'a'C , qui croîtront continuellement, à moins qu'ils ne s'avi-
sent de rester égaux pendant quelque temps.

Admettons pour un moment cette hypothèse, et soit baC—è'a'C..
Par le milieu o de aa) , j'abaisse sur b'e; la perpendiculaire ok qui
prolongée ira couper be en f/. A cause de l'égalité des triangles oa'k
et oal, ol sera aussi perpendiculaire sur be. Ainsi , dans cette hy-
pothèse, on aurait un quadrilatère bllil* dont les quatre angles se-
raient tous droits, résultat qui donnerait, sur-le-champ , comme on
suit, la démonstration du théorème pythagoricien. Il faut donc ,
si Ton veut prolonger la discussion , supposer que les angles baC 9

b'afQ , ou ? ce qui est la même chose, leurs opposés au som-
met Aae, Aa!ef , .... croissent sans interruption vers une limite qui
est l'angle ACE. On ne dira pas qu'au lieu de ACE il faut pren-
dre pour limite un angle moindre ACE—ô; car par C soit me-
née Cp 9 faisant avec CE un angle 0 , notre droite mobile , dans
sa dernière position , serait à la fois sur CE et sur C/?E ; c'est-à-
dire qu'il y aurait deux chemins distincts et les plus ^courts entre C
et E ; ce qui est absurde. Ceci est un lemme pour ce qui suit.

Soit un triangle acutangle , non équilatéral ABC ( fig. 4 )• Sur
AB , je construis ABK, équilatéral avec ABC , et je tire CK ,
coupant AB en P. Soient S, S/, 5" les sommes d'angles des
triangles ABC , ACK , BCK , respectivement. Ou aura 25=5/-j-5//.
Or les sommes $' , S" sont inégales ou égales. Dans Je premier
cas , soit S'K.S" 9 on aura donc aussi 5/<iSt. Comme CK est per-
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pendiculaire sur AB en P ; à partir de CK, je fais mouvoir per-
pendiculairement à AB , en allant vers A , une droite qui, d'a-
près le précédent lemme , fera constamment avec AC et AK des
angles de plus en plus grands. Soit EF une de ses positions, cou-

pant AB en O. Si AEF—ACK= , on aura S pour la somme
2.

des angles du triangle AEF; car, soit Z cette somme, on a
Z=rA4-2AEF et S'=A-+-2ACK , d'où s(AEF—ACK)=Z—S',

équation qui rdonne Z=S, quand on fait ADF—X\CK= —-— .

Or les sommes d'angles des triangles AEF , entre C et A , peu-

vent devenir assez grandes pour admettre l'hypothèse d'un triangle

intermédiaire ayant la somme de ses angles égale à S. En effet,

comme on Ta prouvé, la limite des accroissemens de sommes d'an-

gles pour AEF est D—~Â ou ; D désignant toujours l'an-

gle droit; donc, la limite des accroissemens de AEF—AC& sera
—A S'—A zD—S' . , . , ,

_ . ou ; quantité toujours plus grande que

, puisque S est supposé <2Z?.
jk .

Cela étant ; je prend sur AB une longueur OH=OA , je joins
HF ; et le triangle AHF aura S pour sommes d'angles ; attendu
qu'il a même, somme d'angles que le triangle AEF. Je joins KH.
Alors , désignant par 2.D—S , zD—§' les sommes d'angles respectives
des triangles BKH et FHK, j'aurai visiblement

d'où résulte ^+5 /=:o ; ou bien S = S'zzo , parce que S et S/

sont essentiellement de mêmes signes. Donc j'aurai deux triangles
BKH , KHF, qui ont l'un et l'autre une somme d'angles égale à
2.D. Or , on sait qu'il suffit d'avoir un seul triangle de cette espèce
pour démontrer complètement le théorème pythagoricien.
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Dans le deuxième cas; c'est-à-dire, si 5/=»S>//=:5, il est visi-

ble qu'alors les triangles rectangles BPC et APC auraient même
somme d'angles T. Je prends PN=PB , pour avoir le triangle CPN
égal à CPB. Ainsi, désignant par 2D—S la somme des angles du
triangle ACN , j'aurai T-\-(zD—ÏJ-ZD—T, d'où è=o; et par-
tant , voilà encore un triangle ACN qui a zD pour la sçmme de
ses angles. Considérez tout ceci, au surplus , veîut œgri somnia.

Paris, le i5 novembre 182&.

OPTIQUE.

Eëcherches d'analise sur les caustiques planes.

Par M. CH. STURM.

Gergonne , par ses derniers travaux sur l'optique analitique,
en a porté les principes au plus haut degré de simplicité et d'élé-
gance qu'ils puissent atteindre. II a montré, en particulier, par
divers exemples , avec quelle facilité la théorie générale qu'il a éta-
blie conduit à tous les résultats déjà connus. Cette nouvelle théo-
rie , purement analitique , devant suffire pour rendre compte de tous
les phénomènes que la réflexion et la réfraction ordinaire peuvent
offrir, il m'a paru à propos d'y rattacher quelques propriétés gé-
nérales des caustiques planes qui ont beaucoup occupé les premiers
investigateurs de ces sortes de courbes propriétés qui n'ont encore
été démontrées jusqu'ici que par la méthode mixte et imparfaite
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des infiniment petits, et qui méritent d'être reproduites et générali-
sées dans le langage qui convient à l'état actuel de la science. Je me
propose, entre autres choses , de faire voir que toute caustique, pou-
vant toujours être considérée comme une développée", est conséquem-
ment rectifiable. Sous le point de vue de l'utilité physique , cette pro-
priété des caustiques n'est pas sans quelque importance , en ce qu'elle
peut donner la mesure de l'intensité delà lumière aux difFérens points
de ces sortes de courbes. On conçoit, en effet, que les arcs de caus-
tiques qui reçoivent une égale quantité de rayons lumineux sont
d'autant moins éclairés qu'ils ont plus de longueur. Mais , avant
d'exposer les formules relatives à cette rectification , je donnerai
d'abord celles qui établissent une relation entre les longueurs des
rayons incidens et réfractés correspondans , prises, l'une et l'autre,
depuis le point d'incidence jusqu'à ceux où ces rayons touchent
leurs caustiques respectives. Ces élégantes formules , dont la recher-
che première paraît due à Jean Bernouilli, renferment implicite-
ment celles qui servent à déterminer les foyers des miroirs et len-
tilles de toute espèce ; elles offrent en outre, le plus souvent , le
seul moyen praticable pour construire par points les caustiques dont
on s'occupe , et pour parvenir ainsi à une connaissance exacte ou
approchée de la figure de ces sortes de courbes ; comme on peut
le voir par plusieurs exemples cons ignés dans XAnalise des infini*
ment petits du Marquis de l'Hôpital, et par un mémoire de Petit,
inséré dans le I£.e volume de la Correspondance sur F école poly-
technique.

Pour parvenir au but que j'ai en vue, je dois d'abord rappeler
sommairement la théorie des caustiques planes de M. Gergonne.
Cette théorie se réduit simplement à ce >*pa, à chaque trajectoire
orthogonale des rayons incident, il répond toujours une trajectoire
orthogonale des rayons réfractés , telle que , de quelque point de
la courbe séparatrice des deux milieux que Von mène des norma-
les aux deux trajectoires, les longueurs de ces normales* seront
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respectivement entre elles dans le rapport constant du sinus dHn~
cidence au sinus de réfraction.

On conclut delà immédiatement que (X,Y) étant le point d'in-
cidence 9 (x9y) ? G*7'?/') les pieds des normales abaissées de ce point
sur les deux trajectoires, et le rapport constant de À à À' celui de
leurs longueurs ; en posant

dy—pdx }

on aura les quatre équations

(V

(3) C)

dont la dernière est comportée par les trois antres.
Puisque ces équations n'équivalent qu'à trois seulement, et que

d'ailleurs chacune des trois courbes se trouve déterminée par les
deux autres, il s'ensuit que ? des six variables X} JT, x 9y, xl

 9

yf
 y une seule doit être regardée comme indépendante. Prenons -X"

pour telle > et posons

àP=QàX , àp-qàx , dp'=$'dx' ,

nous aurons

ày Sy dx Ax ^ &yf ày} àxr dx/

dx~l^'l^:=/? dx ' l x = dP'lx ~p àx *

(*) Voy, la page 66 du présent volume.
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DiSerentîant alors les trois dernières équations sous ce point de vue,
en ayant égard à ces relations , il viendra

dx'

~ (*+n+Q(r-r')-(t+p'Pj~

dx dx*

mettant ensuite dans la dernière les valeurs de — et — r , t i -

rées des deux qui la précèdent , on aura
O+pPy-

M

Cela pose, les axes des coordonnées n'étant simplement assujet-
tis qu'à être rectangulaires , et pouvant d'ailleurs avoir , sur le plan
des trois courbes, une situation quelconque ; il nous est permis
de supposer , pour simplifier un peu ce résultat, qu'on a pris pour
origine le point d'incidence ( X, Y), en dirigeant les axes des
x et des y , respectivement suivant la tangente et la normale à
la courbe séparatrice en ce point. On aura ainsi Y~o , P = o ; et
si , en outre , on désigne par R le rayon de courbure de cette

séparatrice en ce point, on aura Q= ; au moyen de quoi

l'équation (4) deviendra simplement
Tom. XVI. 35
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o+yy . (5)

Désignons par (Sj la courbe séparatrice , par (T) , (T') les deux
trajectoires, par (C) , (C) leurs développées respectives , lesquel-
les ne sont autre chose que les caustiques formées par les
rayons incidens et réfractés. Soient À/r , \'k les longueurs des
normales abaissées respectivement sur les deux trajectoires (T) ,
(T') ; soient (t) , (/') les points où ces normales touchent les caus-
tiques (C) , (C7) ; et soient ds dJ les distances de l'origine à ces
deux points; soient enfin r , rl les rayons de courbure des deux
trajectoires , pour les points (x , y) , (xf, yf\

Prenons pour angle des coordonnées positives celui dans lequel
se trouve situé le point (/) de la caustique (C) ; et remarquons
que le rapport de À à À' pouvant toujours être suppose aussi voi-
sin de l'égalité qu'on voudra , il s'ensuit que la caustique (C7) peut
être supposée indéfiniment voisine de la caustique (G) , sans pour-
tant se confondre avec elle ; auquel cas le point (t1) se trouvera
très-voisin de (/) et situé , comme lui, dans l'angle des coor-
données positives.

Remarquons présentement que , les deux trajectoires (T) , (T7)
étant liées entre elles, mais d'ailleurs arbitraires, Tune et l'autre,
on peut toujours faire passer Tune d'elles par un point donné,
pris comme on voudra. On peut donc supposer le point (.r, y)
de (T) situé entre le point (/) et l'origine , et si près de ee der-
nier point qu'on voudra ; et alors , à raison de la presque égalité
des deux nombres À et \;, le point {x* , y') se trouvera égale-
ment situé entre le point (/7) et l'origine.

En conséquence ou aura

(6) ^'



P L A N E S . 243

s.{B,d) , (7) y'=;/Z'Cos.<7?,0 , (7')

Tang.(R,J) , (8) />'=—Tang.(i2,«/') , (8')

(9)

Des quatre équations (8, 9 , 8 / , g'') on tirera

I / ]

Çz=— , <j = :—

<Toù on conclura, à l'aide des équations (7 ?

1J rCos.2(

et par conséquent *

ou , en vertu des équations (6 , &)

Substituant toutes ces diverses valeurs dans l'équation (5) elle de-
Tiendra
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I + y0**'0

ruais (S, 6')

rCos.*(R,d)
d

r'Cos.2(R,J')

Aa

=
(J—X^)Cos »(R

c^-v*)Cos,r/

,4. ^c^^^l

V*Cos,(R,J

*>

i

7 ' = J , = COS. (B,d)

donc , en substituant, et remplaçant i—CosS(R7J) et x— Cos/(i?,
par Sin*(R,d) et ShirÇR

If J Cos (R,J)

îi

mais on n

donc finalement

i ( Cos.(R.d) Cos.*(RJ) \ i_\ Cos.çR,^) Cos.»(R,JQ )

r f ~ — h ^ ) * Ï it ^ ^ j 1

Ainsi étant donné le rapport de A à À/ qui est celui du sinus
d'incidence au sinus de réfraction , la caustique des rayons irici^
dens et la courbe séparatrice , et par suite le rayon de courbure
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i? de cette derrière en chacnn de ses points (*) ; on pourra , à
l'aide de cette dernière équation , déterminer tant de points qu'on
voudra de la caustique des rayons réfractés.

Si la ligne séparatrice était une ligne droite, on aurait R~& ,
et l'équation deviendrait simplement

Cos.2(R,*7) Cos.»(7?,J/)

AJ Kfdl y

d'où l'on voit qu'alors d et d/ devraient constamment être de même
signe. Dans tous les autres cas , il faudra se rappeler que la for-
mule générale suppose que les points (/) , (/;) sont tous deux si-
tués dans la concavité de la séparatrice 9 et varier conséquemment les
signes de d et d/ suivant la situation des points que Ton consi-
dérera sur l'une et sur l'autre caustiques.

Pour passer de là au cas de la réflexion , il suffira de supposer
X/=—À , Ang. R^d') =zAng.(RPd) et de changer les signes de d et
d'. Il viendra ainsi

cependant d et d' devront avoir des signes contraires, si les points
de contact (/) , (/') tombent de diflérens côtés de la courbe re-
fléchissante.

Revenons au cas de la réfraction. Considérons un rayon inci-
dent et le rayon réfracté correspondant, différens de ceux que nous'
avons considérés plus haut, et pour lesquels nous désignerons par
d% 9 rl y d\ , r\ , kx , les longueurs analogues à celles que nous

(*) Voj. snr ce sujet la pag. 36i du Tom. XL
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avions désignées par d9 r , d* 7 r' , k pour les premiers ; nous
aurons, comme alors ,

d=r+Xk , d' =

d'où en retranchant

dl—d=rl—r+X(kt—k) , JS-d^r/'—r'+X'fa— k) ;

puis en éliminant &t—k ,

Ji—d—(rt— r) J'(—d'— (r/4~r')

mais, en représentant par ,r et sf , respectivement les longueurs
des arcs de chaque caustique compris entre les points de contact
des deux rayons 9 et en supposant que les rayons de courbure vont
croissant , on a

t — r — Ù 9 r 4—r — s 9

on aura donc, en substituant

dx—d+s

,

c'est-à-dire qu'en général la. différence des longueurs de deux rayons
incidens, mesurées depuis leur caustique jusqu'à la courbe sépara-
trice , augmentée de Tare de cette caustique compris entre eux 9

est à la différence des longueurs des rayons réfractés correspondans ,
mesurées également depuis leur caustique jusqu'à la courbe sépa-
ratrice , augmentée de l'arc de cette caustique compris entre eux,
dans le rapport constant du sinus d'incidence au sinus de réfrac-
tion. Nous disons en général 9 parce que le théorème se trouverait
en défaut si , suif l'une ou sur l'autre caustique ou sur toutes les
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àeux il se trouvait un point de rebroussement entre les points de
contact des deux rayons.

Si donc on suppose que la caustique des rayons incidens soit
rectifîable et que la courbe séparatrice soit algébrique , la causti-
que des rayons réfractés sera également algébrique et rectifiable.

Dans l'application de ce théorème, comme dans celle de celui
que nous avons démontré en premier lieu , il faudra avoir égard
SLJX signes de d et d*, et il aura 5 comme celui-là, son analogue
pour la réflexion.

On déduit de tout cela, en particulier , que , si des rayons inci-
dens parallèles ou émanés d'un même point et compris dans un
même plan subissent une suite de réflexions et de réfractions , à
la rencontre de courbes algébriques quelconques ? situées dans ce
plan , les caustiques auxquelles ils donneront naissance , depuis la
première jusqu'à la dernière seront toutes algébriques et rectifia-
blés. II en sera donc de même, dans l'espace, pour les surfaces
caustiques engendrées par des rayons qui se réfléchiront et se ré-
fracteront successivement , à la rencontre d'une suite de surfaces
algébriques de révolution ayant un axe commun ; pourvu que les
rayons primitifs émanent tous de l'un des points de cet axe ou soient
tous parallèles à sa direction.

OPTIQUE,
Formules d'oplique à troti dimensions ;

Par M. G E RG ON N E.

XNous nous proposons , dans ce qui va suivre , de construire, pour
k résolution des problèmes d'optique qui embrassent inévitablement
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les trois dimensions de l'espace , des formules analogues à celles
que nous avons construites à la page 65 du présent volume, pour
la résolution des problèmes d'optique plane. Nous montrerons en-
suite, par un exemple, la manière d'en faire usage.

Le théorème fondamental consiste ici en ce que , à chaque sur*
face trajectoire orthogonale des rayons incidens, il répond tou-*
jours une surface trajectoire orthogonale des rayons réfractés telle
que , de quelque point de la surface séparatrice des deux milieux
que Von mène des normales à ces deux autres surfaces , les lon-
gueurs de ces normales seront respectivement entre elles dans le
rapport constant du sinus d'incidence au sinus de réfraction.

Soient donc (/,z/,p>) un quelconque des points de la surface
Séparatrice, (x'^y'^z') et x,y,z) les pieds des normales abais-
sées de ce point sur les deux surfaces trajectoires ; et supposons
que le rapport du sinus d'incidence au sinus de réfraction soit ce-
lui de À7 à À; on aura d'abord

De plus, parce que les droites menées du point (/,z/, t>) aux deux
autres sont respectivement normales aux surfaces auxquelles elles se
terminent, en posant

dz àz dzf dzr

ûn aura aussi

?—z)=° ' 0 ) (/—xfYYp^—s'^rro > (2^)

'S—z)=G , (3) (u-y^+q'^—z'^o . (3/)

Remarquons présentement qu'il n'y a proprement dans tout ceci
que / et u de variables indépendantes ; et qu'on a
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dr d* , dz dy dx dy

dz dz dx 3 d r dy doc dy

dz'

d7

dz'

dû

dz'

— ap"

dz'

dx'

17 H

dx'

du ~*

dz'

djf

dx'

d̂  ^

du P

dx'

dT

d*>

*dH

dy
d«

d>^

en prenant donc, sous ce point de vue, les deux différentielles par-
tielles de Téquation ( i) , par rapport à t et u9 on trouvera

/ dx \ v dy , 0 x / dv dx dy \

\ dt J v J ' dt k K ; \ df r dt 7 dt J

dxf \ tx ày? *fàv , dx? dy1

eu encore

33
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z0 [ ( / ^ 0 + / , ( , z 0 [ ( K r 0 + / ( , z 0 ] t_

ou enfin, en ayant égard aux équations ( 2 , 3 , 2 ' , 3')

— ; (4)

équations évidemment comportées par les cinq autres 9 mais qu'om
pourra substituer ? avec avantage, à deux des quatre équations (2,
3? 2 /, 37) , lorsque la surface séparatrice des deux milieux sera une
des données du problème. On voit que , dans ce Sj/sîème d'équa-
tions 9 x

f
yy', z\ \f figurent de la même manière que jr 9 y,£ , A ; et.

Ton n'aura pas lieu d'en être surpris, si l'on considère que ? le
rayon réfracté étant pris pour rayon incident, celui-ci devient rayon
réfracté, et vice versa. II en résuite que la surface séparatrice de»
deux milieux étant donnée , le problème où Ton cherche la surface
trajectoire orthogonale des rayons iucidens + 11 l'aide de celle des rayon»
réfractés n'est pas différent de celui où il s'agirait de déterminer
cette dernière,l'autre étant donnée.
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Enfin, les coordonnées de nos trois points doivent être liées par

un nombre égal d'équations en t,u7t> en x,y9z et en x/
9y

/
9z

/
 >

lesquelles ne sont autre chose que celles même de nos trois surfa-
ces, équations que nous représenterons par

5 = o , (6)

T=o , (7) 2' = o ; 0 0

la première appartenant à la surface séparatrice, et les deux au-
tres aux deux surfaces trajectoires.

Lorsque ? cette surface séparatrice étant donnée, on demandera
de déterminer Tune des deux surfaces trajectoire par l'autre, il ne
s'agira, pour cela, que d'éliminer ou les six coordonnées / ,z/ ,^ f

x'^y^z', entre les sept équations (r, 2', 37, 4y 5> 6, 7') , ou bien
les six coordonnées /, z/,^, ^9y9 z-> entre les sept équations (1 ,2 ,
3 , i r 5 , 6 , 7) ; et l'équation résultante , en x . yy z ou en ocf,y', zf

 y

sera l'équation de la surface trajectoire cherchée.
Si, au contraire , il s'agit de déterminer la surface séparatrice f

au moyen des deux surfaces trajectoires, on y parviendra en éli-
minant les six coordonnées x^y , zy x

f ,yf, zf , entre les sept équa-
tions (1,2 , 2 ;

5 S^S7, 7, 7O ; ce qui conduira à une équation en / , « f

9 7 qui sera celle de la surface demandée.
Quant aux problèmes relatifs à la réflexion de la lumière 3 on

les résoudra à l'aide des mêmes formules, en y posant préalable-
ment

Pour montrer , par un exemple, Pusage de ces formules ?

supposons que la surface séparatrice soit celle d'une sphère d'un
rayon r , ayant son centre à l'origine , et que les rayons incidens
partent tous d'un point (^ ? ^ , r ) ; nous aurons d'abord les équations



P R O B L È M E S
<jui remplaceront les équations {ptfi'rf) et ensuite, pour T
tion (6)

d'où nous tirerons

àt *»? du ~~ 9 *

Ea mettant ces valeurs dans les équations (r,455) 5 elles deviendront

ct—av
A» A'* * A* A'*

Les deux dernières, combinées avec Téquation de la sphère doa-
aeront

d'cà

mais Tautre équation danne, en chassant les dénominateurs et dé-
veloppant ,
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A2) (f-\-u*+S)—.z { Q/*x—Xa)t+Q/y—n)

simplement

on aura donc ainsi

ou bien -encore

résultat qui se lie parfaitement avec celui que nous avons obtenu
page 78.

Pour donner un exemple du cas où la surface séparatrice est in-
connue , supposons que les rayons incidens partent tous de l'origine ,
et cherchons quelle doit être cette surface pour que les rayons
réfractés concourent tous en un même point (a}bvc)9 Kous aurons
ici

•aleurs qui substituées dans l'équation (1) la changeront en celle-ci
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c'est-à-dire f

ou encore

équation d'une sphère, comme on pouvait bien s'y attendre.

TRIGONOMETRIE.

Note sur Vanalise des sections anguîaiies ;

Par un A B O N N É »

posé , arec M. Poisson ( Bulletin universel 182 5 , n.°
pag. 142 ) ,

ï?t y x 771 777—1
— CoS.(tf2 2J.3H COS.(/T2 4):r'Tm—> ••

I I s N

771 o* t m m—T c*
1 ^ ' § x a v 4

aura comme Ton sait
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~x , ou bien ( - C o s ^ ^ X — Xy^î ;

d'où il suit que le second membre de la première équation , ea
y changeant s en xAr^i^r , devra être supposé identique avec le
second membre de la seconde ou on aurait changé oc en x-\~2.ifia\
i et H étant deux nombres entiers , compris entre o et « , déno-
minateur de/72=-— 9 et ces nombres entiers étant accouplés d'un«

n

manière convenable. On voit en effet que, par l'effet de cette substi-
tution 9 les premiers membres Réprouvent aucun changement.

Mais alors

y^l se change en

X—Xy^ï se change en [X—Xy~i)(Cos.2.mi/'Gj—\/—"tSin^mi^) >

donc , par un choix convenable des nombres / et / ' , on doit avoir

^l (Cos.2/72/W+v/^Sin.277^W)=(X~J^/Z^)(Cos.2^//^

qui se réduit à

Ea désignant par k soit la somme i+iy, si elle est moindre que
n , soit le reste de la division de cette somme par n 9 si elle est
plus grande ; il viendra

on , en développant et égalant séparément entre elles les parties
réelles eï les parties imaginaires

X(î -Cos 2
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ou encore

équations qui donnent également, en réduisant ,

Cette relaîion très-simple permet d'éliminer, à volonté, de la va-
leur de (2Cosajr)

m Tune quelconque des deux fonctions X et X'+
Si, par exemple, on en veut élimiuer la dernière, on aura

c'est-à-dire y

\ v Cosmkw+yJ—iShi.mk^ v_ (Cos
hzs- Los.mkzr

et on trouve aussi ^ d'après cela,

Ces deux formules , qu'on peut regarder comme fondamentales^
s'accordent avec celles de M. Poiusot., et se prêtent à tous les dé-
veloppemens qu'il a donnés à l'article de l'examen de Fanalise
d'Euler ( Recherches sur Finalise des sections angulaires , pag. 68 ) .

Les géomètres qui se sont occupés de ce sujet dans les Anna-
les (*) se sont principalement attachés , pour la plupart, à produire

(•) M. Pagani Michel , tom. XIII, pag. 94 » M. Crelle , même volume , pag*
> et M. Stein, tgm. XV, pag. i5o.
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au jour les n valeurs de la formule X-f-^v/—7 ; mais la trans-
formation qui réduit Fexpression à ne contenir que Tune ou l'au-
tre des deux fonctions X et X' entrait bien aussi un peu dans la
question , et pourtant aucun d'eux ne s'en est occupé. On peut être
surpris qu'elle soit échappée, en particulier à M. Ci elle, qui a
traité ce sujet avec le plus de profondeur et de développement ? et
qui paraissait destiner ce qu'il avait écrit sur ce sujet à servir de
commentaire à une traduction allemande du Calcul des fonctions
qu'il préparait.

Ceci explique , entrautres , pourquoi l'équation différentielle
de Lagrange admet les deux solutions qui étaient pour M. Lacroix
une source d'embarras ( Traité de calcul différentiel et de calcul
intégral 9 tom. III, pag. 616 ).

Du reste cette relation entre X et X/ se trouve aux notations près,
dans le mémoire de XL Poinsot ; mais la manière dont elle s'y
trouve amenée et les nombreux détails au milieu desquels elle
se trouve absorbée permettent à peine de l'apercevoir.

CORRESPONDANCE.
Lettre sur divers sujets traités dans les Annales ;

Par M. STEIN , professeur de mathématiques au Gymnase
de Trêves, ancien élève de l'Ecole polytechnique.

M O N S I E U R ,

LJES observations que j'ai l'honneur de vous adresser arrivent un
peu tard. La raison en est que mon libraire a négligé de renouveler

Tom. XVI 34
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mon abonnement en temps opportun ; de sorte que j'ai reçu à la
fois , et depuis quelques jours seulement , les quatre premiers nu-
méros du tome XVI. J'espère cependant que vous voudrez bien ao
corder à ma lettre une place dans vos Annales.

Je répondrai d'abord à l'objection que vous faites , Monsieur ,
à la page 47 ? contre le raisonnement que j'emploie pour démon-
trer qu'une bande indéfinie , entre parallèles peut égaler ou même
surpasser une surface angulaire indéfinie.

Cette objection me paraît bien propre à jeter du jour sur le vrai
sens de mon raisonnement , qui ne s'en trouve que plus rigoureu-
sement confirmé. -— En effet, en faisant simultanément partir deux
mobiles d'un même point, vous mettez en dépendance mutuelle
les temps pendant lesquels le mouvement a lieu , c'est-à-dire , que
vous ne pouvez donner un temps déterminé à l'un des mobiles,
sans l'accorder également à l'autre. Or on voit à l'instant que le
rayon du secteur et la hauteur de la bande ne sont, dans mon
raisonnement , que ce que sont les temps dans le vôtre. La grande
différence consiste en ce que ces lignes sont absolument indépen-
dantes, bien qu'où les suppose toutes deux infinies, tandis qu'un
temps infini , donné au mobile qui se meut d'un monvement uni-
forme , entraîne un temps infini égal pour le mobile dont le mou-
vement est uniformément accéléré. — Si vous faisiez mouvoir les
deux mobiles indépendamment l'un de l'autre, vous pourriez cer-
tainement obtenir un espace infini , parcouru uniformément égal
ou plus grand qu'un espace infini parcouru d'un mouvement ac-
céléré , puisqu'il suffirait pour cela de supposer que les temps fus-
sent dans un rapport croissant à l'infini avec le temps même; et,
dans ce cas , mon raisonnement s'applique sans conduire à aucune
conséquence fausse ; tandis-qu'il ne s'applique pas plus au cas des
deux moiivemens dont vous parlez qu'à celui où l'on supposerait
un rapport constant entre la hauteur de la bande et le rayon du
secteur. — II résulte donc de tout cela que la vérité ou la faus- -
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seté des propositions sur les bandes et les surfaces angulaires dé-
pendent essentiellement du rapport , tout-à-fait arbitraire, que Foa
voudra établir entre les dimensions de ces figures.

Je vais maintenant , Monsieur, et suivant le vœu que vous avez
paru manifester , exposer mon opinion sur la démonstration de M.
Legendre, fondée sur l'algorithme des fonctions; en observant, toute-
fois , que je ne connais pas encore ce qui a été dit sur le même
sujet à la page i6( du X.e volume des Annales. — D'abord, je
ne sais, en vérité, quelle est cette loi des homogènes citée par
M. Legendre qui du moins en aurait dû donner , avant tout , et
l'énoncé et la démonstration (*). En attendant , voici comme j'en-
tends la démonstration qui se trouve au commencement delà note
lï de ses élémens. — D'abord j'observe qu'il ne suffit pas de pren-
dre une unité angulaire pour construire la formule CzrifÇÀ^B^c) ,
mais qu'il faut adopter également une unité linéaire 3 pour repré-
senter en nombre la longueur c ; car ce ne sont que des nombres
que Ton peut soumettre au calcul ( comme M. Legendre le dit
lui-même , liv. III, définitions, N. B. ) (**). Cela posé, c est ua

(*) Peut-être l'article de la page 366 du tome VIII des Annales et l'ar-
ticle déjà cité du tome X pourront-ils , sur ce point, suppléer au silence
de M. Legendre.

J. D. G.
(**) Nous ne serions pas tout-à-fait de cet avis, ou pour mieux, dire ,

nous ne voyons pas trop quel avantage on pourrait trouver à restreindre
ainsi la signification du mot calcul. Le serrurier qui soude bout à bout
deux, barres de fer nous paraît faire une addition ; et il fait une multipli-
cation s'il en soude plusieurs de même longueur. Il fait une soustraction
s'il raccourcit un de ces barreaux , et une division , s'il le coupe en plusieurs
fragmens d'une même longueur, ou même s'il y applique le mètre pour le
mesurer. En géométrie on ajoute, on retranche , on multiplie et on divise
graphiquement les longueurs et les surfaces ; et la logique même n'était
pas distingaée du calcul, dans l'esprit de Hobbes. Les procédés d'exécution
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nombre dépendant de l'unité linéaire. et A:B,C sont des nombres
dépendant de l'unité angulaire. Or, si Ton avait C=:u(A7B,c) 9 on
en tirerait c~î(AvB^C) ; donc, en conservant l'angle droit comme
unité angulaire , on aurait f'[A.,B.C) 9 nombre déterminé , constant
et indépendant de l'unité linéaire 5 égal à un nombre c, varia-
bie en même temps que cette unité ; ce qui ne saurait avoir lieu ;
de sorte qu'on doit avoir simplement C=v(A,B).

La démonstration , ainsi présentée , parait à l'abri de toute ob-
jection ; cependant, on en découvre assez facilement le coté faible.
On Vuit, en effet 5 que, si la forme de la fonction f5 ou , ce qui
revient au même , la forme de. l'équation C=^/

KA^B^c) pouvait
changer , avec l'unité linéaire 5 la relation £~Î(A,BPC) n'offrirait plus
aucune absurdité ; et comment prouver que la forme de l'équation
C~<p{A)BsC) ne dépend pas de l'unité linéaire ?

, La difficulté acquiert une nouvelle force par la considération
suivante :

On a certainement Czm-hfji^b^c) ; or , en prenant et conservant
une unité linéaire déterminée , la fonction ^(ajj^c) sera un nom-
bre déterminé , constant et indépendant de l'unité angulaire 5 d'où
il suit que la forme de la fonction ^ doit varier avec l'unité an-
gulaire, sans quoi l'équation C=~i(avb7c) serait absurde 9 aussi bien
que c = f(J,B,C)(*).

Or, si la forme de la relation entre les cotes et les angles d'un
triangle dépend, en effet, de l'unité angulaire, comment osera-t-

peiivent varier avec la nature des objets sur lesquels on opère : mais le Lut
demeure toujours le même.

J. D. G.

(*} Cette difficulté a é t é , sinon complètement résolue, du moins singu-
lièrement échtircie , dans le mémoire déjà cité du tome X.e

J. D. G.
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on affirmer , à l'avance, qu'elle ne dépend point de l'unité li-
néaire (*) ?

Voilà, Monsieur,, ce que j'avais à dire sur la démonstration de
M. Legendre, en l'entendant toutefois comme je l'ai expliqué ci-
dessus. Mais , de quelque manière d'ailleurs qu'on veuille la dé-
velopper , on sera toujours conduit à raisonner sur la foj^me de
l'équation qui subsiste entre les côtés et les angles d'un triangle ;
et on ne voit guère comment on pourra, à priori, avancer quel-
que chose de certain sur la forme d'une relation dont la trigono-
métrie ( fondée elle-même sur la similitude des triangles ) étonne
la première idée.

Je terminerai, Monsieur t en essayant de mettre fin à la dis-
cussion qui s'est élevée entre M. Vincent et moi, relativement
aux exposans fractionnaires. Elle se réduit finalement à la seule
question : peut-on réduire un exposant fractionnaire à sa plus
simple expression , de même que toute autre fraction quelcon-
que ? En effet 5 si l'on répond affirmativement , M. Vincent a
complètement raison : dans le cas contraire ? mes raisonnemens con-
servent toute leur force. Or , cette réponse ? quelle qu'elle soit j
ne dépend que de la définition que Ton voudra donner de l'ex™

pression ail.Posera-t-ou #"« = (y à) m, ou bien a»=zyam? Si Ton
admet la première déùnilion , il n'y a aucun doute sur l'identité

îîl m*

entre an et a«P 5 ce que Ton prouve, facilement , sans recourir à
lu formule

(*) II nous paraît que , si 4es scrupules de M. Stein étaient fondés , il
deviendrait superflu de calculer des formulas générales, attendu que ces for-
mules ne pourraient jamais être employées en pleine sécurité. Nous doutons
que M. Stein lui-même soit fort disposé à accepter une conséquence aussi
fâcheuse et incommode»

J, D. G.
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(r) an—A(Cos.2. — yi-^T-f-^/HISin .2 —-

m _
qui elle-même n'est exacte qu'en supposant an =(|? fa)m .

Mais, si Ton admet l'autre définition, la formule (r) n'est plus

exacte ; puisqu'en nommant A' la valeur arithmétique de y am y
on devra écrire

(2) an—A'l Cos. ^1/—iSm. ] .
v ' \ n ' Y n J

m mpm my

Alors , d'une part, les expressions an, a'nP ne seront plus identi-
ques, et d'une autre, le raisonnement de la page g3, fondé sur la
formule (1) , ne pourra plus être employé. Voilà donc un choix à
faire entre les définitions

Le mien sera Bientôt fait ; je me conformerai à l'usage général ,
m " /

en écrivant an=-y am. M. Vincent préférera peut-être l'autre dé-
finition,, surtout parce qu'elle l'a conduit à des résultats tout nou-
veaux. Quant à moi, ces résultats même me paraissent un argu-
ment puissant en faveur de l'ancienne définition (*).

Agréez, etc.

Trêves, le 20 novembre 1825.

(*) Sans avoir jamais beaucoup réfléchi sur ce sujet, il nous paraît que
m mP

demander si les deux expressions an et anp peuvent être indistinctement,
substituées i'une à Pautre, revient à demander s'il est indifférent de résou-
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QUESTIONS RÉSOLUES.
Démonstration du théorème d'analzse énoncé à la page

64 du présent volume ;

Par M. VALLÈS , élève à l'Ecole royale polytechnique (*).

/H~? boules contenues dans une urne de laquelle il faille
en extraire un nombre p ou un nombre q ; cette extraction pourra
se faire d'un nombre de manières exprimé par

dre par rapport à x l'une ou l'autre des équations xn=zam et xnP=zam^» Or
la seconde peut être mise sous cette forme

1 )] = o

et dès lors il paraît manifeste qu'elle donne d'abord les mêmes valeurs de
a: qu'on tire de la première et en outre toutes celles qu'on déduira de l'éga-
lité du second facteur à zéro. La seconde est donc plus étendue que la pre-
mière ; elles ne sont donc pas identiquement les mêmes; elles ne sauraient-
donc impunément être substituées Tune à l'autre ; et il doit en être de

m mp
înAme des expressions ate et an? . On ne saurait donc se permettre, sans
déuatnrer une quantité à exposant fractionnaire, de multiplier ou de di-
viser les deux, termes de cet exposant par un même nombre entier,

J. D. G.
(*) A la page 120 du présent volume , M. Lenthéric a déduit très-simplement

la démonstration de ce théorème d'un beau théorème de M. Ampère ; mais
nous avons pensé que le lecteur ne serait pas fâché d'en avoir une démons-
tration directe; et, parmi plusieurs qui nous sont parvenues, nous avons cru
devoir distinguer celle-ci qui , en même temps qu'elle n'exige aucun calcul,
ouvre une voie pour découvrir facilement beaucoup d'autres théorèmes du même
genre, J. Z>. G.
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Supposons présentement que , sur ces p^cq boules , il s'en trouve

p blanches et q noires, et que p soit le nombre qu'il en faut
extraire , elles pourront être toutes blanches , ou bien il y en aura
p—i blanches et 1 noire , ou p—2. blanches et 2 noires ou p—3
blanches et 3 noires, et ainsi de suite, jusqu'à 3 blanches et p—3
noires, ou 2 blanches et /?—-2 noires, ou 1 blanche et p—1 noi-
res , ou enfin elles pourront toutes être noires, si du moins q n'est
pas moindre que p.

Or les divers nombres de manières dont ces divers genres d'extrac-
tions peuvent être faits sont tels qu'on le voit dans le tableau suivant :

p blanches et o noires, de 1 manière ;

/>-*->! {blanches et 1 noire , de — — manières ;

-p—% blanches et 2 noires , de
' 1 2 1

__ _ _ . p p—I p—2 q q—t q~2
p—3 blanches et 3 noires, de — manières

d'où Ton voit que le nombre des manières différentes d'extraire p
boules de l'urne pourra aussi être exprimé par

1 1 1 2 1 a 1 2 .

II sera donc permis d'égaler cette expression à l'une ou à l'autre
des deux expressions ci-dessus 9 et de cette égalité résultera le théo-
rème qu'il s'agissait de démontrer.

Si ? en particulier, on suppose q=zp9 on obtiendra ce résultat
remarquable

Ï Y - 2p zp^x *p~2 2p-



1 "orn,%yj?jp (an, II, pag

J.Tï.C.





PROPRIÉTÉS DES LIÏSSŒS DU SECOND ORDRE.

GÉOMÉTRIE ANALITIQUE.
Mémoire sur les lignes du second ordre {

Par M. CH. S TU RM.

( Première Partie. )

§• i.

, sur un plan 5 deux lignes quelconques du second ordre
(c), (c') , rapportées à deux axes de coordonnées rectangulaires ou
obliques quelconques ? et représentées respectivement par les deux
équations

o , (c)

zD'x+zE'Y+F'z: o . (c')

Les coordonnées des points d'intersection que peuvent avoir les deux
courbes proposées doivent satisfaire $ à la fois, à leurs deux équa-
tions (c) , (c') ; de sorte qu'elles sont déterminées par l'ensemble
de ces deux équations. Considérant donc x et y comme les deux
coordonnées inconnues de l'un quelconque de ces points d'inter-
section , on aura d'abord , par l'élimination de y%, entre les deux
équations (c) , (c^ , la suivante (y) , qui n'est que du premier de-
gré en y

Substituant la valeur de y qui en résulte dans l'une des équations
(c) , (c'') , on parviendra à une équation en x du quatrième de-

Tom. XVI n.° IX, i** mars 1826, 35
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gré , à coefîîciens réels, dont les racines seront les abscisses deâ
points communs aux deux courbes proposées. A chaque racine
réelle correspondra , d'après l'équation (y) , une valeur réelle de
l'ordonnée y ; et à chaque couple de racines imaginaires conjuguées ,
une couple de valeurs imaginaires conjuguées de y. Or , cette équa-
tion du quatrième degré en x pourra avoir quatre racines toutes
réelles, ou bien deux racines réelles et une couple de racines ima-
ginaires conjuguées, ou bien enfin quatre racines imaginaires, con-
juguées deux à deux. Dans le premier cas , les deux courbes (c) ,
(c7) auront quatre points d'intersection réels ; dans le second , elles
n'en auront que deux , et dans le troisième elles n'en auront au-
cune. On voit aussi par là que deux lignes du second ordre ne
sauraient avoir plus de quatre points communs sans se confondre.

Supposons présentement qu'une troisième ligne (c") , d'un or-*
dre quelconque 9 tracée sur le plan des deux premières (c), (c') ,
et rapportée aux mêmes axes , soit exprimée par une équation à
laquelle satisfassent les coordonnées, soit réelles soit imaginaires 9

de chacun des points d'intersections des courbes (c) , (c7) ; nous
dirons alors que cette courbe (c/;) passe par les points diniersec*
tion des deux premières (c) 5 (c').

Il est visible que toute équation qu'on peut former par une com-
binaison des équations (c), d) exprime une telle courbe. Mais ,
si Ton veut que cette courbe (cx/) soit elle-même une ligne du.
second ordre , il faudra combiner les équations (n) , (c7) de têIle
Sorte que l'équation résultante, qui doit représenter (c^) , ne s'é-
lève pas au-dessus du second degré. C'est ce qu'on ne p^ut ob-
tenir qu'en ajoutant à Tune d'elles le produit de l'autre par un fec-
teur numérique indéterminé m (*)•

11 vient ainsi

(*) II j aurait , peut-être , un peu plus de symétrie , maïs pas pins cîe
généralité , à prendre la somme des produits respectifs de ces deux écjua-



DU SECOND ORDRE.

2 [m

Cette équation est d'abord évidemment satisfaite par les quatre systèmes
de valeurs , soit réelles soit imaginaires , que donnent les équations
(c) , (c7) , pour les coordonnées x ; y de leurs points communs (*)•
En outre, on peut toujours , dans la même équation ? disposer du
facteur indéterminé m 9 de manière que la courbe qu'elle exprime
remplisse une autre condition quelconque , celle ? par exemple , de
passer par un point donné ; ce qui fera que cette courbe remplira,
en tout ? cinq conditions distinctes. Or une ligne du second ordre
assujettie à remplir les cinq conditions dont il s'agit est complè-
tement déterminée , puisque ces cinq conditions suffisent pour dé-
terminer les rapports de l'un quelconque des coefficiens que ren-
ferme son équation générale aux cinq autres ; donc l'équation à la-
quelle nous venons de parvenir ci-dessus peut effectivement repré-
senter tonte ligne du second ordre qui passe par les intersections
des deux proposées (c) ? (c') ou qui a avec elles les mêmes points
d'intersection ; ces points ou plutôt leurs coordonnées , déduites des
équations (c) , (c') , pouvant être d'ailleurs indifféremment réels
ou imaginaires.

iions par deux multiplicateurs A et V. Il est manifeste , en effet , qu'en
posant ensuite \z=.mXf , on retomberait sur le résultat qui yient d'être in-
diqué,

( Note de l'Auteur. )
(*) II faut observer ici qne, si une équation du second degré, en x

et y , est satisfaite par ces râleurs imaginaires x=f-\-g\f—i , xz=zh-\-k\J—i ,

elle le sera nécessairement aussi par leurs conjuguées x=f—g\J—i *

< Note de l'Auteur. )
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Mais Péquation de cette troisième courbe (c//f) peut aussi s'écrire

comme il suit]:

A»x*+B"f*+2C"xy+iD'/x+2E"f+F/'=o . (c")

Exprimant donc qu'elle est identique avec la précédente, on aura
ces six relations

=iA» , mB-\-B'—B» ,

signifiant, que la courbe (c'') passe par les points d'intersection
des courbes (c), (c /j, quels qu'ils soient ; ou , ce qui revient ail
même , que les trois lignes du second ordre (c) , (C) , (c") , rap-
portées à deux axes quelconques de coordonnées , ont les mêmes
points d'intersection, soit réels soit imaginaires.

Au surplus , ces relations étant établies relativement au sjstème
d'axes de coordonnées auxquels nos trois courbes (c) , (cy'; , (c7/)
sont actuellement rapportées , on peut aisément s'assurer, par la
transformation des coordonnées , que, si Ton passe de ce premier
système à tout autre , les mêmes relations subsisteront , entre les
coefl'ciens correspondans des trois nouvelles équations qui repré-
senteront (c) , (c') , (c") (*).

(*) Généralement , trois lignes du second ordre (c) , (c>) , (c;/) , rappor-
tées aux. mêmes axes quelconques, étant exprimées pur les trois equat ion*

& , (c)

dans lesquelles , sans rien ôter à leur généralité , on peut supposer tous Icf
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S- i l-

Ne considérons présentement que la seule courbe (c) , donnée
par Téquation

Jx*+Byz+2Cj;f+2Dx+2Ef+F=o . (c)

Par un point (x^y*) , pris à volonté sur le plan de cette courbe , soient
menées deux droites qui la coupent. Le système de ces deux droi-
tes sera représenté par une équation du second degré de la forme

co^mcreias entiers, si Ton peut trouver trois multiplicateurs Af A7, hJf

qu'on peut également supposer entiers., positifs ou négatifs, tels qu'on ait

o , AD+A'D'+A"D":=:o ,

xB+A'B'4-X"B//=o ,

II est manifeste qu'alors chacune Je ces trois équations sera comportée par
les deux autres ; de telle sorte que , quelles que soient les deux d'entre
elles que Ton combine , par roie d'élimination , on en tirera toujours le»
quatre mêmes systèmes de valeurs de a? et y $ ce qui revient à dire que
les trois courbes passent par les quatre mêmes points»

Réciproquement, si les trois courbes passent par les quatre mêmes points 9

chacune des trois équations (c) , (cO , (c'O sera comportée par les deux
autres ; d'où il suit évidemment qu'il devra être possible de trouver trois
multiplicateurs A, A' f A", qui vérifient les six relations ci-dessus.

Or , que Ton rapporte ensuite les trois mêmes courbes à un autre sys-
tème de coordonnées ; elles seront toujours en même situation les unes à
l'égard des autres ; d'où il suit évidemment que six relations semblables aux
précédentes devront encore avoir lieu.

J. D. G.
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A* 9 B

f, C* étant des coeiïiciens relatifs aux directions de ces deux
droites. Si Ton développe cette équation , elle devient

A'x*+&y*+2C'xy-2(AW+Cyr)x—2.(B'f\C<xf)y+A'xf>+B>f>+iQxy=o+ (C)

Concevons une autre couple de droites , joignant les points de sec-
tion des deux premières avec la courbe fc). Si Ton désigne par
(x'^y") le point de concours de ces nouvelles droites v leur sys-
tème sera également exprimé par une équation unique de la forme

dont le développement sera

Mais, puisque les deux couples de droites exprimées par les équa-
tions ( C ) , (C") ont avec la courbe proposée (c) quatre points com-
muns , et qu'ainsi on peut considérer les équations (c) , (Cx) , (C")
comme appartenant à trois lignes du second ordre qui ont les mê-
mes points d'intersection ; il faut ( §. I. ) que , moyennant une dé-
termination convenable du facteur m ? on ait , entre les coefficiens
eorrespondans de ces trois équations , les six relations suivantes :

A» , mB+B'—B»

mD—(A

par lesquelles on peut effectivement déterminer les six inconnues
m , x» , y», A» , B", C».

11 est aisé d'en déduire une équation entre les coordonnées xf/
 y
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yV , du point de concours des deux droites (Cy/) délivrée à la fois
des coefficiens Af, B/ , O et ^"^ B", C" , aussi bien que du fac-
teur 772. Il suffit pour cela de prendre la somme des produits res-
pectifs des six équations précédentes par xfxu , y9y9/, x fy"*+-y/xli,
VT'-J-^"7 , yi-Ary

ti et 1. On trouve ainsi, toutes réductions faites,

(Ax9+Cy^D)x^+(By9+Cx/+E)y//+(Dx9+Ey9+F)=o . (p)

Comme cette dernière équation ne renferme xu
 5 y

n qu'au pre-
mier degré , et qu'elle se trouve indépendante des coefficiens A9 ,
B\ Cf

 y qui déterminent les directions des deux sécantes (C) , me-
nées à la courbe (c) , par le point fixe (&9>y9) ; il en résulte que,
quelles que soient ces directions , le point de concours Qv/9^y/J) de^
deux cordes (C'7) 5 qui joignent les points de section de ces sécan-
îes arbitraires, ne sortira pas d'une ligne droite donnée de posi-
tion y et exprimée par l'équation (p). On a donc le théorème sui-
Tant :

Si, par un point Jixc, pris arhitrairement sur h plan d'une
ligne du second ordre 9 on mène à colonie deux droites qui la
coupent, et que Von joigne , par deux cordes , un point de section de
luiiâ de C£s sécantes avec un point de section de Vautre , puis
les deux autres points de section restants ; ces deux cordes auront
toujours leur point de concours situé sur une certaine droite fixe,
dont la situation , à l'égard de la courbe , est déterminée unique-
ment par celle du point fixe d'où partent les sécantes arbitraires*
^ A cau<e de la relation remarquable qui existe entre le point fixe
#t la droite qu'il détermine ? ce poitit a été appelé le pèle de cette
droite, qui est dite à l'inverse , la polaire de ce point. De même
que ? le point fixe étant pris arbitrairement, on peut toujours dé-
terminer une droite qui ait avec lui la relation exprimée dans l'é-
noncé du théorème, on peut réciproquement , lorsque c'est la droite
qui est donnée de position , déterminer le point qui est lié avec
die par uae pareille relation. Il suffit, en effet, pour cela y d'expri-
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mer que l'équation donnée de la droite dont il s'agit rentre dans
l'équation (p) de la polaire , ce qui conduira à deux équations de
condition , desquelles on déduira les coordonnées du point (x^y').

Il existe visiblement deux systèmes de cordes qui joignent les
quatre points d'intersection de la courbe (c) avec les deux sécan-
tes menées arbitrairement par le point fixe pris pour pôle. D'après
le précédent théorème , le point de concours des deux cordes du
premier système et le point de concours de celles du second sont
indistinctement situés sur la polaire du point fixe; en sorte que la
droite qui les joint coïncide avec cette polaire. On voit, en outre ,
par la même construction , que la polaire de chacun des points de
concours dont il s'agit passe par le pôle proposé; d'où il suit que,
lorsqu'un point est situé sur une certaine ligne droite , sa polaire
passe nécessairement par le pôle de cette droite, et que la droite
qui joint deux points pris à volonté sur le plan d'une ligne du se-
cond ordre a son pôle à l'intersection des polaires de ces deux
points. Donc 9 pour déterminer le pôle d'wie droite donnée de po-
sition , sur le plan dune ligne du second ordre , // suffît de cons-
truire les polaires de deux quelconques des points de sa direction.
Le pôle cherché sera à l'intersection de ces polaires*

Nous avons supposé , dans ce qui précède , que les deux sécan-
tes menées à la courbe par le pôle avaient des directions quelcon-
ques. Or , il y a deux cas particuliers dans lesquels leurs quatre
points d'intersection avec cette courbe se réduisent à deux seule-
ment 5 et où 5 par suite , les deux systèmes de cordes qui joignent
ces quatre points se réduisent à un seul.

Premièrement ? si nous concevons que les deux sécantes arbitrai*
reSj partant du pôle (x;,y') , se rapprochent jusqu'à se confondre
en une seule , l'un des systèmes de cordes disparaîtra ? et l'autre
se changera en une couple de tangentes menées à la courbe , par les
extrémités de la corde interceptée. Mais le théorème général devant
subsister dans tous les cas, il en résulte que le point de concours
de ces tangentes appartiendra à la polaire du point (x^xO
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si f par un point pris à volonté, sur le plan dune ligne du second
ordre , on lui mène une suite de sécantes , et que 5 par les points
d'intersection de chacune d'elles avec la courbe , on mène à cette
courbe deux tangentes , prolongées jusqu'à leur point de concours ;
tous les points de concours des couples de tangentes appartiendront
à une même droite , polaire du point d'où les sécantes seront is-
sues. Réciproquement, si , des diffèrens points d'une droite , me-
née arbitrairement . sur le plan d'une ligne du second ordre , on
mène à cette courbe une suite de couples de tangentes ; leurs cor-
des de contact iront toutes concourir en un même point, pôle de
la droite dont il s'agit. C'est de cette propriété particulière que
les dénominations de pôle et de polaire tirent leur origine.

En second lieu , il peut arriver que la polaire ne coupe pas la
courbe ou qu'elle la coupe en deux points. Dans ce dernier cas,
il est aisé de voir que la droite tirée du pôle à Tua quelconque
des points d'intersection de la polaire avec la courbe ne peut avoir
avec cette courbe que ce seul point commun ; c'est-à-dire que , lors-
que la polaire coupe la courbe, elle coïncide avec la corde de con*
tact des deux tangentes issues du pôle ; proposition, qui découle
d'ailleurs des précédentes. Au surplus le pôle est extérieur ou in-
térieur à la courbe, suivant que la polaire la coupe ou ne la ren-
contre pas»

Observons encore que , dans le cas particulier où le pôle serait
pris sur la courbe elle-même , la polaire ne différerait pas de la
tangente en* ce point; en sorte que , si l'on prend, sur une ligne
(c) au second ordre, un point quelconque (x'^y') , l'équation (p)
sera celle de sa tangente en ce point.

Pour revenir aux propriétés générales du pôle et de là polaire,
nous allons rechercher quelle est la relation entre les quatre points
déterminés sur une droite menée arbitrairement par le pôle ; savoir:
ce pôle lui-même , l'intersection de cette droite avec la polaire , et
ses deux intersections avec la courbe. Mais, auparavant , nous de-
vons donner ici quelques notions et définitions préliminaires.

Tom. XVI. 36



PROPRIETES DES LIGNES
Lorsque quatre points A , B , C , D sont distribués sur une droite

de telle sorte que les distances AG, BC de deux A, B de ces points
au troisième - C , sont proportionnelles aux distances AD , BD des
deux mêmes points A, B au quatrième D , de telle sorte qu'on ait

— = '—r- , on dit de cette droite qu'elle est coupée Juirmonique*

ment par ces quatre points qui sont dits eux-mêmes des points har~
monîques. Les deux premiers A, B sont dits conjugués l'un à l'au-
tre , par rapport aux deux autres C, B , qui sont dits pareillement
conjugués par rapport aux premiers ; attendu que notre proportion

. . CA CB . . , "
peut être écrite ainsi — — — . De deux points conjugues, 1 un
est toujours situé entre les deux autres et l'autre sur le prolonge-
ment de l'intervalle qui les sépare. Trois de ces points donnés de
position déterminent toujours le quatrième ; et , si l'un deux s'é-
loigne à l'infini , son conjugué est alors au milieu de l'intervalle
qui sépare les deux autres (*)•

Supposons , pour fixer les idées , que le point A soit extérieur
à CD, et que le point B lui soit intérieur , comme ou le Toit
dans la figure ;

C I D

B

• AG AD , . . ,
la proportion — = -— pourra être écrite ainsi

(•) On rencontre un exemple très-familier de quatre points distribués cïe
la sorte dans les centres de deux cercles , le point de concours de leurs
tangentes communes extérieures, et le point de concours de leurs tangente*
communes intérieures.

En général, si l'on cherche sur une droite un point dont les distances
k deux poinU donnés de cette droite soient entre elles dans un rapport
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AB—BC AD
BC AD—AB '

d 'où , en chassant les dénominateurs f développant et transposant

AB(AD—A

c'est-à-dire ,

et, comme on a BC.AD=AG.BD, on pourra écrire

De cette dernière équation on tire

2AC.BD=CD(AG+BC) ,

ou bien
AC(2BD—GD)=BC.GD

d'oà
AÇ CD

BC ~ ;

mais, si I est le milieu de l'intervalle CD , on pourra écrire

AC 2CI CI _ CI
BC ~ 2BD—2ID BD—ID ~ El *

et Ton aura aussi

donné ; le problème aura deux solutions r et alors les deux points dannés
et les deux points qui résoudront le problème seront quatre points har-
moniques,

J. D. G.
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2AC.BD=CD.(AD—BD)

ou bien
BD(2 AC+CD) = AD.CD

d'où

AD aAC+CD 2AC+2CÏ AC+CI _ AI

BD CD ~ âcï CI ~ CÏ

On a donc d'après cela

^ £ CI AD _ AI
TKT BÏ ' *BD "* « *

puis donc que les premiers membres de ces deux équations sont
égaux, on aura , en égalant leurs seconds membres ,

CIX=AI.BI ;

ensuite 9 en éliminant CI

AI AC AD AC* AD*

m - BC • BD - - . - 55. '

Si l'on fait AB=* , ACa*" et AV=s', l'cquation-^ = 4 ^
A BG BU

deviendra = —-— ; ce qui donne, toutes réductions faites ;

Cela posé , transportons , pour plus de simplicité, au pôle Torf-
gine qui est arbitraire, en prenant pour axe des x une droite quel-
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conque passant par ce pôle, nous aurons ainsi x'=o , y'=zo , et
l'équation de la polaire deviendra simplement

de sorte que l'abscisse de son intersection avec Taxe des ce sera
donnée par la formule

quant aux intersections de la courbe avec le même axe , elles se-
ront données par l'équation

de sorte qu'en désignant par x*9 orales distances de ces intersec-
tions à l'origine, on aura

aD Fx'+x"=z , *>*"=— •
A A

On aura, d'après cela

et, par suite

propriété caractéristique de quatre points harmoniques ; de sorte
que toute sécante menée par le pôle est divisée harmoniquement par
ce pôle f par sa polaire et par la courbe (*).

(*) On peut se demander ici ce que devient la relation harmonique dont
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§. m.

Comme le système de deux droites , tracées sur un plan , fait
partie des lignes du second ordre , nous pouvons y appliquer les
résultats précédens.

iî s'agit, pour celles des droites issues du pâle qui ne coupent pas la courbe.
La réponse à cette question se trouve dans les considérations suivantes.

Soit une ligne du second ordre et une droite , tracées sur un même
plan , et données par leurs équations. Si l'on cherche , par l'analise , leurs
points d'intersection ; en désignant par {x,y} l'un quelconque d'entre eux t

on trouvera , pour déterminer la coordonnée x f une équation du second
degré dont les coe/ïiciens seront toujours réels. Suivant que les deux ra-
cines de cette équation seront réelles ou imaginaires , les valeurs corres-
pondantes de l'autre coordonnée y seront aussi réelles ou imaginaires. Dans
le premier cas , la droite coupera effectivement la courbe ; dans le second 9

elle ne la coupera pas , et ses points d'intersection avec elle seront imagi-
naires.

Quoi qu*il en soit , il suit de la nature de l'équation du second degré
qui donne les coordonnées de ces points d'intersection parallèles à un ruême
axe, qu'on aura, dans l'un et l'autre cas, des valeurs réelles pour la somme
et pour le produit de ces deux, coordonnées. On observera que ceci a lieu ,
en particulier, lorsque les abscisses sont comptées sur la droite proposée
elle-même.

En supposant que les deux points de section existent en réalité , conce-
rons un autre point P * lié à ceux-là par une dépendance symétrique i
de telle sorte que les coordonnées de ce point P soient des fonctions sy-
métriques de eelles qui appartiennent aux deux premiers ; ces fonctions pour-
ront donc être exprimées uniquement au moyen des somme et produit
dont il vient d'être question ; elles devront eonséquemment conserver des
valeurs réelles, lors même que les coordonnées des points d'intersection se-
ront devenues imaginaires» II suit de là que le point P , en tant qu'il est
déterminé par se* coordonnées, et que ces coordonnées ont pour expres-
sion les fonctions symétriques dont il s'agit, demeure re'el et constructiblef

lors même que les deux, points d'intersection passent du réel à l'imagi-
naire; bien qu'alors ce point P ne puisse plus être construit au moyen
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Et (Tabord si Von coupe un angle Jixe par deux sécantes ar-

bitraires issues d'un même point Jixe du plan de cet angle ; et que
Ton joigne les points d'intersection des deux sécantes avec les deux
cotés de l'angle par deux nouvelles droites ; ces dernières con-
courront toujours sur une certaine droite Jixe , dont la situation
ne dépendra uniquement que de celle du point Jixe par rapport à

des conditions graphiques par lesquelles il était d'abord lié aux. deux autres,
ceux-ci ayant disparu. Il n'y aura cependant aucun inconve'nient à lui con-
server sa dénomination ou définition primitive.

C'est ainsi f par exemple , que le milieu de la corde intercepté sur une
droite, par son intersection avec une ligne du second ordre, est un point
toujours réel et assignable, lors môme que la droite ne coupe plus la courbe 9
c'est-à-dire , lorsque les deux extrémités de la corde interceptée sont de-
venues imaginaires. Ce milieu est déterminé , dans tous les cas , par la
rencontre de cjtte droite avec le conjugué du diamètre qui lui est paral-
lèle. De même , le conjugué harmonique d'un point donné sur la même
droite , par rapport à ses deux points d'intersection imaginaires avec la
courbe, est toujours constructible, au moyen de la relation 2xfxf/=-x(xf-fcx") ,
dans laquelle le point donné est pris pour origine des x , et où x est sa dis-
tance au point cherché, parce que xf-\-xlf et xfxlf sont réels, lors même
que xf et xrt sont imaginaires , puisqu'ils sont alors de la forme xf=p

et xHzzzp—ç^—i. Il est aussi donné graphiquement par l'intersection de la
droite donnée avec la polaire du point donné ; et il n'en faut pas davan-
tage pour comprendre comment , dans un groupe harmonique , deux points
conjugués peuvent être réels , bien que les deux autres soient imaginaires.

Les remarques qui précèdent doivent être étendues aux intersections
des lignes droites avec les courbes de tous les degrés. Il ne faut jamais
les perdre de vue, parce quelles sont nécessaires pour donner aux rela-
tions que fournit la théorie des transversales et à d'autres relations que
nous ferons connaître par la suite, toute la généralité convenable. On ne
doit pas d'ailleurs les confondre avec les considérations de M. Poneelet
sur la loi de continuité. La distinction en a été déjà faite , avec soin ,
par M. Cauchy , dans son rapport inséré au tome XI.e des Annales ( pag.
69} et placé depuis eu tête du Traité dus Propriétés projectiles des figures.

( Note-de l'Auteur. )
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F angle dont il s'agit. Cette droite quon pourra appeler la polaire
du point Jixe , passera évidemment par le sommet de l angle.

La construction qui donne un point quelconque de cette polaire
fait voir que ce point est , à son tour , le pôle de la droite qui
joint le sommet de l'angle au pôle primitif, de sorte que toute
droite menée par ce nouveau pôle est coupée harmoniquement par
ce point lui-même ? par sa polaire et par les deux côtés de l'angle.
De là résultent deux conséquences ; premièrement, les dijfèrens
points d'une droite menée arbitrairement par le sommet d'un an-
gle et dans son plan > nont quune seule et même polaire située
dans ce plan , et passant comme elle par le sommet de Vangle ;
en second lieu, si quatre droites , issues d'un même point et com-
prises dans un même plan , sont tellement dirigées qu elles divi-
sent harmoniquement une seule droite tracée dans ce plan , elles
diviseront aussi harmoniquement toute autre droite quon voudra
tracer dans le même plan. A cause de cette propriété , l'ensemble
de ces quatre droites est appelé faisceau harmonique. Elles sont
conjuguées deux à deux y comme les points d'un groupe harmoni-
que.

On doit observer que , si un faisceau harmonique est coupé par
une parallèle à lune des droites qui le compose , la conjuguée de
cette droite passera par le milieu de la portion de parallèle in-
terceptée entre les deux autres. En particulier , si deux des droi-
tes du faisceau , conjuguées entre elles, sont perpendiculaires F une
à Vautre , elles diviseront en deux parties égales les quatre angles

formés par les deux autres.

Démontrons présentement que , si quatre droites issues d'un même
point, forment un faisceau harmonique, les sinus des angles que
formera l'une d'elles avec les deux qui ne lui sont pas conjuguées f

seront proportionnels au sinus des angles que formera la droite
restante avec les deux mêmes droites, et réciproquement*
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C B D

- S i

Soient, comme ci-dessus , les quatre points harmoniques A ,
B , C, D ; les deux premiers conjugués l'un à l'autre, ainsi que
, , . . , , AC AD
les deux derniers, en sorte qu on ait , comme alors -j—• =
D'un point quelconque S , hors de leur direction, soient menées
à ces quatre points les droites SA, SB, SC, SD, qui formeront
un faisceau harmonique , dans lequel les deux premières droites,
ainsi que les deux dernières , seront conjuguées l'une à Fantre.
En vertu de la proportionnalité des sinus des angles des triangles
aux côtés qui leur sont opposés , on aura

AC Sin.ASC
Sin.ACS

BC
BS

Sin.BSC
Sin.BGS

d'où, à cause de Sin ACS=Sin.BCS ,.

et, en suite ,
AD
AS

AC
B ? ~

Sin.ASD
Sin.ADS

AS
" BS

Sin.ASC
Sin.BSC

BD
BS

9

Sîn.BSD

SÎD.BDS

d'où., à cause de Sin ADS = Sin.BDS ,
Tom. XVI
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AD AS Sin.ASD

BD ES SiuJJSD

j c , AC ADdonc enhn , a cause de -*— ss

Sïn.ASC Sïn.ASD
SiiuBSC = SixuliSD *

comme nous l'avions annoncé. Il sera aisé de prouver , d'après cela.,
que , réciproquement, si cette dernière relation a lieu , on aura

aussi —- ?= —-- et que , par conséquent, les droites SA , SB , SC t

SD formeront un faisceau harmonique. On pourrait, au surplus,
simplifier Tune et l'autre démonstraiions , en supposant la sécante
parallèle à une des droites du faisceau.

rOn nomme quadrilatère complet, le système de quatre droites
indéfinies tracées sur un même plan 5 de manière que trois d'en-
tre elies ne concourent pas en un même point. Ces quatre droi-
tes sont dites les jcvtès du quadrilatère, lesquels se coupent en six
points tels qu'il y en a toujours trois sur .chacun d'eux. Ces points
sont dits les sommets du quadrilatère ; et les droites, au nombre
de trois, qui joignent un sommet à un autre , qui n'appartient pas
.,au mérne côté, en sont dites les diagonales*

II est aisé de conclure de ces définitions et de ce qui a été dit
.ci-dessus que , dans iout quadrilatère complet, les extrémités de
lune quelconque des trois diagonales et les deux points où sa di-
rection est coupée par celles des deux autres sont quatre points
harmoniques. On conclut de là le moyen de construire, avec la
règle seulement, le quatrième .harmonique de trois points donnés*
Soient en effet A , B , C ces trois poiuts , A et B étant conjugués

Tun à l'autre. Par A et B soient menées arbitrairement deux droi-
tes concourant en E , et soit menée CE ; par A soit encore me-



D U S E C O N D O R D R E . -2Î3
née l'arbitraire AF, coupant CE et BE en- G et F ; sait enfin
menée BG 7 coupant AE en H ; si alors on mène FH, son point
D-d'intersection avec AB sera le quatrième harmonique ctaerelu?.
On pourra donc aussi construire tout aussi facilement le quatrième
harmonique de trois droites données.

S i , en particulier , deux des trois diagonales du quadrilatère
complet sont parallèles entre elles, chacune d'elles sera divisée en
deux parties égales par la troisième ; ce qui revient à dire que ?

dans un trapèze 5 la droite qui joint le point de con-cours des deux
côtés non parallèles au point de concours des deux diagonales , passe
par les milieux des d&ux côtés parallèles. On déduit de là i.° le
moyen Je diviser une droite, avec là règle seulement , en deux
parties égales , pourvu qu'on ait une seule droite parallèle à ceîîe-
là ; 2.0 le moyen àe mener par un point donné, avec fa règle seu-
lement , une parallèle à une droite donnée , pourvu qu'on ait sur
cette droite trois points équidistans.

On peut encore remarquer que , dans urr trapèze > le point de
concours des deux diagonales 5 le point de concours- des deux cô-
tés non parallèles et les milieux des deux côtés parallèles sont
quatre points harmonie/uement distribués sur une même droite.

II serait facile, en suivant une marche purement géométrique\
de déduire immédiatement de la théorie des pôles et polaires ex-
posée ci-dessus ( §. IL ) , toutes les définitions et propriétés con-
àues du centre f des diamètres , des axe? et des asymptotes des
lignes du second- ordre ; mais il nous parait préférable de traiter
ce sujet analitiquement. Retournons donc à la courbe (c) , pour
examiner les diverses positions que peuvent prendre, sur son plan,

le pôle (x'^xO e t ^a P°fôire (p)*
Cherchons d'abord s'il est ime position dir pôlê  pour laquelle

la polaire passe toute entière à l'infini. Il faudra, pour cela % que
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les quantités qui multiplient a; et y dans l'équation (p) de cette
polaire, soient séparément égal^ à zéro ; car autrement la droite
représentée par cette équation pourrait être construite et par suite
accessible, dans une partie de son cours. Posons donc , à la fois

Comme ces deux équations , qui déterminent les coordonnées in-
connues x\y' > ne sont que du premier degré, on voit qu'en gé-
néral 5 il y a sur le plan d'une ligne du second ordre , un point
unique dont la polaire est toute entière à Tinfini \ conséquemment,
ce point est le milieu commun de toutes les cordes qui y passent ;
les tangentes menées à la courbe , par les extrémités de chacune
de ces cordes sont parallèles entre elles ; et il en est de même des
droites qui joignent les extrémités de ces mêmes cordes ? prises deux
à deux.

Le point qui jouit de ces propriétés , et dont les coordonnées
sont déterminées par les équations (C), est ce qu'on nomme le
centre de la courbe. Au surplus , la ligne du second ordre pro-
posée peut être telle que son centre soit à l'infini , ou qu'elle ait
une infinité de centres , distribués sur une même droite donnée de
position.

Par une supposition inverse de la précédente, concevons que
le pôle (x\yly) s'éloigne à l'infini , en parcourant une droite donnée
par l'équation y=mx-l-g, tellement qu'on ais

Si Ton met cette valeur de y dans l'équation (p) et qu'on y pose
ensuite xl infini y elle deviendra

)==o . (d)

En récrivant sous cette forme
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on voit que , quel que soit m , la droite qu'elle représente passe par
le point dont les coordonnées x\y' sont déterminées par les équa-
tions (C\ Comme d'ailleurs, dans le cas présent, toutes les sécan-
tes partant du pôle se changent en un système de droites paraNèles
entre elles et à la droite y=rnx-\-g ; il en résulte ce théo-
rème : Si l'on inscrit à une ligne du second ordre une suite de
cordes parallèles à une droite de position arbitraire, les milieux
de ces cordes , les points de concours des tangentes à la courbe me-
nées par les extrémités de chacune d'elles et les droites qui join-^
dront les extrémités des mêmes droites , prises deux à deux , ap~
parviendront toutes à une même ligne droite, passant par le cen-
tre de la courbe. Cette droite est appelée un diamètre de la courbe.

Supposons son équation (d) mise sous la forme

y—m'x+g' ;

nous aurons
A+Cm

' " — C+Bm '

c'est-à-dire,

Celte équation étant symétrique en m et m/, on en peut conclure
que toutes les cordes d'une ligne du second ordre parallèles à l'un
quelconque de ses diamètres ont leurs milieux sur un autre diamètre
tel que y réciproquement > toutes les cordes qui lui sont parallèles
ont leurs milieux sur le premier. On nomme diamètres conjugués
deux diamètres qui ont entre eux une semblable corrélation. Non
seulement toute ligne du second ordre a une irijrnitè de systèmes
de diamètres conjugués , mais encore on voit que tout diamètre
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étune ligne du second ordre est nécessairement conjugue à un au-
tre diamètre de la courbe^Sï Ton uiène , par le centre , deux dia-
mètres quelconques , leurs extrémités seront les sommets d'un- pa-
rallélogramme dont tes côtés opposés seront respectivement parafa
lètes à deux diamètres conjugués de la courbe, et divisés pac ces
diamètres en deux parties égales. En- particulier, si Ton décrit du
centre, avec un rayon arbitraire, un cercle coupant la courbe en
quatre points , ces quatre points seront les sommets d'un rectangle
dont lès cotés seront parallèles aux deux diamètres principaux ou
axes de cette courbe;

Nous avons trouvé que , si yzzzimx-^g est l'équation d'un dia-
mètre , celle de son conjugué pourrait prendre la. forme

Si Von suppose, le premier diamètre parallèle soit à Taxe des &

soit à l'axe des y > en faisant tour-à-totir m==o } m=— , l'équa-

tioa de son conjugué deviendra successivement

Ax-{*Cy-\-D=2O , j

By+Cx+E—o

€>e$ deux équations appartiennent donc aux deux diamètres
les conjugués sont parallèles , l'un à Taxe dès x et l'autre à Taxe
des y. En. supposant le premier diamètre y—mx-)rg parallèle à
l'axe des x> si Ton veut que son conjugué, dont l'équation est
alors

soit parallèle à Taxe des y* 9 il faudra nécessairement q^u'bn: air^
dans son équation , et conséquemment dans celle (c) de la courbe
C = o ; conclusion qu'on- tirerait également des deux équations (e) /
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en exprimant que les diamètres qu'elle représente sont parallèles aux
axes des x et des y , respectivement. Ainsi h 'parallélisme des axes
à deux diamètres conjugués quelconques a la propriété de priver
T équation de la courhe du terme qui renferme le produit des deux
coordonnées. Il est aisé de voir, en outre, qu'elle ne peut être pri-
vée de ce terme que sous cette condition.

'Si l'origine était placée au centre de la courbe, les équations
(C) , dans lesquelles xf, y/ sont les coordonnées de ce centre , de-
vraient avoir lieu, dans la supposition de x/=o , y/=o : on au-
rait donc J9 = o , E=o ; ainsi la situation de l'origine des coor-
données au rentre jouit de la^ propriété de priver T équation de Ja
courbe des termes qui renferment les premières puissances des deux
variables, et on voit aussi qu'elle en jouit exclusivement.

Si donc on prend pour axes des coordonnées deux diamètres
conjugués quelconques , l'équation de la courbe se réduira à cette
forme très-simple

= o

sous laquelle la discussion ultérieure de cette tourbe devient ex-
trêmement facile.

A la vérité , cette forme ne pourrait plus avoir lieu, si la courbe
n'avait pas de centre , ce qui arrive lorsqu'on a C2—AB=zo ; mais ,
-en prenant pour axes un diamètre quelconque et la tangente à Tune
âe ses extrémités, tangente parallèle au Conjugué de ce diamètre,
on pourra toujours présenter l'équation de la courbe so.us cette forme

qui convient également aux lignes du secqnd ordre qui ont un cen-
tre €t à celles qui en sont dépourvues.

Maintenant, si l'on prend , sur l'axe des v\, im point quelconque
4ont xf soil la distance à l'origine 3 sa polaire ^ dont l'équation sera
alors
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se trouvera ainsi parallèle à Taxe des y\ c'est-à-dire que tout point
pris sur le plan d'une ligne du second ordre a sa polaire parallèle
au conjugué du diamètre qui passe par ce point et réciproquement.

LVquation actuelle de la courbe , lorqu'on y fait y=o , donne
la longueur du diamètre dont la direction coïncide avec Taxe des
x* Cette longueur étant désignée par 2,c, c sera l'abcisse du cen-
tre , et Ton aura

En conséquence l'équation (ax/-\-d)x+dx/=o, devient

(xf—c)x—cx'=o ou (&'—c)(x—c)=c2 ;

de sorte que la moitié du diamètre dont la direction passe par le
pôle est moyenne proportionnelle entre les deux segmens que le
pôle et la polaire forment sur ce diamè&e, à partir du centre ;
propriété qui résulte d'ailleurs ( §. II ) de ce que le pôle et la
polaire ccn^ent harmoniqiiement le diamètre dont il s'agit.
- Dans le cas de la parabole , qui n'a pas de centre, et pour la-

quelle ÛZ=O , l'équation de la polaire se réduit à x^x; = o , en
sorte que, dans la parabole, la portion de diamètre compris en-
ir: un point et sa polaire, est coupée par la courbe en deux par-
ties égales.

s. y-

Soient a, h, c, d quatre points pris arbitrairement sur le plan
d'une ligne du second ordre ; et soient respectivement e, f% g les
points de concours de ab et cd , ac et bd> ad et bc.

Par ces quatre points soient menées à la courbe des tangentes
que nous désignerons respectivement par A, B , C , D. En convenant
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de désigner généralement par (P, Q) l'intersection de deux droites
de'signées par P et Q ; représentons par E , F , G les droites qui
joignent le point (A , B) au point (C , D) , le point (À , C) au point
(B, D), et enfin le point (À, D) au point (B, C) : nous aurons ainsi
deux quadrilatères -> l'un inscrit et l'autre circonscrit à la courbe ;
de teiie sorte que les sommets de 1 Inscrit seront les points de con-
tact du circonscrit.

Les points (A , B) , (A , C) , (B , C) , (A, D) , (B , D), (G , D)
seront les pôles respectifs des droites ab , ac , bc ̂  ad, bd , cd. Or ,
il résulte de là i.° que la droite E contiendra les points f et g9

que la droite F contiendra les points g et e 9 et que la droite G
contiendra les points e et f \ 2.0 que les droites F et G concour-
ront en e , les droites G et E en f, et les droites E et F en g ;
3.° que chaque côte du quadrilatère circonscrit sera coupé harrao
niquement par son opposé et par son point de contact avec la courbe ;
^.° enfin que les quatre droites qui passeront par chacun des som-
mets du quadrilatère inscrit formeront un faisceau harmonique.

De là il est facile de conclure que, lorsque deux quadrilatères
sont Tun inscrit et Vautre circoîiscrit à une ligne du second or-
dre , de telle sorte que les sommets de Vinscrit sont les points de con-
ta et du circonscrit ; i.° les diagonales des deux quadrilatères se
coUpent toutes quatre en un même point > où elles forment un fais-
ceau harmonique ; 2.0 les points de concours des directions des cô-
tés opposés sont tous quatre harmoniquement distribués sur une
même droite y polaire du point de concours des quatre diagonales;
3.* chaque diagonale du quadrilatère circonscrit concourt avec deux
côtés opposés de l'inscrit, et forme , avec ces côtés et la droite qui
joint leurs points de concours , un faisceau harmonique ; ou , en
dfautres termes , chaque point de concours de deux côtés opposés
du quadrilatère inscrit est en ligne droite avec deux sommets op-
posés du circonscrit, et foi^me > avec ces sommets et le point de con-
cours des quatre diagonales , un système de quatre points harmo-
niques*

Tom. XVL 38
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II résulte de ces propriétés des quadrilatères inscrit et circonscrit à

une même ligne du second ordre , sous la condition indiquée , que ,
si Ton donne quatre points de la courbe et la tangente en l'un
d'eux , ou bien quatre tangentes a la courbe et le point de con-
tact de Tune d'elles , on obtiendra de suite , par des constructions
qui n'exigeront que le simple usage de la règle , soit les tangentes
aux trois autres points, soit les points de contact des trois autres
tangentes. Plus généralement, toutes les fois que Ton connaîtra,
dans la figure, des élerneris en nombre suffisant pour déterminer les
deux quadrilatères et la courbe à laquelle ils doivent être inscrit
et circonscrit , on pourra toujours se servir de ces données pour
achever de construire ces deux quadrilatères, sans que la courbe
soit décrite.

Donc toutes les fois qu'on sera parvenu à la connaissance de deux
tangentes et de leurs points de contact, et qu'on aura en outre un
troisième point ou une troisième tangente quelconque de la courbe ,
on sera en état d'en construire , en n'employant que la règle seule-
ment , tant daulres points ou tant d'autres tangentes qu'on voudra.

Soit, en effet, i.° AMC l'angle des deux tangentes, soient A
et C leurs points de contact ; et soit B un troisième point quel-
conque de la courbe Par le sommet M de l'angle des deux tan-
gentes , soit menée une droite arbitraire et indéiinie , coupée par
AB en P et par BC en Q. Soient menées PC et QA , se coupant
en D ; ce point D sera un quatrième point de la courbe ; et, à cause
de l'indétermination de la direction de MP, on pourra , en variant
cette direction, déterminer tant d'autres points D de cette courbe
qu'on voudra. Menant alors les deux diagonales ÀC , BD du qua-
drilatère inscrit, se coupant en O ; la droite PO déterminera, sur
les tangentes MA, MC , deux sommets opposés E, G du quadri-
latère circonscrit , tandis que la droite QO déterminera , sur ces
deux mêmes droites, les deux autres sommets opposés F , H de ce
même quadrilatère. On aura donc ainsi quatre points de la courbe
et les tangentes en ces quatre points ; et on pourra ainsi determi-
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ner tant de points de cette courbe et tant de tangentes qu'on voudra.

2.0 Soit AFGC le polygone ouvert formé par trois tangentes con-
sécutives, et soient A et C les points de contact des deux tangen-
tes extrêmes. Soit menée AC , sur la direction de laquelle soit pris
arbitrairement un point O. En menant FO , concourant avec GC
en H et GO , concourant avec FA en E , la droite EH sera une
quatrième tangente ; et, à cause de l'indétermination du point O
sur AC , on pourra, en variant sa position , déterminer tant d'au-
tres tangentes EH à la courbe qu'on voudra. Menant alors GII et
EF , concourant en M 9 puis FG et EH , concourant eu N , et
enfin EG et FH 5 coupant MN en P et Q ; l'intersection B de
FG avec PA ou QC sera le point de contact de cette tangente ;
et Finterseclion D de EH avec PC ou QA sera le point de con-
tact de son opposée. On aura donc ainsi quatre tangentes à la courbe
et leurs points de contact ; et Ton pourra ainsi avoir autant de tan-
gentes à cette courbe et autant de points de son périmètre qu'on
voudra.

En considérant que PQ , qui joint les points de concours P et
Q des directions des côtés opposés du quadrilatère inscrit, contient
les pôles M et N de ses deux diagonales , on reconnaît que , si
Ton fait varier ce quadrilatère inscrit de telle sorte que, ses som-
mets opposés A et C demeurant fixes, sa diagonale BD prenne tou-
tes les situations qu'on voudra , cette droite PQ demeurera assu-
jettie à passer constamment par le pôle M de la diagonale AC ;
c'est-à-dire , que , si ton inscrit à une ligne du second ordre
une suite de quadrilatères ayant deux cotés opposés communs , les
droites qui joindront les deux points de concours des directions
de leurs côtés opposés, iront toutes concourir en un même point
Jixe , pôle de leur diagonale commune.

De même P en considérant que le point O de concours des diago-
nales du quadrilatère circonscrit est sur la droite AC qui joint les
points de contact de la courbe avec les deux côtés opposés EF et
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GII ? et qui a son pôle au point de concours M de ces deux cô-
tes ; on en conclura que ? ces mêmes côtés restant fixes , si les
deux autres varient d'une manière quelconque, en demeurant d'ail-
leurs constamment tangens à la courbe , l'intersection O des deux
diagonales ne sortira pas de la polaire AG du point M; c'est-à-
dire j, que , si F on circoncrit à une ligne du second ordre une suite
de quadrilatères ? dont deux côtés opposés soient de direction in-
variable y les diagonales de ces quadrilatères se couperont cons-
tamment sur une même droite 5 polaire du point de concours des
deux cotés communs à tous.

De là nous tirerons quelques conséquences qui méritent d'être
remarquées.

Il est connu , et nous aurons occasion de le prouver plus tard,
qu'étant donnés cinq points quelconques , sur un plan , il existe
toujours une ligue du second ordre qui passe par ces cinq points.
Supposons donc cette courbe décrite , en sorte que les cinq points se
trouvent sur son périmètre ; si de trois quelconques de ces points
on mène aux deux autres trois couples de droites ; en combinant
ces couples deux à deux , on formera trois quadrilatères simples 5

inscrits à la courbe, et ajant deux sommets opposés communs ou
une diagonale commune; donc, suivant ce qui a été établi ci-des-
sus , les droites joignant les points de concours de leurs cotés op-
posés , iront concourir toutes trois en un même point , pôle de cette
diagonale commune. Ainsi cinq points étant pris 9 à volonté , sur
un plan 9 si de trois quelconques de ces points on mène aux deux
autres trois couples de droites ; en prenant ces couples deux *à deux,
on aura trois quadrilatères simples tels que les droites joignant
les points de concours des directions de leurs côtes opposés iront
toutes trois concourir en un même point. En outre , ce point sera ,
relativement à la ligne du second ordre quon peut toujours faire
passer par les cinq points donnés , le pôle de la diagonale com-
mune aux trois quadrilatères.

Si l'on suppose que les deux extrémités de la diagonale corn-
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mune s'éloignent à l'infini, en parcourant deux droites fixes indé-
finies , données de position , on conclura de ce théorème le corol -
laire suivant : Si , sur les trois côtés d'un triangle quelconque ,
pris tour à tour pour diagonales , on construit trois parallélo-
grammes , dont les côtés soient respectivement parallèles à deux droi-
tes quelconques, données de position ; les trois autres diagonales
de ces parallélogrammes iront concourir en un même point , centre
dune hyperbole circonscrite au triangle et ayant ses asymptotes
parallèles aux deux droites données de position (*).

On démontrera par des considérations analogues cet autre théo-
rème : Cinq droites étant tracées arbitrairement sur un plan , si
Ton conçoit trois quadrilatères simples, ayant à la fois deux cotés
opposés qui coïncident 5 pour la direction , avec deux de ces droites ,
et dont les autres côtés ne soient autre chose que les trois droites
restantes prises deux à deux ; les points de concours des diago-
nales de ces trois quadrilatères appartiendront tous trois à une
même droite. En outre , cette droite sera , relativement à la ligne
du second ordre qui touchera les cinq droites données , la polaire
du point de concours des deux d'entre elles qu'on aura prise pour
direction commune des deux côtés opposés des trois quadrilatères.

Il suit de là qu'ayant sur un plan cinq poinïs d'une ligne du
second ordre ou cinq tangentes à cette • courbe, on peut toujours,
en n'employant d'autre, instrument que la règle, déterminer simul-
tanément soit les tangentes en deux de ces points , soir les points
de contact de deux de ces tangentes ; après quoi la construction
de la courbe pourra s'achever comme ou l'a fait voir ci-dessus.

( La suile à un prochain numéro. \

Cest le théorème de la pag. io3 du toiu. XV.
J. D. G.
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Développement remarquable des racines et des
logafilhmes ;

Par M. L. C. BOUVIER , ex-officier du génie > ancien élève
de l'école polytechnique.

OOIT posé

c'est-à-dire ,

En remarquant

d'où *=}

TJV~X-.

que z=i -

\r , et J

1̂—'Z) •

on aura

i > N i 7W72—i i tnn—i

=\ (i—z) (x— z)2

772» ' mn zmn x , ^ ?n/i zma

On a d'ailleurs,

x W B - J - I I 77272-4-! 277271+1 s ,

77271 277271 77271 277272 37727Ï

En substituant donc dans (i) , et remettant ensuite pour z sa va-
leur en x y il viendra , quel que soit n >
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1 / 1 "\ 1 mn—1 / 1 \ s 1 mn—1 zmn—r / 1 V ) )

mn \ xn+i J mn zmn \ a;n+i y mn 2mn Zmn \ *n+i J ) f

— ( *n ^ y T mn+l f *n Y 1 ' mra+

mn\ xn-\-i J mn zmn \ xn+i J mn imn
+ ( y f Y1

mn\ xn-\-i J mn zmn \ xn+i J mn imn ômn +

Si Ton prend pour n un nombre pair, les deux séries dont le
produit compose le développement de Q'x seront constamment con-
vergentes ? quelque valeur entière ou fractionnaire P positive ou né-
gative qu'on donne à x.

On a aussi.

jr= ~-1 Log z—Log. ( 1 —z) | ; (2)

mais on sait que

- L o g . (1—z)=z + i

sabstituant dans (2) , et remettant ensuite pour z sa valeur en X,
on aura , quel que soit n,

série qui 5 lorsqu'on prendra pour n un nombre pair, aura le même
avantage que le développement ci-dessus.

Si, en particulier, on y fait n~2 9 on retombera sur le déve-
loppement déjà obtenu ( tom. XIV 5 pag. 279 ).
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QUESTIONS PROPOSÉES.

Problèmes de Statique.

I X-JÉTERMTNER F équation de la chaînette de pesanteur variable,
dans laquelle la masse de chaque élément est proportionnelle à la
tension qu'il éprouve, et déterminer en outre la masse de chacun
de ses élémens ?

II. Une corde uniformément pesante , tant qu'elle pose sur un
plan horizontal , mais uniformément extensible , est suspendue l i -
brement à deux points fixes; quelle est la courbe qu'elle affectera
dans le cas d'équilibre? et suivant quelle loi variera la niasse de
chacun de ses élémens ?
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ANALISE INDETERMINEE.

Résolution générale de Téquation indéterminée dà
premier degré à deux inconnues ;

Par M. le Comte Guillaume LIBRI , de Florence.

JLJA resolution générale de l'équation indéterminée du premier de-
gré ? à deux inconnues , paraît avoir été trouvée pour la première
fols par les indiens Les commentateurs de Bhasker ou Bhascara-
Acharya (*) , attribuent cette découverte à Arya-Bhatta ? géomc—
tre indien , que Ton croit presque contemporain de Diophante ; mais
les ouvrages de cet auteur ayant été perdus , il est difficile de
juger du degré de généralité qu'il avait donné à sa solution. Ce—
pendant, nous possédons le traité d'algèbre de Bramegupta ( qui ,
d'après les calculs de M. Bentley > a été composé au commence-
ment du septième siècle de l'ère chrétienne ) où l'on trouve la
résolution générale de l'équation du premier degré à deux incon-
nues. Cette résolution est exposée aussi dans les ouvrages de
Bhascara-Acharya , et dans ceux de tous les analistes indiens

(*) Géomètre indien , de la rille de Bidder , sur la frontière septentrio-
nale de l'Indostan , où il paraît qu'il enseignait les mathématiques , vers
la fin du XILe siècle. Voyez Fourrage de M. Hutton intitulé; Tracts on Ma*
îhêmatïcal, etc. , 3 roi ir^8-.° , Londres , 1812.

J . D. G.
Tom. XVI n.° X, 1** avril 1826. 3$
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plus modernes. La méthode dont ils ont fait usage est sem-
blable à celle que Bachet de Méziriac publia en France en
1624. On sait qu'elle consiste à réduire l'équation proposée ax+*
b=cy , à l'équation ax^i^zcyt , et à résoudre celle-ci, en cher-
chant le plus grand commun diviseur entre a et c.

Lagrange a résolu l'équation dont il s'agit à l'aide des fractions
continues , et M. Gauss Fa réduite à sa théorie des congruences ;
mais toutes ces méthodes , qui dans le fond sont identiques entre
elles , n'ont pas toute la généralité qu'on pourrait désirer. En ef-
fet , il est clair que les racines d'une équation à plusieurs incon—
nues ? de même que celles d'une équation à une seule inconnue t

doivent être fonctions de ses coefficiens exprimés généralement ; et
cependant ? même pour résoudre l'équation du premier degré à
deux inconnues , qui est la plus simple de toutes , il faut connaî-
tre les coefficiens en nombres, ce qui montre combien les métho-
des connues sont imparfaites.

La note que nous publions ici a pour objet de donner l'expres-
sion générale des racines entières d'une équation du premier degré
à deux inconnues, en fonction de ses coefficiens.* Elle est extraite
d'un mémoire sur la théorie des nombres , présenté à l'Académie
royale des sciences de Paris , et qui doit paraître dans le recueil
des Savans étrangers» Notre méthode s'applique à toutes les équa-
tions indéterminées ; elle sert aussi à résoudre directement , et avec
simplicité, les équations desquelles dépend la division du cercle ,
et à traiter beaucoup d'autres questions ; mais ces recherches ne
sont pas de nature à trouver place ici, et nous les réservons pour
une autre circonstance»

Etant donné l'équation à une seule inconnue

( t ) 3om—1=0 ,

si l'on représente par Pn9 Pn.m> Pn .2 m , Pn.*m, •••. les sommes des
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puissances n*"", (n—m)*me*9 (n—2m/em€\ (n—3mYemes, .....de ses
racines, on aura

p — p p « z>

de sorte que, si n est un multiple de m , on obtient Pn=m ; e t ,
dans le cas contraire , on trouve P n = o . En exprimant les racines
de l'équation (i) en fonctions circulaires, on aura

m

4- f Cos. hl/—iSin. — }
1 V̂  m ?» y

4. / Cos. — + i / ~ i SLn. — Y

COS.
^ . 2.UST

m

Cos.
7»

1)* \»

Si Ton transforme le second membre, au moyen de la relation
connue ( Cos.z^\/^Sin.z)n = Cos.nz-t-\/^iSin.nz , et qu'on né-
glige les imaginaires qui, dans le cas actuel > doivent nécessaire*
ment se détruire, on obtiendra

Pn—Cos. onn

m m
l-Cos.

m
5. — -J-...+ COS.

m

c'est-à-dire,;



3oo

== 2 Cos.

A

m

S

A
*
L

-(

I

f
n

V

S E

2772 y m

o . riTs

et la valeur de cette expression sera m ou zéro , suivant que le
. n .

nombre — sera entier ou iractionnaire,
772

On sait qu'étant proposé de résoudre l'équation ax-\-b~cy , en
nombres entiers, il suffit de trouver une valeur a de x 9 comprise
entre zéro et c, car les autres s'en déduisent en ajoutant à celle-
là un multiple quelconque de c ; de sorte qu'on a , en général,
XZ=ZOL-\-CZ y z étant un nombre entier quelconque.

Maintenant il faut observer que si , dans l'équation (a) , on fait
n=ax-\-b } 772=̂ *3 et que Ton donne à x successivement toutes les
valeurs o , i , a , 3 , ....... c—i, on obtiendra l'intégrale

Cos.

qui aura pour valeur c répété autant de fois que la quantité

â de valeurs entières, lorsqu'on y fait x égal à un nombre en-
tier moindre que c ; d'où il suit que la formule

(3) - S J Cos. —— +Cos. j-....+Cos.S <

(*) Voy. entre autres , VIntroduction à Vanalise infinitésimale d'Euler, tom.
I , chap. XIV, n.o 260.

J. D. G.
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exprimera le nombre des solutions de l'équation ax+l=cy , en
supposant qu'on ne prenne pour x que des nombres entiers plus
petits que c.

Si Ton considère le terme général de la série (3) ? on aura
l'équation

Sin.— (b\ac— -0W—Sîn. — (b—~a\m

dans le second membre de laquelle le numérateur est toujours
zéro ; mais dont le dénominateur ne peut se réduire à zéro que
lorsque a et c ont un diviseur commun, plus grand que l'unité,
puisque u est toujours plus petit que c. Il résulte de là que , si
a et c sont premiers entre eux 9 tous les termes de la série (3)
s'éranouissent, excepté le premier 5 dont la valeur se réduit à

I o(<3;r-4-3)» c

- S Cos. T = - = r .

Mais, si a et c ont un facteur commun g , on supposera iï=.mg,
c=zng , et, en faisant u=n, ou obtiendra

Sin* T"

Sin. 2 —«Sin.

6

Cette expression se réduit "u -|- . en vertu de l'hypothèse
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On devra donc difTérentier le numérateur et le dénominateur par
rapport à a, pour en avoir la valeur déterminée, et Ton trouvera

— \a) — —Sin.2(£—\d) —
& o

•.Siru —

* g g g g

. Z . Cos. —

V 9 ft

Cos.2l ^ ) — Cos. . Cos.ra'CT-f-Sin. . Sin.772tar
j ^ y ^ / g _ , g g

~" ë

Si , au lieu de prendre u=n , on fait, en général, u—en >
étant un nombre entier quelconque, on trouve

e t , comme le nombre n est compris g—*i fois dans £ — i , on pourra
faire successivement e=o , i , 2 , 3 , .... gr—-i ; et la valeur de l'in-
tégrale (3) sera exprimée ( dans le cas actuel, où Ton suppose que
a et c ont un commun diviseur g ) par la série
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i+Cos. hCos. }-....+Cos.
ë 6

dont la somme

—
g

71=
aoin. —

ë

£ pour valeur g ; lorsque — est un nombre entier f et se réduit à

aéro, dans le cas contraire.
De là résulte i.9 que l'équation ax-\^hz=.cy a toujours une so-

lution entière 5 et plus petite que c, lorsque a et c n'ont d'autres
diviseurs communs que l'unité ;

2..° Que si a et c ont un commun diviseur g, différent de l'u-
nité 7 qui ne divise point b, cette équation n'admet aucune solu-
tion entière ;

3.* Qu'enfin, si — est un nombre entier , on trouvera pour x
ë

un nombre g de valeurs entières, plus petites que c, qui satis-
feront à l'équation proposée.

Puisque l'intégrale (3) représente le nombre des solutions en-
tières de l'équation ax-\-b-=zcy y en prenant pour ce des valeurs moin-
dres que c y il est clair que la formule

(4) — 2 x \ Los* +Los. 4-^.,+Cos. |-....-j-Cos.
c ( c e G
c xz=o (

exprimera la somme des valeurs de x , entières et moindres que
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r , qui satisfont à l'équation ax>\-b=cy 9 lorsqu'elle est résoluble
et que, lorsqu'elle ne Test pas , cette intégrale se réduit à zéro.

Kous avons démontré que ? si a et c ont un facteur commun P

différent de l'unité ^ qui ne divise pas b7 l'équation ax-\-h-=zcy
n'admet aucune solution entière ? et comme, si ce facteur commun
divise aussi 3 , on peut toujours le supprimer, il sera permis dans
en cas , de supposer que a et c sont premiers entre eux; et alors
on sera assuré qu'il existe toujours une valeur entière de' x , com-
prise entre zéro et c y qui satisfait à l'équation dont il s'agit, et qu'il
n'en existe qu'une seule.

Actuellement, pour trouver cette valeur de x ? on considérera
le ternie général de l'intégrale (4) * et on aura

(5) L T , - - - a*+b

7t
7—— a) Sin 2.1

2 c

+ ?~° ~ " °S'2a ° T

II faudra faire successivement & = i , 2 , 3 , #..». (^r—-i) , et ajouter

au résultat le premier terme de la série (4) qui est

*~mm 4mf X • n " • "

Puisque a et c sont premiers entre eux, et que u est plus
ua-nlit que c > il s'ensuit que le dénominateur 2£*Sin. —* du second
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membre de l'équation (5) ne pourra jamais s'évanouir ; on obtien-
dra , par conséquent, en faisant les réductions nécessaires }

(c—i a— \à) - —Sln. 2u

. lia-*

c

Cos. 2.u(h-A~ca—Û) Cos. 2M{IA-O) -

( ua-n V

2om. —— J* Jet partant

-S^VJi + Cos.a/' —

-

Sin.2u(b~^û) —
> =

ua-n

€

C " •• 1

= — +•
-
C

2 Sin. uazr

Cette formule très-simple donne pour a la plus petite valeur de
x qui satisfasse à l'équation ax-^-b^cy, en nombres entiers ; et
toutes les autres valeurs sont exprimées par l'équation XZKX-^-CZ ,
z étant un nombre entier quelconque.

Soit proposé , par exemple , de résoudre en nombres entiers ,
l'équation

on aura , en comparant à l'équation générale ax-\-b=:cy
Tom. XVL 4o
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et par conséquent

4-1 , ,'i=^

c'est-à-dire 5

a~ * '
2 2

oin, —
4 i

Sin. —
4

> *

E

Sin.

Sin.

Sin.

T

—x

4

Sin.

Sin.

T
925"

T"

***

w = l Sin.3^ —
L.

et toutes les valeurs de x qui résolvent l'équation
î ont données par l'équation j r=n-p4 z ? comme on le sait d'ailleurs.

La valeur de a. peut, en général , se calculer à l'aide des tables
du sinus. Il est vrai que , par ce moyen , on n'obtiendra, le plus
souvent, que des valeurs fractionnaires approchées; mais comme,
d'après ce qui précède , x ne peut avoir que des valeurs entières,
on en trouvera la valeur exacte en substituant à cette valeur ap-
prochée le nombre entier le plus voisin.

On peut observer que ? puisqu'on a

Sin. (2^—ÛT)

Sm.

et que d'ailleurs

S111. .Cos. . Cos. Sin.
c e c e

Sin. •
c

au*?

.Cot. — Gos.

zbuisr

Cos. =—1 >

on pourra écrire



THEORIE DES CAUSTIQUES.

C-—X
.Sin. -Got. f-T = -̂ ^4-21 Sin .Cot .—

* c

On pourra faire usage de cette expression , aussi bien <Jue de la
précédente , pour résoudre l'équation proposée (*).

OPTIQUE.

Démonstration purement géométrique du'principe
fondamental de la théorie%des caustiquesj.

Par M. GERGONKE»

la page 14 du présent volume 9 nous exprimions Te vœu de
pouvoir offrir à nos lecteurs une démonstration du principe fon-
damental de la théorie dos surfaces caustiques par réfraction aussi
simple que celle qui a été donnée par M. Dupîn, pour les sur-
faces caustiques par réflexion. Un article de Mv Tîmmermans , pro-
fesseur de Mathématiques au collège royal de Ganct, 'inséré dairs
la Correspondance mathématique et physique ài\ royaume des Pays-
Bas ( tom. I , n.0 6, pag. 335 ) , recueil encore trop peu ré-
pandu en France t nous met en situation de remplir ce vœu- au-
delà de nos espérances, I/autear tourne un peu court y j î est vrai-,

C*) Ces formules , étendues à un nombre qoielcon^ue d'équations du pra~
infer degré,, entre un grftnd nombre d^inconnues, compléteraient la théo-
rie exposée à la page 147 da III.e volume du présent reeu-eil.

J. D^ G*



et sa démonstration n'est relative qi."uix courbes planes ; mais il y
a très-peu à faire pour retendra aux surfaces courbes , et pour
lui donner en même temps tous les déveliyppemens qui semblent
lui manquer encore ; et tel est le but que nous nous proposons ici-

Soient deux surfaces courbes quelconques, situées comme on vou-
dra , Tune par rapport à l'autre, mais absolument fixes dans l'es-
pace. Concevons deux sphères concentriques, mobiles et variables
de rayon , mais de manière pourtant que leurs rayons conservent
toujours entre eux un rapport constant; et supposons que ces sphè-
res se meuvent et varient de grandeur dans l'espace, de manière
à être constamment et respectivement tangentes aux deux surfaces
dont il s'agit; leur centre commun engendrera une troisième sur-
face , dont il s'agit d'assigner les relations avec les deux autres.

Supposons , en premier lieu , que les deux surfaces données soient
des surfaces planes , que nous représenterons respectivement par p
et pf ; il est aisé de voir qu'alors la troisième P sera aussi une
surface plane, passant par l'intersection des deux premières. Soient,
en effet, pour une situation et une grandeur quelconque des deux
sphères, M leur centre commun , m et ml leurs points de con-
tact respectifs avec les deux plans p etp/ ; de telle sorte que Mm
et Mm' soient des rayons de ces deux sphères ; rayons dont le rap-
port est supposé constant. Par ce centre M et par la commune sec-
tion des deux plans p et pf

 f soit conduit un troisième plan P ? sur
lequel soit pris arbitrairement un point Mt. De ce point soient
abaissées des perpendiculaires Mlmï et M%m\ sur les plans p et
pf ; ces perpendiculaires seront respectivement parallèles à Mm et
Mm1. En désignant donc par I le point où la droite MM, rencon-
tre la commune section des trois plans p, p; , P , on aura

Mm IM Min' IM

Mlml IM,

et, par suite ,
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Mm Mm' !\Iitf2r Mm
= rz • f ou encore Mmf

donc, si du point M,, pris pour centre commun , et avec les rayons
Mlml et M,/»7, , on décrit deux sphères concentriques; ces sphè-
res seront respectivement tangentes aux deux plans p et p/, et
auront leurs rayons dans le rapport constant donné : elles seront
donc une des situations de nos deux sphères variables de situa-
tion et de graudeur dans l'espace ; d'où Ton voit que tous les points
Mt du plan P seront des centres de tels systèmes de sphères: et
il est de plus aisé de voir qu'ils le seront exclusivement à tous
les autres points de l'espace.

Supposons présentement que les deux surfaces fixes données soient
quelconques ; désignons-les par s et s* ; et soit S la surface in-
connue lieu des centres des systèmes de sphères. Soit M , sur
cette surface S , une des situations du centre commun ; soient,
pour cette situation , m et m* , respectivement , les points de
contact de ces deux sphères avec les surfaces s et s'. Pour un
changement infiniment petit dans la situation de ce centre com-
mun, et par suite dans la grandeur des sphères, on pourra subs-
tituer aux deux surfaces s et s' leurs plans tangens p et p1 en m
et mf \ et alors, par ce qui a été prouvé ci-dessus, le centre com-
mun M pourra être réputé se mouvoir sur un plan P passant par
l'intersection des deux autres. Ce plan P esi donc le plan tangent
en M à la. surface S décrite pas ce centre commun. Ainsi , dans
toutes les situations du centre commun des deux sphères, les plans
tangens P , p , p/ aux surfaces S , s r s/, aux points M, m , mf,
se coupent suivant une même droite, variable de situation comme
le point M.

Concevons, par le point M , un plan IT, perpendiculaire à cette



T H E O R I E
droite , cette droite lui sera réciproquement perpendiculaire ; les
pkns P , p ? p{ ? où elle se trouve également contenue ? seront
donc aussi perpendiculaires au plan II ; d'où il résulte que les
rayons Mm et yim/, perpendiculaires respectivement aux plans p
e t / / , et consequemment normaux aux surfaces s et s', seront dans
ee plan, et qu'il en sera de même de îa perpendiculaire M/2 me-
née , par le point M, au plan P ? normale à la surface S en ce
point.

Soit I îe point où- l'intersection des trois plans P , p, p/ est
coupée par le plan I I , et considérons ce qui se passe dans ee der-
oier plan, On a

M

Sih 7iMm=2S
Mm

donc
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Bin.nMm Mm

Sin.wMm' Mm' *

jmîs donc rite le second membre de cette dernière équation est
Sup]3csé con-tan^ pour toutes les grandeurs et situations du sys-
tème c5 \> deux sphères 5 le premier doit Fetre également. La pro-
priété casactériôtl^ué de la surface, lieu des centres du système des
deux sphères, peai donc être énoncée comme il suit :

Si deux sp hères concentriques , mobiles dans l'espace y de rayon
variaile ? rouis don* les rayons sont d'ailleurs dans un rapport
constant, se meuvent de manière à être respectivement et constam-
ment tangentes à deux surfaces fixes données quelconques ; le lieu
de leur centre commun sera une troisième surface telle que si,
de F un quelconque de ses points , on mène des normales aux deux
autres surfaces , ces normales seront dans un même plan avec la
normale menée par le même point à la surjace lieu des centres :
en outre , les sinus des angles formés par les deux premières nor-
males avec celle-là , seront respectivement dans le rapport constant
des rayons des deux sphères (*),

Si donc on suppose que la surface S soit la surface sépara-
trke de deux milieux , pour lesquels les sinus d'incidence et de
réfraction soient dans le rapport constant des rayons des deux sphè-
res ? et que les rayons incidens soient tous normaux à la surface
s , les rayons réfractés seront tous normaux à la surface s\ On a
donc ce théorème :

Deux milieux homogènes 9 d'un pouvoir réfringent inégal, étant
séparés l'un de F autre par une suif ace de nature quelconque 5 et
des rayons de lumière pénétrant de l'un de ces milieux dans Vau-

(*) MM. les Rédacteurs de la Correspondance avertissent dans une note y

que M. Tinimernians était en possession de ce théorème , avant d'avoir eu
Connaissance de l'article de la page 3^5 da notre XV.e volume.
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tre ; si les rayons incidens sont dirigés dans ? espace de manière
à pouvoir être traversés orthogonalement par une même surface >

les rayons réfractés seront aussi dirigés dans F espace de manière
à pouvoir être traversés orthogonalement par une même surface 9

et réciproquement : en outre , à chaque surface trajectoire orthogo-
nale des rayons incidens > il répond toujours une surface trajec-
toire orthogonale des rayons réfractés telle que, de quelque point
de la surface séparatrice des deux milieux que Fon mène des nor*
maies à ces deux autres surfaces , les longueurs de ces normales
seront respectivement entre elles dans le rapport constant du sinus
d'incidence au sinus de réfraction.

Il a déjà été observé plusieurs fois, et notamment à la page i4
du présent volume , que la réflexion n'était qu'un cas particulier de
la réfraction , savoir : celui où les sinus d'incidence et de réfraction ne
différent que par le signe; donc , ce qui précède renferme impli-
citement toute la théorie des surfaces caustiques par réflexion.

Il a aussi été observé, page i 5 , que la théorie des caustiques
planes , soit par réfraction soit par réflexion, n'était qu'un cas par-
ticulier de celles des surfaces caustiques : donc le peu qu'on vient
de lire renferme implicitement toute la théorie des caustiques pla-
nes et surfaces caustiques , soit par réfraction soit par réflexion.

Jetons présentement un regard en arrière; reportons-nous par
la pensée au point de départ des géomètres, dans la théorie qui
nous occupe ; et mesurons rapidement l'espace qu'ils ont parcouru.
Tschirnausen remarque le premier, en 1682, la caustique plane
formée par des rayons parallèles réfléchis dans le cercle, et se pro-
pose d'en rechercher l'équation. Ce problème, qui n'est plus au-
jourd'hui qu'un jeu , était alors fort difficile ; il en donne une
solution reconnue fausse par Cassini, Mariotte et de la Hire , com-
missaires de l'Académie royale des sciences de Paris. Cet essai in-
fructueux éveille l'attention des géomètres sur ces sortes de cour-
bes, que l'on aperçoit bientôt devoir donner la véritable clef de
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tons les mystères de l'optique. Les Bernouilli ? l'Hôpital , Carré et
quelques autres en font tour-à-tour l'objet spécial de leurs recher-
ches , et donnent des méthodes générales pour obtenir l'équation
d'une caustique plane quelconque, soit par réflexion soit par ré-
fractionr-

Malus , en 1810 , s'occupe le premier de la théorie générale des
surfaces caustiques , et trouve quelques beaux théorèmes ; mais des
erreurs de calcul , résultat presque inévitable d'une analise trop coni-

- pliquée ? l'entraînent à dénier à ces théorèmes la généralité qu'ils
comportaient réellement. M. Dupin , en 1822, reprend la théorie
de Malus, pour lui donner le complément qui lui manquait, et
en 1823, d'une analise , également fort compliquée , ( Annales ,
tom. XIV 9 pag. 129 ) , nous déduisons la possibilité de remplacer,
pour des rayons originairement normaux à une même surface quel-
conque ? l'effet d'un nombre quelconque de réfractions et de ré-
flexions , soit par une rèjraction soit par une réflexion unique.

Des recherches relatives à quelques cas spéciaux de réflexion et
de réfraction ( Annales , tom. V , pag* 283 , tom, XI , pag. 223,
et tom, XIV ? pag. t ) 5 nous avaient conduits , dès i 8 i5 ? à soup-
çonner que ? le plus souvent 9 des caustiques fort compliquées pour-
raient très-bien nêtre que les développées d'autres courbes beau-
coup plus simples: en 1825 , M. Sturm , en caractérisant la courbe
dont la caustique relative au cercle est la développée ( Annales ,
tom. XV, pag. 2o5 ) , donne un nouveau poids à cette conjec-
ture. Presque en même temps, M. Quetelet publie ? sur les caus-
tiques planes 5 en général ( Mémoires de l'Académie royale des
Sciences de Bruxelles, tom. III9 pag. 89 *) , d'élégans théorèmes,
dont ceux de M. Sturm ne deviennent plus dès lors que des cas
particuliers. Après avoir démontré ces théorèmes par Fanalise ( toui.
XV, pag. 345 ) , nous les étendons , et M. Sarrus 5 presque en
même temps que nous ? aux surfaces caustiques, à la page i. r e

du présent volume; ou plutôt, nous donnons un théorème sim-
ple et général qui renferme à lui seul toute la théorie des caus-

Tom. XVL 4!
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tiques et surfaces caustiques , tant par réfraction que par réflexion.
Il restait seulement à désirer une démonstration simple de ce théo-
rème . et voilà que M. Timineraians en produit une qui Test à
tel point qu'elle peut être introduite dans renseignement même le
plus élémentaire , et qu'on a seulement lieu d'être surpris que, dans
l'intervalle de près d'un siècle et demi 7 tant de géomètres aient
réuni tant d'efforts et fait tant de dépense de calcul , pour par-
venir finalement à un résultat qu'ils avaient, pour ainsi dire, sous
la main. Sauf les applications , qui offriront toujours des difficul-
tés pratiques , cette théorie peut être présentement regardée comme
tout-à-fait close ; mais il fallait passer par ces divers détours
pour l'amener à ce point ; car, en toutes choses , ce qu'il y a de
plus général et de plus simple, à la fois, est d'ordinaire ce qui
se présente en dernier lieu à la pensée. Bien d'autres théories en.
core attendent un semblable perfectionnement des efforts réunis des
géomètres ; et ils ne sauraient servir plus utilement la science qu'en
dirigeant leurs méditations vers un objet aussi important. Au point
où nous sommes parvenus aujourd'hui , nous avons , en effet ,
beaucoup moins besoin de créer de nouvelles théories que de ré-
duire à leurs moindres termes P s'il est permis de s'exprimer ainsi,
les théories déjà connues.
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GEOMETRIE DES SURFACES COURBES.

Démonstration dune propriété générale des lignes de
contact des surfaces courbes avec les surfaces coni-
ques circonscrites ;

Par M. F. VALLÈS , élève à l'Ecole royale polytechnique.

U A N S tous les traités analytiques des surfaces du second ordre 5

on démontre que la ligne de contact de ces sortes de surfaces
avec la surface conique circonscrite est une courbe plane ; mais
cette proposition n'est qu'un cas particulier d'une proposition plus
générale que nous allons démontrer, et qu'on peut énoncer comme
il suit :

THÉORÈME. La ligne de contact d'une surface d'un ordre
quelconque avec la surface conique circonscrite, appartient tou-
jours à une surface d'un ordre inférieur.

Démonstration. Soit une surface d'un ordre quelconque à la-
quelle on ait circonscrit une surface conique, ayant son sommet
situé où Ton voudra , par rapport à cette première surface. Soit
pris ce sommet pour origine des coordonnées , auxquelles nous sup-
posons d'ailleurs une direction quelconque. Les équations de l'un
des élémens de la surface conique seront de la forme

et ? pour que cette droite ne puisse pas être une quelconque des droi-
tes menées par l'origine , il sera nécessaire qu'il existe entre M
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et N une certaine relation que nous représenterons par l'équation

dans laquelle mettant pour M et N les valeurs données par les
deux équations précédentes , on obtiendra, pour l'équation géné-
rale , des surfaces coniques ayant leur sommet à l'origine

équation qui , résolue par rapport a — deviendra

z ~ ~ \ z ) '

dans laquelle f désigne une fonction tout-à-fait arbitraire.
Les deux différentielles partielles de cette équation ; prises tour-

à-tour par rapport à x et y, sont

(Jl J

où p et ç représentent, à l'ordinaire, les deux coefficiens diffère»
àz dz

tiels partiels -— , - 7 - .

En multipliant ces dernières équations en croix et réduisant ,
oti obtiendra , pour l'équation différentielle partielle générale des
surfaces coniques qui ont leur sommet à l'origine

ou bien en développant, réduisant et divisant par z ,
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(i)

Cela pose , supposons que la surface à laquelle cette surface co
nique est circonscrite soit de l'ordre m, et soit son équation

ses deux équations différentielles partielles seront

or , si Von veut que la surface conique lui soit circonscrite, il fau-
dra qu'en leurs points communs elles aient le même plan tangent
et qu'on ait conséquemment

*U âz

ce qui changera les deux équations différentielles partielles en cel-
les-ci

d«c d^ . ûy <\z

Eliminant donc p et q , entre les équations (i) et (3), on ob-
tiendra , pour une des équations de la ligne de contact des deux
surfaces

àV . dv . dV

tandis que l'autre équation de cette même ligne : sera évidemment
Téquation (2),
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Mais quand une ligne est donnée dans l'espace par les équations

de deux surfaces, dont elle est l'intersection , elle est tout aussi
Jjien donnée par l'intersection de Tune de ces surfaces avec une
autre dont l'équation serait une combinaison quelconque des équa-
tions de ces deux-là. Tout se réduit'donc à prouver que, de la
combinaison des deux équations

on peut en déduire une troisième d'un ordre inférieur à Tordre m*
Pour cela représentons généralement par

et /3 772—a—/S

Ax y z

un quelconque des termes de Tordre m de Téquation V=o , ce et
Ç> pouvant avoir toutes les valeurs positives possibles, depuis zéro
jusqu'à a-f-j3=772. Les dérivées successives de ce terme, par rap-
port à x , y , z seront respectivement

' «—I fi m—u-p a &~1 ?72—«—/3 u £ 772—*-y3— i

QLAX y Z - ? pAx y z , \m—a—p)Ax y z

Pour savoir ce que ce terme produira dans Téquation (4), il fau-
dra prendre la somme des produits de ces trois dérivées par x f

y et z ? ce qui donnera simplement

. t& fi m—*—fi
mAxyz 7

c'est-à-dire, ce terme lui-même multiplié simplement par m. Quant
aux termes des ordres inférieurs , contenus dans Téquation K = o ,
il est manifeste qu'ils n'introduiront que des termes d'ordre inférieur à
/72 dans Téquation (4) ? de sorte que cette équation contiendra tous
les termes de Tordre m de Téquation V—o, multipliés simple-
ment par m.
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Donc ? si de cette équation (4) on retranche le produit par m
ûe l'équation F~o , tous les termes de Tordre m disparaîtront de
l'équation résultante , qui sera ainsi une équation d'un ordre in-
férieur à m ; mais ce sera aussi l'équation \J'une surface qui con-
tiendra la ligne de contact de la surface conique avec la surface
de Tordre m à laquelle elle est circonscrite ; donc il est vrai de
dire , comme Tannonce le théorème , que cette ligne de contact
appartient à une surface d'un ordre inférieur à celui de la surface
à laquelle la surface conique se trouve circonscrite. Donc, en par-
ticulier , cette ligne de contact est une courbe plane , si la surface
conique est circonscrite à une surface du second ordre.

Cette proposition, étant indépendante de la distance du sommet
de la surface conique à la surface à laquelle elle se trouve cir-
conscrite , elle aura lieu également lorsque ce sommet en sera in-
finiment distant. Notre théorème conduit donc à ce corollaire.

Corollaire. La ligne de contact, d'une surface d'un ordre quel-
conque avec une surface cylindrique qui lui est circonscrite appar-
tient toujours à une surface d'un ordre inférieur.

Par des raisonnemens et des calculs analogues y on démontrera
le théorème suivant :

THÉORÈME. Les points de contact dune courhe plane dun
ordre quelconque avec toutes les tangentes qui peuvent lui être me-
nées dun même point quelconque de son plan y sont tous situés sur
une courhe dun ordre inférieur au sien.

Démonstration. Soit pris le point d'où sont issues toutes les
tangentes pour origine des coordonnées , auxquelles nous suppose-
rons d'ailleurs une direction quelconque, et soit alors

<p[x9y)=r=o (1)

l'équation de la courbe dont il s'agit , que nous supposons de Tor-
dre m. Toute droite menée par l'origine aura une équation de la
forme
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(2)

mais en différentiant l'équation de la courbe dont il s'agit , oa
obtient

dV àV ày __

Afin donc que te droite menée par l'origine lui soit tangente, il

faudra qu'on ait

ce qui donnera

éliminant donc M entre les équations (2) et (3) , on obtiendra ,
pour l'équation d'une courbe qui contiendra tous les points de con-
tact

à

* S

Cette équation, combinée avec l'équation (1) , donnera les points
de contact dont il s'agit.

Mais, quand des points sont donnés sur un plan, par Fintersec-
tion de deux courbes, ils sont tout aussi bien donnés par l'in-
tersection de Tune d'elles avec uii£ autre dont l'équation serait une
combinaison quelconque des équations de ces deux-là. Tout se ré-
duit donc à prouver que, de la combinaison des deux équations

rs dF . dF
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on en peut déduire une troisième d'un ordre inférieur à m.

Or , scit représenté généralement par

Ax y

un quelconque des termes de Torire m de l'équation F = o , a
pouvant avoir toutes les valeurs positives possibles , de zéro à m ;
les dérivées de ce terme, par rapport à x et y seront respective-
ment

. C6— 1 m—* , « 772—<*— I

OLAX y y (m—T)AX y

En prenant la somme de leurs produits par x et y P le résultat

mAx y

sera ce que ce terme aura fourni, dans la formation de l'équa-
tion (4) ; et , comme il est manifeste que les termes des ordres
inférieurs , contenus dans Téquation V-=-o ^ n'introduiront que des
termes d'ordre inférieur à m 9 dans Téquation (4) ; il s'ensuit que
cette équation (4) contiendra exactement tous les termes de Tordre
m de Téquation V~o , multipliés simplement par m.

Donc, si , de cette équation (4) , ou retranche m fois Téquation
V—o , tous les termes de Tordre ?n disparaîtront de l'éqtratioa ré-
sultante , qui sera conséquemment d'un ordre inférieur à m ; mais
ce sera Téquation d'une courbe qui contiendra tous les points de
contact; donc, comme l'annonce le théorème, ces points de contact
sont sur une courbe d'un ordre inférieur à celui de la proposée.

Le théorème ne devant pas cesser d'avoir lieu lorsque le point
d'où les tangentes sont issues se trouve infiniment distant de la
courbe proposée , il en résulte le corollaire suivant t

Corollaire* Les points de contact d'une courbe plane , d'un or-
dre quelconque avec toutes ses tangentes parallèle a une droite fixe ?

Tom. XVI 42
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située d'une manière quelconque sur son plan , appartiennent tou-
jours à une autre courbe d'un ordre inférieur au sien*

GÉOMÉTRIE PURE.

Usages de la projection stéréograhique en gëoméliie ;

Par M. G. DANDELIN , officier du génie, Professeur à Liège,
membre de l'Académie royale des sciences de Bruxelles.

( Extrait ; par M. GERGONJNE. )

u j , ayant trace, sur une hémisphère , une figure quelconque, on
fait de cette figure une perspective telle que le plan du tableau
soit le plan du grand cercle qui termine l'hémisphère et que l'œil
soit situé à celui des deux pôles de ce grand cercle qui se trouve
situé dans l'hémisphère opposée; cette perspective sera ce que Ton
appelle la projection stèrèographique de la figure originale.

Il paraît que , dès le temps de Ptolémée , on connaissait déjà les
deux principales propriétés de cette sorte de projection , lesquelles
consistent i.° en ce que les projections des cercles sont elles-mêmes
des cercles ; 2.0 en ce que les projections de deux cercles qui se
coupent se coupent précisément sous le même angle que ces cercles
eux-mêmes.

On trouve dans le XI.e volume du présent recueil (pag. i53 ) f

une démonstration analitique de ces deux propositions ; mais cette
démonstration est un peu longue ; et en conséquence nous croyons
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faire une *chose agréable à nos lecteurs en lui substituant ici l'é-
légante démonstration de M. Dandelin , qui n'exige absolument ni
construction ni calcul.

I. Soient d'abord menées . par un même point de l'hémisphère des-
tinée au tracé des figures originales , deux tangentes quelconques
à la splitre ; et examinons par quelles droites ces deux tangentes
seront représentées sur le tableau. Pour y parvenir, concevons d« s
plans par l'œil et par les deux tangentes ; ces plans couperont la
sphère suivant deux cercles qui auront pour corde commune la
droite menée de Fœil au point d'intersection des deux tangentes ;
laquelle droite percera le tableau au sommet de l'angle formé par
leurs projections ; et les intersections des plans de ces deux cercles
avec celui du tableau seront évidemment les perspectives de ces mê-
mes tangentes.

Par Fœil soient menées des tangentes à ces deux cercles ; les-
quelles sont aussi tangentes à la sphère ; elles seront ? comme tel-
les ? parallèles au plan du tableau , et par suite parallèles aux pers-
pectives des deux premières; elles feront donc entre elles nn an-
gle égal à celui de ces perspectives ; mais elles feront aussi évi-
demment entre elles un angle égal à celui des premières tangen-
tes ; puisque les unes et les autres sont menées aux deux extrémi-
tés de la corde commune aux deux cercles ; donc aussi les pers-
pectives des deux premières tangentes font entre elles un angle égal
à celui de ces tangentes elles-mêmes. Ainsi ? les projections stéréo-
graphiques de deux tangentes en un même point de la sphère se
coupent sous le même angle que ces deux tangentes ; elles sont
donc rectangulaires si ces tangentes le sont elles-mêmes.

De là il est facile de conclure i,° que les projections stéréo-
graphiques de deux courbes quelconques tracées sur la sphère se
coupent sous le même angle que ces courbes elles-mêmes, et sont
conséquemment tangentes Fune à l'autre ? si les courbes originales
le sont elles-mêmes ; 2.* que, par suite, la projection stéréographi-
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que d'une figure de petites dimensions tracée sur la sphère appro-
che d'autant plus de lui être semblable que cette figure a moins
d'étendue.

IL Concevons présentement que , sur l'hémisphère destinée au
£:acé des figures , on ait tracé un cercle quelconque ; et exami-
nons par quelle courbe il sera représenté sur le tableau. Pour y
parvenir , concevons qu'on ait circonscrit à la sphère un cône qui
la touche suivant le cercle dont il s'agit ; soient C îe sommet de
ce cône , M un quelconque des points de la ligne de contact et
T la tangente au cercle en ce point , laquelle sera aussi une tan-
gente à la sphère. L'élément CM du cône est également une tan-
gente à la sphère au point M , et ces deux droites sont perpendi-
culaires Tune à l'autre. Donc ( I ) leurs perspectives sur le tableau
doivent aussi être perpendiculaires l'une à l'autre.

Soient respectivement C, M/, T7 les perspectives des deux points
C 9 M et de la tangente T ; la droite COI7 devra donc être per-
pendiculaire à la droite T7 , quel que soit d'ailleurs le points M
sur la circonférence du cercle dont il s'agit. Mais la droite T7 est
évidemment une tangente en M' à la perspective de la circonfé-
rence de ce cercle ; donc C M ' est une normale à cette même pers-
pective au point M'* La propriété caractéristique de la perspective
de la circonférence du cercle dont il s?agit est donc de couper or-
thogonalemeut toutes les droites tracées par le point C' sur le plan
du tableau ; propriété qui ne saurait appartenir qu'à un cercle
qui a son centre en C.

Ainsi, la projection stèrèographique de l'un cjiielconcji'e des cer-
cles de la sphère est un autre cercle dont le centre eu la projee-
tion du sommet du cône qui touche la sphère suivanz le cercle dont
il s'agit.

III. Après avoir ainsi démontré les propriétés les plus saillantes
de la projection stéréographique ? M. Dandelin applique ce mode
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cle projection à la démonstration d'un grand nombre de théorèmes de
géométrie plane ? à peu près comme on y avait employé jusqu'ici la
perspective ordinaire. Sa méthode consiste, en général , à disposer.
la figure à laquelle se rapporte le théorème qu'il s'agit de démon-
trer , sur le plan du tableau , de telle sorte qu'elle devienne la
projection stéréographique d'une figure sphérique dans laquelle le
théorème analogue soit manifeste* Ne pouvant ici le suivre dans
ses développemens , nous nous bornerons à citer T comme modèle 9

la manière dont il démontre- les importantes propriétés des hexa-
gones inscrits et circonscrits au cercle.

i.° Soit un hexagone quelconque circonscrit an cercle, et con-
cevons une sphère dont ce cercle soit une section plane quelcon-
que ; soit circonscrit à cette sphère un cône qui la touche suivant ce
cercle; par le sommet du cône et par le point où se coupent deux
diagonales joignant des sommets opposés de l'hexagone, soit conduit
une droite qui percera la sphère en deux points. Plaçons l'œil à
celui de ces deux points qui est le plus distant du sommet du
cône ; le tableau étant d'ailleurs disposé comme l'exige la projec-
tion stéréographique. La projection de la figure sera évidemment
( II ) un hexagone circonscrit à un cercle qui aura son centre à
l'intersection des diagonales joignant deux couples de sommets op-
posés ; or, on démontre très-facilement qu'alors la diagonale joignant
les deux sommets opposés restans passe aussi par le centre. Les
diagonales joignant les sommets opposés de la projection passent donc
toutes trois par le même point ; il doit donc en être de même
dans la, figure dont celle-là est la projection.

Le théorème de M. Brianchon ainsi démontré , on en déduit ai-
sément celui de Pascal , à l'aide de la théorie des pôles ; mais M
Dandeîin a préféré le démontrer directement comme il suit :

Soit un hexagone quelconque inscrit à un cercle , et concevons
une sphère dont ce cercle soit une section plane. Soient A , B ,
C les trois points de concours des directions des côtés oppoiés de
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1 Hexagone : par la droite ÀB 5 menons du côté opposé à l'hexa-
gone un plan tangent à la sphère , et plaçons l'œil au point de con-
tact ; le plan du tableau sera alors parallèle au plan tangent.

Or , il est connu et d'ailleurs très-visible que , lorsque deux droi-
tes originales vont concourir en un des points d'un plan parallèle
au tableau conduit par l'œil , leurs perspectives sont àcux droi-
tes parallèles et réciproquement : donc les perspectives des côk:s de
l'hexagone qui concourent en A 5 ainsi que les perspectives de ceux
qui concourent en B seront des droites parallèles; donc la pers-
pective de la figure sera un hexagone inscrit à un cercle , dans
lequel deux côtés seront respectivement parallèles à leurs opposés.

Or 9 il est très-aisé de démontrer que 5 dans un tel hexagone 9 les
deux côtés opposés restans doivent aussi être parallèles ; donc la
perspective de la figure sera un hexagone inscrit à un cercle, dans
lequel les côtés seront tous parallèles à leurs opposés ; d'"où il suit
que les points A ? B , C de la figure originale doivent être tous
trois sur le plan tangent à la sphère conduit par l'œil ; et, comme
ils sont d'ailleurs tous trois aussi dans le plan de l'hexagone, il
s'ensuit qu'ils appartiennent tous trois à une même ligne droite (*).

M. Dandc-lin parvient encore, par la même voie , à la construc-
tion que nous avons donnée pour la détermination du cercle qui
en touche trois autres sur un plan (**). Il est seulement à regret-
ter qu'il s'y appuie sur une formule de la théorie des traversales ;
attendu que la prééminence des méthodes du genre des sinus devrait
tenir essentiellement à Fabsence de tout calcul. Mais ce qu'il a
fait jusqu'ici nous garantit suffisamment qu'il ne lui sera pas dif-

(*) On peut consulter sur le même sujet la page 38i du IV.e yolume
du présent recueil.

(**) Voy. tom. VII, pag. 289 , et tom. XIII, pag. 193.
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ficiie de remplacer l'emploi de cette formule par quelques-unes de ces-
considérations purement géométriques qui lui sont si familières.

Quant à nous , quelque plaisir que nous ayons à faire connaî-
tre à nos lecteurs les élégantes recherches de M. Dandelin, nous
désirons sincèrement que le recueil périodique dans lequel il en
consigne les résultats soit assez répandu en France pour que nous
puissions nous dispenser à l'avenir de les entretenir des choses in-
téressantes qui s'y trouvent contenues, et nous borner à en faire
à nous-même notre profit.

QUESTIONS PROPOSÉES

Problème de dynamique*

suppose que des points fixes 9 au nombre de n , distribués
uniformément sur la circonférence d'un cercle , exercent, sur tout
ce qui les environne une attraction uniquement fonction de la dis-
tance 5 et par conséquent d'une même intensité pour tous ces points ,
lorsque la distance est la même. On suppose que ce cercle, tour-
nant d'un mouvement uniforme, sur son centre immobile et dans
son plan , entraîne avec lui les points attirans dont il s'agit ; et on
demande quel mouvement leur action engendrera sur un point mc-
bile extérieur, situé dans le plan du mouvement ?

Problèmes de géométrie.

I. Un fil parfaitement flexible en inextensible est appliqué sur la
surface d'un cône droit, de manière à suivre exactement les cir-
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convolutions d'une spirale conique qui s'y trouve tracée (*), et à
se terminer au sommet du cône. On suppose que l'on développe
ce fil , en le maintenant constamment tangent à la spirale ; on
demande quelle courbe décrira son extrémité dans l'espace ?

IL Suivant quelle courbe un fil parfaitement flexible et inexten-
sible doit-il être mule sur la surface d'un cône droic, pour qu'en
le développant, comme il vient d'être dit , son extrémité ne sorte
pas, du plan cooduis pas le sommet du côae ? perpendiculaire^
ruent à son ax.e ? et quelle courbe décrira alors cette extrémité sur
ce plau ?

III. Quel est, sur le plan de* la base supposée elliptique 9 d'un,
cône oblique quelconque ? le lieu géométrique des points de contact
de toutes les ellipsoïdes qui , touchant cette base ? sont en même
temps inscrites à la surface convexe du côae.

(*) Voy., pour la déûnitîon, de la, spirale conique >. la page 167 du pré-

sent volumes
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ANALISE TRANSCENDANTE,

Essai sur un nouveau mode d'exposition des principes
du calcul différentiel > du calcul auoc différences et
de Vinterpolation des suites > considérées comme dé~
rivant dune source commune ;:

Par M. AMPÈRE , de l'Académie royale des sciences de
Paris , de celles d'Edimbourg, de Cambridge , de Ge-
nève x etc., Professeur de physique au Collège de France*

n JLf£ calcul différentiel , le calcul aux différences et les diverses
méthodes d'interpolation reposent également sur un petit nombie
de formules générales, applicables à toutes îes fonctions, et qu'on
x\\a démontrées jusqu'ici que par des considérations souvent com-
pliquées , presque toujours déduites de principes éloignée, ou d'in-
ductions de nature à laisser des doutes sur leur généralité. On
remarque surtout , dans l'exposition de ces diverses branches d'a-
nalise , une variété de procédé et de raisormemens qui ne laisse
que difficilement apercevoir leur liaison réciproque , et Fidentilé
des principes dont elles, ne sont pourtant >, en quelque sorte, que
des traductions variées.

Frappés de ces considérations , nous avons pensé faire une chose
qui pourrait intéresser les géomètres, en déduisant toutes ces di-
verses formules de quelques théorèmes nouveaux ou peu connus ?

Tom. Xri,n.° XI, i** mai 1826. 43
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que nous démontrerons d'abord , et dont il nous suffira ensuite de
traduire les énoncés dans l'algorithme reçu , relatif aux divers cas
particuliers, pour en voir éclore, d'une manière tout-à-fait natu-
relle, les formules connues qui répondent à chacun d'eux.

2, Soit ix une fonction de ce de forme quelconque 9 de manière
que £a , ib , ic , i... soient respectivement ce que devient cette fonc-
tion , lorsqu'on y fait , tour-à-tour ; x=za ? oc~b , x=c , ... Soient
posés successivement

, d)—
d—c

Les fonctions f, , f2 , f5 , .:.... sont ce que nous appellerons à l'a-
venir les /onctions interpolaires des difFérens ordres des quantités
a , b y c 7 d, .....

3. La première remarque que nous ferons au sujet de ces sor-
tes de fonctions, c'est qu'elles sont toujours symétriques, de telle
sorte qu'on y peut intervertir, comme on voudra, Tordre des élé-
mens a , b , cvd, .... qui concourent à leur formation, sans qu'elles
eu éprouvent aucun changement. En effet, on a , en premier lieu •

tb—îa ia ib
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fonction évidemment symétrique en j et b, et orr pourrait en dire
autant de toutes les fonctions interpolaires à deux lettres ou du
premier ordre.

On aura donc, semblablement,

f (a A— — -4- -^— •

mais ,

mettant donc pour i^a^h) et iiift^c) les valeurs ci-dessus, il
viendra

ou 5 en réduisant à une seule les deux fractions de même numé-
rateur,

fa fb fc

fonction également symétrique 5 et on démontrerait la même chose
de toutes les fonctions interpolaires a trois lettres, ou du second
Ordre.

On pourrait , par des transformations analogues , étendre pro-
gressivement le -même principe aux fonctions interpolaires des or-
dres supérieurs ; mais, afin de ne pas nous borner à une simple
induction , à l'égard d'un principe qui est fondamental, dans la
théorie qui nous occupe , prouvons que , si la symétrique se sou-
tient jusqu'aux fonctions du (n—i)icme ordre, inclusivement, elle
aura lieu également pour celles du /2.ieœ*
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Supposons doue que, pour les n lettres G

ait trouvé
on

ta

&

L . r > L

fr

a-rj

(r—a) (r—3) (r—p) (r—.7)

nous aurons semblablement y pour les /2 lettres a^h^c^ .».p }q

a— ô)(fl—c) (^—<y)(^—5)

il

+ r-
fs

fonctions qui sont symétriques Tune et Fautre. Mais, en vertu de
la définition des fonctions interpolaires, on a, pour les /2-J-1 let-
tres a, l^ c,...,.. y,r,s 9
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r—*

il viendra donc, en substituant >

fb

4-

+ -

+ 7 | 7

fr h

(r

où, ^a réduisant à une seule les fractions de même numérateur

a
(b—c)...t{b—r)

fr

r—&),..\r qj{
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fonction également symétrique. Il demeure donc établi par là que,
si la symétrie se soutient jusqu'à l'emploi de la 72.ièine lettre , in~
clusivement, elle aura lieu encore sprcs l'introduction de la (/2+i)*èœ%
quel que soit n ; puis donc que cette symétrique a lieu en effet
pour des fonctions interpolaires formées de deux et de trois let-
tres ? il s'ensuit qu'elle doit être regardée comme un fait anali-
tique généralement démontré»

4* D'après le mode de génération des fonctions interpoîaires ? il
existe une relation fort simple entre deux d'entre elles de même
ordre , ne différant Tune de l'autre que par un seul des élémens
qui les composent. Puisqu'en effet on a

on en conclura

x(a)b}c}d1 ....)• ( i )

On peut également obtenir une relation très-remarquable entre
trois de ces fonctions interpolaires de même ordre ? ne différant
que par l'exclusion donnée tour-à-tour à une lettre ? sur trois
d'entre elles. On a en effet, par la formule (r)

în(a7c}d,....)—-k(J>>c,d, ..9.)=2(a—h)î*+x(aJ>,c9d,...) ,

d'où j en retranchant du produit de la première par b—€ le pro-
duit de la seconde par a—b et réduisant ,

c,d,...) = oi (2)
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formule que Ton retiendra facilement dans sa mémoire , en remar-
quant i.° que la somme des trois coefficiens binômes est nulle ;
2.0 que la lettre qui manque dans chacun de ces coefficiens est
aussi celle qui manque dans la fonction qu'il multiplie. Remar-
quons , au surplus , que , bien que nous ayons supposé qu'il s'agis-
sait des trois premières lettres, le théorème n'en demeure pas moins
établi généralement pour trois lettres quelconques ; puisqu'à cause
de la symétrie des fonctions interpolaires, on peut toujours ame-
ner ces trois lettres à elra les trois premières.

5. Les fonctions ïnterpolaires des différais ordres sont, comme
Ton voit, complètement déterminées, tant que les élémens a.b^c^
*/,.... dont elles se composent sent tous différens les uns des au-
tres ; mais , si tous ou partie d'entre eux sont égaux , il arrive
que toutes ou partie des fonctions fL, f2?f5, «... , qu'il faut succes-
sivement calculer , pour parvenir à la valeur de ij^o^b^c.d, ...) se
présentent sous la forme |-. Or, on sait que , lorsqu'une fonction
quelconque , qui n'est susceptible que d'une valeur unique , se pré-
sente sous cette forme , en vertu de l'égalité de deux des élé-
mens p et (j dont elle se compose , trois cas seulement peuvent
se présenter. i.° il peut arriver que la différence p—q décroissant
indéfiniment, la fonction décroisse aussi indéfiniment, de manière
à pouvoir devenir moindre que toute grandeur donnée ; ce qu'on
exprime en disant qu'elle devient nulle quand p=q l 2*° il peut
arriver, au contraire, que la* différence p—ç décroissant indéfini-
ment, la fonction croisse indéfiniment, de manière à pouvoir sur-
passer toute grandeur donnée ; ce qu'on exprime en disant qu'elle
devient infinie , quand p=:ç ; 3.° enfin il peut se faire que p—cj
décroissant indéfiniment, la fonction ne décroisse ni ne croisse in-
définiment , mais seulement de manière à tendre sans cesse vers
une grandeur constante » vers une limite finie , dont elle pourra
différer de moins de toute grandeur donnée y en prenant p—c/
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d'une petitesse suffisante : et alors cette limite fixe sera dite la va*
leur de la fonction qui répond p~ç*

Or , nous allons voir qu'à l'égard des fonctions interpoîaires , ce
troisième cas est, généralement parlant, le seul qui puisse avoir
lieu, ou , en d'autres termes 9 qu'en général ces sortes de fonctions
ne sauraient jamais devenir nulles , par l'effet de l'égalité de tous
ou parrie des élémens dont elles se composent.

Pour le prouver , imaginons qu'on partage l'intervalle b—et en
tin nombre arbitraire m de parties égales; posons, pour abréger,
h—a=& 9 et soient

nous aurons ( i )

-

-

en ajoutant;,, réduisant et se rappelant que (r)

il viendra , en divisant par k ,.

/ ?
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I

m
(3)

c'est-à-dire que fK(aJ,c9d,....) est la moyenne arithmétique entre
toutes les autres fonctions interpolaires du même ordre déduites de
celle-là, en y mettant successivement a et a t , ax et a% , #2 et
<7j, , ^m.t et b , en place de a et £•

II suit de là qu'excepté le cas où toutes les fonctions dont la
somme divisée par m compose le second membre de l'équation (3)
seraient égales entre elles, auquel cas chacune d'elles serait égale.
à celle qui forme le premier membre , il y en aura toujours de
plus grandes et de plus petites que celle-là. Or , on peut toujours

prendre le nombre m assez grand pour rendre — et conséquem-

nient tes différences consécutives al—a , oz—av , a^—az ,
b—ûm_t d'une petitesse indéfinie ; donc 5 si une fonction interpolaire
telle que ija,b>c^d}...ï) pouvait devenir nulle ou infinie, lorsqu'on y
fait a=b , on pourrait toujours prendre pour m un assez grand
nombre pour rendre toutes les fonctions qui composent le second
membre de réquation (3) moindres ou plus grandes qu'une gran-
deur donnée quelconque , et , en particulier , moindres ou plus gran-
des que celle qui forme son premier membre ? ce qui rendrait cette
équation absurde.

On voit donc que la fonction £(*»^V^—•) continue à avoir une
valeur déterminée, qui n'est ni nulle ni infinie, lorsqu'on sup-
pose les deux premiers élémens a et b égaux entre eux; et il en
sera de même encore , dans le cas de l'égalité entre deux autres
quelconques de ses clémens ; puisqu'en vertu de la symétrie de la

Tom. XFI. 44
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fonction, on pourra toujours amener ces deux e'iemens à être les
premiers. Il en serait encore évidemment de même dans le cas de
lV^alité de plus de deux élemens entre eux , ou d3 l'e^ilite entre
plusieurs groupes d'elémens ; et, bien qu'alors le proce'dé que nous
avons indiqué pour parvenir i ces soi tes do fonctions n'eu assigne
plus la valeur, on pourra néanmoins les représenter et les employer
dans les calculs , cormuo si celte valeur était connue. Observons
d'ailleurs que rien n'empêche que les fonctions interpcîaires , comme
toutes les autres fonctions, ne deviennent nulles ou infinies, pour
certaines valeurs particulières des ële'mens qui les composent ; mais
cela n'arrivera jamais , tant que ces éle'iiiens conserveront leur in-
détermination.

6. De la formule (i) on peut conclure

arx) ,

(x—b)f2 (a fa) ,

Ct (a.fo,.. p>x) =fn.x (aj>>c, ...p,<

ce qui donne , par des substitutions successives

îa

fxr= \ -f- (x—a)(-r—b){x—€

-f (jf—a)(x-b)(x—c)...(x—pî^

A-—a)(x—b)(x—c)...(x—p)Çx
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Cette valeur de ix contient une fonction interpolaire de x . à son
dernier terme; mais, si les éiémens a,£}c,t. ..p3f , ont des valeurs,
comprises entre des limites peu étendues , et que x soit lui-même
compris entre eux , la série sera assez convergente pour qu'on puis93
se permettre d'en négliger le dernier terme, et on aura alors sen-
siblement

îa

-\-(x—a)(x—biz (a,&,c
•

On reconnaît ici la formule ordinaire d'interpolation; ce qui jus-
tifie la dénomination à'interpolaires que nous avons donnée aux
fonctions dont* elle se compose.

7. Posons yt^ix « et désignons

par Ay la quantité dont y augmente, lorsque x devient x-\Ax ;

par A y la quantité dont Ay augmente, lorsque x devient a:\-Ax ;

par A 5 / la quantité dont A a j augmente, lorsque x devient

par A*/ la quantité dont A" xy augmente ? lorsque xdevient #

nous aurons, par la définition des fonctions interpolaires •
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L'analogie conduit à soupçonner qu'en général

{j?~xJcAx,x+2Ax,.... x+nAx) ,

Pour changer ce soupçon eu certitude } il suffit de prouver qu'il
devra en être ainsi ; si Ton a

An'lf=^(n—i)lAxn'xîn.t (xi

or , en adoptant cette hypothèse , on aura

c'est-à-dire ,

Ay=:n\Axnîn(x,x-{-Ax,x-Jr2Ax,....tx+-nAx) ; (5)

comme nous l'avions annoncé.

8. Reprenons la formule (4)

supposons les élémens #,3^,.... équidiflerens ? et soient posés

h—a~c—b=id—£ = ..„:=£ ;

soient faits , de plus

nous aurons
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d'où, en substituant dans la formule (4) ,

ar—a x—b A*yp ,

Si nous posons x—a—nk , nous aurons

;r—b—\x—a)—(b—a)=nk—k=.(n—i]k 5

#—c = Qv — a) — (^—a)=mk—2k =:(/*—2)̂  ,

4e sorte qu'alors cette formule deviendra

p+.... (7)

«t , par suite, en supposant p nu l ,

n n~~z A, • n n ~ I B>-"a" " - 1 ."JZljL. (8)

ce sont les formules connues d'interpolation 9 pour le ^as d e l e -
quidifFérence des valeurs de la variable indépendante.
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9, D'après ce qui a été déni outré ci-dessus (5) , on

fô

> = < fc

supposant alors 5 comme ci-dessus,

—f)(i—r)

«t posant en outre

yp—îa , ^ 4 . l =

on trouvera, en substituant et renversant l'ordre des termes du se-
cond membre ?

n\k*
^ J^* j ~j~

l'.(n—i)\kn

mais si , dans la formule (5) , on change y en yp, ^ en a et
qu'on y fasse t en outre, Aa=zk , elle donnera

i72 . À

en égalant ces deux râleurs et multipliant par ni 9
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A n n n 72—r n n—i n—2
3 - T

d*où , en supposant p nui

formules inverses des formules (7) et (8}.

10., Revenons au cas ou plusieurs des élemens de la fonction
fn sont égaux entre eux. Nous avons observé (5) que y bien qu'a-
lors cette fonction se présentât sous la forme % , elle n'en avait
pas moins une valeur déterminée qui , en général y n'était ni nulle
ni infinie, et que, bien qu'alors notre procédé ne fut plus pro-
pre à en assigner la valeur, les mêmes notations n'en étaient pas
moins propres à la représenter; en continuant donc à les employer^
nous aurons d'abord (r)

d'où , en ajoutant et réduisant ,

Nous aurons aussi

f, (W)—f, W .,b)^{b-d){, (a,b,b,b) ,

f,(a,b,b)—î2(a,a,b) = {b—a)!, (a,a,b,b) ,

i, (ata,b)—ît (a,a,a)=(b -a)î} (a,a,a,b) ,

d'où en ajoutant encore et réduisant
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En continuant de la-même manière, on aura en gênerai

si ^ dans cette formule, on fait l=:a+k9 d'où b—a=k ; et qu'on
change ensuite a en x , elle deviendra

> ;

formule ^ui va nous servir tout-à-l'heure.

I I . En conservant toujours les mêmes notations, on a, par la
formule fondamentale,



I3TERPOLAIRES,

=ft x.x.x} \ M3 (x^x^x-x+ïï) ,

prenant la somin€ des prudaits respectifs de ces
i2

!ii
i
P..t^ku't, et réduisant j on trouvera

ix

Par

= ; (12)

développement de f(x-^-k) en série où on pourra toujours prendre
h assez petit, sans être nul , pour que la série soit convergente ,
puisque les fonctions qui multiplient les diverses puissances de &
ont toujours des valeurs finies. En outre , si l'on parvient à as-
signer deux limites entre lesquelles se trouve compris le dernier
terme du développement, le seul qui renferme k sous le signe de
fonction, on connaîtra aussi par là les limites de Terreur commise
en bornant la série aux seuls termes qui précèdent celui-là.

Examinons présentement, d'une manière plus particulière , la
Tom* XVI. 4S
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nature des multiplicateurs des diverses puissances de k , dans la
formule (zs). Soit, en général, désigné par fHr , la limite vers
laquelle tend sans cesse le rapport

lorsque k tend vers zéro ; où, en d'autres termes , ce que devient
ce rapport, lorsque k devient infiniment petit ou nul. Alors i'x9

i"xf"'x9.... ? "seront ce qu'on appelle les dérivées successives de la
fonction ix. On aura d'abord

car on a

et les deux quantités f^x^x) et î'x sont respectivement ce que
deviennent les deux membres de cette équation , lorsqu'on suppose
k=o»

On aura en conséquence ,

Q—for ftÇx+k

k "— fc

mais, en vertu de la formule (11)

donc

donc aussi f//#==2f1(/zy^«r) ; car ce sont là les limites respectives
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vers lesquelles tendent les deux membres de cette équation ? à me
sure que h tend vers zéro.

On aura , en conséquence ,

mais, en vertu de la formule ( u )

—f2 (x,xPx) = h

donc

-=a{f,l

donc aussi f^^rs i .a .S . f j^^zyr) ; car ce sont là les limites res-
pectives vers lesquelles tendent les deux membres de cette équa-
tion à mesure que h tend vers zéro.

Comme rien n'empêche de poursuivre ce raisonnement aussi loin
qu'on voudra ? il s'ensuit qu'on a

x +Q

et, en gênerai y

râleurs qui, substituées dans la formule (12), donneront
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On reconnaît ici la série de Taylor, qui se trouve ainsi démontrée.

12. On a cette suite d'équations ( i)

f, (x^x^x^Jt)—îz {X)X-±-k)X-\-<ïk)—a//f, (x^x^x^k^x^^Ti) 9

f3 (x9x,x-+k,x-\-2k)=:fi(x

En prenant la somme des produits respectifs de ces équations par
-f-i , —A , -jf-zk2, —Zkl

 9 + . . . . ? et réduisant ? il viendra

mais on a par la formule (5) , en posant yz^ix $ d'où

àx

f, (*,tf+£,H-o£,*4-3£)=

il viendra donc, en substituant et multipliant par k
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— ....4- —
3 — n

On pourrait étendre indéfiniment ces recherches 5 rmis ce qui
précède suffit pour atteindre le but que nous nous étions proposé (*).

GEOMETRIE,

Rapport à VAcadémie royale des sciences 5

Par M. CAUCHY ;

Sur un mémoire relatif au oc propriétés des centres de
moyennes harmoniques ;

Par M. POKCELET , Capitaine du génie.

JLJE secrétaire perpétuel de l'Académie , pour les sciences mathé-*
matiques , certifie que ce qui suit est extrait du proces-verbal de
la séance du lundi 23 janvier 1826.

I/Âcadémie nous a chargé, MM. Legendre , Ampère et moi, de
lui rendre compte d'un mémoire de M. Poncelet, sur les centres

(*) Ce mémoire n'ayant point été rédigé par l'auteur , mais seulement
d'après des notes très-sommaires qu'il avait fournies , le lecteur voudra bien
ne point lui attribuer les négligences de rédaction ou même les erreurs
qui pourraient s'y être glissées.

J. D. G.
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de moyennes harmoniques. Pour donner une idée succincte de Fob-
je: de ce mémoire ? il est d'aburd nécessaire de rappeler en quoi
consiste la division harmonique dune droite AB , par rapport à
un point pris sur cette droite on sur soa prolongement. Si Ton
désigne par l:i lettre C le point milieu de la droite dont il s'agit y
la distance d'un point quelconque P de la même droite au point
C sera évidemment la moyenne arithmétique entre les distances PA
et PJS ; en sorte qu'on aura

PC=|(PA+PB) .

Or , si dans l'équation précédente on remplace les distances PA,

PB5PC par les rapports —— , — ? - -- 5 la formule qu'on ob-

tiendra , savoir :

PC 2 \ PA ' PB

ne pourra être vérifiée qu'autant que le point C coïncidera, non
plus avec le milieu de la droite AB , mais avec un autre point
situé sur cette droite , et qui se déplacera en même temps que le
point P. Le point C , déterminé comme on vient de le dire , est
le centre des moyennes harmoniques des points A et B , relative-
ment au point P , pris pour origine (*). Si plusieurs points con-
sécutifs A;B?C,D5E?.....5 sont tels que l'un quelconque d'entre eux
coïncide avec le centre des moyennes harmoniques àes deux points
les plus voisins , ces differens points formeront une échelle har—

(*) II est aisé de voir que les points P et C coupent harnioniquement
la droite ÀB , dans le sens qui a été expliqué à la page 274 du présent
Toîume,

J. D. G.
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monique ; et il est facile de prouver que 9 pour obtenir une sem-
blable échelle, il suffit de mettre en perspective une échelle de
parties égales. Plusieurs des conséquences qui résultent de la divi-
sion harmonique d'une droite avaient déjà été développées par di-
Ters géomètres , entre lesquels on doit distinguer Maclauriii. M.
Ponceîet ajoute de nouvelles propositions à celies qui étaient con-
nues. Les plus remarquables sont celles auxquelles il est conduit
en généralisant la définition du centre des moyennes harmoniques.
On peut en simplifier la démonstration et les rendre plus faciles
à saisir, en substituant aux définitions qu'il présente, celles que
nous allons indiquer

Si Ton suppose que chaque élément d'une droite matérielle ho-
mogène , et prolongée de part et d'autre à l'infini , attire un point si-
tué hors de cette droite 5 suivant une certaine fonction de la distance ,
ce point sera sollicité au mouvement par une force perpendiculaire à
la droite , et proportionnelle à une autre fonction de sa distance
à cette droite. Si l'attraction entre deux points est réciproquement
proportionnelle au quarréde leur distance , la force dont il s'agit sera
réciproquement proportionnelle à la simple distance du point donné
à la droite vers laquelle il est attiré (*). Cela posé, soient DE la

(*) Soit prise , en effet, la droite dont il s'agit pour axe des x , et suppo-
sons le point attiré situé sur l'axe des y , à une distance b de l'origine; l'at-

Àda?
traction exercée sur ce point par un élément dx de cette droite sera ,

À étant une constante relative à la fois et à la masse de l'élément et à l'in-
tensité de l'attraction. Cette attraction , estimée suivant Taxe des y , sera

Kàx b Xbdx .
donc x - —• « -— ; diiiérentielie dont l 'intégrale est

A x

Si Ton suppose la droi te d'une longueur ia, et ayant son milieu à l 'ori-
g i n e , on obtiendra l'action totale exercée par cette d r o i t e , laquelle s'exer-



352 PROPRIETES DES CENTRES
droite que l'on considère et A^V^V7,.... , plusieurs points situés arec
elfe dans un seul et même plan. Si Von suppose différentes mas-
ses ffv/zVre",...., concentrées sur les points A^A'^A"-» .*• ce que M.
Poacc-Jet coiîiMie le centre de leurs moyennes harmoniques, par rap-
po-t \ la du A 2 D E , ne sera autre chose q'ie le centre des forces
p-iraUMes qui solliciteront tes masses m,ffi',m"9.:. 9 dans des direc-
ti >ns perpendiculaires à la droite.

Concevons maintenant que les masses mjn^m"^ • ....., soient eon-
ceutr-'es sur les points A, \ / A / / , ...... situes d'une manière quelcon-
que d.Kis l'cspice, Ce qne M. Pbnctlot DOIT» me le centre des moyen-
n e haf,iio iiques des )uints A^^A^ , , relativement à un plan

d viné Dh/z , ne sera a% tre chose que le centre des farces paral-
lèles qrti solliciteront ces differens points, dans des directions per-
penJuul.iires an plan , si Ton adnvet encore que chaque force soit
réciproquement proportionnelle à la distance au plan , ce qui re-
vient à supposer l'attraction entre deux points réciproquement pro-
portionnelle au cube de 1 intervalle qui les sépare f*). En partant

cera uniquement dans le sena des y r en faisant rr=# et doublait le résul-
2 A. €L

tat ; ce qui donnera m — z = z r f fonction qui se réduit simplement à

— , lorsqu'on suppose a=x> . L'attraction est donc alors inversement pra-

portionnelle à la distance b du point attire à la droite attirante*
J. D. G.

(*) Tout étant dfailleurs supposé comme dans la précédente note * suppo-
sons que l'attraction soit inversement proportionnelle au cube de la dis»
tance ; l'attraction exercée par Féfément dx aura alors pour expression

. ^ Adx
. Cette attraction, estun^e suivant Paxe des y, sera donc

kbàx
: diiFérentielle dont Tintégrale est

{-Arc. ( Tang. = — ]
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des définitions qui précèdent 9 on étaU t st.us peine les diverses
propriétés des centres des moyennes harmoniques.

Ainsi ? par exemple , concevons que, îes points A,A'^A-7,....... ,

Si l'en suppose la droite d'une longueur ia , et avant son milieu à Fo» i-
gîne y on obtiendra l'action totale exercée par cette droite , laquelle s'exer-
cera uniquement dans le sens des y , en faisant x^=a 7 et doublant le ré-
sultat , ce qui donnera

k i ah . Â / a \)
- } 4-Arc. T a n g . = — )J •
&»( a*+b* ^ \ ° b JS

ab
Si ensuite on suppose Û=OO , le terme disparaîtra, tandis que le

suivant se réduira à {-su- ; Je sorte que l'attraction exercée par la droite
km

lera exprimée par — ; elle sera donc inversement proportionnelle au quarré

de b. Ainsi t l'attraction de tous les élémens d'une droite d'une longueur
infinie sur un point situé hors de sa direction , étant inversement propor-
tionnelle au cube de leur distance à ce point , Faction totale de cette
droite sur ce même point se réduit à une action perpendiculaire r inverse-
ment proportionnelle au quarré de la distance de ce point à cette droite.

Cela posé ? soit un plan uniformément mate'riel , et d'une étendue infi-
nie , considéré comme plan des xy 7 dont tous les points exercent sur un
point de l'axe des z une attraction inversement proportionnelle au cube de
la distance. Considérons ce plan comme composé d'élémens rectiiignes , d'une
longueur infinie , parallèles à Paxe â.e$ y. L'action totale de chaque élément
se réduira, parce qui précède, à une action dirigée suivant la droite qui"
joint le point attiré à l'intersection de cet élément avec l'axe des s? , et
inversement,proportionnel au quarré de la longueur de cette droite. On
se trouvera donc dans le même cas que s i , le plan attirant étant remplacé
par Paxe des x , l'attraction était devenue inversement proportionnelle au
quarré de la distance ; donc , par la précédente note , l'action totale du plan
sur le point attiré se réduira à une action suivant l'axe des z> et inver-
sement proportionnelle à la simple distance de ce point à ce plan.

J. B. a.
Tom. XVI 46
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«tant situés dans un même plan avec la droite DE , on joigne un
quelconque D d^s points de cette droite avec les points A,A',
A", ? et qu'une parallèle de à DE coupe les droites DA,DA',
DA", .... ? aux points a.a^a", Si, après avoir pris la droite DE
pour axe des x , on désigne par h la distance entre les droites
DE et de 5 puis par y,y^y"9...., les ordonnées des points A5A',
A;/, , et si Ton applique à ces points des forces parallèles

P= i? , p / = HO- , P " = OU- , i. ; la force P= - pourra
y y1 y" y r

être remplacée par deux composantes parallèles , Tune égale à

jj- , appliquée au point a 9 et l'autre appliquée au point D. Donc,

le système des forces PyP^P'^..., pourra être remplacé par des for-

ces — , — ? —-, , appliquées aux points a^^^...... et par

la résultante des forces appliquées au point D. Donc la droite qui
joindra le point D avec le centre de gravité G des masses m>mf

9

mf/,...., concentrées sur les points a^a\a/f
9 , passera par le centre

des forces parallèles P,P /,P / /, ...... , ou , ce qui revient au même ,
par le centre des moyennes harmoniques des masses mçn\mffi ...,
concentrées sur les points AjA^A",.... Cette proposition continuera
de subsister si les points A^A^A", changent de position sur
les droites DA/DA^DA/7,.... Or , on peut imaginer que , par suite
du changement de position , ils se rangent sur une nouvelle droite
KL, qui soit parallèle à DE , ou qui viennent recontrer DE en
un point donné E ; et comme , dans ce dernier cas , le centre des
moyennes harmoniques des points AjA^A7',..... , restera le même ,
par rappport à toutes les droites qui passeront par le point E 5 on
pourra le nommer centre des moyennes harmoniques des points A,
A /,A / /,...., relatif au point L, Les remarques précédentes fournis-
sent les principales propriétés du centre des moyennes harmoniques
de plusieurs points situés dans un plan.

Concevons encore que, les points A^A^A",...... étant placés à
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volonté dans l'espace, on trace dans un plan donne L>£F, une droite
quelconque DE , et qu'ayant coupé les plans DEA^DEA^DEA", ......
par un nouveau plan def\ parallèle à DEF, on prenne , sur les droi-
tes d'intersection , des points quelconques a-a^a",..*. Si, après avoir
choisi le plan DEF pour plan des xy , on désigne pnr h sa distance
au plan def, puis par z,zl,z", *.., les ordonnées des points A^V,
A",....., et si Ton applique à ces mêmes points des forces parallèles
X> m Tt, m* Tiff m " 1 C Tk m 1- r

P=z — , P ' = — , P = — , ..,„ , la force Pzz - appliquée au
z z1 ' zff z l A x

point A f pourra être remplacée par deux forces parallèles , Tune égale

à — ? appliquée au point a et l'autre appliquée au point d'intersection

de la droite ka avec la droite DE. Donc le système des forces P\P\

Pff,:.y pourra être remplace par des forces — , — , — ?••«•»
h hf hfr

appliquées aux points aM^a/f,...... et par la résultante des forces
appliquées à différens points de la droite DE.

Donc le plan qui renfermera la droite DE et le centre de gra-
vité G des masses m^m'jn1', , concentrées sur les points o,af

f

af/, ....*, passera par le centre des forces parallèles P,Pf,PN, ....... ,
ou , ce qui revient au même , par le centre des moyennes harmo-
niques des masses mjnfjnn, ..,*.., concentrées sur les points A,A^
A", Cette proposition continuera de subsister, si les points A,
A/A/7, «... changent de position dans les plans DEA^EA^DEA",....
Or , on peut imaginer que 5 par suite du changement de position , les
points dont il s'agit soient ramenés dans un nouveau plan qui soit
parallèle à DEF , ou qui coupe DEF suivant une droite donnée
KL, et il est clair que , dans le dernier cas, le centre des moyen-
nes harmoniques des'points A, A7, À", ..•, relatif au plan DEF, sera
aussi le centre des moyennes harmoniques relatif à la droite KL.
Observons d'ailleurs que , si l'on suppose les points A^A'A", ,
situés sur les droites AD^A^A^D,. , . . . , menées des points A,A',
A",.*.,, au point D , les composantes de PyP'yP", .... > précédemment
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appliquées à divers points de la droite DE , passeront par le point
D, et qu'en conséquence le centre des moyennes harmoniques des
points A.A7,A", .... sera situé sur le prolongement de DG, G dé-
signant toujours le centre de gravité des points a^a*\ah', .....

Les divers théorèmes que nous venons d'établir , et quelques au-
tres que l'on déduit facilement des premiers , ont été démontrés
par >J. Poncelet ? à l'aide d'une méthode très-différente de celle que
nous venons de suivre. De plus , après avoir établi les propriétés
du centre des moyennes harmoniques, l'auteur en a fait quelques
applications ingénieuses , parmi lesquelles nous avons remarqué la
construction d'une échelle harmonique , à l'aide d'un procédé fort
simple , qui exige seulement l'emploi de la règle.

En partant de la définition que nous avons donnée du centre
des moyennes harmoniques , il serait facile de déterminer analiti-
quement ce même centre. En effet, supposons les masses m\mf/^
/7Z"7,,.. ? respectivement concentrées sur des points (xf?y\zf) > (#//>
y"9z") , (V / /

5j / / /,z / / /) , , et cherchons les coordonnées x,y,z >
du centre des moyennes harmoniques de ces masses 9 par rapport
vu plan des xy.

En faisant pour abréger,

et désignant par P la résultante des forces P^P/^P"', ••€•••• ? on
aura

et , comme on aura de plus, en vertu des formules relatives au
centre des forces parallèles ,
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00

en conclura

(3)

I m'a:'

1
-

P

Ces diverses formules s'étendent an cas même oîi /
représenteraient les masses des divers élémens d'un corps solide
divisé en une infinité de parties ; alors elles se réduiraient à

R=JJT'~

? ******
t

désignant la densité de la molécule située en (x,y,z) et (X,T,Z)
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étant le centre cLj5 moyennes harmoniques demandé. Si , pour fixer
les idJes , on cherche le centre des moyennes harmoniques d'une
sphère homogène décrite avec le rayon r 9 et dont le centre soit
place sur l'axe des z 5 à la distance h du plan des xy , on re-
connaîtra que <ce centre est lui-même situé sur Taxe des z à une
distance Z de l'origine ; la valeur de Z étant

(6)

Si la valeur de h est très-grande y par rapport au rayon r , la
valeur précédente de Z, ou

7 _ *

deviendra sensiblement égale à ^ ; et par conséquent le centre des
moyennes harmoniques se confondra sensiblement avec le centre de
la sphère ? comme on devait s'y attendre»

Soient maintenant r',?",?'",...., les coordonnées des points A\A"9

AN/,9..j relatives à un plan quelconque ? perpendiculaire ou oblique
au plan des ay ; c'est-à-dire, en d'autres termes , les distances des
points Af

9A
n

9A
fn

9...., au nouveau plan , prises tantôt avec le signe
•+-, tantôt avec le signe — , suivant qu'elles se comptent dans un
sens ou dans un autre. Soit de même v la distance du centre des
moyennes harmoniques des points A^A'^A"'',..., au nouveau plan
dont il s'agit. On aura, en vertu des propriétés connues du cen-
tre des forces parallèles ,

(y) 2V=5!(PV) ,

ou, ce qui revient au même ?
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mf 772 V

Cette dernière formule comprend , comme cas particuliers , les
formules (2) , et celles que M. Poncelet a établies relativement au
centre des moyennes harmoniques de plusieurs points situés en
ligne droite.

Le mémoire de M. Poncelet est précédé d'un discours prélimi-
naire qui offre une sorte de résumé de ses recherches sur la géo-
métrie, et d'une note sur les moyens d'exprimer que quatre points ,
appartenant respectivement à quatre droites qui convergent vers
un point unique 9 sont compris dans un seul et même plan. Dans
le discours préliminaire , Fauteur insiste de nouveau sur la né-
cessité d'admettre en géométrie ce qu'il appelle le principe de con-
tinuité. Nous avons déjà discuté ce principe , dans un rapport
fait, il y a plusieurs années ? sur un autre mémoire de M. Pon-
celet (*) , et nous avons reconnu que ce principe n'était, à- propre-
ment parler , qu'une forte induction qui ne pouvait être indis-
tinctement appliquée à toutes sortes de questions de géométrie ,
ni même en analise. Les raisons que nous avons données > pour
fonder notre opinion, ne sont pas détruites par les considérations
que Fauteur a développées dans son traité des propriétés projec-
tives.

Quoi qu'il en soit, nous pensons que le mémoire de M. Pon-
celet sur les centres de moyennes harmoniques fournit de nouvel-
les preuves de la sagacité de son auteur, dans la recherche des

(*) Voyez ce rapport à la page 69 du XLme volume du présent re-
cueil.

J. D. G.
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propriétés des figures , et qu'il mérite ; sous ce rapport 7 l'appro-
bation de l'Académie.

Signés 9 AMPÈRE ; LEGENBRE ; CÂUCHY , rapporteur.

L'Académie adopte les conclusions de ee rapport.

Certifié conforme :

Le secrétaire perpétuel, pour les sciences mathématiques ,

Signé, le B.°* rOURIER.

QUESTIONS PROPOSÉES.

Problème de probabilité*

V-/N demande quel serait l'avantage du banquier , au jeu de trente
et quarante ? en supposant infini le nombre des jeux de cartes en-
tiers dont la taille se compose, et en admettant d'ailleurs toutes
les autres conditions du trente et quarante ordinaire (*) ?

(*) La solution de cette question , beaucoup plus simple que celle qui a
été traitée par M. Poisson ( pag. 173 ) , peut être fort propre à montrer
quelle influence exerce , sur l'avantage du banquier , le nombre des jeux
dont la taille se compose.
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GÉOMÉTRIE ANALITIQUE-

JOe la nature et des propriétés principales des sections
planes de toute sur/ace conique du second ordre;

Par M. GERGOJSNE.

une droite rapportée à trois axes de direction arbitraire. Sup-
posons que cette droite passe par l'origine des coordonnées , et
prenons pour ses deux équations

x—mz , y=7?z . (1)

Si m et n sont donnés , cette droite sera absolument déterminée
de situation et unique dans l'espace. Si , au contraire ? ces deux
coefficiens sont, à la fois , indéterminés et indépendans , les équa-
tions ci-dessus pourront , suivant les valeurs qu'on voudra attri-
buer à m et « , exprimer indistinctement toutes les droites qui
peuvent être menées dans l'espace , par l'origine.

Mais m et n , sans être déterminés ni indépendans , peuvent
être liés par une relation , telle que

<p(/rc, ri=io 9 (2)

Alors, les équations (i) n'exprimeront plus ni une droite unique ni
la totalité des droites qu'on peut mener dans l'espace par l'origine
des coordonnées, mais seulement une certaine série de ces droi-
tes ? c'est-à-dire , des droites se succédant sans interruption dans

Tom. XVI, n* XII, 1.eT juin 1826. 47
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l'espace, et formant conséquemment, par leur ensemble, une sur-
face conique ayant son sommet ou centre à l'origine. Voyons quelle
est l'équation géuérale.de cette surface.

En résolvant l'équation (2) par rapport à n , on en tirera une
valeur de cette forme

qui , substituée dans la dernière des équations (1) , les changera
en celle-ci

cc=imz , y=zz.'l(m) 5 (3)

qui exprimeront 5 par leur ensemble , l'intersection de deux planvs
variables5 passant respectivement par les axes des y et des x ; la-
quelle intersection sera constamment une des génératrices de la sur-
face conique dont il s'agit > quelque valeur d'ailleurs qu'on attri-
bue à 772.

Mais, lorsqu'une ligne est donnée par l'intersection de deux
surfaces , toute combinaison qu'on voudra faire des équations de
ces deux surfaces sera l'équation d'une troisième surface contenant
cette même ligne ; donc , toute combinaison qu'on voudra faire
des équations (3) sera l'équation d'une surface contenant la géné-
ratrice de la surface conique qui répond à toute valeur déterminée
de m.

Donc , en particulier , l'équation résultant de l'élimination de my

entre les équations (3) , sera l'équation d'une surface contenant 5

pour chaque valeur qu'on voudra donner à 772, Tune des géné-
ratrices de la surface conique. Mais 5 cette équation , ne renfer-
mant plus m 5 demeurera constamment la même , quelque valeur
qu'on donne à ce paramètre variable ; donc , la surface qu'elle ex̂ -
primera contiendra, à la fois , toutes les génératrices, et sera con-
sequemment l'équation même de la surface conique dont il s'agit.

La recherche de la surface conique, lieu de toutes les droites
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données par les équations (i) et (2) , se réduit donc, comme Ton
volt, à tirer de l'équation (2) la valeur de n , pour la porter dans
la dernière des équations (1) , et à éliminer ensuite m entre la
première de ces équations et l'équation résultante.

Mais ce calcul revient évidemment à éliminer m et n entre les
équations (1) et (2) , et doit nécessairement conduire au même ré-
sultat , de quelque manière d'ailleurs que Ton procède à l'élimi-
nation de ces deux paramètres ; donc on parviendra également à
l'équation de la surface conique dont il s'agit , en mettant sim-
plement pour m et n , dans l'équation (2) , leurs valeurs données
par les équations (1) ; donc finalement l'équation de la surface co-
nique dont il s'agit, et , par suite, l'équation générale de toutes les
surfaces coniques qui ont leur sommet ou centre à l'origine, est

équation dans laquelle <p désigne une fonction tout-à-fait arbi-
traire (*).

Il suit de là 9 en particulier, que l'équation générale des surfa-
ces coniques du second ordre qui ont leur sommet ou centre u
l'origine est de la forme

(*) On brusque d'ordinaire cette conclusion , en s'étayant d'une certaine
propriété de l'élimination. Mais on sent qu'à moins de démontrer préa-
lablement cette propriété , à priori, ce qui ne paraît pas facile, l'élève n'y
peut voir qu'une sorte de qualité occulte , dont l'emploi, dans les sciences
exactes , doit lui paraître assez surprenant.

Nous ne prétendous pas, au surplus > que l'on soit tenu de répéter le
long raisonnement que nous venons de luire toutes les fois qu'on se retrou-
vera dans les mêmes circonstances; mais nous pensons que du moins il fau-
dra le répéter aussi long-temps que l'élève ne sera pas en état de le suppléer
facilement de lui-uiènie.
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c'est-à-dire ,

Soit coupée cette surface par un plan parallèle au plan des xy,
et conséqueœment par un plan quelconque, puisque le plan des
xy est supposé de direction quelconque paf* rapport à elle. En
désignant par k la distance entre ces deux plans , mesurée parai-,
lèleaient à Taxe des z , l'équation de la projection de la section
sur le plan des xy sera

'k2—o ; (5)

et cette section , comme l'on sait , sera appelée

Ellipse 9 si Ton a C~—AB<o ,

Parabole , si Ton a C*—-AB-=io ,

Hyperbole , si Ton a C2—AB>o .

D'un autre côté ? si , dans l'équation (4) ? on fait zz=zo 5 Téqua-
tion résultante

Ax*-hBy2-\~2Cxy=zo , (6)

sera celle de la section de la surface conique par le plan des xy ̂
c'est-à-dire , par un plan mené par son sommet ? parallèlement au
plan coupant. Or , en résolvant cette dernière équation par rap-
port a y j on démontre aisément qu'elle exprime
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Un point . • si Ton a C*—AB<o ,

Deux droites qui se confondent , si Ton a C*—AB=o >

Deux droites qui se coupent , si l'on a Cx—AB > o ?

donc 9 un plan coupe une surface conique du second ordre sui-,
vant une ellipse , une parabole ou une hyperbole , suivant que le
plan parallèle à celui-là , conduit par le sommet de cette surface
conique 9 est hors d'elle f la touche ou la coupe. Or , comme ce
sont là les trois seuls cas qui puissent se présenter , il s'ensuit qu'on
n'aura jamais , pour les sections planes d'une surface conique du
second ordre, que les trois courbes que nous venons de signaler
et que de plus on pourra les avoir toutes. On voit en même temps
que la parabole tient le milieu entre les ellipses et les hyperbo-
les ; de sorte qu'elle est à la fois la dernière des ellipses et la
première des hyperboles.

Si Ton imagine que la distance k diminue sans cesse 5 jusqu'à
devenir nulle s on verra en outre que le point est un cas parti-
culier de Y ellipse , que deux droites qui se confondent sont un
cas particulier de la parabole , et qu'enfin deux droites qui se cou-
pent sont un cas particulier de Yhyperbole.

Si l'on conçoit que le sommet de la surface conique s'éloigne à
l'infini , cette surface deviendra une surface cylindrique. On ne
pourra plus avoir alors ni des sections paraboliques ni des sections
hyperboliques , qui se trouveront remplacées par des droites pa-
rallèles. Il se pourra aussi alors que le pian et la surface cylindri-
que ne se coupent pas.

A la page 61 du tome V.* du présent recueil , nous avons dé-
montré fort simplement que les courbes comprises dans l'équation
(5) sont telles i.° que les milieux de toutes leurs cordes parallèles à
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une droite fixe quelconque sont tous sur une autre droite que nous
avons appelée diamètre , et qui a les tangentes à ses extrémités
parallèles à la droite fixe ; 2.0 que tous les diamètres de Yellipse
et de Yhyperbole se coupent en un même point qui en est le
milieu commun , et que nous avons appelé le centre de la courbe ,
tandis que, dans la parabole , tous les diamètres sont parallèles ;
3.° qu'à un quelconque des diamètres de Xellipse ou de Xhyper-*
bole, il en répond toujours un autre, qui en est dit le conjuguér

tels que chacun d'eux contient les milieux des cordes parallèles
à l'autre ; 4»° que, parmi les systèmes de diamètres conjugués de
ces deux courbes , en nombre infini, il en est un , et un seul ,
dans lequel ces deux diamètres , qui sont dits alors les diamètres
principaux ou les axes de la courbe > sont perpendiculaires l'un
à l'autre ; 5.a qu'enfin , parmi les diamètres de la parabole, il en
est un ? et un seul, qui est perpendiculaire à la tangente à son extré-
mité : c'est le diamètre principal ou Xaxe de la courbe.

On conclut de là i.° qu'en prenant pour axes des coordonnées y

dans l'ellipse , deux diamètres conjugués quelconques , et repré-
sentant leurs longueurs respectives par 2a et ib , l'équation de
la courbe prend cette forme fort simple

( x \ » / y V

-ce qui veut dire que , dans Vellipse , la somme des çuarrés des
rapports des deux coordonnées d'un même point aux moitiés des
diamètres conjugués auxquels elles sont respectivement parallèles
est constamment égale à Vunité*

2,° Dans les mêmes circonstances, l'équation de l'hyperbole prend
la forme
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la courbe a alors un diamètre réel za9 tandis que son conjugué
2^^/37 a une longueur imaginaire, et c'est alors la différence
des quarrès des rapports des coordonnées d'un même point de la
courbe aux moitiés des diamètres auxquels elles sont respective*
ment parallèles qui est constamment égale à l'unité.

3.« Enfin , dans la parabole 9 si Ton prend un diamètre quel-
conque pour axe des x et la tangente à son extrémité pour axe
des y 9 l'équation de la courbe prend cette forme très-simple

xx=&* • (9)

Supposons que, dans les équations (7) , (8) , (9) les coordon-
nées soient rectangulaires. On tire de l'équation (7)

en ajoutant tour-à-tour aux deux membres

». »
* et (je—\/&~B

on aura

extrayant les racines quarrées des deux membres de ces deux équa-
tions , en remarquant que , par la nature de la courbe, x ne pou-
vant être plus grand que a , les racines des deux membres doi-
vent être de mêmes signes, on aura
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d'où 9 en ajoutant membre à membre et réduisant,

Or , les deux radicaux du premier membre de cette dernière équa-
tion expriment les distances de l'un quelconque des points de la
courbe à deux points de Taxe des x , pris à des distances \Za3—b*
de part et d'autre de l'origine ; donc ? la somme des distances des
divers points de l9ellipse à deux points Jixes, pris sur son plan f

est une quantité constante» Ces points sont ce qu'on appelle les
foyers de la courbe.

Ce qui précède suppose qu'on a #>#. Dans cette hypothèse,
si l'on repète le calcul que nous venons de faire, en traitant b
et y comme nous avons traité a et x , et çice versa, on s'assu-
rera de l'existence de deux foyers imaginaires ^ sur le plus petit
des deux axes de la courbe (*).

L'équation (10) peut être mise sous cette forme

puis sous celle-ci

(*) Voyefc , sur ce sujet , la page 3ij du VIÏÏ.e volume du présent
recueil»
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Or, le premier membre de cette équation est le rapport entre la
distance de l'un quelconque des points de la courbe à l'un des foyers
et la distance du même point à une perpendiculaire à l'axe des x 5

menée à la distance -=- de l'origine ; donc . les distances des

divers points de Vellipse à un point Jixe et à une droite Jixe sont
dans un rapport constant. On voit que le point fixe dont il s'agit
ici est l'un des foyers. Quant à la droite fixe , on s'assurera aisé-
ment qu'elle en est la polaire.

Si, dans l'équation (7) , ainsi que dans les diverses transformées
que nous en avons successivement déduites, on change -4-32 en
—h*, on obtiendra les transformées analogues relatives à l'hyper-
bole donnée par l'équation (8); et l'on sera conduit aux deux équa-
tions

(X-

maïs ici , où x est toujours plas grand que a y il faudra 9 dans
l'extraction des racines f écrire

d'où, en ajoutant et réduisant
Tom. XVI 48
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Or , les radicaux du premier membre expriment les distances de l'un
quelconque des points de îa courbé à deux points de Taxe des x
pris à des distances \/a2+b* de part et d'autre de l'origine ; donG
la différence des distances des divers points de Vhyperbole à deux
points fixes pris sur son plan , est une gvantité constante» Ces
points sont ce qu'on appelle les foyers de la courbe.

En traitant l'équation (12) comme nous avons traité l'équation
(10) , on parviendra à lui donner cette forme

X—

ce qui, pour les mêmes raisons que ci-dessus , montre que les dis-
tances de divers points de Vhyperbole à un point fixe et à une
droite fixe sont dans un rapport constant. On voit qu'ici encore
le point fixe dont il s'agit est l'un des foyers , tandis que la droite
fixe en est la polaire*

L'équation (g) de la parabole peut être écrite ainsi :

d'où j en transposant et extrayant la racine quarrée des deux membres ,

ou bierç

^fc f ^ 4)

c'est-à-dire que les distances des divers points de la parabole à
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un point fixe et a une droite Jixe sont dans un rapport constant*
Le point fixe est ce qu'on appelle le foyer de la courbe; et il est
facile de s'assurer que la droite fixe est la polaire de ce point»

C'est donc une propriété commune à toutes les sections coniques
<jue la constance du rapport des distances de leurs divers points à
nn point et à une droite fixe ; rapport plus petit que Vunité pour
f ellipse 5 égal à Vunité pour la parabole et plus grand que ïunité
pour Yhyperbole.

La droite qui va de l'un des foyers d'une section conique à l'un
quelconque des points de la courbe est dire le rayon çecteur de

' cette courbe; l'angle que fait ce rayon vecteur avec Taxe qui con-
tient les foyers est appelé Xanomalie ; la distance d'un foyer au
centre est dite Y excentricité 9 et la double ordonnée qui passe par
ce foyer est ce qu'on appelle le paramètre.

Représentons , pour l'ellipse , par r le rayon vecteur, par 6 l'ano-
malie ? par p le paramètre et par e le rapport de l'excentricité au
demi-grand axe ; nous aurons

r a a

delà nous conclurons ^ = rCos.9+j/â^^=^e-f-rCos 9, et par con-
séquent

tf* a tf(i~2*)-— srCos.0 {.p—zrGosJ

a*—bz s- è. g

En substituant toutes ces valeurs dans l'équation ( n ) , elle deviendra

jp—srCos.0

d'où on tirera
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i+sCos.0 X '*

et une transformation analogue, appliquée à l'équation (i3) con-
duirait exactement au même résultat.

Quant à la parabole, on a pour cette courbe

, p=fc 9 Cos.6=

d'où

x=:c—rCos.0 , et x^c^ic—rCos.ô=7/?—-rCos.ô ,

au moyen de quoi l'équation (i4) devient

7/7— rCosJ

et donne

i+CosJ

Ainsi réquatibn ( i5) qu'on appelle Y équation polaire des sections
coniques , convient généralement à toutes ces courbes qui sont el-
lipses , paraboles ou hyperboles, suivant qu'on a £ < i 5 e = i ou

En ajoutant à ce qu'on vient de lire , les dix pages de notre
V.e volume rappelées ci-dessus, on obtiendrait un traité de sections
coniques q u i , bien que fort court $ serait néanmoins presque com-
plet.
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GÉOMÉTRIE DES COURBES.

Théorèmes sur Vellipse ;

Par M. FERRIOT , Doyen de la Faculté des sciences de
Grenoble*

JL HÊOREME L Dans tout parallélogramme circonscrit à une el-
lipse y les diagonales se coupent &u centre et suivent les directions
de deux diamètres conjugués*

Démonstration. L'ellipse dont îl s'agit peut toujours être projetée
orthogonalement sur un plan tellement situé que sa projection soit
un cercle, et il est visible que le centre de ce cercle sera la projec-
tion du centre de la courbe. La projection du parallélogramme sera
un parallélogramme circonscrit au cercle, et conséqueuament un
rhornbe , dont les deux diagonales, projections des deux diagona-
les du parallélogramme circonscrit à l'ellipse , se couperont perpen-
diculairement au centra de ce cercle ? dont elles seront conséquem-
ment deux diamètres conjugue!^- dorre les diagonales de l'ellipse,
dont elles seront les projections ? en seront aussi deux diamètres
conjugués.

Corollaire. Il suit de là qu€ le lieu des sommets de tous les
rectangles circonscrits à ime ellipse est la circonférence d'un cercle
de même centre que c&Ue ellipse.

Considérons en eCfet un de ces rectangles. Prenons les directions
de ses diagonales , que nous venons de voir être celles de deux
diamètres conjugués ? pour celles des axes des coordonnées et re-
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présentons par 2a et 2b les longueurs de ces deux diamètres 9

l'équation de la courbe -sera consequemnient

Soit (V,/0 le point de contact de l'ellipse avec un des côte*
da rectangle^ de manière qu'on ak

l*x'*-\-a*y/*—azb* t fi)

ce côté déterminera, sur les axes des coordonnées , des segmens égaux
entre eux et à la moitié de la diagonale du rectangle ; et , en
représentant par r la longueur de cette demi-diagonale, on
par les pri ucipes connus sur les sous-tangentes +

a* h*

d'où

En portant ces valeurs dans Féquation (i). et réduisant^ on en
tirera

ar, le premier membre de cette dernière équation est constatt^
quel que soit le rectangle circonscrit ; donc le second l'est aussi ;
donc tous les rectangles circonscrits à une même ellipse ont leurs
diagonales de même longueur; donc ils ont tous leurs sommets sur
une même circonférence qui a son centre au centre même de l'ellipse,

THÉORÈME IL IJ ellipse est toujours partagée en quatre portions
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équivalentes ? par un système quelconque de diamètres conjugués.

Démonstration. Concevons une ellipse diyisée en quatre portions
par deux diamètres conjugués quelconques , et soit projetée ortho-
gonalement cette ellipse sur un plan tellement situé par rapport au
sien que la projection soit un cercle ; les projections de ses dia-
mètres conjugués seront deux diamètres de ce cercle se coupant à
angles droits et divisant conséquemment sa surface en quatre par-
ties égales ; mais les quatre p©rtions correspondantes de l'ellipse
auront pour mesure ces mêmes parties divisées par le cosinus de
l'angle des deux plans ; donc en effet ? ces quatre portions sont équi-
valentes.

THEOREME IIL Le lieu des sommets de tous les parallélogram-
mes conjugués circonscrits à une même ellipse est une autre ellipse
concentrique à la première , qui lui est semblable et qui est sem-
blablement située.

Démonstration* Soit projetée ortliogonalemeiît l'ellipse 9 avec tous
ses parallélogrammes conjugués circonscrits ? sur un plan tellement si-
tué par rapport au sien que la projection soit un cercle ; les pro-
jections des parallélogrammes conjugués seront des quarrés circons-
crits à ce cercle lesquels auront conséquement leurs soanmets sur
un autre cercle concentrique à celui-là. Les projections de l'ellipse
et du lieu des sommets des parallélogrammes conjugués sont donc
deux cercles concentriques ; ce lieu est donc une autre ellipse con-
centrique à la première 9 semblable à elle et semblablement située
sur son plan.

THÉORÈME IF. Si deux ellipses tracées sur un même pl-an ,
sont à la fois concentriques , semblables et semblablement situées
sur ce plan ^ toute corde de la plus grande tangente à la plus petite
la touchera au milieu de sa longueur.

Démonstration. On pourra toujours, en effet, projeter orthogo-
nalement la figure sur un plap tel que sa projection soit le système
de deux cexcles concentriques; et la proposition étant évidemment
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Traie pour la projection de la corde, elle devra l'être aussi pouf
cette corde elle-même (*)•

GEOMETRIE DESCRIPTIVE.

Sur la tangente à la spirale conique;

Extrait d'une lettre au Rédacteur (Les Annales ;

Par M, VALLÈS , élève à l'Ecole polytechnique^

, tandis que la génératrice d'un cône droit se meut uniformé-
ment sur la surface convexe de ce cône , un point parti du som-
met parcourt uniformément cette génératrice mobile, ce point t*a*
cera, du.s l'espace, une courbe î double courbure, que M. Gar~
binski ( pag, 167 } a appelée spirale eanique f et à laquelle il s'est
proposé de mener une tangente, par un quelconque de ses points*

La tangente à une courbe à double courbure 9 er̂  un quelcon-
que de ses points, est, comme Von sait, la commune section des
plans tangens menés, par le même point , a deus snrfaees dont
cette eotirbe est l'irrtersection. Ici on peut prendre pour Tune de ces
surfaces la surface même du cône, pour laquelle rien n'est plus fa^
cile que de construire le plan tangent en un quelconque de ses points.
M. Garbinskr prend pour l'autre le lieu géométrique des perpen-

(*) Ceci peut être considéré coro-tne faisant suite à un autre article
M. Ferfciût inséré à la page 240 du II.e voiun&e du présent recueil.
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<iiculaires abaissées sur Taxe de ce cône des differens points de la
spiral^ conique , et il prouve très-simplement que cette dernière
surface est une hélicoïde , à laquelle conséquemment il s'agit de
mener un .plan tangent par le même point. M. Garbinski, pour y
parvenir, suit la grande route, par laquelle on est toujours sûr
d'arriver uu peu plus tôt ou un peu plus tard ; mais il me sem-
ble que la nature individuelle du problème permet de résoudre
la question sans recourir à la considération du paraboloïde hyper-
bolique, ou de toute autre surface auxiliaire, tangente à celle pour
laquelle on se propose de construire le plan tangent.

Le plan tangent à une surface, en un quelconque de ses points 9

est déterminé par les tangentes à deux, sections faites à cette sur-
face en ce même point. Lorsqu'il s'agit d'une hélicoïde, on peut
prendre , pour une de ces droites, la génératrice de Thélicoïde en
ce point. Pour avoir l'autre, concevons , par le même point, un
cylindre de révolution , ayant même axe que Thélicoïde ; ces deux
surfaces se couperont suivant une hélice , dont la tangente au point
dont il s'agit pourra être prise pour la seconde de nos deux droi-
tes,

En conservant la figure de l'endroit cité , la trace horizontale de Thé-
lice sera le cercle décrit du point C/ comme centre et avec CXM/ pour
rayon ;ld trace horizontale delà tangente à cette hélice, au point M, sera
donc la tangente M'Q à ce cercle , au point M'. Quant au point où
cette tangente percera le plan horizontal , on le déterminera en
prenant snr la tangente projetée, à partir du point My une longueur
égale à celle de Tare de notre cercle compris entre les rayons C/A/

et. C/M/. Or on voit aisément qu'en meuant en H/, au cercle dont
le rayon est O H ' , une tangente H/P//égale en longueur à Tare A'H7

et menant C'P' coupant en Q la tangente à notre premier cercle
en M', la longueur M'Q sera précisément celle que doit avoir cette
tangente. On retombe donc ainsi exactement, mais par des con-
sidérations beaucoup plus simples 5 sur la construction de M, Garbinski.

Torn. XVI. 4 9
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GEOMETRIE ÉLÉMENTAIRE.
Rote sur les axes, plans et centres radicaux ;

Par M, SARRUS, docteur agrégé es sciences»

N a pu voir en divers endroits de ce recueil, et notamment à
la page 193 du XII1.C volume, de quelle importance sont aujour-
d'hui, dans la géométrie élémentaire, les propriétés des pôles, polaires
et plans polaires , celles des centres , axes et plans de similitude et
enfin celles des axes , plans et centres radicaux.

Les géomètres de l'école de Monge , en recourant à la géomé-
trie à trois dimensions, sont parvenus à démontrer fort simple-
ment et bans calcul les propriétés fondamentales des pôles, polai-
res et plans polaires , ainsi que celles des centres , axes et plans
de similitude ; mais la chose est encore à faire à l'égard des axes ,
plans et centres radicaux. Il nous paraît qu'on peut y parvenir au
moyen des considérations suivantes :

i.° DeÉff cercles égaux étant tracés sur un même plan, il est
manifeste, ou tout au moins très-facile de démontrer , que la per-
pendiculaire indéfinie sur le milieu de la droite qui 'joint leurs
centres, contient tous les points et les seuls points de leur plan
desquels on puisse leur mener des tangentes de même longueur.

a.° On en conclut cette autre proposition , d'une évidence à peu
près égale, que les points du plan perpendiculaire sur le milieu de
la droite qui joint les centres de deux sphères égales ont tous ei
ont exclusivement cette propriété que les tangentes menées de cha-
cun d'eux aux deux sphères sont de même longueur*

3.# Soient présentement deux cercles inégaux , tracés sur un même
plan , et soit P ua des points de ce plan desquels on peut leur



ET CENTRES RADICAUX. 379
mener des tangentes de même longueur. On peut toujours consi-
dérer ces deux cercles comme les intersections de leur plan avec
deux sphères d'un même rayon quelconque , pourvu que ce rayon
ne soit pas moindre que celui du plus grand des deux cercles: et
les tangentes menées du point P à ces deux cercles le seront aussi
aux deux sphères.

4«° Donc (:>) le point P est un des points du plan perpendi-
culaire sur le milieu de la droite qui joint les centres des deux
sphères ; et par conséquent tous les points P du plan des deux cer-
cles desquels on peut leur mener-des tangentes de même longueur,
appartiennent en même temps au plan perpendiculaire sur le mi-
lieu de la droite qui joint les centres des deux sphères ; donc tous
ces points P sont à l'intersection des deux plans , et par consé-
quent sur une même droite. Il est aisé de voir d'ailleurs que cette
droite est perpendiculaire à la droite qui joint les centres des deux
cercles ; ainsi, tous les points du plan de deux cercles desquels on
peut leur mener des tangentes de même longueur appartiennent a
une droite indéfinie , perpendiculaire à la droite qui joint leurs
centres. C'est cette droite qu'on appelle Y axe radical des deux cer-
cles , et qu'on sait être leur tangente ou leur corde commune, dans
le cas particulier où ces deux cercles se touchent ou se coupent*

5.° On conclut facilement de là que tous les points, de l'espace
desquels on peut mener à deux sphères des tangentes de même
longueur appartiennent à un plan indéfini, perpendiculaire à la
droite qui joint leurs centres* C'est ce plan qu'on appelle le plan
radical des deux sphères , et qu'on sait être leur plan tangent com-
mun ou le plan de leur intersection , dans le cas particulier où les
xleux sphères se touchent ou se coupent,

6.° De ce qui vient d'être démontré (4) on conclut , sur-le-
xhamp, que les axes radicaux de trois cercles, tracés sur un même
plan , et pris successivement deux à deux , passent tous trois par
un même point. C'est ce point qu'on appelle le centre radical des
trois cercles. C'est le seul point du plan de ces trois cercles du-
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quel on puisse leur mener des tangentes de même longueur. On
pourra donc, en faisant varier le troisième cercle, soit de gran-
deur soit de situation 7 soit de l'un et de l'autre à la fois , mais
de manière qu'il coupe toujours les deux premiers , obtenir deux
points de Taxe radical de ces deux-ci , et par suite cet axe ra-
dical lui-même, dans le cas ou ces deux cercles n'auraient aucun
point commun.*

7.0 De la proposition démontrée (5) on conclut facilement que
Us plans radicaux de trois sphères prises successivement deux à
deux, passent tous trois par une même droite perpendiculaire au
plan qui joint leur centre. C'est cette droite qu'on appelle Yaxe
radical des trois sphères. C'est le lieu des points de l'espace des-
quels on peut mener à ces trois sphères des tangentes de même
longueur.

8.° Enfin on conclut de cette dernière proposition que les axes
radicaux de quatre sphères prises successivement trois à trois , pas-
sent tous quatre par un même point. Ce point est ce qu'on ap-
pelle le centre radical des quatre sphères. C'est le seul point de
l'espace duquel on puisse mener à ces quatre sphères des tangentes
de même longueur.

QUESTIONS RESOLUES.
Solution du dernier des deux problèmes de géométrie

proposés à la page 76 du précédent volume j

Par M. ***

Jr ROBLÈME. Les propriétés caractéristiques de la sphère sont
i.° que toutes celles de ses cordes qui passent par un ceitain point

Jixe y ont leur milieu ; 2.0 que ces cordes sont toutes d'une n^erne
longueur* Les surfaces qui jouissent de la première de ces proprié-
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tes sont les surfaces qui ont un centre 9 et dont il est facile d'ob-
tenir V équation générale. On propose de donner également l"équa-
tion générale des surfaces qui jouissent de la dernière propriété
sans jouir de la première ?

Solution. Soient P le point donné et zr la longueur commune
que doivent avoir toutes les cordes qui concourront en ce point.
Concevons dans l'espace une surface courbe, tout-à-fait arbitraire,
continue ou discontinue. De l'un quelconque G des points de cette
surface soit menée une droite au point P , et faisons du même point
le centre d'une sphère ayant un rayon égal à r, cette sphère sera
percée par la droite PC en deux points appartenant à deux nap-
pes de la surface cherchée, laquelle sera continue ou discontinue
suivant la nature du lieu des points C.

Imitons ce procédé par Tanalise. Soit pris le point P pour ori-
gine des coordonnées rectangulaires , et soit alors

z = f ( > , / ) , (i)

l'équation de la surface lieu des points C $ les équations de l'une
quelconque çles droites PC seront

x—Az , y=Bz , (2)

A et B étant deux indéterminées ; et j en combinant entre elles les
équations (1,3) , on en tirera pour le point G des équations
de la forme

. (3)

La sphère qui aura ce point pour centre et un rayon égal à r aura
pour équation

r>. (4)

En combinant donc cette dernière éqation , pour chaque système de
valeurs de A et B, avec les équations (2) , on obtiendrait, tour-à—
tour, tous les points des deux nappes de la surface cherchée. Pour
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obtenir donr l'équation générale de cette surface, il n'est question
que d'tiiniiner A et B entre ces mêmes équations, ce qui donnera

ou Lieu

\ [ * ï ) j W v , (5)
qui est c©nséqtiemment l'équation demandée.

JNous avons supposé que la fonction f était donnée , et nous ve-
nons de voir que la fonction <p s'en déduit en résolvant par rap-
port à z l'équation

Si , au contraire, la fonction <p étant donnée, on veut en déduire
la fonction f, on y parviendra en résolvant par rapporta la même
variable l'équation

La question que nous venons de résoudre est exactement, pour
la géométrie à trois dimensions r ce ,qu'est , pour la géométrie
plane , celle qui a été traitée par M* Jouvin ( Annales 9 tom L'f
pag. 124 ) .

Démonstration du théorème ctanalise énonce à la
page 164 du précédent volume $

Par un A B O N N E .

-/ HÉORÈME. Si, dans une équation de degré quelconque , les
ccefficiens p, q, r7>s de quetrê termes consécutifs sont tels que le pro-:



R E S O L U E S . 333
duit (q%—pryr'—qs) soit nul ou négatifs cette équation aura né-
cessairement deux racines imaginaires , au moins ; et 9 si une pa-
reille relation a lieu pour plusieurs séries de quatre termes consé-
cutifs , Téquation aura autant de couples de racines imaginaires,
au moins quelle offrira de pareilles séries*

Démonstration* II est connu qu'une équation ne saurait avoir plus
de racines positives que de variations de signes, ni plus de raci-
nes négatives que de permanences de signes.

11 suit de là que si., dans une équation, il manque an terme
entre deux termes de même signe , cette équation aura deux ra-
cines imaginaires, au moins. Soient , en eflêt, ç le nombre de ses
variations et p le nombre de ses permanences , de part et d'autre
du terme qui manque , m étant le degré de l'équation ; on devra
avoir s?+*p~m—2. En rétablissant le terme qui manque, avec le
coefficient zéro affecté du même signe que portent les deux ter-
mes qui le comprennent, ce qui est permis, l'équation n'ayant dès
lors que *> variations, on sera en droit d̂ en conclure qu'elle n'a
pas plus de v racines réelles positives. Si, au contraire , on réta-
blit ce même teriïie , en donnant à son coefficient zéro un signe
Contraire au signe commua des deux termes qui le comprennent,
ce qui est également permis, l'équation n'ayant toujours que p
permanences , on sera en droit d'en conclure qu'elle n'a pas plus
de p racines réelles négatives. Une telle équation n'a donc au
plus que v-\-p ou m—2 racines réelles j elle a donc deux racines
imaginaires, au moins*

. Le même raisonnement prouve qu'autant de fois il manquera un
terme entre deux autres de même signe, autant l'équation aura de
couples de racines imaginaires , au moins.

Il suit de là qu'une équation dans laquelle il manque deux ter-
mes consécutifs a au moins deux racines imaginaires; car alors on
peut toujours rétablir le terme qui manque de manière à faire
manquer l'autre entre deux termes de mêmes signes On voit même
qu'autant de fois il manquera deux termes consécutifs, entre deux
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termes effectifs, autant l'équation aura de couples de racines ïma*
^inaires ? au moins.

Il est évident d'ailleurs que l'introduction ou la suppression d'une
racine réelle ? dans une équation , ne saurait modifier en aucune
sorte le nombre de ses racines imaginaires.

Cela posé, soit

une portion d'une équation de degré quelconque, si on y intro-
duit une racine réelle indéterminée —A , en multipliant son pre-
mier membre par x~\-A, trois termes consécutifs de l'équation ré-
sultante seront

Or , d'après ce qui a été dit plus haut, si Ton peut disposer de
A de manière à avoir à la fois

ç+pA=o , r+çA — o ;
ou bien

r+çA=o , s+rA=o ;

ce qui exige qu'on ait

y3—pr=o y ou r1—çs=o ,

l'équation aura deux racines imaginaires.
Mais quand bien même aucune de ces deux conditions ne pour*

rait être remplie, pourvu qu'en déterminant A par la condition

r-\~qÀ=zo 9 qui donne A= ,

il en résulte pour c/-\-pA et s-\-rA des valeurs de mêmes signes f

c'est-à-dire, des valeurs telles qu'on ait

l'équation aura également deux racines imaginaires , au moins ;
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or, en mettant pour A sa valeur dans celte inégalité , on trouve

©u, en multipliant par q%

comme l'annonce le théorème.
Il résulte de là, en particulier , qu'autant on rencontre , dans

une équation , de séries de trois termes formant une proportion con-
tinue par quotiens t autant l'équation a de couples de racines ima-
ginaires au moins (*).

Solution des deuoc problèmes de géométrie proposés à
la page 3i du présent volume;

Par M. VALLÈS , élevé à l'Ecole royale polytechnique.

JLfES deux problèmes que nous nous proposons ici de résoudre
étant de la classe de ceux de la géométrie plane qui ont entre eux
la relation qui a fait le sujet de l'article de la page 209 du pré-
sent volume; nous allons, comme en cet endroit, en présenter la
solution dans deux colonnes correspondantes.

PROBLÈME. Deux systèmes PROBLÈME. Deux systèmes
de deux points , situés sur un de deux droites , situés sur un
même plan , déterminant deux même plan , déterminant deux
droites, que quelque obstacle em- points que quelque obstacle em^

(*) Le théorème qui vient d'être démontré, et beaucoup d'autres du même
genre, font le sujet d'un mémoire de M. de Lavernède , dont on trouva
l'extrait dans le volume de VAcadémie du Gard, pour 1809.

J. D. G.

Tom. XVL rx>
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pêche de construire•; déterminer , pêche de construire ; déterminer,
£/z n'employant que la règle seule- en Remployant que la règle seu-
ment*, le point de concours de ces lement , la droite qui passe par
deux droites, ces deux points ?

Solution, Soient A 5 B, les deux Solution. Soient A , B, les deux
points dn premier système, et A\ droites du premier système et A' ,
IV5 les deux points du second ; B ' , les deux droites du second;
il s'agit, sans construire les droi- il s'agit ? sans construire les points
tes AB et A'B7, de construire le
point S qu'elles déterminent.

Pour y parvenir., soient cons-

AB et A'B', de construire la droite
S qu'ils déterminent.

Pour y parvenir , soient cons-
truites les droites AA' et BB/ , truits les points AA' et BB7, dé-
déterminant un point C" ; par terminant une droite G" ; sur A
A et B 5 soient menées deux droi- et B, soient pris deux points de
tes de directions arbitraires, con- situation arbitraire, appartenant
courant en CX , et déterminant à une droite C' , et déterminant,
avec C" , la droite OC". Sur avec C", le point OC". Par ce
cette droite , soit pris arbitrai- point, soit menée arbitrairement
rement un point C , et soit joint une droite C , déterminant, sur
ce point aux points Ay, Bypar des A/ et B'', les points CA^et CB /,
droites CA' et CB', coupant res- qui, avec les points AC7 et BC7

 9

pectivenient AC7 et BC/ en A" détermineront respectivement les
et B" ; alors la droite A^B" con- droites A" et B" ; alors le point
tiendra le point cherché S. En ré- A^B" de concours de ces deux
pétant donc la même construc- droites sera ïuii de ceux de la
tion , mais en ayant soin de va- droite cherchée S. En répétant
rier ce qu'elle offre d'arbitraire,
on obtiendra une nouvelle droite
contenant aussi le point S , qui
se trouvera ainsi à l'intersection
de ces deux droites.

donc la même construction , mais
en ayant soin de varier ce qu'elle
oiire d arbitraire , on obtiendra
un nouveau point qui sera aussi
sur la direction de S , laquelle se
trouvera ainsi assujettie à passer
par ces deux points.
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On justifie aisément cette cons- On justifie aisément cette eons-

îruction du problème , en obser- truction du problème , en obser-
Tant qu'il en résulte que les deux vânt qu'il en résulte que les deux
triangles dont les sommets sont triangles dont les côtés sont À,
A, A7, A" et B, B ' , B" sont tel- A/ , A" et B, B ' , B" sont tell̂ —
lement situés que les points C , ment situés que les droites C ,
C7, C" de concours des direc- C / , C7/qui joignent leurs sommets
tions de leurs côtés correspondans correspondans A'A" etB'B'^ A "A
A'A" et B B" , A" A et B"B, A A' et B"B , A A' et BB' , concourent
et BB', appartiennent tous trois toutes trois en ua - rncUçe point ;
à une même droite ; d'où il ré- d'où il résulte , en vertu d'une
suite, en vertu d'une proposition proposition connue (*) , que les
connue (*) ? que les droites AB, point AB, K'W 9 &"W de con-
hfW, A^B^ qui joignent leurs cours des directions dé leurs cô-
sommets correspGndans doivent tés correspondans sont tous troîs
concourir toutes trois en un même situés sur une même droite S.
points S.

Il importe de remarquer que , II importe de remarquer que,
quand bien même on ne pourrait quand bien même on ne pourrait
pas construire les droites AA' et pas construire les points AA' et
BB7, on n'en parviendrait pas BB/ , on n'en parviendrait pas
moins à la détermination du point moins à la détermination de la
5 ; puisque, dans le cas où on ne droite S ; puisque, dans le cas
peut pas mener une droite entre où on ne peut pas prolonger
deux points, on peut néanmoins deux droites jusqu'à leur point
(**)construire, avec la règle, tant de concours, on peut néanmoins»
de points qu'on voudra du prolon- (**) construire ? avec la règle t tant
gement de cette droite. de droites qu'on voudra qui con-

courent en ce point.

(*) Voyez la page 219 du présent (*> Vojez la page 2K) du présent
Tolume, n.° 18 de droite. volume, n.® 17 de gauche.

{**) Voyez la page 220 du présent volume.
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Ainsi, étant donnés les quatre Ainsi, élant données les dîrec-

sommets d'un quadrilatère , dont lions des quatre côtes d'un qua-
aucun des côtés ne peut être trace, drilatère , dont aucun sommet ne
on pourra toujours, avec la règle, peut être construit, on pourra
construire les deux points que dé- toujours 5 avec la régie, construire
terminent les directions de ses cô- les deux droites que déterminent
tés opposes» ses sommets opposés.

QUESTIONS PROPOSÉES.

Théorème de géométrie.

trois tétraèdres sont tellement situés dans l'espace que les pîang
que déterminent leurs sommets correspondans concourent tous quatre
en un même point ; les points de concours de leurs faces correspondan-
tes appartiendront tous quatre à un aiémeplan et réciproquement

Problème de géométrie.

Construire dans l'espace un triangle semblable à un triangle donne,
àe telle sorte que l'un de ses sommets soit en un point donné
et que les deux autres soient sur deux droites données, non si-
tués dans un même plan ?

On suppose d'ailleurs qu'on indique à l'avance quel devra être ce-
lui des trois sommets du triangle qui devra se trouver au point
donné et sur chacune des droites données. Autrement y le problème
offrirait six cas»

F I N DU SEIZIÈME VOLUME»
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ERRATA

Pour le seizième çolume des Annales.

X ÂGE 5 , îîgne 8, premier mot — es lisez : les.
Pag, 7, pour toute la page, — les X , Y , Z , S,S' , doivent être italiques.
Page 10, ligne 8 , S = o , S'=o ; lisez: *S=o, $f=o*

ligne 9 , — qf(c—c*; lisez : qf(c—c'y,
Page i4» ligne 8, du rayon ; lisez : d'un rayon.
Page 98 , ligne 12 > des \f—1 ; lisez : de \/— 1.
Page 102,lignes 3 et 7, — après (i) , ajoutez: page 100,

Ligne 8 , — après {2); ajoutez: page 101.
Page 104, ligne 8 $ en remontant — après (3); ajoutez ; page 98*

/»
Pag.io5, ligne 3 , formule (12) — <£—- ; lisez: .

Formule (i5) — changez les mots Sin. en Lim.
Formule (16) — même changement»

Page 106, ligne 3 , — la formule doit être numérotée (19).
Page 107, formule (24) — J\ ; //$er : fx.

Même formule —̂  Sin. ; /z'̂ r̂ : Lim.
Bas de la page — la formule doit être numérotée (27).
Même formule — F ; lisez : «•.

Page 108,ligne i4 9 — après (3); ajoutez: page 98.
Ligne 1 6 , — la formule (3) ; lisez: cette formule.

Page 195, ligne 10, — àZ ; lisez: dZj .
Page 216, après les numéros 7 — introduisez ce qui suit :
8. Quatre plans , issus d'un même 8. Quatre points, situés dans un

point de l'espace, déterminent six droi- même plan, déterminent six droites,
tes , distribuées trois à trois sur ces concourant trois à trois en ces qua-
quatre plans. Ces six droites déterrai- tre points. Ces six droites détermi-
nent trois nouveaux plans qui 3 à leur nent trois nouveaux points qui 9 à
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tour, déterminent trois nouvelles droi- leur tour, déterminent trois nouvel-
tes. les droites.

Page245,ligne 14 , — Àng.H,J') ; lisez: Ang.(B^)-
Page25o,formule (4) , numérateur du i.er membre, — t ; lisez: t.
Page 257,lignes i5 et 16 , — dont elle s'y trouve; lisez : dont «Ile y est.
Page 3o6,ligne 2.1 en remontant 7 -* xzzzc \ lisez : u=zc .




