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OPTIQUE.

Recherches d Amalise sur les surfaces caustiques ;

Par M. GERGONNE.

DANS un article inséré & la page 354 du précédent volume, nous
avons démontré , d’aprés les idées que nous avait suggéré un tra—
vail de M. Quetelet , quelques propriétés générales des caustiques
planes ; et nous avons promis de montrer , dans un autre article,
par des applications varides, combien la connaissance de ces pro—
priétés pouvait faciliter la recherche de ces sortes de courbes. Mais
il nous a paru qu'avant de remplir cet engagement, il convenait
d’abord de compléter la théorie , en démontrant, pour les surfaces
caustiques , des théorémes analogues & ceux qu’ofirent les caustiques
planes ; et tel est I'objet unique de larticle que l'on va lire.
Mais , auparavant nous rappellerons briévement quelques princi-
pes déja connus, mais quon ne trouve développés que dans quel-
Tom. XV1, ne I, 1.5 juillet 1825. 1
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ques ouvrages que le lecteur pourrait n’avoir pas sous la main.

Soit I'équation
f(a?,)f, z,a)=FV=o0,

dans laquelle & représente un paramétre indéterminé. A raison de
la variabilité de ce paramctre, cette équation exprime une infinité
de surfaces courbes, se succédant sans interruption dans lespace,
et pouvant cons'quemment étre touchées toutes par une méme sur-
face, lieu de lears intersections consécutives , lesquelles sont en méme
temps. leur ligues de contact avec cette surface quien est dite l'en-
veloppe. On sait (*) que , pour obtenir I’équation de cette enve-
loppe, il n’est question que d’éliminer & entre les deux équations

i
V—o, (%; )

Si au lien d’un paramétre unigue , on en avait plusieurs 2, b,
€, we. au nombre de 7, liés entre eux par n—r1 équations de re-
lation ; on considérerait tous ces paramétres , excepté «, comme des
fonctions de celui-ci, dennées par ces équations. En y joignant I’équa-
tion V'=o0, on se trouverait avoir n équations ; en les différen-
tiant toutes par rapport & @ et & ses fonctions , on obtiendrait’
n. nouvelles. {quations ; et tout se réduirait a éliminer , entre
les 2z équatious , les. » paramétres @, &, ¢, d, ... et les n—zx

db de dd
XAPPOILS =, T 5 G o e

Si, par exemple I'équation était

¥r,y,z,a,b)=F=o0,

et qu’on eut

.

(" Voyez tom, I, pag. 361.
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on aurait 3 éliminer @, & et , entre les quatre équations

da
ar 2dv7 N db
V= — { — | — =
> de +\db)da 9>

n=os (G )H(F )5 =

Supposons présentement que , dans 1'équation
Fx,y,z,a,b)=V=0,

les deux paramétres @, & soient indépendans. En faisant varier a
scul , on obtiendra une infinité de suarfaces dont l'enveloppe aura
pour équation le résultat de I’élimination de ce paraméire entre
les deux équations

dV\
=0 , (:l;')___O.

Mais si, dans I'équation rdsultaute on fait varier 4, & son tour ,

on obtiendra une infinité d’enveloppes se succédant sans interrup-

tion dans l'espace , et ayant counséquemment clles-mémes nne en-
’

veloppe commune. Voyons comment on pourra obtenir I'équation

de cette derniére enveloppe.
Au lieu de faire d’abord I'dlimination de & entre les deux équa-
tions, ce qui n’est praticable que dans des cas particaliers , - nous

, . drr .y,
pouvons , dans l'équation (—]— )—_—o , considérer ¢ comme une
da

fonction de &, donnée par I'équation "=o ; nous retombons donc
ainsi dans le cas que nous venons de traiter tout & I'heure; et

T da i .
tout se réduit & éliminer @, & et o ewue les quatre équations
[¢
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ar )‘-O dZV da _
<da -2 < dads daz =0
- dV\ dr  da .

. o . . d
Mais, en vertu de la premiére, la derniére se réduit a (Tl?) =0 ;

donc tout se réduit finalement & éliminer 2 et 4, entre les trois

équations
ar AV
V:O, ( )_O, (—E):O.

Si I'on considére présentement que, dans ces trois équations , @
et & se trouvent exactement traitds de la méme maniére, on en
conclura que , soit que n’ayant d’abord égard qu’a la variabilité
de @, puis ensuite & celle de 2, on que n’ayant d’abord égard qu’a
la variabilité de &, puis ensuite & celle de @, on cherche I'en—
veloppe des enveloppes , on n'obtiendra jamais qu’une seule et méme
surface courbe, laquelle touchera conséquemment toutes les surfa-
ces qu'on déduirait de I'équation =0, en y faisant varier simul-
tanément , d’'une manicre quelconque, les deux paramcétres et &.
Les enveloppes primitives , comme nous l’avons dit plus haut, ont
des lignes de contact avec les enveloppés , et il en est de méme
des enveloppes d’enveloppes, par rapport a ces enveloppes primi-
tives § mais il est visible que généralement les enveloppes d’enve-
loppes n’ont que des points de contact avec ces mémes enveloppées.

Si l'équation F'=o0, contenait des paramétres @, &, c, d, ..,
au nombre de 7z, lides entre eux par n—=2 équations de relation,
la question rentrerait exactement dans la précédente. On pourrait,
en effet, considérer tous les paramétres autre que < et 4 comme
des fonctions de ces deux 1a, données par les n—2 équations de
relation. En y joignant donc l'équation P=o, et prenant tour &
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tour les différentielles partielles de toutes, par rapport aux para-
meétres indépendans < et & et & leurs fonctions ¢, &, €, ... oOn
se trouvera avoir 37—3 équations , entre lesquelles on n’aura i
éliminer que 3n—4 quantités , savoir, les » paramétres et les 27—

c de dd dd de de
‘(’1;’ ETR Ea’ B 'a';, d—b',........
Que par exemple I'équation proposée soit

rapports

F(x;}’rzv a,b,c,a,b,c)=V=o,
es six paramétres étant liés par les quatre relations
fa,b,c)=S=o0, (a’, b, )=8"=o0 ,
(e, b, c,a, b, ¢)=P=o, Y(a,b,c,a, b, c)=Q=o0;
en counsidérant @, &, ¢, ¢/ comme des fonctions des deux para-

métres indépendans o/, 4/, il faudra éliminer ces six paramétres et
les huit rapports

da dd de de/

do' > da’’ do’ ’ da

da db de de/
dor > dy ? ap ? aw

entre les quinze équations

V=0, S§=o0, §=o0, P=o0, Q=o0;
dV\ da |, 7dV Y & )_}( def —o
( da / do +\ db / da’ ( da’ da/ ) da’

ar /dV de’ a
( )d& \% ) ( <db/ )+( W T
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dS ) ds ds/ > (dS/ de!
da’ ( da’ 0> do’ dc/ F A O,
) dS ds " de dS/ ) ( ds ) de’ .
db/ bb’ )dbl de Jay — 05 db/ w2
dP de/
< da’ ( da’ +( da’ < dat / ( de / da’ =05
( dP \ de dpP \ de/ _
db, db’ dc } dé’ ( db' / cc’ d =0,
dQ > de de’
( da/ ( dat +( do ( do’ >+( do /) dar =0

i dQ dQ def
( wt (db W +\ b (dl/ +< do Jdy =0

Ce cas est précisément celui que nous allons rencontrer dans ce

qui va suivre.

Soit S une surface quelconque, séparant deux milieux homo—
geénes , d’'un pouvoir réfringent inégal. Soit une autre surface S/,
située dans 'un de ces milieux , et de chacun des points de la-
quelle émanent des rayons incidens, daus des directions qui lai
sont respectivement normales en ces points, Considérons, en par-
ticulier , le rayon incident qui émane du point ( &', &', ¢/ ) de
cette surface rayonnante ; et soit ( @, 4, ¢ ) son point d’incidence
sur la surface séparatrice. Soit enfin ( #, ¥, z ) un quelconque
des points du rayon réfracté.

Les trois. coordonnées @, &, ¢, ainsi que les trois coordonnées
/, b, ¢, doivent étre lides entre ciles par des équations de re-

lation que nous représenterons respectivement par
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{(a,6,c)=S=0 , f{(a’d'c’)y=S'—o.
Soient faits, pour abréger
de=pda+-gdé , de'=p’da’+-¢/db'.

En représentant par X, Y, Z les coordonnées courantes, nous aa-
rons pour les équations

a~a’
X—g—

— (L) ;
£.* du rayon incident. . ... . ...
b—b!

c—c'

Y—)=

(Z—) ,

X—g=—=—p (Z—) ,
2.% de la normale au point d'incidence %
Y—bmmg (Z—0) ;

x—a

(Z—c) ,

zZ—C

;‘ X—a=
3.° du rayon réfracté . « ¢ ... 0 o

_ r=b )

Il fandra d’abord exprimer que ces trois droites sont dans un
méme plan passant par le point (2, 4, ¢) ce qui donnera

{G=t)+g(e—c) H{(z—0)4-p(s—9) }={(a=a") 4p(e=c) } { y—1)H9(z=0)} (1).

Les cosinus des angles d’incidence et de réfraction seront respeeti~
vement

pla=—al)4-g (& —-b/)-f(c-—t’)
V (499l @a—ay+ @—0+—a) ]
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pr—a)+q(y—H—(=—¢) .
V Gtrtg{E—ay+(—by+(E—o )

d'otr on conclura, pour les sinus de ces mémes angles,

i/ {(a—=a)+p(c—=c) }24-{p(6—b")—g(a—a’) } 2+ { G=b)4-g(c=c) }2
(4p4g2) | (@—0/ )40 —0b) 24 (c—c')* }

{ (x=a)+-p(z—0) }> +{ply—by=—q(x=—0a) }:4{(y—b)4g(z—c) }>
(prg2) | (x—a) 4 (y—0b)+(z—0)}

Si donc le rapport constant du sinus d’incidence au sinus de ré-

fraction est celui de 7 & n, en divisant ces deux formules l'une
par lautre , on aura, en quarrant,

{a—a)Fple=e) 2 {pG—t)—g(a—a) P {B—t)ge—n )2 (x—ayhly—B)(z—c): _ ™
{ (x=8)4p(z=c) 24 {p(y=—b)—g(x—a) }4-{(¥y—b)Fg(z—0) }* (a=a/)2+(b=b')>+(c—c))*  n?

Remarquons présentement que les équations de la normale & la
surface S/ au point (a/, &/, ¢’) sont ‘

X—t/=—p'(Z—") , Y—b/=—q/(Z—) ;
mais les équations du rayon incident peuvent étre écrites ainsi

X—g'—= 2

(Z—c’) R =

!
c—¢ )
puis donc que cette normale et ce rayon doivent se confondre en
une seule et méme droite, on doit avoir

a=a’ , b—b' ,
— =—p , =

c’est-a-dire ,
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(@—a)4p/(e—c)=0 5 (®) , F—b)pg/(c—c)=0 - ()

Cela posé; soient prises arbitrairement des valeurs de @' et 3/,
on en conclura celles de ¢/, p’, ¢/, au moyen de 'équation &/=o.
Ces valeurs étant substituées dans les équations (P’), (Q%), com-
binées avec l'équation S—o , on en tirera les valeurs correspon-
dantes de 2, 4, ¢, p, ¢; en substituant les unes et les autres dans
les équations (1) et (2), les équations résultantes, en z,y, z,
seront indistinctement satisfaites par tous les points de la direction
du rayon réfracté répondant aux valeurs particuliéres attribuées & o/, 47,

Puis donc que ces équations laissent z, y , z indéterminées et ,
n’établissent entre elles que deux relations seulement , il doit nous
étre permis d’établir, entre ces trois coordonndes, une relation tout-
d—fait arbitraire ; au quel cas elles deviendront alors les coordon-
nées d’un point déterminé du rayon réfracté. Cherchons seulement
A choisir cette relation de manicre a rendre les calculs nécessaires
pour la recherche du point (z,y, z) de la direcion du rayonm
réfracté aussi simple et symétrique qu’il se pourra.

Or, si nous posons l

(e—a)+p 24e)=— = {(u—a)Fplc—c)} , (P}
Péquation (1) deviendra
(r=B) +gla—o)y=— = {l—bFg(e—c)} 5 (@)

on Urera de l'éliminationr de z—rc eatre elles
n? \
Py—B)—ila—a) = — 2 (g bt —ama)} -

Tom. XVIT

&
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Ajoutant membre & membre les quarrés de ces équations , on\trouvera

{(a—ape—ch} 24 {p(b—b)—qa—a) }4-{ ¢—8)Fgc—=c) }2 _ m*
{(@=—a)+p =) }i4-{p(y—b)—g(@=a) }*+{(y—0)4q(z—c)}*  ns

au moyen de quoi I’équation (2) se réduira simplement

(B—a) - (y—B)' 4 (=)= = {(a—a'Y - (b=b') +(c—)' ). (V)

Ainsi les coordonnées du point (#, y, z) de la direction du rayon
réfracté , qui répond & des valeurs quelconques de «f et &/, se
déduiront finalement de sept équations

S—=o0, (85) S'=o0, (%)

(a—a)tple—r)=0 , @) (G—b)tg(c—c'=0, (Q)

(@—a)tp(e—)=— = ((a—a\p(c~)} ,  (P)
(r=0)rtge—e)=— = {(G=I)+g6=)} » ()

(z—a) 4 (y—y ety = . {(ama)+ B=b/Y (=)'} 5 (V)

de sorte qu’en éliminant des trois derniéres 2, 5, ¢, ¢/, au moyen
des quatre premiéres, on pourra en tirer les valeurs dez , y, z,
en fonction des variables indépendantes o/, &’.

On remarquera que 1'équation (V) est celle d’une sphere qui a
son centre au point d’incidence (@, &, c¢),et dont le rayon

7:‘ V/ (@=alyf- (b=t f-(c=c) €st & la distance y/ (a—a’) 4G —=0/)*4(c—c)*

de son centre 3 la surface rayonnante dans le rapport constant du
sinus de réfraction au sinus d’incidence. Quant aux équations
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(P) et (Q), on voit que ce sont celles d’'une parrallele & la nor-
male & (S) au point d’incidence ( @, &, ¢ ) ; desorte que le point
(#,y,2) est un de ceux ou cette paralltle perce la sphére.

Si T'on voulait obtenir ’équation de la surface lieu de tous les
points (2, y , z ), il ne s’agirait évidemment que d’éliminer les
six paramétres @, 5, ¢, a’, b/, ¢/ entre les sept équations ci-des-
sus. Cherchons plus particuliérement quelle est cette surface.

A raison de la variabilité et de l'indépendance de o/ et &/,
I'équation (V) appartient proprement & une infinité de sphéres. Ces
sphéres ont toutes leurs centres sur la surface séparatrice (S) ; et
le rayon de chacune d’elles est & la plus courte distance de son
centre & la surface rayonnante (S’) dans le rapport constant du si-
nus de réfraction au sinus d’incidence. Cherchons la surface qui les
enveloppe toutes.

Daprés ce que nous avons dit au commencement de cet article,
on voit que , pour parvenir a -lI’équation de cette surface, il ne
s’agit que d’éliminer les six paramétres @, b, ¢, @/, b , ¢/ et
les huit rapports

da db de de

do' ’ daf ’ dat 7 da!

da db de det

& W W ay
entre les cinq équations (S) , (), (P), (Q) , (V) et leurs diffé-
rentielles partielles prises tour & tour par rapport 4 o/, &' eta
leurs fonctions ¢, 6, c, ¢/ .

Or en différentiant d’abord 1’équation (V) sous ce point de vue,
et observant que

de - dc da dc db& da + db det .

o Lt R w i w7

de dc da dc d& db de/ ,
— —'-:q 2

de
- nw T o e Tw &

on trouvera
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{r (x—-a)-{-p(z——é‘)]"l"— [(a—a’)-i-p(c—c”} :1;/ '
"2 (et e—en)
LDt Zfomtr e 2|

{[(z—a)+p(z—0) 1+ = T o ) .
i e (@@= p/(e—c)};
H =D 9=+ o [O=)+g—)}

ou simplement, en vertu des relations (P’), (Q’)

] %—?
=0,

+{[ y—28)+9(z—c, ]+ = [(5—5’)+ ge—eN1} j
(=)t (e—0)]+ = [(a—a)+p(e—e)]} T (

=Dyl o [ +g(e—e)]) ‘i%( ,

or , les surfaces (S), (8/) pouvanttoutes deux étre prises arbitrai-
rement , il s’ensuit que @/, 4/, ¢/ doivent étre tout-a-fait indé-
pendans de @, 4, ¢ et conséquemment ces deux derniéres équa—

tions ne doivent établir aucune relation entre les quatre rapports.
da db dae db

o T W @ e qui exige qu’on ait i la fois
n3
(—a)tp(e—c)=— — {(a—a)Fp(c—c')} ;

(r=8)4g(z—e)=— = { (B—b)4g(c—c")} ;
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ces deux équations doivent donc , dans la recherche qui nous oc-
cupe , remplacer les deux qui les préceédent; mais ces équations
ne sont autre chose que les équations (P), (Q); donc la recher—
_che de l'équation de l'enveloppe de toutes les spheres (V), tout
comme la recherche du lieu de tous les points ((z, y, z ) se
réduit & I'élimination de 2, &, ¢, a’, &/, ¢/ entre les sept équa-
tions (S) , () , ®), (@), (P), (V), (V); donc cette enve-
loppe n’est auire chose que le lien méme des points ( z,y,z);
or chacun de ces points, étant celui ou 'une des sphéres est percée
par le rayon réfracté qui émane de son centre, doit étre normal
4 sa surface ; il le sera donc aussi & l'enveloppe qui la touche
en ce point; on a donc finalement cet élégant théoréme :

THEOREME 1. Deux milicuz homogénes , dun pouvoir réfrin-
gent inégul , étant séparés par une surface quelcongues, et des
rayons incidens , situés dans l'un deux , étant traversés ortho-
gonalement par une méme surface ; si des différens points de la
surface séparatrice des deux milieux , pris successivement pour
centres , on décrit des sphéres , dont les rayons soient avx distances
de leurs centres a la surface trajectoire orthogonale des rayons
tncidens dans le rapport constant du sinus de réfraction au si-
nus d'incidence , Uenveloppe de toutes ces sphéres sera une des
surfaces trajectoires erthegonales des rayons réfractés (*).

Si Von suppose les rayous incidens paralleles & une droite fixe, tont
plan perpendiculaire d cette droite ponrra étre pris pour surface trajecw
toire orthogonale de ces rayons , et on obtiendra le théoréme suivant :

THEOREME Il. Deux milieuxr homogénes d'un pouvoir réfrin-
gent inégal étant séparés par une surface quelconque , et des rayons
incidens paralléles étant - dirigés d'une maniére quelcongue dans
Pun de ces milicuz ;5 St , des différens points de la surface sépa-
ratrice , pris successivement pour centres, on décrit des sphéres
dont les rayons soient aux distances de leurs centres & un plan

(*) M. Sarrus nous a adressé postérieurement une démonstration de ce théoréme,
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Sfixe conduit arbitrairement , dans une direction perpendiculaire &
celle des rayons incidens , dans le rapport constant du sinus de
réfraction au sinvs d'incidence , I'enveloppe de toutes ces sphéres
sera une des surfaces trajectoires orthogonales des rayons réfractés.

Si on suppose que les rayons incidens émanent d’un méme point,
toute sphére décrite de ce point comme cenire pourra étre prise
pour surface trajectoire orthogonale de ces rayons. En choisissant
donc pour cette surface une sphere du rayon nul , on obtiendra
le théoréme suivant:

THOREME 1Il. Deux milicux homogénes d'un pouvoir réfrin-
gent inégal étant séparés par une surface quelconque , et un point
rayonnant étant situé d'une maniére quelconque dans l'un d'eux
st , des différens points de la surface séparairice des deux milieux ,
pris  successivement pour cenires , on décrit des sphéres dont les
rayons sotent aux distances de leurs centres au point radieux dans
le rapport constant du sinus de réfraction au sinus d’incidence .
Lenveloppe de toutes ces sphéres sera une des surjfaces trajectoi~
res orthogonales des rayons réfractés.

Si l'on suppose que les sinus d’incidence et de réfraction ne
différent I'un de l'autre que par le signe, la réfraction se chan-
gera en réflexion , et on obtiendra ces trois autres théorémes.

THEOREME 1V. Des rayons de lumiére normaux a lous les
points d’une surface quelconque se réfléchissant a la rencontre d’'une
autre surface également quelconque; si , des différens points de
la surface rifléchissante , pris successivement pour cenires , on dé-
crit des sphéres tangentes & la surface trajectoire orthogonale des
rayons incidens ; Penveloppe de toutes ces sphéres sera une des
surfaces trajectoires orthogonales des rayons réfléchis (*).

(*) M. Dupin a donné une démonstration géométrique fort élégante de
ce théoréme , 4 la pnge 195 de ses Applications de géométrie. Nous accueille-
rions avec émpressement une démonstration analogue de notre Théoréme I,
si elle nous &tait adressée.
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THEOREME V. Des rayons de lumitre paralléles enire eux
se réfléchissant & la rencontre d’une surface guelconques; si, des
différens points de ceite surface , pris successivement pour centres o
on décrit des sphéres tangentes @ un méme plan , perpendiculaire
8 la direction commune des rayons incidens ; lenveloppe de iou—
Zes ces sphéres sera une des surfaces trajecloires orthogonales des
rayons réfléchis.

THEOREME VI. Des rayons de lumitre, issus d'un méme
point de Uespace, se réfléchissant & la rencontre d'une surface
quelconque ; si, des differens points de ceite surface , pris succes—
sivement pour cenires , on décrit des sphéres qui passent par le
point rayonnant ; lznveloppe de toutes ces sphéres sera une des tra-
jectoires orikogonales des rayons réfléchis.

Si Ton suppose que la surface trajectoire orthogonale des rayons
incidens , ainsi que la surface séparatrice ou réfléchissante , sont
deux surfaces de révolution ayant méme axe ; auquel cas 1’enve—
loppe de sphéres sera aussi une surface de révolution , ayant méme
axe que les deux premiéres ; en considérant ce qui se passe dans
un plan quelconque, passant par cet axe , on retombera sur les
six théorémes relatifs aux caustiques planes que nous avons dé-
montrés dans le mémoire rappelé au commencement de celui-ci
qui, de cette sorte, peut le suppléer complétement.

N

On voit , par ce qui précede, que si des rayons incidens peuvent
étre traversés orthogonalement par une méme surface, ou, ce qui
revient au méme, si ces rayons forment deux séries de surfaces
développables, telles que chacune des surfaces de 'une des séries soit
coupée orthogonalement par toutes lessurfaces de I'autre série ; ce qui
comprend , comme cas particuliers, les cas ol ces rayons seraient
issus d’'un méme point ou paralléles entre eux ; tant de réfraction
et de réflexion qu’on voudra leur faire subir successivement & la
rencontre de surfaces quelconques, ne pourront leur faire perdre ce
caractére , c’est-a-dire, qu'aprés les avoir subies, ils pourrqnt encore.
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étre traversés orthogonalement par une méme surface, et seront
conséquemment distribués en deux séries de surfaces développables,
telles que chacune des sarfaces de l'une des séries sera traversée
orthogonalement par toutes les surfaces de l'autre série. Clest em
cela que consiste }a belle extension donnée par M. Dupin auxz
théorémes de Malus, qui ne croyait la proposition vraie que pour
une premiére réfraction ou une premicre réflexion seulement. Ce
qui précéde présente méme un moyen facile et uniforme d’obtenir
une trajectoire orthogonale des derniers rayons réfractés ou réflé-
chis , lorsqu’on connait une trajecteire orthogonale des premiers
rayons incidens, les diverses surfaces séparatrices ou réfléchissantes ,
et les pouvoirs réfringens des divers milienx homogenes séparés par
ces surfaces.

Dans le cas d’une réfraction ou d’une réflexion unique, lorsque
fe rapport du sinus d’incidence au sinus de réfraction est donné,
de ces trois choses , la surface séparatrice ou réfléchissante , la
surface trajectoire orthogonale des rayons incidens et la surface
trajectoire orthogonale des rayons réfractés ou réfléchis , deux quel~
conques étant données, on peut toujours déterminer la troisicme.

En effet 1.° nous avons déja vu qu’en représentant par o/, 4, ¢/
les coordonnées de la trajectoire orthogonale des rayons incidens,
par @, b, ¢ les coordonnées de la surface séparatrice ou réfléchis-
sante , par S=o, $=—o, les équations respectives de ces deux sur-

n . . . . .
faces, par — le rapport du sinus d’incidence au sinus de réfraction ,

posant pour abréger

de de oo o _
&7 B WS s

et désignant enfin par 2, ¥ , z les coordonnées de la trajectoire
orthogonale des rayons réfractés ou réfléchis, I'équation de eette:
derniére surface était le résultat de 1'élimination de @ , 4, ¢, 0/, &/ , ¢
entre les sept équations
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S—=o , S=o,
(a—a’)+p/(c—cy=o0 , (—b) g/ (c—c/y=0
i { (i)t (2t o (et (e—t) ) =0
7 {(y—bimbg(5me) A (P ) g (=) }=0
(o y B (5} = 1 (et I (et}

2.° Si on demandait a quelle surface des rayons incidens doi-
vent étre normaux pour qu'aprés s'étre réfractés ou réfléchis a la
rencontre d’'une surface donnée, ils devinssent normaux a une autre
surface donnée ; on éliminerait d'abord #, y, z entre les trois
derniéres équations et I’équation donnée de la trajectoire orthogo-
nale des rayons réfractés ou réfléchis ; éliminant ensuite ¢, &, ¢
entre I'équation résultante , I'équation S=o et les deux équations

(a=a)4p/ (=) =0 , (b—b)4glc—c=o ,

Iéquation qu'on obtiendrait en o/, &/, ¢/, p/, ¢/ serait I’équa-
tion différentielle de la trajectoire orthogonale des rayons incidens.

3.° Si enfin on demandait & la rencontre de quelle surface des
rayons de lumiére normaux & une surface donnée doivent se ré-
fracter ou se réfléchir, pour devenir, aprés leur réfraction ou leur
réflexion , normaux & une autre surface donnée; on éliminerait
d’abord , comme ci-dessus, # , ¥, z entre l'équation donnée de
la trajectoire orthogonale des rayons réfractés ou réfléchis. Elimi-
nant ensnite a’, 4/, ¢/ entre l'équation résultante , I'équation
S’=o0 et les deux équations

(a—a)+p'(c—c)=0 , (b—b)Fq¢/(¢—c")=0,

Tom. XV, 3
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I'équation résultanteen a , &, ¢, p, ¢ serait 1'équation différentielle
de la surface séparatrice ou réfléchissante cherchée.

Soient des rayons incidens normaux & une surface quelconque.
Aprés avoir subi tant de réfractions et de réflexions consécutives
quon voudra, & la rencontre d’autres surfaces séparant des milieux
homogenes quelconques , ils deviendront normaux & une autre sur-
face; et I'on pourra, comme dans la derniére question que nous
venons de traiter, déterminer P'équation différentielle de la surface
unique a la rencontre de laquelle les rayons incidens devraient se
réfracter ou se réfléchir, pour devenir immédiatement normaunx 2
la derniere des deux surfaces, et, parce que I’équation sera diffé-
rentielle , le probléme aura une infinité de solutions , méme dans

= I.

. m
le cas de la réflesion , pour lequel — =—
: n

Donc, pour des rayons de lumiéres normaux & une méme sur-
Jace, leffet de tant de réfractions et de réflexions consécutives qu'on
voudra , @ la rencontre de surfaces quelconques, séparant des mi-
lieux homogines également quelconques , peut toujours étre rem—
placé , et méme dune infinité de manitres différentes , soit par
une réfraction soit par une réflexion unigue. Nous revenons donc
ict , par upve route Leaucoup plus briéve , & la proposition que
nous nous étions proposés d’établir dans la troisiéme partie du mé-
moire de la page 129 de nowre XIV.® velume,

Le peu qui précéde peut donc remplacer, & la rigueur, et le
grand travail de Malus , et lextension remarquable qu’il a recue
entre les mains de M. Dupin, et le long article que nous venons
de rappeler, et enfin celui que nons avous récemment publié sur
les caustiques planes; de sorte qu’il ne nous restera plas mainte-
nant qu'a offrir des applications varides de nos formules.

A mesuare qu'une science s'étend et senrichit de nouveaunx faits,
a dit un grand géométre, elle en devient aussi plus compliquée ;
et on ne saurait la simplifier qu’en généralisant et réduisant, a la
fois, les méthodes qui peuvent étre susceptibles de ces avantages.
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C’est 13 aussi le but que ncus nous sommes cfforcés d’atteindre
dans l'essai quon vient de lire.

ARITHMETIQUE PRATIQUE.

Sur Terreur que lemploi des parties proportionnelles
peut entrainer dans les calculs par logarithmes ;

Par M. Vixcent, Professeur de mathématiques et de physi-
que au Collége royal de Reims.

(e o Vo Via N5 30 %0 Yo Sl Vo

LORSQUE, dans Ies calculs par logarithmes , pour suppléer & I'in-
suflisance des tables, on a recours aux parties proportionnelles , les
résultats auxquels on parvient sont affectés de deux sortes d’erreurs;
1.° on suppose d’abord les différences des logarithmes proportion-
nelles & celles des nombres auxquels ils appartiennent; ee qui,
méme pour des nombres trés-grands et trés—peu différens, n’est
qu’a peu prés vrai; 2° en admetiant cette proportionnalité , les
logarithmes que 'on emploie pour calculer le résultat qu’on veut
obtenir , ne sont point exacts, et peuvent étre fautifs, en plus ou
en moins , d’une quantité qui a pour limite une demi-unité déci-
male du dernier ordre.

Bertrand de Genéve a discuté , il y a déja long-temps , effet
de la premitre de ces deux causes d’erreur (*); mais il n'a rien

(*) Tout ce que Bertrand a si longuement développé sur ce sujet, dans
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dit de la second qui est pourtant beaucoup plus influente. C’est
en conséquence le seul point que nous traiterons ici olt nous sup-
poserons que , dans les limites de Papproximation des tables, la
proportionnalité entre les différences des nombres et celles de leurs
logarithmes peut étre regardée comme tout-a-fait rigoureuse,

son volumineux ouvrage, nous parait pouvoir étre réduit au peu qui suit:

Lorqu'on cherche, par les parties proportionnelles, le logarithme d’un
nombre en partie entier et en partie fractionnaire, on emploie dans le cal-
cul les logarithmes de deux nombres consécutifs des tables , ne différant
que d’une unité ; d'ol il suit que, pour que l'emploi des parties propor-
tionnelles soit légitime , il faut, tout au moins, que les diftérences des lo-
gatithmes soient constantes en méme temps que celles des nombres, pour
une portion des tables dans laquelle les nombres extrémnes ne différent ‘que
d’une unité. En prenant donc pour ces mombres extrémes Ne—: et Ne-i
il faudra que, si I'on n’a pas rigoureusement

Log.N—Log.(N—})=Log.(N-}i)=Log.N ,

ou, ce qui revient au méme ,

N N4
Log. n—o =Log ——:;— )

la différence entre ces deux quantités soit au moins plus petite qu’une
demi-unité décimale du dernier ordre des tables; c'est-a-dire qu’en dé-
signant par n le nombre des chiffres décimaux admis dans les tables, il
faudra qu’on ait

N : 2 4N 1
LOg. ———_—:_'—LOD. _-=L0go -N——! LOg. IN—: < o

Mais en désignant par g le module de nos tables vulgaires , on a rigoureur
sement

. 4N‘ I B I r I 1 A
Log. ;‘—'Nz_x '—2P'g 8Nae1 +s (8N“—1)3 +$ (SN“'—125 T iere g!
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Nous ferons d’abord observer que les logarithmes rigoureux dif-
férent de ceux qu’on inscrit dans les tables d’une quantité dont la
limite est la moitié d'une unité décimale du dernier ordre , et
que conséquemment les différences logarithmiques employées peu-
vent étre en erreur d’une quantité dont la limite est une unité
toute enti¢re de cet ordre. En second lieu , lorsqu’on multiplie
cette différence par la fraction qui accompagne lentier, dans le
nombre dont on veut obtenir le logarithme, on néglige les chif-
fres du produit qui viennent aprés le dernier des chiffres décimaux
de l'ordre des tables , ce qui affecte le résultat d’une nouvelle erreur ,
dont la limite est la moitié d’une unité de ce méme ordre.

et, comme les termes qui suivent le premier dans la série sont d’une pe-
titesse incomparable a la sienne, il suffira bien qu'on ait

2 \ imol t 2p < I
ou meme simplemen —
8Na—1 P 8N: < Zon ?

dou

N> V e,
3

En se rappelant donc que p==0,43429448190 ez OB trouvera, pour les
tables

4 5 décimales , N> 147,
a 6 décimales , N> 465,
a 7 décimales , N>1473 ,
a2 8 décimales , N> 4659 ,

et ainsi de suite. On peut donc , dans Pusage des tables de Callet, qui eom-~
mencent 4 10000, employer les parties proportionnelles dés l'origine.
J. D. G,
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Cela posé, on peut avoir & résoudre ces deux questions : 1.° Erant
donné un nombre , déterminer le logarithme qui lui répond ? =2.°
Etznt donné un logarithme , déterminer le nombre qui lui répond °
Occupons-nous tour & tour de leur résolution, Mais , pour plus de
simplicité , et attendu l'usage ol l'on est dans les tables de sup-
primer les caractéristiques , considérons les logarithmes des tables
comme des entiers, ce qui revient & prendre pour unité l'unité
décimale du dernier ordre des tables.

I. Soit N-f/ un nombre dont on demande le logarithme; N
étant un nombre entier et / une fraction , et soient /7 et Z les lo-
garithmes de N ct N4-1, tels qu'ils se trouvent dans les tables,
Soient A , 4", respectivement , les quantités dont ces logarithmes
sont fautifs en moins , les erreurs pouvant d’ailleurs étre indifférem-
ment positives ou négatives; en supposant la méthode des parties
proportionnelles exacte , comme nous le faisons ici, on aurai

Log. (N4 )=l4- -/ ({\»'—1—)) ;

mais d’abord on néglige A et ¥ ; et en outre on rejette toute la
partie fractionnaire du produit f(/—7); sauf & augmenter le der-
nier chiffre de sa partie enticre d’une unité, sily a lien ; ce qui
peut encore entrainer une erreur dont la limite est une demi-unité.

En représentant par e cette erreur en morns, qui peut étre d’ail-
Teurs positive ou négative, on prendra donc /47 (#—~I)—e , au lien
de /4 A4-f(/4-¥—I{—)) quon devrait prendre ; d’olt résulte erreur
finale

W= )4 e

En supposant donc que les trois erreurs A, A’ , ¢ atteignent leur
limite <%, car c’est évidemment le cas ou lerreur totale est plus
considérable ; cette erreur totale sera
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S )=

Ainsi, Verreur commise par l'emplor des parties proportionnelles,
dans la recherche du logarithme d'un nombre en partie entier et en
partie décimal , méme dans le cas ot cet emplor est légitime , peut
s'élever , soit en plus soit en moins , Jjusqu'd une unité décimale
du dernier ordre.

Donc, une somme de logarithmes et de complémens arithméti~
ques de logarithmes peut étre fantive d’une quantité dont la limite
est autant d’unités décimales du dernier ordre quiil y a de par-
ties dont ceite somme se compose.

Donc aussi, si, dans la vue d’obtenir une puissance d’un nom-
bre , on multiplie son logarithme par l'exposant de la puissance ,
le logarithme produit pourra étre fauntif d’autant d'unités décima-
les du dernier ordre qu’il y aura d’unités dans l'esposant de la
puissance.

II. Passons & la seconde question. Soit proposé de déterminer
le nombre auquel répond un logarithme donné /44, compris en-
tre deux logarithmes consécutifs / et / des tables, répondant aux
nombres, aussi consécutifs, N et N-4-1. On répute pour le nom-
bre cherché

d
NA- 5=

mais d’abord , le logarithme donné /44 n’étant poussé qu'au méme
degré d’approximation des logarithmes des tables ,d est passible
d’une erreur positive ou négative en moins qu’on peut reprisenter
par ¢ et dont la limite est 2. En outre, les deux logarithmes des
tables / et // peuvent, comme ci-dessus , étre fautifs en morns des
quantités , positives ounégatives A et ¥ , dont la limite est également
une demi-unité ; enfin an lien de & on devrait prendre H-d+3d—(/42) ,.
c'est-a-dire d4-(d—1, ; de sorte que le nombre demandé estréellement
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d-d—x

N T~ .
+ U wy—(4-2)

en prenant donc sa différence avec l'autre, on aura, pour ler-
reur comtuise

d3—a d  (U=D(3=2)—d(N=2)
=D+ (¥=2) (=l — (U=h{E—=D4xw—nr)}

ou, en représeniant par D la différence des tables;

D(3=)==d(»' =2) .
H{D4@w—n} ~

or, il est manifeste que cette fraction sera la plus grande possible ,
lorsque d—A aura la plus grande valeur positive et X’—2 la plus
grande valeur négative possible , c’est-d-dire, lorsque la premiére
de ces deux quantités sera égale a 41 et la seconde égale & —1;
de sorte que la limite de l'erreur commise est

D42
D(D—~1)

Présentement , si, au lieu de corriger le nombre N par addi-
tion, nous eussions voulu corriger le nombre N+t par soustrac—
tion, nous aurions eu alors pour limite de lerreur, en faisant
exactement les mémes raisonnemens-et les mémes calculs,

D+ (D—d)
D(D=—1y)

Cela posé, & est toujours compris entre o et D, et la premiére
fraction croit en méme temps que lui; mais quand on a d>L1D,
on peut prendre la seconde, qui est alors moindre, de sorte que
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le maximum d’erreurs répond & d= 1D ; ce maximum est donc

3
2(D=—1)

quantité qui croit de plus en pius, & mesure que D diminue ou
qu'on avance davantage dans les tables.

Par exemple, dans les tables de Lalande , ou la plus petite dif-
férence est 4, le maximum de l'erreur est -=0,5 d’ou il suit qu’en
employant ces tables & la recherche d’'un nombre voisin de Jiz
mille , & l'aide de son logarithme, on ne pourra pas compter sur
le chiffre des dixiémes. Si ce sont les tables de Callet dont on fait
usage , comme leur plus petite différence est 44 , le maximum de

3 -
Perreur sera PwE =—=0,035 , de sorte qu'en employant ces tables

2.

A la recherche d’un nombre voisin de cenz mille & Vaide de som
logarithme , on ne devra pas compter sur le chiffre des centiémes.
Si l'on veut .déterminer quelle doit étre la valeur de D pour

N , . . N
que le nombre cherché ne soit pas fautif de la fraction — , il fau-
n

dra satisfaire & I'inégalité

2——(‘03_!) -+ -zin < % » dott  D>3ntr.
Ainsi', malgré ce que nous venons de dire, on peut, en employant
les tables de Lalande , compter sur le chiffre des dixiémes, lors-
que les différences tabulaires ne sont pas moindres que 31, c’est-
a-dire, lorsque le nombre cherché est compris entre 1000 et 1400
environ; et, en employant les tables de Callet, on peut compter
- sur les centi¢mes , lorsque les différences ne sont pas moindres que’
3or1 , c’est-d-dire , lorsque le nombre cherché est compris entre 10000

et 14400 environ,
Dans une autre note nous. nous. occuperons. des tables des fonc~-

tions circulaires.

Tom. XV1.
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QUESTIONS RESOLUES.

Solution du premier des deux problémes de gdomeélrie ,
€nonces @ la page 244 du précédent volume ;

Par M. C. C. Gerovo.

P ROBLEME. A un cercle donné inserire ou circonscrire un trian~
gle , dont les trois cdtés forment une proportion continue , par dif-
Jeérence ou par quotient, dont la raison soit donnée ?

Cet énoncé renferme évidemment quatre problémes que nous
allons traiter successivement.

Y. Triangle inscrit.

Soit R le rayon d’un cercle auquel on propose d’inscrire un
triangle dont les trois c6tés forment une proportion continue. Soient
% ,y, z les trois cotés du triangle, en désignant par T laire de
ce triangle, on aura :

16T = (z+y~+2)( ytHema)(z+2—y) (@ +y—2) ;

mais d’'un autre cOté on sait que

R= Z—ny- , dol 16 TR =a2'y*2*

donc¢ en substituant
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- B@EFy+a)(yti—a)ctr—y)oty—2) =2y (1)

Cela posé, 1. si les trois cotés doivent former une proportion
eontinue par différences, en désignant par 4 la raison donnée de
celie progression, on aura

r—=y—d z=y4d;
ce qui donnmera, en substituant et réduisant ,
BBy —4d)=(y'~a) 5
ou bien
Y —(cPF3R) (@ 412R) =0 ;

d’olr Ton voit que, si le probléme est possible, il admettra deux
solutions. On tire de la

_V3d2+3BZiSB\/BZ—4d2 o
Y= 3

2

de sorte que le probléme ne sera possible qu’autant que la raison
d n’excédera pas la moitié du rayon du cercle donné.

Le coté y étant déterminé par cette formule facile & construire,
oy en conclura z—=y—d et z=y-4d; et la solution du probléme
s’achevera sans difficulté,

2.2 Si les trois cétés doivent former une proportion continue par
quotiens , en désignant par ¢ la raison donnée de cette progres—
sion , on aura

£=qy

8
fl
< [

ce qui donnera, en substituant dans l’équation (1) et réduisant
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R (1 g+ X1t 9= ) (144 —9) (g +9—1D)=g'r* ,
d’olt =

R
Y= V (99— (= (g*+g—1) 3

c

dot T'on voit que le probiéme est toujours possible , et n’admet
qu'une solution unique.

De la valeur de y, on conclura celles de 2=72 et de c=gqy;*
q

et la solution du probléme sachevera sans difficulté,
1. Triangle circonscrit.

Soit 7 le rayon dun cercle , auquel on propose de circonscrire
un triangle dont les trois cétés forment une proportion continue. Soient
x, ¥, z les trois c6tés du triangle ; en désignant par 7', comme
ci-dessus, l'aire de ce triangle, on aura

167 = (oty+2)(y+2—a) zta—y)a+y—2) ;
mais , d’un autre coté on sait que

2T=r(zty+z) dou *4T=r(a+y+s2)" 3
dong , en substituant

4ri@tyta)=(ytz—a)(z tr—y)(@+y—2) . (2)

Cela posé, 1.° si les trois cités doivent former une proportion
continue par différences, en désignant par & la raison donade de
celte progression, on aura

r=y—d , z=y4d ;

ce qut donnera, en substituant et réduisant
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v =(yt2d (y—2d)=y'— "
et par suite

y=2v @43 ;

quantité facile & construire, si I'on remarque que 3r* est le quarré
de la corde du tiers de la circonférence. On voit que le problcme,
toujours possible , n’admet qu’une solution unique.

De la valeur de y on conclura celles de x—=y—d et de z=y~}4;
et la solution du probiéme s’achevera sans difficulié,

2.% Siles trois cétés doivent former une proportion continue par
quotiens ; en dédsignant par ¢ la raison de cette progression, on aura

2 Z==GY

Qi&q

ce qui donnera, en substituant dans (2) et réduisant,

497 (g ) =g =7 )N =) (g g =)y 5

el conséquemment .

. 149442
y=29r (14g=4*) 929 (g*+g—1) *

On voit que le probléme , toujours possible, n’admet qu’une solu-
q p , tou] p ’ q

tion unigue,
De la valeur de y, on conclura celles de z=2 et de z=qy:
q

et la solution du probléme s’achevera sans difficulté.
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Démonstration du théoréme de Statique €noncé & la
page 272 du présent volume ;

Par M. Lextugric, docteur &s sciences , professseur au
collége royal de Montpellier,
M. Sammus, docteur &s sciences, professeur au col-
lége de Pézenas ,
M. A. E. MoreL, capitaine au corps royal d’artillerie,
Et M. QuErrer , professeur de mathématiques trans-
cendantes a la faculté des sciences de Montpellier.

[a 2 S o VA o ¥ 0 V)

THIi’OBEZ!/IE. 87 des forces , au nombre de n, agissant sur un
méme point O de lespace , sont représcntées , en iniensité et en
direciion , par des droites OP, , OP,, OP,, ... OP,, issues de
ce point , le centre M des moyennes distances des points P, , P, ,
P,,..P, sera un des points de la résultante de ces forces; et, si
cette résultante est représentée en intensité et en direction par
OR , on gura OR=n><OM.

Démonstration. Trois des démonstrations que nous avons recnes
se ressemblent pour le fond. Dans toutes on a rapporté le systeme
a trois axes rectangulaires passant par le point O ; seulement M.
Sarrus a fait passer l'axe des z par le point M; et, comme il en
résulte quelques simplifications , nous adopterons un pareil choix
d’axes de coordonnées.

Soientalors (7, , 7,5 2, )5 ( Z23¥21 22 )5 wes ( Tuy YusZn)
les points que nous avons désignés par P, , P, , .... P,; on aura
d’aprés la situation de l'axe des z

z, 42,424 woier. +2,=0 ,

yx+yz+}’;+ eereenens —{—)"":0 R
zl+zz+z; + wssreades +zn=n,O}I,
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Soient ensuite X, ¥, Z les coordonnées du point R:si 'on dé-
compose la résultante OR suivant les trois axes, X, Y, Z en se-

ront les composantes, et I'on devra avoir
X=z,4+2, 42 ;4 wue +7, ,
Y=y 4ry:Fy;= ceees +7u »
12—z, +z3+z,—|— weses F2y 5

oen aura donc aussi
X=o0 , Y=o , Z=n0M

la résultante OR est donc dans l'axe des z, et passe ainsi par le
point M; et l'on a de plus OR=2z=n.OM (*).

M. Lenthéric observe, comme l'avait déja fait M. Gerono & qui
Ion doit le théoréme que , quelle que soit la position du point
O, dans l'espace, la résultante OR passera toujours par le méme

point M.
Il remarque encore que , si 'on a un tétraédre OABC, et qu'on

joigne par une droite OM le point O avec le centre M des moyen-
nes distances des trois points A, B, G, la longueur OM sera di,
rigée suivant la diagonale OR du parallélipipéde construit sur OA,
OB, OC, et sera le tiers de la sienne,

M. Querret a suivi un autre tour de démonstration. Il remarque
d’abord que, dans le cas de deux forces, la vérité du théoréme est
manifeste , puisqu’il n’est alors que le principe du parallélogramme ,
énoncé sous une autre forme. Il démontre ensuite que, si ce théo-
réme est vrai pour » force, il sera vrai encore en introduisant
une nouvelle force dans le systtme, ce qui est également sans dif-
ficulté , et il en conclut que ce théoréme est vrai quel que soit le

nombre des forces.

€") Yoyez aussi la page 314 du précédent volume,
J. D, G,
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ey

QUESTIONS PROFOSEES.
Probléme d'Optique.

LORSQUE les rayons solaires pénitrent oblignement dans wune
tasse de porcelaine blanche, il se forme, au fond de la tasse, une
caustique bien prononcée. On propose de trouver I'equation de
cette courbe,

Problémes de Géomélrie.

I. Etant données les deux extrémités d’une droite que quelque
obstacle situé entre elles empéche de tracer , ainsi que les deux
extrémités d’'une autre droite que quelque obstacle situé entre elles
empéche également de tracer; coustruire une droite qui conticnne
le ‘point de concours de ces deux la, en n’employant, sl est pos-
sible, que la régle seulement ? "

II. Etant données deax droites que quelque obstacle empéche de
prolonger jusqu'a leur point de concours, ainsi que deux autres
droites que quelque obstacle empéche également de prolonger jus-
qu'd leur point de concours ; constraire un des points de la droite
qui joindrait le point de concours des deux premicres au point de
concours des deux derniéres, en n’employant, s’il est possibie, que
la régle seulement ?

Theéoréme de Combinaisons.

Si un polyeédre régulier a = faces de » cétés chacune , on pourra
appliquer 7 couleurs différentes sur ses faces d’un nombre de ma-.
ni¢re exprimé par

1.2.3.4 weree (M=2)(m—1)

n
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GEOMETRIE DES SURFACES COURBES.

Théorémes sur Uhyperboloide a une nappe et sur la
surface conigue du second ordre ;

Par M. L. F. Macnus.

[0 Ve Vo Vi, U, W, Vi Ve Sa 2o

s L

SOIT une hyperboloide 3 une nappe rapportée i ses axes et don-—
née par l’équation

5262x2+a202y2"—a25=z==a25262. (l)
On sait que cette surface peut, tout aussi bien que le cone, étre

engendré par le mouvement d’une droite. Prenant donc pour les
équations d’une génératrice quelconque

r=mz+g , y=nz+54 ; (X)

nous exprimerons que cette génératrice est sur I'hyperboloide en
exprimant que I’équation en z résultant de la substitution des va-
leurs (K) de z et y dans (1), laissent cette coordonnée indéter—

minée. Or, cette équation est
bc'(mz4-g)'+a’c*(nz++-k)' —a*b 2=a’b’c’=o ,

ou bien

(Fcm*4a’c'n*=a’l) 220X (Omgt-a’nk) z4-c* (Vg 4-a' b —a’s) =0 ;

de sorte qu'on doit avoir, & la fois,

Tom, X¥1, ne II, 1.5 aodt 1825, 5
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2 E

bomd-aicn=a""

Ling-a*rk

-0 N (.'2)
Z)zgzﬂ-az/gz :‘[lzé2 . §
Si Thyperboloide n'est pas de révolution , ses deux demi-axes
transverses @ et 5 sont indgaux. Soit @ le plus grand des deux;
et considérons , dans le plan des xz , les deux droites données
par Véquation y=—o combinde avec la double équation

ay/ b’ Tz ar-br=o0 ; <§,)

droites que nous nommerons /rgnes focales, 4 raison des proprid-
tés que nous allons démontrer leur appartenir , et qui se confon-
draient toutes deux avec l'axe des z , si l'hyperboloide était de
révolution. Si nous désignons par p et p/ les angles que fait la
géndératrice (K) avec les deux droites (F,I7), et par 4,4/ les sup-
plémens de ces angles, nous aurons

V bt dmy at=b2
V (pmini)aiter)

CC‘S.p =—COS.7 :t

\/b2+c=—m \/Aa=——ba
Vigm et

Cos.p/—=—Cos.g/="1

En chassant »* de ces formules, au moyen de la premiére des
équations (2) elles deviendront

\/1)2—§-02--[—m\/02—b2
V (@r4c?)[a*(brerytmci(a* —b%]

Cos.p =—Cos.g =*Fac.

\/ b2ej-c2=—m \/ ar—bh2
V (@ ar(bre)mee> (a2 =—b%)]

Cos.p’:—Cos.q’ :.j_az: .

De 14 on conclura



ET STRFACE CONIQUE DU SECO XD ORDRE. 35

. . +c-—mc’\/ a2—hz
Sm.p :Sin.q: - -
\/( + c)iar (Gren Fmicia—hn]

, ﬂ/& _L.c-—{-mcz\/a —h2
S“]P =Sin g'= V (@) arbrder)fmrer(a=b)] 7

~et par suite

..——aZ

c2-}-a*

Cos.{ ptp') = Cos.(g+7)=+

C2mmmpy2

Cos.(g—p/)=Cos.(p—g/ == T

e

quantité constante , puisque 7z n’y entre plus. En eutre, la tan-
gente de l'angle des asymptotes de la section de I'hyperboloide
Clommy2

c*a’

. . . , 2ca .
qui contient les lignes focales étant 1 — , son cosinus sera
— c2—a? -

de sorte quon a ce théoréme :

La somme ou la différence des deux angles que jait la droite
génératrice de I'hyperboloide & une nappe dans toutes ses positions,
avec les deux lignes jfocales de cette surface est constante , et égale

langle des ;zsymploz‘es de la section jaite dans Uhyperboloide
par le plan qui contient ces lignes jfocales.

Si, au lieu de considérer I'hyperboloide, nous eussions consi-
déré la surface conique du second ordre donmée par I'équation.

Z,zczxz_i_azczyz_an&:znzo 5

dont les lignes focales auraient tonjours été déterminées par la dou-

ble équation
xVb2+c2 iz\/az-—b’= o

le calcul aurait €té exactement le méme ; de sorte quon a aussi
le théoréme suivant :
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La somme ou la différence des angles que jfait la droite géné-
ratrice de la surface conigue du sccond ordre, dans chacune de
ses situations , avec les deux lignes focales de cette surface est
constanie et égale ¢ langle des deux droites qui résultent de la
section de cette surface par le plan des lignes focales.

Si l'on eoncoit une sphére , de rayon quelconque, ayant son
centre au sommet ou centre de la surface conique, les deux nap-
pes de cette surface détermineront sur la sphére deux courbes fer-
mées , égales et opposées, et les deux lignes focales perceront cette
sphere en quatre points, situés sur la circonférence du grand cercle
qui coupera les deux courbes en deux parties égales. Ces points
diviseront cette circonférence en quatre arcs dont les opposés se—
ront égaux, et les milieux de ces arcs seront symétriquement situés par
rapport aux deux courbes, dont ils pourront étre considérés comme les
centres sphériques. En ne considérant que l'une des courbes et les
points de son intérieur par ou passent les lignes focales de la sur-
face conique, on pourra appeler cette courbe une ellipse sphéri--
gue , dont ces deux mémes points seront les jfoyers. On pourra,
au contraire , ne considérer que les parties des deux courbes les
plus voisines l'une de l'autre, et appeler I'ensemble de ces deux
parties une Zyperbdole sphérigue , laquelle aura pour foyers les foyers
des deux courbes les plus voisins de leurs sommets. En appelant
en outre, rayons vecteurs les arcs de grands cercles qui joiguent
les différens points de l'une ou lautre courbe & I'un des quatre
foyers, on aura les deux théorémes suivans :

La somme des deux rayons vecteurs des différens points d'une
ellipse sphérique est constante et égale @ la longueur du diaméire
de cette courbe qui contient ses deux jfoyers.

La différence des deux rayons vecteurs des diffirens points d'une
kyperbole sphérigue est constante et égale & la longueur du dia-
métre de cette courbe qui contient ses deuvx jfoyers.

Si, le centre de l'ellipse ou de I'hyperbole sphérique restant
fixe, on congoit que le centre de la spheére s'en éloigne continuel-
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lement, en suivant constamment la direction du rayon qui passe
par ce point, la surface de cette sphere tendra sans cesse a de-
venir plane, et le deviendra en effet, lorsque son rayon sera de-
venu infini ; mais alors les rayons vecteurs des deux courbes ‘de-
viendront des lignes droites , de sorte qu’on parviendra ainsi aux
propriéiés de lellipse et de I'hyperbole ordinaires , lesquelles ne
sont ainsi, comme on le voit, qu’un cas particulier des proprié-
tés de lellipse et de I'hyperbole sphériques.

§ IL

Soit (#/,y’,2’) un des points de la surface conique donnée par
I'équation

6’c’x’+a’c’y’—a’b’z'=o 5
le plan tangent (T) & cette surface en ce poiut aura pour équatiom:
P 8 P P q
brerx/z—~arcty'y—a*b*z’z=o0 ; (T)

il touchera dailleurs la surface conique suivant une génératrice (G).

Conduisons présentement , par cette génératrice et par les deux
lignes focales (F,F’), deux plans (V,V’) que nous appellerons
plans vecteurs ; I'équation commune a ces deux plans sera

— —_— — — — Y
y/xVb4+cz—[x/Vb:+ca+leae_b ;] }’—{—}”z "/az_bx =0 ; V’)

en désignant par 0, 6/ les angles diédres que forment ces deux
plans avec le plan tangent, on trouvera

Cosf =+ y/[azzl‘/bi_,_cz'_.czx/‘/az_b:] \/(az_bz)(bz+cz)
Bv=_ V(b6c4x’2+aic4_y"=+aéb4z’2)[(b=+c*)x/2+(a2+c“)y/=+(a=-—bz)z’h-zx’z/‘/m—ﬁ ’

y'la*z!y/ brdrcrcix'y/ aimb]\/ (@2 =—b7) (b24-c?)
4 [ bchxlaqraichy pathsz’a ) [(brdrer) xl2 (a3 4-c2)y' a4 (a3 =b3) 2/ 242’2/ Vv Wﬁ )

Cos/=_"
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Or, le point (z',y’, z’) élant sur la surface conique, on doit avoir
I‘)zc:x/z__!,_(z:cay/z_[zz&:z/z___o

Substituant , dans les dénominateurs de CosO et Cos.%, la valeur
de y7* tire de cette dernicre équation, on trouvera, en rédunisant ,

—_ acy’ G dc) (@ —b?)
+Co0s.0—="Cos.0/'= — 3

b a4{brd-c2) 22 —ch(a>—b)x!2

les cosinus de ces deux angles ne différant ainsi que par le signe,
il en faut conclure qu’ils sont supplément 'un de l'antre, de sorte
guon a ce théoréme :

Le plan tangent & une surface conique du second ordre divise
en deux parties égales deux des quatre angles dicdres formés par
les deux plans secteurs de la ligne de contact ; d’ou il suit que
les deux angles diédres restants sont pariagés en deux parties éga-
les par le plan normal conduit suivant la méme droite.

Donc aussi : L'arc de grand cercle normal en l'un des points
d'une ellipse sphérique et l'arc de grand cercle tangent en I'un des
points d'une hyperbole sphérique partage en deux parties égales
langle formé par les deux rayons vecleurs de ce point.

Aprés étre parvenus aux théorémes que nous venons de démon-
trer, nous avons cherché si déja ils n’auraient pas été publiés par
d’autres ; et mnous avons rencontré ( Nova acla Rclropo/z’fmm ,
tom. 1) ua mémoire de Fuss ou il est question de la courbe
qui est le lieu des sommets des triangles sphériques ayant base
commune et la somme de leurs deux autres cbtés constante, T}
suit immédiatement de nos théoremes que celte courbe n’est autre
chose que l'intersection de la sphire avec une surface conique du
second ordre ayant méme centre quelle ; et que cette courbe est
aussi le lien des sommets des triangles sphériques , ayant hase com—
mune , dans lesquels la différence des deux autres cOtés est cons-
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tante , ce que Fuss n'a point remarqué. Il est en outre aisé de
voir que cette courbe est une des ligues de courbure de la sur-
face conique, l'autre ¢tant la droite génératrice (*).

Berlin, le 19 mai 1825.

TRIGONOMETRIE.

Recherches sur les sommes de puissances- semblables des
sinus et cosinus des divisions de la circonférence ;

Par M. LextaeEric, docteur é&s sciences , professeur de
mathématiques et de physique au collége royal de
Montpellier.

ON sait que , & étant un nombre entier positif quelconque , on a

ok

(cOs.__-;-‘/:sm.%’f " —Cos akorby/ SiSin.okor=1 ;
m

d'ott il suit que les m racines de I'équation x™-—r=—o0 sont

(*) Suivant la remarque qui a été faite ( tom. XV , pag. 302 ), au probléme
dont il vient d’étre question, répond nécessairement a cet autre probléme : Quelle
est Uenveloppe des bases de tous les iriangles sphérigues qui ont l'angle au som-
met commun , et dans lesquels la somme ou la différence des deux autres angles
est constante. Sa résolution se réduit a4 ce qui suit : cherchez le lieu des som-
mets des triangles sphériques ayant base commune sc terminant aux péles des deux
cétés de l’anglé au sommet dont il s’agit, et dans lesquels' la somme des deux
aulres cOtés soit égale A une circonférence moins la somme constante des deux
angles dont il s’agit, ou bien dans lesquels la différence des deux autres cétés

“soit égale a la différence de ces deux mémes angles ; et ce licu sera l'enve-

loppe demandée.
J. D. G,
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2= — s 2=
COS.-”-; +‘/——xsm- o \

Cos.lg -/ =1Sin. —>

N

y
~
o

=Sin. —
Cos. ‘/lmm,

2ma=

Cos.

4y =S,

donc , en vertu du méme théoréme, les n™¢ puissances de ces
racines seront respectivement

Cos. ﬂ ~+ /=1 Sin. — i , )

Cos. /mr 4/ =1 Sin. 4’” ,

Cos. 22 py=iSin 2=, 4 @
Cos. 2mnw ‘/—-l Sm. omnw

.

Mais, d'un autre cété, le théoréme de Newton sur les sommes
de puissances semblables des racines d’une e'quation quelconque ,
prouve que la somme des n.™¢ puissances des racines de I'équa-
tion z™—1==0 est égale & 72, ou nulle, suivant que 7 est ou n’est
pas multiple de m ; donc, en supposant < m , la somme des fonc-
tions (2) doit étre nulle, et conséquemment la partie réelle et la
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partie imaginaire de cette somme doivent séparément s'anéaniir, On

a donc, pour n<m ,

n
Cos. —. 2w--Cos.2 7"”— .3w4Cos.3 7:— w+.....+Cos.m. — ,2w=0 ,

n N n . n
Sin, — —~ .2co-,—-Sm — . 204 Sin.3 ;—.2w+ wetSinam . —.20==0 ;

Cos.”

r4
Cos.? 2= —= > gCos.
m 2FP=1

m

c’est-a-dire ,
La somme soit des sinus soit des cosinus de tous les multiples

d'une fraction quelconque de la circonférence , & partir du sinus
ou du cosinus de cet arc lui-méme , jusqu’'a aurant de fois cet
arc qu'il y a dunités dans le dénominaieur de la fraction dont

il s'agit, est constamment égale a zéro.
Si, en particulier, on avait n—m , la somme des sinus serait

encore nulle; mais la somme des cosinus serait alors égale i .
C’est d’ailleurs une chose manifeste , puisque chaque sinus serait

nul, et chaque cosinus égal a l'unité,

On sait que, p étant un nombre entier positif quelconque on a
! P p_p=r .
Cos.’z= = { Cos.px- = Cos.(p—2)x-+ — —:—Cos.(p-4)x.+.} ,

pourvu que I'on s’arréte dés qu’on ne rencontrera plus d’arcs posi-
tifs, et que, quand p sera un nombre pair, on ne prenne que
la moitié du terme qui contiendra I'arc nul, De cette formule on

conclura, sous les mémes conditions ,

.——.._-—.—_

2P =1 1 2

I

i

+ — Cos, -

e

Tom: XVT 6

©)

1 { 2pzr+ Cos e(pr:z)’+£._z:_x_co 2(P;4)?’+mm g,
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6p= D 6(p— —I 6(p—4)
COS.p @f —_— ! COSo '_p'—' —_ COS! u + E 'p COS' P y‘%—""} b
m 2f—1 m 1 m 1 2 m 5
: . . . . . . . . . . . L] . e e . L] . . . . . . . . . . . ; * o . . . . . o ;
2 2 ) -1 am(p—4
Cos.p mz — 1 %COS. 2mp = _l_L Cos. _".1_(E_)i+ L.L Cos. __(ﬁ_-flz-l-._"i N
m 2P-1 m 1 m 1 2 m

En prenant la somme de ces équations, on aura d’abord
premicre des équations (3),

par la

Lp= 6
Cos. 2” ~~ Cos. —*—p;-z—- ~+ Cos. T/:: - eaeiiens +Cos. o

6 2)w am(p=—2)=
Cos. 20727 | Gos, HEZDZ 4 o, Hr=27 HEDT 4 vt Cos. 22727 —o,
m
2(p=f)= 4(p=i)= 4)@‘ 6(p—4)= am(p=—=})*
COS' T + cos + C 0S, —m—— p ) + sesseseese +COS. ——p_—’)—- =0 2
m
. . . . . . . . [ ] . . e o - . o o . . . . . . . . . ; . . . . . . LA L] . o o . o o -« o .
Quant & Ia somme des derniers termes des seconds membres , il
faut distinguer deux cas, 1.° si p est impair ,elle sera nulle , comme
les autres , et l'on aura conséquemment, en changeant p en 2r+41,
N4 ﬂ 2041 67 \27+ -)mzr 2n4-1
(Cos. ——> —-1—( Cos. — — ) —}-( Cos. — ) +........+(Co;. —— =o0; (4)
m

c’est-a-dire,

Si, ayant divisé une circonférence en un nombre quelconque de
parties égales , on abaisse de tous les points de division des per-
pendiculaires sur un diamétre mené par Fun d'eux ; la somme des
puissances impaires d'un méme degré quelconque des distances du

centre aux pieds de ces perpendiculaires, prises avec leurs signes,
sera égale a zéro.
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2.* Si, au contraire, p est un nombre pair , les derniers co-
sinus seront égaux & l'unité et aurent pour coefficient commun

p—2
p p—1 p—2 P—
1 2 3 1es0:00 —E- °
2
ou, en changeant p en 27
27 2n==1 One=3 n<-1
1 2 3 n

il faudra donc prendre = fois la moitié de 1'un de ces coefficiens

I

T e 1 . . .
1 { . . p
et multiplier le xésultat par o oW Ty 5 ce qu reviendra &

R L . . m
multiplier de suite ce coeflicient par ——; on aura donc

27\ 2" La\2n 6=\ amm\ 21 Cone— b4 -
<2Cos. ;) +<2Cos. —7;) +(2Cos. 777) +"“+(2C05'_m_ :—m—zxi nz - ”_‘1'__ NG

c’est-a—dire ,

S, ayant divisé une circonférence en un nombre quelconque de
pariies égales , on abaisse de tous les poinls de division des per-
pendiculaires sur un diamétre mené par l'un d'eux ; la somme des
puissances paires d'un méme degré quelconque des doubles des distan-
ces du centre aux preds de ces perpendiculaires sera égale & la méme
puissunce durayon , prise autant de fois que la circonférence aura
de points de division et multipliée ensuite par autani d'unités qu'on
peut jaire de produits différens de moitié¢ moins de jfacteurs qu'tl
y a dunités dans lexposant de la puissance , avec autant de fac—
teurs que cet exposant a dunités.

On sait aussi que, quel que soit  , on a
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4n

§Cos.4nx — 2 Cos.(4n—2)r+4- Co5.(4rmtf) Tmmrrs | 5

(Sin.x)” —1 i 4"2

247~

“Sin.(4n—1)z+ X2 Sin (42—3) 5.

<Sin.x>4n+ =t — SSin.(4n+1)x-—4n+

241

n-4 2
(Sin.:z:)4 = 2“%{Cos.(/pz--}-z)ar:—--4n+2

4"+ Sin.(4r—1)2— e

Sin.(4n4-1)z+

t
)
Cos.4nx +/1n;*-—2 é—n-zir- Cos.(4n—2)x—......§ ,

. an3 LI 4n+3 fn4-2
(Sln.x) =— s Sin.(dnt-3)7— ]

pourvu qu’encore ici on arréte le développement dés qu’on aura
plus d’arcs positifs , et que, dans les premiére et troisiéme for-
mules, on ne prenne que la moitié du terme qui contient le co-
sinus de larc nul.

Si, dans chacune de ces formules, on substitue successivement
pour z, comme ci-dessus, les arcs '

22 4= 6= 2ma

. — ; _ ,> tecttescene 9y

et qu’en ayant égard aux formules (3) on prenne la somme des
€quations résultantes , on s’assurera que

(sin. 2= )’"’"'-ﬁ (sin. 42 Y™ (Sin 22 )™ e o (Sin. 22 j’"+'=o. ©)

et que

(asin. —-) +—(051n. f’)’"_q_(osm ——) +.......-|—(sz. "’”’) "_;.m.fxi.z’;" 'if- )

ce qui revient & dire que les deux théorémes démontrés ci-dessus
subsistent encore , en substituant aux distances du centre aux pieds
des perpendiculaires les longueurs méme de ces perpendiculaires,
La chose était manifeste pour le cas ot 7z est multiple de quatre,
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puisque les perpendiculaires ne sont que les distances du centre
aux pieds des perpendiculaires abaissées des points de division sur
un diamétre perpendiculaire au premier , lequel passe aussi alors
par un point de division ; mais elle avait besoin d’étre directe-

tement établie pour les autres valeurs de 7.

GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Suite de l'examen de quelques tentatives de theories
des paralléles (*) ;

Par M. Stev, professeur de mathématiques au gymnase
de Treves, ancien éleve de I'école polytechnique.

s e e T R s

Au Rédacteur des .Annales ;
MONSIEUR ,

DANS les notes dont vous avez bien voulu enrichir mes remar-
ques sur quelques théories des paralléles, vous observez que je
ne m’explique pas sur les théories dans lesquelles on considere
Pangle , avec Bertrand de Genéve, comme une portion de surface
indéfinie. Je vais ticher ici de réparer cette omission.

Les théories dont il s’agit peuvent se diviser en deux classes :
dans les unes, on compare la surface angulaire a4 celle d’'une bande

{*) Ceci fait suite & Varticle de 1a page 77 du précédent volume.
J. D. G,



46 THEORIE
terminée par des perpendiculaires & une méme droite, tandis que,
dans les autres, on compare entre elles deux surfaces angulaires.

Voici , en peu de mots, de quelle maniére on cherche & prou-
ver que la surface indéfinie d’un angle, quelque petit qu’il soit,
est toujours plus grande que celle d'une bande quelconque.

B C E

/

A D

Soit BAC un angle arbitraire, regardé comme indéfini, et soient
AB et DE des perpendiculaires indéfinies sur AM. En faisant tour-
ner la surface angulaire BAC , alternativement et dans ie méme sens,
autour de ses deux cétés, a commencer par AC, on pourra la ré-
péter tant de fois qu'on voudra; et il ne faudra le faire qu'un
nombre fini » de fois pour couvrir ou méme pour excéder la sur
face angulaire indéfinie BAM. Mais si, au contraire , on fait tourner
la bande BADE, alternativement et dans le méme sens autour de
ses deux cotés AB et DE, en commencant par ce dernier , quel-
que nombre fini de fois qu'on répéte cette opération, on ne par-
viendra jamais & couvrir cette méme surface angulaire BAM ; donc,
conclut-on , 2.BAC >7zBADE ; donc aussi BAC>BADE ; ce qu’il
fallait prouver.

Examinons présentement si ce raisonnement peut étre admis,
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B G P Q

A M N

Considérons un secteur circulaire BAC, de rayon variable, et
un rectangle PMNQ, de base constante MN et de hauteur variable,

La surface du secteur sera ﬁ’(g’g;) ABz, et celle du rectangle
MN.MP.

Supposons maintenant que l'on fasse croitre le rayon AB sui-
vant une progression cdont la raison soit 2, et la hautear MP du
rectangle suivant une autre progression dont la raison soit 4 ; alors

. A 2
le n.™¢ secteur aura pour expression z (—s—é— ) AB,2", et lex~
4

pression du 7z,™° rectangle sera MIN.MP.2*". En divisant la derniére
surface par la premitre, on trouvera, pour leur rapport, la quan-
360 )MN MP
A4 ) zAB
ou MN de maniere que le rapport devienne égal & I'unité et méme
plus grand. Or, si l'on suppose » infini, le 7.m® secteur devien—
dra une surface angulaire indéfinie, et le ».™° rectangle deviendra
une bande indéfinie; d'ou je conclus qu'wne bande indéfinie peut,
dans certain cas, éire égale & une surface angulaire indifinie
ou méme étre plus grande (*).

; et rien n'empéchera de prendre A4

tité constante (

(*) Tout le monde tombe d’accord, et M. Stein lui-méme , sans doute, que
si deux mobiles, partant ensemble d’un méme point , parcourent une méme
droite, dans le méme sens, un d'un mouvement uniforme et P'autre d’un mou-
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Ce risaltat, qui ne saurait étre ni¢, est en contradiction ma-
nifeste avec les conséquences de la démonstration que nous avons
rapportée ; cette démonstration est donc nécessairement vicieuse, puis-
qu’elle tend & établir, en général, une propriété des surfaces an-
gulaires et des bandes indéfinies qui n’a pas lien sans restriction.
On voit, en effet, que Zexactitude du théoréme dont il s'agit dé-
pend essentiellement du rapport qu'ont enire elles les dimensions
variables des deux surfaces que I'on compare, rapport dont on ne
saurait faire abstraction, bien qu’on snppose les surfaces infinies.
Il faudra donc, avant d’employer la démonstration de Bertrand,
se bien fixer sur le rapport que devront avoir, et constamment con-
server les c6tés de la surface angulaire et les hauteurs de la bande.
Mais alors la démonstration est encore a créer ; et comme, en sup-
posant méme les surfaces infinies, il faudra raisonner sur des figu-
res d’une forme déterminde , on ne parviendra probablement pas
au but sans étre contraint d’emprunter, du moins implicitement,
guelque chose de cette théorie des paralléles qu'on avait, au con-
traire , en vue d’établir (*).

vement uniformément accéléré ; quelque grande que soit la vitesse constante du
premier , et quelque petite que soit la force accélératrice qui sollicite le second;
au bout d’un intervalle de temps fini et assignable, celui-ci parviendra inévita-
blement & devancer l'autre : de sorte que lespace indéfini parcouru par leffe;
d’un mouvement uniformément accéléré est plus grand que lespace indéfini par-
couru par Ueffet d'un mouvement uniforme. Cependant, un raisonnement tout
pareil & celoi de M, Stein tendrait & infirmer cette propesition. Or, ce raison-
nement peut-il étre, & la fois, fautif ici et exact ailleurs ? Nous en appellons,
sur celte question, & M. Stein lui-méme.
J. D. G.

(* En adoptant les idées de Bertrand , dont nous sommes loin d’ailleurs de
nous dissimuler les inconvéniens, et que Bertrand lui-méme n’a peut-étre ad-
mises qu'en désespoir de cause 5 on pourrait éluder la comparaison des bandes
aux espaces angulaires , en procédant comme il suit : On ferait d’abord remarquer
que l'angle droit vaut le quart d’un plan, et que l'angle aigu est moindre , et
Tangle obtus plus grand que l'angle droit, On remarquerait ensuite que, si une
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Discutons présentement les démonstrations ot I'on compare entre
elles denx surfaces angulaires.

Ces démonstrations reposent toutes sur cette proposition fonda—
mentale que dewxr angles sont entre eux comme les espaces argu—
leires indifinis compris entre leurs cétés. Or, il est d’abord facile
de voir que cela ne saurait éire géndralement et rigoureusement
vrai qu’autant qu'on supposera , tacitement du moins, que ces es—
paces angulaires sont des secieurs circulaires de rayons égaux , quoi-
qu’infinis. Mais alors toutes les démonstrations que Pon a appuydes
jusqu’ici sur Ja proposition fondamentale que nous venons de rap-
peler, ne sauraient étre admises sans subir des modifications qui
sont encore a trouver , et qui ne permettront probablement
plus de les rendre indépendantes de la théorie des paralléles. Si,
par exemple , au lieu de faire voir que la somme des trois angles
d'un triang]é vaut deux angles droits, ainsi quon la fait dans un
des premiers volumes des Annales (*), on voulait procéder suivant

perpendiculaire et une oblique & une méme droite pouvaient ne pas se rencon-
trer, il arriverait cette double absurdité qu’un angle obtus serait entiérement con-
tenu dans un angle droit et un angle droit dans un angle aigu.

Nous sentons bien qu’on nous objectera , sur-le-champ, qu’un angle droit peut
excéder un autre angle droit d’une quantité méme infinie; mais , comme d’ail~

leurs deux angles droits peuvent se convenir parfailement, nous en tirerons cetle
conséquence , que nous ne serons plus dés lors tenus de prouver, savoir, que

cctte quantité , bien qu'infinie doit étre réputée nulle , par rapport 4 I'angle droit.
J. D. G.

(*) La démonstration que rappelle ici M. Stein peut &tre beaucoup simplifiée,

en la présentant ainsi qu’il suit :

B

Tom. XV1. ‘ 7
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la remarque qui vient d’étre faite, relativement & la figure des
surfaces angulaires indéfinies ; voici, & peu prés, ce qu'on pourrait
dire de plus plausible : par un point pris arbitrairement dans -
térieur du triangle , décrivons ua cercle d’'un rayon infiniment
grand , par rapport aux dimensions de ce triangle. On pourra alors
réputer indistinctement comme centre de ce cercle chacun des
sommets du triangle; donc ses angles pourront étre considérés comme
des angles au centre, ou comme des sectenrs composant ensemble
le demi-cercle ; donc, leur somme sera égale & deux angles droits.
" Mais ce raisonnement peut-il étre regardé comme rigoureux? On
sait fort bien qu’une longueur finie disparait devant une longueur
infinie , lorsqu'on ne considére que les rapports des lignes; mais
ce n’est point de ces rapports, mais des propriétés des angles qu'il
s'agit ici. Le raisonnement que nous venons d’employer suppose

Soient prolongés dans le méme sens les trois c6tés d’un triangle T, et soient
A, B, C ses angles extéricurs ; en représentant par D I'angle droit, on aura
évidemment

A+4B4C4T=4D ,
d’oua

4 B C T
>+ tp=éi—75 >

. T . . e e
or, la fraction 5’ dont le numérateur est fini et le dénominateur infini , doit

¢re réputée nulle, vis-i-vis des autres termes de I'équation ; de sorte quon
doit avoir simplement

A B c -
.5.+ -[—)-l— 5—24 ou A+B+C—4D ’

c’est-a-dire que la somme des angles extérieurs de tout triangle vaut quaire angles
droits ; d’ott i] est facile de conclure que la somme de ses angles intérieurs
en yaut deux,

J. D. G.
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donc implicitement que les angles d'une figure ne dépendent que
des rapports des lignes qui la terminent, et non de leur grandeur
absolue ; proposition vraie , mais seulement comme conséquence da
principe de similitude, dont la démonstration suppose la théorie des

paralléies antérieurement établie (*).

(*) C’est sans doute une chose trés-ficheuse qu’aprés plus de deux mille ans
d’efforts et de tentatives, on n'ait pu encore parvenir & démontrer les proposi-
tions fondamentales de la théorie des paralléles d’une maniére satisfaisante pour
tout le monde ; car on a vu ailleurs ( tom. X, pag. 161 ) que les démonstra-
tions fondées sur I'emploi de I'algorithme fonctionnel, sur le mérite des-juelles M.
Stein ne sexplique pas, sont elles=mémes sujettes & des objections assez graves.

Lorsqu'une droite indéfinic tourne sur un point d'une autre droite indéfinie,
sans quitter le plan qui les contient , elle peut prendre , par rapport acelle-ci,
deux situations principales trés-remarquables ; savoir : celle ol elle se confoend avee
elle , et celle ot elle fait avec elle, de part et d’'autre, deux angles égaux, Il
est de soi-méme manifeste que la premiére de ces deux situations est unique ;
et il est 4 peu prés aussi clair que l'autre l'est également, qu’il est clair qu’une
méme longueur ne saurait avoir ‘deux milieux,

Que si la d-oite mobile tourne sur un point situé hors de la direction de la:
droile fie, elle ne pourra plus se confondre avec elle; mais elle pourra en-
core , comme dans le premier cas, faire avec elle des angles égaux, ou bien
elle pourra ne point la rencontrer , quelque loin et dans quelque sens quom
la prolonge ; et on démontre trés-nettement que chacune de ces deux situations
est possible. Mais, tandis qu’on démontre en oulre, irés-nettement et tres-
brievement , de la premitre qu'elle est unique, on ne peut parvenir & le dé-
montrer de la seconde ; c’est-a-dire , que , tandis qgu’on démontre trés-bien que,
dans un méme plan, on ne peut mener qu'une seule droite par un point donné.
gui fasse des angles égaux avec une autre droite donnée; on ne peut démon-
trer que , par un point donné hors d’une droite, on ne péut mener , dans
le plan qui contient Pun et lautre , plus d'une droite qui ne la renconire pas ;
et c'est en cela que consiste toute la difficulté de la théorie des paralléles.

‘Aussi long-temps donc qu’on ne sera pas parvenu & tirer celte derniére pros
position de la définition des paralltles, par une déduction logique rigoureuse,
il faudra se résigner 4 admettre sans démonstration soit celte propdsition soit,
4 l'exemple d'Euclide , quelque autre proposition de laquelle celle-la puisse éire
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1l ne me parait donc pas possible de fonder solidement cette
théorie sur les principes de Bertrand de Genéve; et jobserve—
rai, en général, sur les démonstrations qui emploient la considé-

déJuites Or, comme, parmi ces dernitres, nous n’en vojons aucune , sans en ex-
cepter celie d’Euclide , qui le céde en évidence avec la proposition dont il s'agit,
nous inclinerions fort a lui donner la préférence sur toutes les autres. Dans tous
les cas, il faudrait, en déplacant la difficulté, éviter surtout de la rendre blus
grave. ‘

C'est en particulier , ce qui arriverait si, comme quelques géométres l'ont
proyosé, dans ces derniers temps, a lexemple de Carnot, on admettait , sans
démonstration, le principe de similitade. On pourrait, en effet , opposer aux
partisans de cette doctrine le dilemme que voici: ol vous navez d’autre but
que de faire disparaitre ou du moins de déguiser la difficelté que présente la
théorie des paralleles, et alors il faul que vous admettiez que celte proposition:
Une figure étant donnée , on peut toujours en concevoir une autre, de telle gran-
deur on voudra, qui lui soit parfaitement semblable, est plus simple et plas
évidente que celle-ci : Par un méme point donné, on ne peut faire passer gu'une
seule paralléle & une méme droite donnée 5 et vous trouverez probablement pew
de personnes de volre avis sur ce point ; ou bien veus trouvez le principe de
similitude d’une telle évidence, que vous n’hésiteriez pas al’admettre, comme axiome,
lors méme quiindépendamment de ce principe, la thiéorie des paralleles se trou-
verail mise lout-2-fait hors d’alteinte , et alors vous sercz désavouds par beau-
coup de géomelres qui pensent que, bien loin de multiplier les axiomes, on
doit, au contraire, ne rien négliger pour les réduire an moindre nombre pos-
sible, afin de faire , autant qu’il se peourra, de la géométrie une science de
définitions et de déductions logiques, et qui, dans celte vue, s’appliquent méme
4 démonlrer soigneusement une multitude de propositions qui pourraient, i Lon
droit , passer pour beaucoup plus évidentes que le principe dout il sagit.

Remarquons bien en outre que cctie proposition : Une figure étant donnde,
on peut loujours en concevoir une aulre, de telle grandeur on voudra , qui lui
soit parfuitement semblabie , pourra éire inlistinctement vraie ou fausse , sui-
vant Pacceplion , trés-libre d'ailleurs, qu’on voudra atlacher au mot semblable,
et gu'aussi long-lemps que celte acception n'aura pas été netlement fixce, la
proposition, si tant est qu'elle puisse alois signifier quelque chose, sera du moins
fort loin d’avoir ce sens précis qui seul pourrait lui mériter de trouver place
dans des ¢lémens de la scicnce exacte par excellence,
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ration de linfini, qu'une proposition sur des quantités infinies ne
saurait mériter notre assentiment, gqu'autant qu'elle est réductible
& une proposition sur des limites de quantités finies variables. St

Il s’en faut bicn, en efict, que le mot similitude, ainsi que ses dérivés et
composés soient de ces mots sur la signification desqucls tout le monde est
parfaitement d'accord , et dont on puisse conséquemment se dispenser d’ex-
pliquer la signification ; car, par exemple , tandis que. quelques-uns emploient
fréquemment le mot sembladle comme 'équivalent du mot pareil , et confon-
dent ainsi, dans leur esprit, la similitude avec Iégalité; d'autres au contraire
trouvent une similitude parfcite entre un objet en relief et des traits de crayons
appliqués sur une surface plane , entre un homme et son portrait, par exemple.

Il sera donc indispensable de n’introduire le mot semblable , dans les élémens
de géomflrie, qu'aprés en avoir. bicn circonscrit et précisé l’accepti9n; et nous
ne voyons pas trop comment on s’y prendra , en considérant surtout qu'il fau-
dra en expliquer le sens dés le dibut, et de maniére & se rendre parfaitement
intelligible a des esprits qui n’auroat presque encore aucune notion acquise sur
les propriétés de I’étendue. La chose sera d’autant-plus difficile que 1a:notion
ginérale de la similitude, telle qu’on la concoit en géométrie , est une nolion
extrémement complexe, et qui entraine méme une infinité de conditions., des
qne les objets que l'on compare sont termiués par des lignes ou des surfaces
couibes.

Nous remarquerons , & ce sojet, que la maniére dont on a coutume
de présenter la similitude en géométrie, sans doute dans la vue de conserver
une plas parfaite syméirie, est vicieuse en ce qu’elle implique plusieurs théo-
remes. Nous ne voyons pas pourquoi on ne préférerait pas de s’y prendre de
la maniére suivante : Soient des points P, P/ FE/, ...... en nombre fini ou in-
fini, isolds les uns des aulres,ou se succédant sans interruption dans lespace 3
et soit un point O situé d’'une maniére quelconque par rapport 4 eux. Soient
prises sur les droites OP , OP’, QF", ....... des longueurs Cp, Op/, Op” ...,
qui leur soient respectivement proportionnelles , et alors le sysicme des points-
Ps Py P’ e sera dit semblable au systeme de points P, P/, P/ .. En
outre deux systemes d'un méme nombre de points Q, @/, Q7 .....et g, ¢/, "5 w0
de quelque maniere d’ailleurs quils soient situés dams lespace, l'un par rap-
port a lautre, seront dits semblables si, par le procédé qui vient d’étre indiqué,
on peut déduire du premier un syst'emé égal au second. Il y aurait beaucoup
d’avautage 4 présenter le principe de similitude de cette maniére large qui, in-
dépendamment de sa forme symétrique, a l’avantage de n’impliquer aucun théos



54 LIMITES DES RACINES

donc on veut discuter un raisonnement qui porte sur des quan-
tités infinies ; on commencera d'abord par chercher & le tra-
duire en un raisonnement sur des limites, Par ce moyen, on ne
manquera guére ou de présenter la chose d’une maniére plus claire
et plus rigoureuse, ou d’en faire ressortir les défauts. Cest ainsi,
en particulier , que jen ai usé dans la discussion qui précede, et
je crois pouvoir affirmer que tous ceux qui voudront user de cette
recette auront lieu de s’en louer.

Agréez , etc,
Tréves, le 20 mars 1825,

ANALISE ALGEBRIQUE.

Essai sur les limiles des racines des équations Iitterales ;

Par M. L. C. Bouvier , ex-officier du génie , ancien é€leve
- de I'école polytechnique,

(o % Ua Vo VO W0 S0 S0 V)

LES analistes ont donné des méthodes diverses & I'aide desquelles
on détermine les limites des racines réelles des équations numé-
riques ; mais il n’est pas & notre connaissance qu’aucun d’eux se
soit occupé du méme probléme relativement aux équations littéra-

réeme. Ce n’est pas 13 , au surplus, le seul c6té par lequel les élémens pour-
raient étre améliorés. Mais on trouve plus court et plus commode de calquer
3 peu prés les traitds élémentaires les uns sur les autres; et voila pourquoi,
tandis que tant d’autres branches de la science s’étendent et se simplifient sans
cesse, les trdités élémentaires de géomeéltrie sont encore aujourd’hui & peu prés

tels qu'ils éiaient au temps d’Euclide,
4 J. D. G.
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les. Nous allous montrer comment ‘il peut étre résolu pour ces der-
niéres , du moins lorsqu'elles sont d'un degré impair , ou , lors-
qu'étant d'un degré pair, elles ont leur dernier terme négatif.

§. L
Equations de degrés impairs.

Soit l'équation du 3.m¢ degré, sans second terme g

#-ppa-fg=o. 0
Posons,

2 4-prt-qg=3Plx+a) , (2)

a et P dant deux indéterminées. Il est clair que, quelles que
soient 2 et P, toute valeur de z qui satisfera & I'équation (2) ,
substituée dans le premier membre de (1) donnera un résultat de
méme signe que P ; de sorte que toute valeur réelle de x, dans
(1), est nécessairement comprise , quelle que soit 2, entre deux
valeurs de z dans (2) répondant & des valeurs de P de signes
contraires. Tout se réduit donc & profiter de I'indétermination de
a , pour rendre cette équation (2) facilement résoluble,

En développant , transposant et ordonnant , elle devient
2}*—3Px*4-( p—6aP)x—{3a’ P—g)=o. 3)-
Or; si I'on pose

2 - 3P:4-p
p—6aP=3P", d’ott 4= —5m 5

cette équation devient
(&—P)-(P*—3a'P4-g)=o

ou, en mettant pour ¢ sa valeur,
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Pi—GpP2-t12gP—p2

3
—P\3
(x P) + 12P ?

ce qui donne, sur-le-champ ,

. 3/ 3Pt—bpP24t-129 P—p?
#=P V 12P ’ )

En changeant P en — P/, cette formule devient

x=~Pl+;/3Pfé—GpI’/.--—|2(]P'-“p’ . (5)

12k

Ainsi, quelques valeurs positives qu’on’ prenne pour P et P/, les
valeurs de z donndes par les formules (4) et (5), substitues dans
le premier membre de I'équation (1), donneront nécessairement des
résultats de signes contraires , et comprendront conséquemment entre
elles une racine au moins de cette déquation.

Soit, en second lieu , I’équation du 5.m¢ degré , sans second
terme ,

Bpa’tgaitrats=o. (1)

Posons
2paitgr’trats=5P(x*"ax+b)+Q(x+c)" ; ()

P, Q, a, b, c éant indéterminédes , et P et ( étant supposés de
mémes signes. Il est clair que toute valeur de z tirée de (2) don-
nera, par sa substitution dans le premier membre de (1), un ré-
sultat de méme signe que P et ; de sorte que toute valeur réelle
de x dans (1) sera nécessairement comprise , quelles que soient
d’ailleurs 2, 4, ¢, entre deux valeurs de # dans (2) répondaut
& deux systtmes de valeurs de P et () de signes contraires, Tout
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hY

se réduit donc & profiter de l'indétermination de 2, 5, ¢ pour
rendre cette équation (2) facilement résoluble.
En développant, transposant et ordonnant , elle devient

2= bPx*—10Pa2 | 2°—10Pb | 2°—2Qc | 2—5Pb | —o. 3)
-+ —5Pa* | —10Pab | —Qc
—Q ~+r -+

+9

Or, si I'on pose

—10Pa+p=10P",
—10P)=5Pa"—Q+g=—10P* ,

—2Qc—10Pab+r=5P% ;

ce qui donnera

o= p=—10P2 )
i0P
100Pé4-20p P2—20P Q4209 P—p:

200P2

b=

b4

__ 199pPé—200P3Q+ 2009 P3e=10(3p2r—20r) P?~-20p P Q==20pg P-}-p3
- 4ooP32Q g

elle deviendra
(#=P) (P =55 P—s*Q+5)=o0 ,

dans laquelle présentement on peut regarder @ , 4, ¢ comme con-

nus et qui donne
Tom. XV, 8
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;v.:P——V P 5l P— Qs s

En donnant donc tour & tour & P et @, dans cette formule d’a~
bord des valeurs positives quelconques, puis des valears négati-
ves ¢galement quelconques , les valeurs qui en résulteront pour =z,
comprendront entre elles une racine , au moins de 1'équation pro-
posée.

Cn voit, par ce qui précéde que, dans le 7.™¢ degré il fau-
drait poser

2 pai4ga ’*—]—rx’—{-sx’—}-tx-l-‘u
= P(23 - az* - batc) 4+ Q(a*+ date)+R(z +1)

et supposer que les indéterminées P, ¢, R sont toutes trois po—
sitives ou toutes trois négatives. On poserait des ¢quations ana-.
logues pour les degrés supérieurs.

§ 1L
Equaz‘z’ons de degrés pairs.

En supposant constamment le dernier terme négatif , soit d’abord
I'équation du second degré

#*dpr—g=o . (1)
Posons
2 Apr—g=(x-4a)* , (2)

a étant une indéterminée. Il est clair que toute valeur de z tirée
de cette derniére équation et substitude dans le premier membre
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de (1) donnera un résultat positif ; et, comme la valeur o donne
le résultat négatif —g, il s’ensuit qu’il y aura entre o et la va-
leur dont il s’agit une racine réelle de l’équation (1).

En développant, transposant et réduisant, I'équation (2) devient

(p—20)3=0a’1q,

s
- T

p—2a
de sorte que , quelque valeur positive ou négative qu’on donne

a l'indéterminée @ , une des racines de I’éguation (1) sera tonjours
comprise entre 0 et la valear qui en résultera pour .

Soit, en second lieu , I'équation du quatriéme degré

2t pridgeire—s=o . (1)
Posons
a4 pritgr’tfra—S=(2*4ax4 3+ Plz+c) , (2)

a,b,c, P éant des indéterminées. 11 est clair que , quels que soient
les signes de @, &, ¢, pourvu qu'on prenne P positif, toute va—-
lenr de z trée de l'équation (2) et substituée dans le premier
membre de (1) donnera un résnltat positif ; et comme, d’un au-
tre cbté, la substitation de o dans ce méme premier membre donne
le résultat uégatf —s , il s’ensuit que l'équation (1) anmra au moins
aune racine réelle entre o et cette valeur de x.

En développant , transposant , réduisant et crdemnant, l'équa~
ton (2) devient

-
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2a | z*+26 | a*+42Pc | z+8" =o0 . 3)
—p ~+a’ ~2ad -+ Pc?
P — —+s
—7

En posans

2a—p=o0 ,
2b+o*+4P—g=o0 ,
2Pc2ab—r=o0 ;

ce qui donne

p= 4P (p*—4)
— — ——-——8—*-

o— PP —lipg+8r)
- 16P

Péquation (3) deviendra simplement
(2PcH-2ab—r) a4 (84 Pc’+s)=o0 ;

dans laquelle présentement on peut regarder @ , 4, ¢ comme connus,
et qui donne

b2 Pe24-S
2Pcaab—r *
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En prenant donc pour P un nombre positif quelconque , il y aura
entre o et la valeur qui en résultera pour x une racine au moins

de I'équation (1). \
On voit , par ce qui précéde, que, pour le sixieme degré, il
faudrait poser

a2S4paS+ gaidrad4-sa’te—u
=(2’H-ax’+bx+-c)* +P(x*+-dz+e)’+-Q(z+f)* ,

et supposer positives les deux indéterminées P et ()« On poserait
des équations analogues pour les degrés supérieurs.

GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Theéorémes sur les polygones;

Par M. C, C. Gerono,

s e e e e A A W T A s s e e

THIL!’OREME. 87, par un point quelconque de Pespace, on con-
duit des droites de longueur arbitraire, respectivement paralléles
auz cotés d'un polygone rectiligne fermé quelconque , plan ou gau-
che ; ce point sera le centre de gravité d'un systéme de masses
placées aux extrémités de ces droites , et respectivement propor—
tionnelles aux rapports des longueurs des droites aux extrémités
desquelles elles se trouvent situées aux longueurs des cotés du po-
lygone auxquels ces droites sont paralléles.

Démonstration. Soient représentés par P, P/, P, ..... les poids
dont il s’agit, etpar 7, 7/, 7/, ... les longueurs des droites aux
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extrémitds desquelles ils se trouvent situés ; les longueurs des cé=

tés du polygone respectivement paralléles , pourront évidemment

i 17
sce seorésontdesar Er P B s choisi
étre représentées par = r, — r/, —r//, .., p éant un poids choisi
P P
d’'une manicre convenable. Si de plus on désigne par o, o', o/, ...

es angles que forment les directions des cétés du polygone , et
conséquemment les droites 7 , 7/, 7, ... avec une droite fixe ar-
bitraire, on aura, comme M. Starm I'a démontré ( tom. X'V pag. 310).

P P pr
5 rCos.a+ — r/Cos.a’+4- 3 r"C08.a/ 4 vernee =0 ,

ou simplement
PrCos.a~4Pr'Cos.a’+FPr’Cos.a’’4 wiere =0

Or, si par le point de départ des droites r, 7/, 7/, ... on con-
duit un plan pexpendxcvlalre a la droite fixe , cette derni¢re équa—
tion esprimnera que la somme des momens des masses P, P/, P/, ...
est nulle par rapport & ce plan. Mais, comme la direction de la
droite fixe est arbitraire, celle da plan lest aussi; donc la somme
des momens des masses P, P/, P/, .. est nulle, par rapport
a tout plan passant par le point de départ des droites 7, 7/, 775 ...
donc eafin ce point est le centre de gravité de ces masses , comme
Vannonce le théoréme.

Pour gque les masses P, P/, P/ ... puissent étre égales entre
elles , il faut évidemment que les longueurs arbitraires 7, 7/, 77/, ...
soient proportionnelles aux cotés cvnespondans du polygone , c’est-
a-dire que.-sz par un point quelconque de lespace , on condyit des
droites paralléles proporlzonnelles auz cotés dun polygone recti-
ligne fermé quelconque , plan ou gauche; ce point sera le centre
de gravité d'un systéme de musses égales placées aux extrémités
de ces dreites. Ce théoréme a été démontré par M. Sturm { tom.
XV, pag. 313 )-
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Si les droites arbitraires r, 7/, 7/, ... sont dune méme lon-
gueur quelconque, les masses P, P/ P/ .. devront étre évi-
demment proportionnelles aux cétés correspondans du polygone ;
c’est-a-dire que , sZ, par un point quelrongue de lespace , on con—
dutt des droites égales , respectivement paralléles auz cétés d'un
polygone rectiligne jfermé gquelcongue , plan ou gaucke ; ce point
sera le centre de gravité d'un systéme de masses proportionnelles
aux longueurs des cdtés du polygone , placées aux exirémités de
ces drortes. Ce théoréme a été démontré par M. Sturm ( tom. XV
pag. 315 ).

Ainsi notre théoréme renferme les deux théorémes de M. Sturm »
comme cas particuliers.

Si le polygone est plan , et que , d'un point pris dans son inté—
rieur , on mene des droites qui fassent dans le méme sens des an—
gles égaux quelconques avec ses c6tés ; il est évident que, le point
et les droites demeurant fixes , on pourra toujours faire tourner
le polygone sur leur plan, de telle sorte que ses c6tés deviennent
respectivement paralléles & ces mémes droites qui conséquemment
pourront étre prises pour celles dont il est question dans l'énoncé
da théoréme.

De 1a on peut conclure , en particulier, que, zn polygone plan
étant circonscrit @ un cercle , le centre du cercle sera le centre de
gravité d'un systéme de masses proportionnelles aux longueurs des
cotés du polygone et placées respectivement aux points de contact
de ceg cotés avec la circonférence.

Du chiteau des Tuileries, le 21 avril 1825.
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QUESTIONS PROPOSEES.
Théoréeme d Analise.

En désignant par p et ¢ deux nombres entiers positifs quelcon—
ques , on a toujours

I+£"q‘+p p—1 g g—1t p p—1 p—2

I 1 2 1 2 1 2 3

q:“\q_t q-—:’— s
- 1 > - 3 +n-o

__ p+g prg=—1 pt¢g—2 p+g—3
— 1 2 3 4 - .;ln'

Théoréme de Geéomeéltrie,

Un polygone quelconque étant circonscrit & un cercle, et un au-
tre cercle étant concentrique a celui-la ; la somme des produits des
cotés du polygone par les quarrés des distances d'un point quel-
conque de la circonférence du second cercle aux points de contact
de ces colés avec le premier , est une quantité constante.
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OPTIQUE.

Solution de divers problémes d'optique ;

Par M. GERGONNE.

o Yo ¥o UL Vi o Vb Vla Sia e

APRfES avoir étndié , dans deux précédens articles (*), les lois
générales qui régissent les rayons de la lamiére , soit dans leur ré-
flexion soit dans leur réfraction; nous allons, suivant I'engagement
que nous en avons pris , faire I’applica’tioil de ces lois a quelques
exemples choisis ; en nous bornant, pour le présent, au cas ot
tout se passe dans un plan, lequel embrasse aunssi plusieurs cas de
réflesion et de réfraction a la rencontre dessurfaces de révolution ;
et en renvoyant , pour un prochain article , les problémes dont
la résolution exige inévitablement la considération des trois dimen—

sions de lespace.

1. Rappelons d’abord sommairement le théoréme fondamental ,
et établissons les équations générales qui s'en déduisent, et qui doi-
vent servir 4 la résolution des problémes que nous avons-dessein
de nous proposer. €e théoréme consiste simplement en ce que: &
chaque trajectoire orthogonale des rayons incidens , il répond tou-
Jours une trajectoire orthogonale des rayons réfractés telle que ,
de quelque point de la courbe séparatrice gue l'on méne des nor—
males & ces deux trajectoires , les longueurs de ces normales se—

(*) Voy. la page 345 du précédent volume et la page 1.r¢ de celuizci,
Tom. XVI, no I, 1.5* septembre 1825. 9



66 PROBLEMES
ront respectivement enire elles dans le rapport constant du sinus
d’incidence au sinus de réfraction.

Soient donc (¢, #) un quelconque des points de la courbe’
séparatrice , (2/, y/) et (z, ¥) les pieds des normales abais-
sées de ce pointsur les deux trajectoiies ; et supposons que le rap—
port du sinus d’incidence au sinus de réfraction soit celui de A/
& 4; on aura d’abord

(t~x)2f (u=y)2 _ (t=x)14-(u=—y')2

A2 A2 * <l)

De plus, parce que les droites menées du point (¢, z) aux deux
autres sont respectivement normales aux courbes auxquelles elles se
terminent , on aura aussi

(t—z)do4(u—y)dy =0, (2) (t—a’)dz'4-(u—y’)dy’=0 , (2’)

différentiant ensuite la premicére de ces trois équations , et ayant
égard aux deux autres, on trouvera en outre

(t—x)dt-(um=y)du __ (t==a/)dt4-(u=y’)du a
= = e H 3)

équation évidemment comportée par les trois autres ; mais qu’on
pourra substituer avec avantage & l'une ou a l'autre des équations
(2) et (2/), lorsque la courbe séparatrice sera donnée. On voit
que, dans ce systéme d’équations, # , y et A figurent de la méme
maniére que 2/, y/ et ¥; et l'on n’aura pas lieu d’en étre surpris,
si l'on considere que, le rayon réfracté étant pris pour rayon in-
cident, celui-ci devient rayon réfracté , et pice sersd. Il en résulte
que, la courbe séparatrice étant donnée , le probléme olt l'on
cherche la trajectoire orthogonale des rayons incidens , & l'aide de
celle des rayons réfractés n'est pas différent de celui ot il s’agit
de déterminer cette dernitre quand l'autre est donndée,
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Enfin les coordonnées de nos trois points doivent étre lides par

un égal nombre d’équations en 7 et u ,z et y, =/ et y/, lesquel~

les ne sont autres que les équations méme de nos trois courbes ,
équations que nous reprdsenterons respectivement par

§=o , . ()
T=o0 , (3) T'—=0 , (5

la premiére appartenant & la courbe séparatrice , et les deux au-
tres aux deux trajectoires. \

Lorsque , cette courbe sdparatrice étant donnée , on demandera
de déterminer 'une des trajectoires par l'autre, il ne s’agira , pour
cela, que d’éliminer ou les quatre quantités 7, uz, 2/, y/, entre
les cinq équations (1), (29), (3), (4, (5) , ou bien les quatre
quantités ¢, #, x , y , entre les cinq équations (1), (2), (3), (4),
(53) 5 et I’équation résultante en x et y ou en 2/ et y/, sera l'équa-
tion de la trajectoire cherchée.

Si, au contraire, il s’agit de déterminer la séparatrice , au moyen
des deux trajectoires, on y parviendra en éliminant z, y, 2/, y/,
entre les cinq équations (1), (2), (29) , (5), (5) ; ce qui conduira
d une équation en ¢ et uz, qui sera celle de la courbe demanddée.

Quant aux problémes relatifs a la réflexion, on les résoudra a
l'aide des mémes formules , en y posant préalablement A4-}—o.,

II. Dans les applications qui vont suivre ; nous Supposerons cons-
tamment que les rayons incidens émanent d’'un méme point, que
nous prendrons constamment pour origine des coordonnées rectan-
gulaires. Nous aurons ainsi les deux équations,

/=0 , y/=o,

qui remplaceront Yéquation (57), ainsi -que- Péquation (2’), qui
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sera alors satisfaite d’elle-méme. Nous n’aurons donc plus & ncus
occuper que des autres, lesquelles deviendront alors -

(=—x)-(u—y)* _ t>-u?

’ (=)

Az A/:
(t—=x)dzr+(v—y)dy=o0 , 3)
(¢ —xYdt4-(u—y)du . ti{:{-udu :
2 — e 2 (t')
T=o0 , (3 S=o . (¢

\

Si I'on donne la courbe séparatrice, on trouvera la trajectoire
orthogonale des rayoné réfractés, en éliminant # et z entre les
trois équations (), (y), (c). Si c’est, au contraire, cette derniére
courbe qui est donnée, on obtiendra la séparatrice, en éliminant
x e.'t_y entre les trois équations («) , () , (9). S h

Bien convaincus d’ailleurs, par une longue expérience que, dans
les calculs, les avantages de la symétrie "emportent encore Sur ceux
de la simplicité,, nous supposerons constamment que les données
du probiéme sont disposées, par rapport aux axes, de la maniére
la plus généralé.

HL - Supposons ,” pour premier exemple’, que la~ séparatrice est
une droite donnée par l'équation .

at-tbu—a*4-b’=c* ,

dans laquelle , comme I'on-sait (2, 5) est le pied de la perpen-
diculaire abaissée de l'origine sur cette droite et ¢ la lcngueur de
cette perpendiculaire. Nous aurons

: ad?—l—&du:@ s

au.moyen de quoi I'équation’ (7) deviendra,
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btz )—a(u—y) _ bt—way

b4

e 23
ou bien
Mi(ay=—bzx)
bl—aqy—= —————~
A2emmp/2

Eliminant tour 4 tour z et 7 entre cette équation et l'équation
at4-bu=c* ,

il viendra , en ayant égard i la relation g*4-8°=¢*,

Ab(ay==bx)

[ - 2 7

€ t-——ﬂﬁ + Admme /2 4
A2 s )

Cum=be— 20 @r =)

Ly—y£Y
et de 14 encore

Nb(ay=—bx)

E(t—=x)=c"(a—x)4- e

A2g(ay=—=bx)

e u—y)=—y)— — 5

“En prenant tour & tour la somme des quarrés de ces deux dernié-
res équations et la somme des quarrés des deux qui les précédent,
on trouvera successivement, en ayant toujours égard a la relation
entre a, b et ¢, }

T e (e € e

Mi(ay==bx)? X

e (etur)=c*- grremmvsrall
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tirant de ces deux équations les valeurs de (¢—2z)4(u—y)* et de
£4u* , pour les substituer dans I’équation («), on obtiendra, pour
I’équation de la trajectoire orthogonale des rayons réfractés, en di-

visant par A'—A”
WS (ay—ba Y ()P (2= L)+ (y—B)]}

de sorte que cette courbe est une ligne du second ordre.
En développant et ordonnant cette équation par rapport aux puis-
sances et produits de puissances de A et A/, elle prend cette forme

)f/\’zc’{(x2+_y2)-—2(ax—[—5y——(;2)} =MtV (ax+-by—c)
Ajoutant et retranchant tour & tour & chaque membre
22Wc* (axt-by—c?)

le second membre deviendra un quarré, dans les deux cas; de
sorte qu’en extrayant les racines, on trouvera

ey wigyr =XV (ax by —c?) ,

ey (mm—zay 4 (y=—2b) = ¥'"—)(ax+by—c?)

Dans ces équations, qui ne sont que deux formes particuliéres
de I'équation de la trajectoire cherchée, et dont toute combinai-
son appartiendra conséquemment A cette trajectoire , les signes su-.
périeurs et inférieurs ne se correspondent pas nécessairement et doi-
vent étre choisis suivant les rapports entre les données. En prenant

leur somme, il vient, en divisant par Mc¢,

A
TV ety LY (=) (y—2b): =2 A

Or, le premier radical exprime la distance de 'un quelconque des
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points de la trajectoire & l'origine , et l'autre exprime la distance’
du méme point au point (24, 28), clest-a-dire, un point sy-
métriquement situé avec l'origine ou le point rayonnant, par rap-
port & la droite séparatrice ; donc cette équation exprime que la
somme ou la différence des distances des différens points de la
courbe a ces deux points est une quantité constante ; d’ott il suit
que ces deax points en sont les foyers, qu'elle a conséquemment
son centre au point (¢, #) , que son excentricité est ¢ et son demi-

A . .
axe — ¢ cette courbe est donc une ellipse ou une hyperbole , sui-

vant que X est plus grand ou plus petit que 4.
De tout cela résulte le théoreme suivant :

THEOREME 1. Deux milicux homogénes , de nature différente ,
étant séparés lun de lautre par un plan indéfini , et des rayons
incidens émanés de l'un des points de l'un d'eux se réfractant &
la rencontre de lautre ; ces rayons ainsi réfractés seront tous nor-
maux & une méme surface de révolution du second ordre , engen-
drée par une section conique , lournant autour de la droite gui
contient ses foyers. Le centre de cetie surface sera le picd de la
perpendiculaire abaissée du point rayonnant sur le plan sépara—
teur ; ce point en sera un des foyers ; et son excentricité sera &
son demi-aze dans le rapport du sinus d'incidence au sinus de ré-
Jraction ; de sorte que la surface trajectoire sera une ellipsoide
allongée ou une hyperboloide & deux nappes , suivant que le pre-
mier milieu sera plus ou moins réfringent que le second.

On trouvera , dans un article inséré a la page 229 du XI'™e
volume du présent recueil, ott nous avons déja démontré cette
proposition , les principales conséquences qui-en résultent. '

IV. Examinons présentement quelle direction prennent des rayons
de lumiére émanés d’'un méme point, situé dans un miiien ho-
mogeéne quelconque, aprés avoir traversé une lame transparente
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A faces planes paralleles , d’'un poavoir réiringent différent de ce-
lui du milien dans lequel elle se trouve située.

Supposons toujours le point rayonnant & l'origine , soit ¢ ta dis-
tance de ce point a la face de la lame qui en est la plus voisine
et ¢ l'épaisseur de ceite lame. Par un rayon quelconque, imoagi-
nons un plan perpendiculaire aux faces de cette lame ; le rayon ,
dans tout son trajet, ne sortira pas de ce plan, que nous pour—
rons prendre pour les plans des coordonnées rectangulaires , et qui
coupera la lame suivant deux droites paralléles. En prenant tou-
jours pour erigine le point rayonnant et en rendant l'axe des =z
parallele a ces deux droites , leurs équations seront

y=c , y=c+e
" Soit I'équation dn rayon incident

y=ma o,

. .o T . o e
le sinus d’incidence sera ———— ; le sinus de réfraction sera donc

Vi4m:
Y
Ay 1m?
d’ott en conclura pour sa cotangente

\/(}\2—7\./3)-}-)\2772:‘
Y ’

D’un autre c6té les équations du point d’immergence seront
> y:c 3

ot il suit que Iéquation du rayon réfracté sera
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ymo= YO ) H0mm \/(A —2./2)4-2.2m?> _)

2!

en combinant cette égnation avec 'équaticn y=c--¢, on trouvera

pour les coordonnées du poirt G'émergence

. e Me
= — oI/ _y:c—l—e 3

m \(A:=2/2)t-A2m2

et, comme le rayon émergent doit sortir parallele au rayen im-
nergoat, son équation sera
s c Me ?

Y T G T =g §

ou simplement, en réduisant,

Ne )
e QTSI (T et -
y \/(Az——)&”)-i-)v’m‘
Or ¢, qui exprimait la distance de la lame au point rayonnmant,

n’entre plus dans cette équation ; donc la situation du rayon émer-

gent est indépendante de cette distance ; de sorte que, si I'on fait

avancer ou reculer cette lame parallélement & elle-méme , la situa—
tion de ce rayon n’en éprouvera aucun changement.
Tout se passera donc ici de la méme maniére que si [a lame était

en contact avec le point rayonnant; ou, ce qui revient au méme,

tout se passera comme si le point rayonnant était enfoncé dans la
substance de la lame au-dessous de sa surface d’une quantité égale
a son épaisseur ; nous retombons donc de nouveau dans le cas de
deux milieux séparés par un plan indéfini, et nous obtenons le
théoréme suivant :
THEOREME 1. Lorsque des rayons de lumiétre , émanés d'un
Tom. XV1. 1o
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méme point , sont contraints de traverser une lame trarsparente 4
Jaces planes paralléles , d'un pouvoir réfringent différent de celut
du milieu ou elle se trouve située ; ces rayens , @ leur sortie de celte
lame , sont tous normaux & une méme surface de révolution du
second ordre , engendré par une section conigue , tournant autour
de la droite qui contient ses foyers. L'axe de cette surface est la
prrpendiculaire menée aux deux faces de la lame , par le poi nt
rayonnant ; ce point en est un des jfoyers; son centre est situé du
méme coté que la lame par rapport a ce méme point; l'ecxcentri-
cité de la trajectoire est égale & lépaisseur de la lame ; enfin
cetle excentricité est au demi-axe dans le rapport du sinus de ré-
Jraction dans la lame au sinus d'incidence dans le milien ; de
sorte que la surface trajectorre est une ellipsoide allongée ou une
Lyperboloide & deux nappes, suivant que le pouvoir réfringent de
la lame est supérieur ou inférieur & celui du miliew ou elle se
trouve siluée.

On trouvera, dans un article inséré & la page 283 du V.® vo-
lume du présent recueil , ot nous avons démontré cette proposition

pour la premiere fois, et dans un autre article, qui commence le
XIV.® volume , les principales conséquences qui en résultent.

V. Pour donner un exemple simple du cas ou la courbe sépa-
ratrice est l'inconnue du probléme , supposons toujours que les
rayons incidens émanent de l'origine des coordonnées , et cherchons

quelle doit étre la ligne séparatrice pour les rayons réfraciés con—
courant en un méme point (2, b).

Nous aurons donc ici
r=a , y=b ;

I'équation (B) sera satisfaite d’elle-méme ; et, en mettant ces va-
leurs dans I'équation (x), on aura, pour I’équation demandée ,
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(t—a)-(u—bd)2 24w
A - Alz

2

ou bien

W (1) - (amb)) = ¥ 42%)

ou encore’

(Bm2PY ()20 (@t bu)=)"(a* )

équation d’un cercle, que I'on peut écrire ainsi

ot e o | 2.

Al A2 A2 )/2 Ademe) /2

de sorte que les coordonnées du centre de ce cercle sont

N2g Aip
T ez T a—aa
et son' rayon:
AN\ ar4-b2,
A 2emm)\/2

On trouvera, d'aprés cela, pour la distance de son centre au- point
rayonnant

;\/zvaz.*_bz

Ades ) /2 >

et pour la distance de ce méme centre au point (z, &)

A\ a4-b2
A—n2

Le produit de ces deux distances étant égal au quarré du rayon':-
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et les trois points étant d’ailleurs en ligne droite , il s’ensuit que
le point de départ des rayons incidens et le point de concours des
rayons réfractés sont deux points conjugués par rapport au cercle.
Leurs distances respectives 4 son centre sont dans le rapport de
M4 X de sorte que le point rayonnant sera intérieur au cercle
et le point de concours des rayons réfraciés extérieur, si lon a
M <A Ce sera le contraire si 'on a 4>,

De tout cela résulte le théoréme suivant:

THEOREME 111. Une sphére transparente éiant située dans
an milieu homogéne dont le pouvoir réfringent est différent du
sien ; Il existe toujours, sur la direction de chucun de ses diamié-
tres , un point tellement situé que les rayons qui en émanent ,
aprés s'étre réfractés a la rencontre de sa surface , vont concou-
rir de nouveau en un autre point de ce diamétre. Ces deux
points , situés d'un méme cbté du centre , sont conjugués lun &
Lautre par rapport & la sphére , cest—d-dire, que le rectangle de
leurs distances @ son cenire est équivalent au quarré de son rayon ;
don il résulte qu'ils sont Iun intérieur et lautre extérieur a la
sphére. Enfin , leurs distances a son centre sont dans le rapport
du quarré du sinus d'incidence dans le milteu ou la sphéire se trouve
située au quarré du sinus de réfraction dans cette sphére ; ce qui
les détermine completement l'un et Pauire , et prouve en outre que
le point rayonnant est intérieur ou extérieur a la sphére suivant
que le pouvoir réfringent de ceite sphére est supéricur ou inférieur
a celui du milien (*).

Ce curieux théoréme est dit & M. le professeur Auguste de la

(*» Lorsque le pouvoir réfringent de la sphére est supérieur & celui du
milieu, il y a réellement, dans son intérieur, un point tel que les rayons
qui en émanent divergent, 3 leur sortie , comme ¢’ils partaient d’un point
extérieur. Dans le cas contraire , ce sont des rayons arrivaut a la sphére,
dans des directions convergentes vers le premier de ces points, qui, aprés
s’étre rompus a sa surface , convergent vers le deruier,
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Rive, de Gendve, qui I'a démontré i la page 55 de sa Disseria-

#ion sur les caustiques; ( in-4.°, Genéve 1823 ).

VI. Examinons présentement , d’ane maniére générale , la direc-
tion que prennent des rayons de lumiére émanés d’'un méme point,
aprés s’étre réfractés 4 la rencontre de la circonférence d’un cercle
transparent , situé d’une maniére quelconque par rapport au point
rayonnant. Ici, pour plus de simplicité , nous supposerons le cen-
tre du cercle & l'origine; et le point rayonnant sera (a, 4). En
conséquence , les équations (27) et (5/), seront remplacées par

ces deux-c1
xr'=a , y'=b ;
I'équation (4) sera
tdu=r*;
d’onr

2ds+udu—o0 ;

au moyen de quoi les équations (1) et (3) deviendront

=) @—y)? _ (t—a)u=—b):
- ?

A2 A2

u(tmmxy=t(um==y) _ u(t—a)—t(u—>b)

A2 N2

” A

et en remplacant dans l'autre #'<-z*

Enréduisant dans la derniére ,
ces deux équations du premier degré .

par 7*, on obtiendra en z et z,
2V =i )t H2 (W y =V b)u=N"2* -y )=V (b4 T7) ,

( ’2y—A“b)t—()\/’x-—/\’a)y=o .
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En ajoutant an quarré de la premiére le quadruple du quarré de
la seconde, le terme en fz disparaitra, et en remplacant #'--u*
par sa valeur r*, on obtiendra, pour I'équation de la trajectoire

orthogonale des rayons réfractés,
4P {0 =AY (P B Y= (00 (2 oy ) — R (@ B 7))

En développant et rassemblant les termes affectés des mémeS
puissances et produits des puissances de A et A, cette équation
prendra la forme

28X {(& 4B ) (@ Ay - r) =4 (ax+-by) ¥

:A/#(xz_i_y:_ra): +A4(a=+&z_rz)z .

by

Ajoutant et retranchant tour & tour a. chacun des- deux mem-

14

bres de cette derniére la quantité
280 a* - —r*) (2Pt yr—r) ,

son second membre deviendra un quarré dans les deux cas, et
il viendra, par l'extraction des racines quarrées de deux mem-
bres

L2V @b (wiy)—ereat by = V(@ Ay —r R (@ O =)

—

20y (w—a) iy =) =3 (@ -yt =17 ) =N (b —T) .

Equations dans lesquelles les signes supérieurs et les signes inférieurs
ne se correspondent pas nécessairement; et ol les uns et les autres
doivent étre pris, suivant les grandeurs et les signes des données
a, b,r, » et N

En retranchant la seconde de la premicre, on trouve
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i;'/V/ (a2}b2) (x2f-y i mmzrz(@ax+-by)4-ré : /\‘.//“/(x——a)z-i—() —p)3

=)(abB—r") ;

ou encore
:*:x/a”r”’-V g 2 '2+"y— Pty ey b
( 02+b" i az+bz

= 3 (@45 —r) ;

or, si I'on prend pour foyers le point rayonnant et son conjugué,
par rapport au cercle , les deux radicaux du premier membre de
cette équation exprimeront les rayons vecteurs d’un méme point
quelconque de la courbe , de sorte qu’on a le théoréme suivant :
THEOREME 1V. Lorsque des rayons de lumiére , émanés d'un
méme ;poz'm‘ de lespace , extérieur ou intérieur & une sphére trans-
parente homogéne , sont réfractés ou réfléchis @& lentrée ou a la
sortie de cette sphéire ; ils deviennent alors normaux & une surface
de révolution du quatriéme ordre, ayant pour aze la droite qui
contient le point rayonnant et le centre de la sphére. La propriété
caractéristique de cetle surface est que la somme ou la différence
des produits respectifs.des distances de ses différens points au pornt
rayonnant et @ son conjugué par rapport & la sphére , par des
multiplicateurs constans , est elle-méme une quantité constante.
Cet élégant théoréme est dit & M. Sturm , qui I'a démontré dans
un article inséré & la page 205 du précédent volume du présent

recueil.

Nous nous proposions de nous livrer & beaucoup d’autres re-
cherches encore ; mais l'abondance des matériaux que nous avons

A

a publier nous oblige a leur céder la place, et & renvoyer ces
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recherchies pour un autre temps. Ce qui précéde suflira du moins
peur montrer comment tous les théorémes déja connus sur le su-
jet qui nous occupe peuvent se déduire uniformément de nos mé-
thodes et de nos furmules.

GLOMETRIE TRANSCENDANTE.

Démonstration de quelgues théorémes sur les enveloppes ;

Par M. L. F. Macnvs,

NN

L’ENVELOEPE des cordes qui retranchent d'un cercle des segmens
égaux , est évidemment un autre cercle , concenirique an premier
et touchant ces cordes & leur milien. On sait aussi que l'enveloppe
des cordes qui retranchent des segmens équivalens d’une section
conique quelconque, touche également ces cordes a leur milieu ;
mais cette propriété n’est pas particuliére 2 ces sortes de courbes,
et nous allons faire voir qu’elle estfgénérale pour toutes les cour-
bes planes quelles qu’elles soient. Nous démantrerons ensuite quel-
ques autres propositions analogues que le lecteur ue trouvera peut-
étre pas dépourvues d’intérét.

§ L

Pour éviter les répétitions , nous ailons , avant d’entrer en matiére,
établir quelques formules et convenir de quelques locutions qui nous
seront utiles pour parvenir a notre but,

Soit

y=o0(z)
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I'équation d'une courbe plane quelconque , rapportée & des axes

reclangulaires. Soient en outre (x, f), («/, f) deux points dé-
terminés quelconques de cette courbe; de telle sorte quon ait

B=o(®) , =) ;
I'équation de la corde qui joindra ces deux points sera

(=) (y—B)— (F'—f)(a—2)=y=0 .

’

En supposant qu’il existe, entre « et «’, une relation donnée par
Iéquation
U—o ,
I’équation de V'enveloppe de toutes les cordes y=o scra le résul-
.. . . ., do/
tat de ’édlimination des cinq quantités o, 5, &, ¥/, 4, entre les

six éqnations

p=o(xy , PF=9(),
(=) y—B)—(F —P)(z—n)=y=0 ,

[-p-@-25 ]F -—[w-@f) =0 )= =

dU du’
U:O 9 (d“/ ) '_'—-O .

Mais , si l'on ne veut trouver que le point de contact de l'une
des cordes contenues dans y=o avec l'enveloppe, il suffira d’éli~

de/
miner — entre les deux équations

de
Tom. XVI. Ix

-



8a THEOREMES NOUVEAUX

4

ce qui donnera I'équation

[0 EY &)+ o= )& )=7=e;

et de déterminer ensuite les valeurs de z et de y qui satisfont
aux deux équations

y=o0 , V=o0 ;

ee qui revient 3 déterminer le point d’intersection des lignes ex—
primées par ces mémes équations. Or, comme la premiére est la
corde elle-méme, il suffira de construire 'autre , que l'on voit étre
également une droite , laquelle coupera conséquemment la corde
au point cherché; ce qui prouve, en premier lieu, que jamais 'en-
veloppe ne saurait toucher une corde en plusieurs points.

Or léquation F=o est satisfaite , quelle que puisse étre la re-
lation U=o0, en posant & la fois

(—B=pr =), ) (=)= le—) s )

donc I'dquation P’—o est celle d’une droite qui joint le point cher-
ché au point d’intersection des deux droites ( /, 7/ ), point qu’a
Tavenir nous désignerons par (s).
Quant aux droites (Z/, ), on voit que chacune d’elles est une
~ paralléle menée & I'une des extrémités de la corde y=o, 4 la tan-
gente & l'autre extrémité de cette corde. A I'avenir nous appellerons
triangle sur la corde le triangle formé par y avec les deux droi-
tes (7, Z/) ; le point (s) de concours de ces droites en sera dit
le sommet, et ces droites en seront les cotés, Ce triangle , joint au
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triangle formé par la corde et les tangentes & ses deux extrémités,
forme un parallélogramme dont y est une diagonale,

§ IL

Supposons que les aires des segmens retranchés de la courbe
y=o , soient constantes et équivalentes 4 un quarré donné c¢*; et

posons
] o.
f o o(z)dz=A" , f o(x\dx A ;

nous aurons
A'—A— Lo =) (B +P)—c =U=o0

(= )“ G =1 [@—ﬁ)—@—«) ] ,

( -—E: ﬁ/-{—@)—-la—a = [(B’-ﬁ)—-(a—a)d ]

Substituant ces valeurs dans I’équation F"=o , elle deviendra.

(0=t~ T [[6—b—=a) & T+ r—)—o-2) T ][ 6—0—@—s) T J=7=0

el on voit aisément qu’elle sera satisfaite par les valeurs de z ety
qui satisferont anx deux équations

(r=B)—(r—) T —F—B)—(—a) 22 =0,
(y—B)—(e—e) o A+ F—f)—(—) = =0 .

lesquelles se réduisent simplement a
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dg/ ds
(== =), (—f= 1 (a=a)

quon reconnait pour les équations des tangentes aux deux extré-
aunités de "la corde y=o. La droite F=o0 , que nous savons déja
passer par le pqint (s) ; passe donec aussi, dans le cas présent, par
- le point de concours des deux tangentes ; elle est donc la denxiéme
diagonale du parallélogramme dont il a éié question ci-dessus ;

elle coupe donc la -premiére y=—o en son- milieu , et conséquem-
ment ce milien sera le point de contact de la corde y=—o avec
Ienveloppe de toutes les cordes qui retranchent de la courbe des
segmens équivalens, On a donc ce théoréeme général :

Lenveloppe des cordes qui retranchent d'une courbe plane quel—
conque des segmens équivalens , toucke chacune de ces cordes en son
milieu (*). '

(") Ce théoréme pourrait aussi étre assez simplement démontré comme il
suit : :

Considérons deux cordes consécutives quelconques MN et M/N/ se cou-
pant en O ; ce point O sera le point de contact de Penveloppe avec la corde
MN ; %t, & cause de la petitesse des arcs MM/ | NN/, les secteurs MOM/,
MON’ pourront étre considérés comme des triangles rectilignes, lesquels ,
par Fétat de la question , devront étre équivalens. Mais, parce que ces trian-

" gles ont en O un angle égal, leurs aires sont proportionnelles aux produits
des cétés qui comprennent cet angle , de sortc qu'on doit avoir

OM.OM’=ON.ON .
Soient posés
OM/=OM+-x ,  ON'=ON+4- ,

<

@ et v pouvant étre indistinctement positifs ou négatifs ; il viendra , em
substituant, 4
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§. IIL
Supposons , en second lieu, que les arcs de la courbe
y=o(x)

sous-tendus par la corde mobile y=—o doivent étre tous d’une méme

longueur donnée ¢ ; et posons

S Ty [ Gy

nous aurons

A—A—c=U=o0 ;

_ —
OM 4#.0M=ON 4»ON ;

mais il est clair que x# et » doivent s’évanouir en méme temps ; donc., on

doit simplement avoir
-2 —
OM —=ON d'our OM=ON .

On voit méme qu'il est nullement nécsssaire pour cela que la courhe pre-
posée soit assujettie & la loi de continuité.

Ce théoréme se lie d’ailleurs fort bien avec le suivant, démontré par
M. Dupin , pour une surface continue ou discontinue, dans ses Applications
de géométrie, ( pag. 32 ).

Lenveloppe des plans cordes qui détachent des segmens équivalens d’une sur-
Jace courbe quelconque , touche chacun de ces plans cordes au centre de gravité.

de son aire.
J‘ Dc G.



86 THEOREMES NOUVEAUX

>7/ dw) < )"—V‘—'_( )

en conséquence , I'équation ¥ sera ici

:?fi‘ ’+ | d«f}/ (
7/‘+(d~f>_]/ +\

_(ﬁ""w)?/ +( ) (@ Z/‘“‘ \l/l_r(de/ )
Vo2V —~5)

or, comme cette droite doit passer par le point (s) de concours
des deux droites (7, /), il s’ensuit qu’en désignant par et & les
¢oordonnées de ce point , I'équation #—o pourra prendre la forme

A5 t) 410
y"‘(d.u)_l/"*(dﬁ)

Tans la méme hypothése, les équations des deux droites (7, 7)

prennent la forme

ag ds
y—b= <7 (x=—a) , y—b= = (z—a) ,

et dés lors on reconnait la premiére pour I'équation de Ia droite
qui divise en deux parties égales I'angle des droites (7, 7), de sorte
qu'on a ce théoréme :
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L'enveloppe des cordes qui sous-tendent des arcs de méme longueur
d'une courbe plane quelconque, toucke chacune de ces cordes au point
ou elle est coupée en raison rnverse des longueurs des tangentes a& ses
deux exirémités ; ou, en dautres termes, le point de contact de
Lenveloppe avec chaque corde et le point ou sq direction est ren—
contrée par la droite gqui divise en deux parties égales langle des
tangentes & ses deux exirémilés , sont des poinls symétriguement
situés par rapport au milieu de cette corde.

5. IV.
Supposons encore que , dans la courbe
y=9(z) ,

les cordes y=o0 doivent toutes étre d'une méme longueur donnés
£, NOUS anrons

(6 =)’ +(p/'—f)'—c'=U=o0 ;

d’ott

(8)=t[e—ate-nL ] (¥)=—s[c—at6-07

en conséquence I'équation V'=o deviendra

| (o= 52y 2 2 (« & o £ )+ 3—p)

B—B8)\r ‘ e ds +(d—a) | 2~ de de =0 ;

— — — — ——

de/ da do de

or l'équation de la corde y=o , étant

(=) (y—p)—E-p)(#—a)=y=o0 ,
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il est visible que ces deux droites sont perpendiculaires I'une 2
Vautre. La droite #==0, que nous savons déja passer, dans tous
les cas, par le poiat de concours des droites (/, /), est donc en
outre , dans le cas présent, perpendiculaire sur la corde y=o ; de
sorte quon a ce théoréme :

Lenveloppe des cordes égales , dans une courbe plane quelcon—
gue 5 touche chacune de ces cordes en un point autant distant de
chacune de ses extrémiiés que le pied de la perpendiculaire abais-
sée sur sa direction du point de concours des tangentes a ses deux
extrémités est distant de sorn autre extrémité ; ou , en dautres
termes , le point de contact de [lenveloppe avec chague corde et
le pied de la perpendiculaire abaissée sur sa direction du point
de concours des tangentes & ses deux exirémités , sont deux pornts
syméiriqguement situés par rapport aw milieu de cette corde (*).

§. V.

Supposons enfin que, dans la courbe

y=ex)
Vangle que font les tangentes aux extrémités de la eorde y—o,
doit étre constant , de maniére que sa tangente soit une quantité
donnée ¢ ; nous aurons alors

(* Le probléme de I'enveloppe des cordes égales a été proposé & la page
36 du VIIL® volume du présent recueil ; et, bien qu’en I’ait restreint aux
sections coniques seulement, il n'en a été donné aucune selution ; non pour-
tant qu’il soit difficile & mettre en équation ; mais parce qu’il exige des
éliminations extrémement laborieuses. Il serait curieux de voir si le théo-
reme que donne ici M. Magnus ne pourrait pas en faeiliter la solution.

Au surplus FPenveloppe dont il s’agit ayant, en général , comme les caus-
tiques , des points de rebroussement plus ou moins nombreux, peut-étre se
trouverait-on mieux de chercher d’abord I’équation de la trajectoire ortho-

gonale des cordes égales ; I'enveloppe en serait alors la développée.
’ J. D. G.
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ds ds
dw  da s
T —e=U=o,
T
d'ou
)] dzg dzg
au [ dass ( du [ "I"\ da.’ d.z
dat /T ( do de ? &72)_ e ds N\
! do’ * da ) <I+ A2 dw

Or, en désignant par 7 l'angle de la droite P==o0 avec l'axe des

Z, on a en général,
( dU) aer auU \ dg
de J d& ( T} da

Tang. m=—
()

on aura donc, dans le cas présent

7

d/!
s ‘+< du) der

dﬂi’ ( da T dzg 4d# d*ﬁ dzg/ daf
) dorz’ du Lt dw > dac‘. de/ dar dwr
Tang.m= g P¥Y - —
s il L ds N\’ dg’
[I+< de ] dal2 [ +\ de’ >] daz 1+< ;C;) I+< do’ )
-7 d:8 - dzp’
EZ? dw/2

Cela posé, soient P, P’ les points («,p), («/, /) ; soient C, C/
les centres de cot xrhure de ces deux pomts, dont nous supposerons
les coordonndes respectives (¢, ) , (¢, #'); soient enfin Q, G’
les milieux des droites PC’ et P'C ; les coordonnées de ces deux

points seront respectivement
Toms XVI. 12
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FEH) e
L) L (B0

. b4
la droite Q, Q’ fera avec l'axe des x un angle

-

En conséquence ,
n dont la tangente tabulaire sera

(F+n—(o+u) __ (u=8—(u'—8)

Tang.n—= — .
(& 4t)— (24-2') (t=—a)=—(t/=—a/)
Or on a
Ha )dﬁ JHE)
f=o
TeE > P T
dsz da’-
dﬁ/ 2 dB’ 2
I+( d“,> dﬁ’ , , I+<d“/
t =/ — dep/ —d:/ ? u _B + dzﬁ/ 5
da’2 da/z

valeurs qui, substituées dans celle de Tang.» , donnent

de \" a8 \2
‘+<£> I+(:17)
dap -

dag/
de; de/?
Tang.z =
+( dg ‘)’ dﬁ/
I —_—
\dz da 1+( do’ ) dﬁ’
dz=g de | @&
d#* da?

On trouve d’aprés cela

14Tang mTang.n=o0 ;
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d'on il suit que la droite QQ’ est perpendiculaire & la droite V=0
et qu'ainsi on a ce théoréme :

Un angle mobile invariable étant constamment circonscrit & une
courbe plane quelcongue , le point de contact de I'enveloppe de tou—
tes les cordes de contact avec I'ure quelcongue dentre elles s'ob—
ticndra en construisant d'abord sur cette corde , comme diagonale,
un parallélogramme dont deux céiés soient les tangentes & ses
extrémilés ; puis sur cetie méme corde , comme coté, un quadrila-
tére dont les centres de courbure qui répondent & ses deux extrémi-
tés soient deux sommets. Alors , si,par le sommet du parallélo—
gramme opposé au sommet de l'angle circonscrit, on conduit une
perpendiculaire @ la direction de la droite gqui contient les milieux
des deux diagonales du quadrilatére , cetie perpendiculuire coupera
la corde de contact au pornt de contact cherché (*).

Berlin , le 19 mai 1825.

(*) On a_proposé ( tom. VIII, pag. 36 ) de trouver I'équation de I'en~
veloppe de la corde de contact d'un angle mobile et invariable constam-
ment circonscrit 2 une section conique; ce qui a donné 4 M. Poncelet
( méme volume, pag. 201 ) Poccasion de développer sa théorie des polai-
res réciproques.

Dans l’écrit qu'on vient de lire, lauteur a exactement suivi la marche
que nous avons si soigneusement recommandée ailleurs ( tom. VIII, pag.
158 ), et dont nous nous sommes appliqués & donner des exemples en di-
vers endroits de ce recueil ; et c’est sans doute pour cela qu’il a obtenu des
résultats si élégans.

‘ J. D. G.
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Reponse aux remarques de M. ST, publides & la
page 230 du XV volume des Annales ;

Par M. Vixcent , Professeur de mathématiques et de
physique au Collége royal de Reims.

e . e P, S e N e

Au Rédactcur des Annales ;

MONSIEUR,

EN attendant que je livre a l'impression une petite dissertation
ou je crois avoir jeté quelque jour sur les paradoxes que présente
la théorie des logarithmes , je crois ne devoir pas laisser sans ré-
ponse les objections faites par M. Stein aux propositions que j’ai
avancées dans le n.° 14 du mémoire inséré au commencement du

XV.¢ volume des Annales.
mp
M. Stein regarde lexpression &'’
m

n . . . . . .
a : si cette assertion pouvait étre admise, ¢ ne serait plus iden-

comme étant plus générale que

n ) 4

tique avec a " qu'il faut bien distinguer de (@), ". Or, il v’y a
. .

que deux mauitres d’interpréter @ ; ou bien cest la n.™® puis-
sance de la racine »,™% de @; ce qui donne évidemment @, ou
bien c’est la racine n.™¢ de la n.™¢ puissance de «. Dans ce der-
nier cas, il semble que le résultat doive avoir ~ valeurs différen-
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tes; mais, comme on connait la racine qui a formé 4", on don-
nerait au résultat de la deuxieme opération une généralité que réel-
lement il n’a pas, si on lui attribuait toute autre valeur que & (*).

Mais ,- en admettant que cette raison ne soit pas jugée suffisante
en voici une autre qui me parait sans réplique. On a, en repré-

m
n

sentant par A la valeur arithmétique de a

m

n -
a" =41 "=4(Cos.2 = kw4 =:Sin.2 Z kw) .

. m . ., . .

Or , si — est une fraction irréductible, en donnant & % toutes
n

les valeurs entiéres possibles, on obtiendra » valeurs différentes

m

n . . . . . m
de @ , ni plus ni moins, Si, ensuite, on met A la place
np

(=
@
|

, on aura

mp
np mp — mp
a =A(Cos.2 > ke4-y/ —=1Sin.2 ) kos)

or il est facile de voir qu’en donnant & % toutes les valeurs en-
ticres possibles dans cette derniére formule , on n’obtiendra jamais
que les » valeurs différentes déjd déduites de la premiere. Il n’est
donc pas besoin de donner une restriction arbitraire & la défini-
tion des logarithmes , pour réduire l’exposant & ses moindres ter—
mes , puisque la formule 'y réduit nécessairement ; ce serait, au
contraire , tomber dans cet inconvénient que de donner aux ex-
posans des dénominateurs infinis , et d’¢tablir arbitrairement qu’on
ne doit pas les réduire. ) '

Un autre objection , relative aux courbes disconlinues, me pa-

(") Voyez V'.4igébre de M. Lacroix, n.° 172,
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rait encore moins fondée que la précédente. M. Stein dit que, si
Ion faisait d’autres hypothises que les miennes sur la succession
des valeurs de =, on parviendraitd des résultats différens des miens;
que si, par esemple, au licu du dénominatear 4742 on choisis-
sait =7, on trouverait, pour la courbe y=a*, en suivant mot 2
mol mon raisonnement , une branche composée de parties continues
séparées par des points , du cété des y négatives ; et que, si l'on
prenait pour dénominateur 2g--1, on ne trouverait rien du cété
des y négatives.

Avant de répondre a cette objection , je ferai d’abord deux ob-
servations : la premicre , que ni la formule 27 ni la formule 442
n'est propre a représenter tous les nombres entiers. J'ai choisi la
derni¢re uniquement parce qu'elle m’a paru plus propre quaucune
autre & faire ressortir les résultats que je voulais mettre en évi-
dence. La seconde observation est qu'une série de points infiniment
rapprochiés ne suffisent pas plus pour constituer une ligne que les
sommets d'un polygone pour former le polygone. D'un c6té comme
de Tautre, il faut que ces points soient lids entre eux ; car une
ligne se compose d’élémens et non de points; et cela prouve , en
passant , que l'on a tort de définir les lignes, comme on le fait
quelquefois , une série de points infiniment rapprochés (*).

Maintenant, pour répondre a M. Stein, il me suoffira de mettre
en regard son raisonnement et le mien. M. Stein donne & =z des
valeurs qui ont pour dénominateur commun 27; il trouve plu—
sieurs ordonnées successives réelles : et , sans s’inquiéter si, entre
elles , il n'en existe pas d'imaginaires, il conclut qu’il y a continuité ,
ou bien les valeurs qu’il donne & x out pour dénominateur com-

(*) On peut trés-bien définic la ligne une série de points infiniment voi-
sins les uns des. guires, pourvu qu’on ajoute cette condition qu'il se trouve
toujours un de ces points sur toute droile indéfinic menée sur leur plan,de
maniire 4 passer entre le premier et le deraier d’entre eux.

J. D. G.
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mun 2¢-1; il trouve plusieurs ordonnées successives imaginaires ;
et, sans s'inquiéter si entre elles il n’en existe pas de réelles, il
conclut que le lieu géométrique est entiérement imaginaire de ce
cdté. Tel est le raisonnement de M. Stein ; voici le mien : je donne
a z des valeurs qui ont pour dénominateur j7-42; je trouve les
ordonnées successives alternativement réelles et imaginaires , et j'en
conclus quil y a discontinuité. Je laisse au lecteur & décider de
quel coté est la vigueur du raisonnement,

Que lon veuille donc bien remarquer une chose sur laqueile ,
apparemment je n’ai pas assez insisté, C’est en croissant d’'une ma-
niere continue dans la formule

1*=Cos.2kwr4y/ =Sin 2kwa ,

que la variable z fait prendre & la variable y des valeurs discon-
tinues ; et cela ne paraitra pas trés-surprenant, si l'on, omnsidere
que la formule, bien que continue par rapport & x , est, par sa
nature , essentiellement discontinue relativement a % ; cette quan-
tité ne devant recevoir que des valeurs entiéres. C'est cette méme
considération , assez délicate pour échapper au premier apercu,
qui , a ce quil me parait, rend fautif le raisonnement de M.
Stein, au n.° 12 de sa dissertation ( page 105 ); la quantité A
qu’il considére étant astreinte & demeurer entiére, méme a sa li-
mite infinie ; la continuité qu’il suppose ne me parait plus pou-
voir étre admise.

Je pourrais ajouter d’autres raisons encore & l'appui de mon opi-
nion ; mais je veux épargner au lecteur l'ennui d’une discussion
qui , peut-étre , ne serait pas & ses yeux d’une haute importance.
Je crois cependant devoir signaler I'existence de certaines lignes,
composées de points situés d’abord & des distances finies, se rap-
prochant insensiblement et se terminant en lignes pointllées ou
ponctuées ; et a I'dgard desquelles, conséquemment, il n’est plus
possible de nier la discontinuité ; et les lignes discontinues se pré-
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sentent alors tout naturellement comme les limites de séries de
points qui se rapprochent indéfiniment sans jamais s'éteindre. Je
pourrai revenir plus amplement sar ce sujet dans la dissertation
dont je m’occupe actuellement.

11 ne sera pas sans doute hors de propos de répéter ici la dé-
claration que j’ai d¢ji faite dans les Annaies ( tom. XV, pag.'195°)
que le fond de la théorie des courbes discontinues se trouve dans
Euler, 8i je l'eusse su plutét, probablement que je me serais dis-
pensé d’écrire sur ee sujet. Mais, puisqu’il en est antrement, on
trouvera naturel ., je-pense, que je m’appuye de l'autorité d’Euler,
ou plutét que je défende ses principes, auxquels j'ai été conduit
par mes propres recherches.

J“QUESTIONS PROPOSEES.
Théoréme de Geometrie.

DES points, au nombre de m, étant donnnés dans I'espace , et
n étant un nombre entier moindre que m—1 ; on peut détermi-
ner n--1 points tels que, si, d’un point quelconque de I'espace,
on méne des droites & ces m—-n-~1 points, la somme des (27z)™mes
puissances des droites mendes aux m points donnés soit a la somme
des (2n)mes puissances des droites conduites aux n-f~1 points trou-

vés , ccmme 72 est a n-1.

T
Ty
3
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n

ANALISE TRANSCENDANTE.

Meémoire sur les intégrales definies, ot I'on donne
une formule geénerale de laquelle se deduisent les
valeurs de la plupart des intégrales definies deja
connues et celles d'un grand nombre dautres;

Par M. Cavcny , de I'Académie royale des sciences , etc.

[a Ve o Vi e e T 220 % 4

J’AI montré , dans plusieurs mémoires , dont 'un a été présenté
a I'institut le 7" novembre 1814, les avantages que pouvait offrir
la considération des intégrales définies singuliéres, c’est-a~dire,
prises entre des limites infiniment rapprochées de certaines valeurs
attribnées aux variables qu’elles renferment. On peut consulter &
ce sujet l'analise des travaux de D'Institut, pendant I'année 1814,
ot se trouve Lmprimée une partie du rapport de M. Legendre,
sur le mémoire que javais présenté dans la méme année. On pent
également consulter un article inséré dans le Bulletin de la société
philomatique pour 1822, le résumé des lecons que jai données
a I’école polytechnique , le XIX.® Cahier du journal de cette école ,
les notes ajoutédes anu mémoire sur la théorie des ondes , inséré
dans le recueil des piéces couronnées par lInstitut, enfin un nou-
veau mémoire sur les intégrales ddfinies, prises entre des limites
imaginaires , et un extrait de ce mémoire inséré dans le Bulletin
des sciences, d’avril 1825.

Parmi les formules gdnérales que jai données dans ces mémoi-

Tom. X¥V1, n° IV, 1.5 octobre 1825, 13
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res, l'une des plus remarquables est celle qui fournit la valeu

de lintégrale

-+ w0

— flx)dz ,
lorsque la fonction f(x4yy/=i) s’évanouit 1.° pour ="t ,
quel que soit y; =2.° pour y=o , quel que soit x, et que d’ail-

leurs cette fonction conserve une valeur unique et déterminée ,
pour toutes les valeurs de 2 et de y renfermées entre les limites

T=—0 r—-+4»o , y=o , y=% .

Si, aprés avoir cherché les racines réelles ou imaginaires de
I'équation

(1) =3 =0,
on désigne par z,, x,, #; , w.. celles de ces racines dans les-

quelles le coeflicient des /=y est positif, et par f,, f,, f,, .
les valeurs que recoivent les produits

ef(z,+e) ef(r,+<) , (@, 4¢) 5 e
lorsque ¢ se réduit & zéro ; alors en posant
(2) =2w(f,4f,+f,+ . )y =1 *

on trouvera

3) J _‘t: fla)dr=A . (**)

(*) Résumé, pag. 135, formule (13).
(**) Résumé, pag. 136, formule (14).
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C’est ce que I'on démontre sans peine, 3 l'aide de la méthode
que j’ai employée dans la 34.™¢ lecon du calcul infinitésimal,
Si DPéquation (1) avait plusiears racines égales & x, ; en dé-
signant par m le nombre de ces racines, et par ¢ un nombre
infiniment petit, il fandrait supposer , dans la formule (2) non plus

fi=(x,42) »

mais
T dm—1[m f(x, 6)]
f,= s ¢

' 1.2.3. weie (M2—1) :

.

Enfin, si, dans la racine z,, le coefficient de /= se rédui-
sait & la limite des quantités positives dicroissantes, c'est-&-dire,
a zéro, ou, en d’autres termes, si la racine x, devenait réelle , le
terme f, , correspondant & cette racine, devrait étre réduait & moi-
tié, Daus 1n méme hypothése , 1'équation (3) fournirait , non plus

la valeur géudrale de lintégrale

/ Ry,

qui deviendrait indéterminée , mais sa valeur principale , c’est-i~
dire, la limite vers laquelle convergerait la somme

Xo=—e ., | , f +=
f T iayde+ /' = fa)da

tandis que ¢ s’approcherait indéfiniment de zéro. Des remargues
semblables doivent étre faites a I'dgard de toutes les racines de

I'dquation (1),

(*) Mémoire sur les intégrales prises entre des limites imaginaires.
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Ajoutons que , dans le cas ol Iéquation (1) a des racines réel-
les, il est facile de transformer la valeur principale de lintégrale

J 3,

qui compose le premier membre de la formule (3), en une in-
tégrale définie , dans laquelle la fonction sous le signe /" cesse de de-
venir infiniment grande , pour des valeurs réelles de la variable .

Comme la formule (3) fournit les valeurs d’une multitude
d'intégrales définies, il ne sera pas inutile d’en donner une dé-
monstration directe, La démonstration dont il s’agit sera l'objet de
la premiére partie de ce mémoire. Dans la seconde j’indiquerai
les applications ies plus remarquables de cette formule,

Premiére Partie.

La formule (3) se déduit trés-facilement d'un théoréme que
nous allons établir en peu de mots.

THEOREME. Si l'on désigne par f(z) une fonction telle que
Vexpression f(z=yy/—=1) s’évanouisse 1.° pour x=——tew , quel
que soit ¥ ; 2.° pour y=own , quel que soit z, et demeure tou-
jours finie et continue, entre les limites ¥—=—» , x=-» , y=o0 ,
y=ow ; et si, de plus, on nomme F la limite vers laquelle con-
verge le produit 2f(z) , tandis que la valeur numérique de z de-
vient infiniment grande ; on aura

(1) /' T {2 dr=—oF./ =5 .

30

Démonstration. Pour établir ce théoréme, nous chercherons , d’a-
bord la valeur de lintégrale: - -~
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D) J Tt

Or, généralement,

d.f(x4y\—1) — df(xtyV—1)
3 _— NS Y,
« ) dy =V -1 dx

Si P'on intégre les deux membres de D’équation précédente , par

rapport a x et 4 y , entre les limites zr=—X, 2—=4X, y=o,
y=x , on en tirera

f / df(x-i-)’\/ 1) dyde _‘/_-f f df'(x+)’\/"") dady ;

puis, en ayant égard a la condition f(z-4-c ¢/ =1)=0

@ f X Y=y = / [F(X by =)= =Xy y =0)]dy -

Si maintenant on attribue 3 la quantité X une valeur trés-grande,
on aura sensiblement

(X+yy =D XAyy =) =(—X+yy =Df(—X+yv/=)=F ,

et, par suite,

—_ F —_— F
f(Xtyy =)= v’ f(—Xtyy== =

d’ott

+X e . NP
® : _Xf(x’d'x:'—F‘/—’ 02 X+ys/:;+7(—y\/:§ J
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o
2Xdy

Xogys
=]

=—F‘/ -y

Cette dernictre équation deviendra rigoureuse , si l'on pose X==w0 ,
et se rédutra des lors & la formule ().
Observons toutefois que , si Vintégrale définie

©6) / :“: f(x)de

est du nombre de celles dont les valeurs géndrales sont indéter~
mindes , la formule (1) fournira seulement une valeur particnlitre
de lintégrale (6); savoir, ceile qui sert d- limite a I'iniégrale (2)
et que nous avons nommde vileur prizcipale

Corollaire I. Lorsque la quantité disignle par F s'évanonit, l'in-
tégrale (€) nm'admet qu'une scule valcur, qui se réduit & zéro,

en sorte qu’uu a

(7) '/\i-i fa)ydr=o .

Ainsi, par exemple, si I'on prend

sx\J—1 =—a —a

¢ — Cos.arf-\f—i1Sin.cx e

f(z)= = V —_ i
I14-x2 i4-x3 i4-x3
on trouvera
4 — L
Cos.ax-4-y/—1Sin ax —a dx

v dr—c¢ =0 ;

143 » 13

- 0)

et, par suite
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) - 4o
( 8) Cos.a.:: do—c a dx : =ae-a ,
—_— 14-x — I4x
+ Sin.ax
(9) T dr=o0 . *)

Corollaire II. 8i l'on désigne par f(z) et o(x) deux fonctions
qui, considérées isolément , ne vérifient pas les conditions énon-
cées dans le théoréme ; mais dont la différence

f(x)—o(z)
satisfasse aux conditions dent il s’agit ; alors en représentant par
F et i
les limites vers lesquelles convergent les produits
zf(z) et axe(x) ,

tandis que la valeur numérique de la variable x croit de plus em
plus ; on aura évidemment

[ 2t —p@ ety =

et, par suite

(10) /‘j—_: f(x)dx:/i: o(z)dz4=(@—F)y/ =1 .

(*) La formule (8) a été donnée par M. Laplace. La formule (9) est
évidente.
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Les intégrales comprises dans cette derniére formule doivent en-
core étre rédunites & leurs valeurs principales.

Si la quantité ¥ sévanouit, on aura simplement

(11) / i': fa)dr= i: o(z)da4wd.y/ = .

Corollaire III. Supposons que l'expression
fx+yyv/=1)

s'évanouisse 1.° pour x=t+ow , quel que soit y; 2.° pour y=ew® ,
quel que soit x , mais devienue infinie pour un ou plusieurs sys—~
temes de valeurs positives ou négatives de x, et de valeurs nul-
les ou positives de y. Alors, pour déterminer l'intégrale

+» .,
f__go f{z)dx

4 l'aide de la formule (10) ou (11), il suffira de trouver une
fonction ratiounelle de #- telle que la différence -
f(z)—e(x)
remplisse les conditions énoncées dans le théoréme. En cherchant
cette fonction rationnelle , et supposant de plus F—=o, on se trou-
vera conduit 4 la formule (3). C’est ce que l'on reconnait sans
peine, en suivant la méthode que nous allons indiquer.
Considérons d’abord le cas ot l'expression (i1e) devient infinie
pour z=a et y==5, b représentant une quantité positive ou nulle,
Faisons, pour abréger, a44y/ =i=ux,, et désignons par f, la li-
mite vers laquelle converge le produit (z—uz,){(#) , tandis que le
facteur x—x, converge vers zéro la différence

f: . (x=zx, }E(xy==Ff;
X=X - X =Xy

f(z)—
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obtiendra , en général, une valeur finie pour #=ux,; et si , en-
tre les racines de I'équation

f
(12) R;—):o N

la racine z, est la senle dans laquelle le coefficient de /=% soit
positif , cette différence remplira les conditions énoncées dans le
théoréme. On pourra donc prendre

(13) T . —

x—xl x——a-—bv—-x

Cela posé, on trouve 1.°
(14) ¢=f‘ .

2. si b est nul

O+ X ¢ dx X—ana
()= Si fde oo a XN
(xsif b=t ff = =f, Sin. I(X+a>—°’

et, si b est positif

+X fidx ) +<0 —
b\/=—1.d2 —_—
(:6) f _ ?@dx-—s*f w1 =f;/'_@ ey =Y/

Par suite’, I'équation (10) donnera, si & est nul,

(7) /' * fde=ot.y =3
et, si & est positif

(18) - / "‘z (@)dr=awf,.y/ 5
Tom. XV L. 4
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Si & devenait négatif , on devrait prendre ¢(2)==0, et l'on au-

vait , en conséquence ,
o]
f + fex)ydr—o .
—L

Pour établir les formules (17) et (18), nous avons supposé que
le produit ‘

(20) (@—2)i(3)

convergeait vers une limite finie f, , tandis que le facteur r—uz,
s’approchait indéfiniment de zéro. Supposons maintenant que le
produit (20) ait une limite infinie, et que , dans la suite

(r—a (@) » (@) T@) s (F— 2P HE@) ; e (T2 )@
le terme

(21) (x—x,)"f(z)

soit le premier qui ait une limite finie. Alors, si l'on pose

(22) (:r—x,)”’f (2) —“jf (@)

(x x)Mm—

(m=1)

M aga® 21

= @)+ ) A5 S ) (e, )

la fonction {(x) conservera, en -général, une valeur finie pour
x=ux,, et remplira la condition énoncée dans le théoréme. Comme
on aura d’ailleurs

.ﬁ(xx) X J(x1) 1 , f(m—')@'l) 1

) =f(2)—

1 (xe—ax,) 1 1.2 (x=—x,)M-2 1.2 .‘..(m-—l)'x-—xl ’

il est clair qu'on pourra prendre
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;[’(-1‘1)_ o ﬁf(xl)- 1 f('n-l)(xl) 1

¥
1 1 e 1.2 (x—a;)™~2 T e 1.2 0 (==1) =&

[ ]

(23)  ela)=
En adoptant cette valeur de ¢{x), on trouvera

Sm=1x)

et par conséquent l'équation (14) continuera de -subsister, pourva
que l'on suppose

ARICD) . T dm=€ [ (e ) mf( 2]
5/ —_— T
(-*) f;—. 1.2.3 ... (m=1) =Sin. 1.2.3 ... (m=1) - dxm~t

On trouvera encore, dans cette hypothése, 1.° lorsque 4 étant
nul, les expressions

STz, S, [ e

se réduiront toutes a zéro ,

s f i: p(a)da=o ;

2.° lorsque , & étant nul, quelques~unes des mémes expressions
obtiendront des valeurs différentes de zéro

(26) ff: olr)dr="+ ;

3.0 l;)rsque & sera posiuf

[ 12 o=ty
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Par snite, les formules (17) et (18) subsisteront encore, si la
racine de léguation (1z) désignée par zx, est une racine imagi-
naite , dans laquelle le coeflicient de /=7 soit positif , ou une
racine réelle pour laquelle les expressions

f(m_j)(xn) » JSI(x) VAR C P

s’évanouissent.

Si, dans la racine z,, le coefficient de ¢/} était négatif, on
retrouverait la formule (19%. "

Si Péquation (12) admettait plusieurs racines , , 7, , , 5 euee 3
alors , pour obtenir une valeur de ¢{x) propre & remplir les con-
dittons prescrites, il suffirait d’ajouter les valeurs de () fournies
par des équations semblables & la formule (13) ou (23), et cor—
respondant aux diverses racines, En opérant ainsi, on se trouverait
évidemment ramené a la formule (3).

Dans la seconde partie , je développerai les nombreunses' consé-
quences qui peuvent étre déduites de la formule (3). )

N

TRIGONOMETRIE.

Note sur le probléme de la trisection de l'angle ;

Par M, QuerreT , professeur de Mathématiques transcen-
dantes a la faculté des sciences de Montpellier,

- [a 2 T Wi Vi So Via S Y

ON sait qu'en désignant par « un angle quelconque, on a

Sin.3a=3Sin.a—4Sin%x ,

d’ou, en posant, Sin.3a=—m et Sina=xzx
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PP txfsm=o0 ; (1)

On démontre ordinairement que cette équation a ses trois racines
réelles, soit par la considération de la multiplicité des angles aux-
quels répond un méme sinus, soit en faisant voir qu’elle tombe
dans le cas irréductible.

Mais on peut aussi déduire immédiatement cette vérité de la forme
méme de l'dquation qu’il s’agit de résoudre. Et d’abord, comme
elle est d'un degré impair, elle doit avoir au moins une racine
réelle.

En second lieu , parce que 7 est un nombre plus petit que I'u-
nité , on doit avoir

[N

>33 5m

ce qui donne
3 r ] 4
1"'-4-+'3m>0 ) —1 T—Im<0 3

or les premiers membres de ces inégalités ne sont autre chose que
les résultats de la substitution de -1 et —r1 a la place de 7,
dans le premier membre de I’équation (1) ; donc, soit que cette
équation ait trois racines réelles soit qu’elle n’en ait qu’une seule,
elle doit avoir une racine réelle comprise entre 41 et —1.

Or tout nombre abstrait compris entre -1 et —1 peut étre
considéré comme le sinus tabulaire d’'un certain angle , d’ou il suit
que nous pouvons représenter une des racines de I’équation (1) par
Sin. «, ce qui donnera la condition

. 3 .
Sinla—7 Sinia4- zm=o0 . (2)

Or on peut prouver que, l'angle o étant pris de maniére 3 sae
tis7aire & cette condition , Sin.x , Sin.( 7 w~a) et Sin.(%a—[—a) See



23—

—Sin. ( —:— wta)| - 4 Sin.oSin. % wta)|

—Sin.( 3 &) ~+Sin ( 3 w-a)Sin.( 5 =4o)
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ront les trois racines de la proposée , ou , en d’autres termes, que
l(quauou (1) sera identique avec

fz—Sin.a} {r—Sin.( } =+ }H{r—Sin(tota)}=0 . (3)

ou, en multipliant, avee

Sin.a| 2*4= Sin.aSin.’\%m+a) x—Sin.aSin.(§ a4«)Sin.( £ x4a)=0 ,

équation dans laquelle il s’agit présentement d’exécuter les rédue—
T1ons.

Or, en vertu du théoréme Sin.p4Sin.g=2Sin. 3 (p4¢ ,Ces : (p—q)
‘on a d’abord

- Sin( 5 w+x)+Sin.(§ o+ a)=28in.(w+«)Cos. Fo—=—Sin.« ,

au moyen de quoi le coefficient de 2* s’anéamtit. On conelut en-
suite de la

Sin.asm.(;% o+ o)}-Sin.aSin.( § o) =—Sin.’a ;
&un autre coté, parce que Sin.(%mv—}a):—Sin.(%%—-a) N
Sin.(§ w4 Sim.(+ w4o) =—Sin.(§ w4-a)Sin.( 2 w—a) ,.
ou par la formule Sin.(p-¢)Sin.( p—%)_—_—i(Cos.zq—Cos.zp) .

Sin.( 5 w4-)Sin.( ;5 Jeta)=1 (Cos * w—Cos.22)

ou bien
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Sin.(§ =+ 0)Sin(} w40 =—z—] 4 Sina=—1 4 Sinx ;

au moyen de quoi le coefficient de z se réduit a -1

Enfin , d’apres ce dernier résultat
Sin.aSin.( ; =+a)Sin.(§ w4o)=—Sin.a({ —Sin.’a)

ou encore (2)

Sin.aSin.( ;‘ u‘-{-a)Sin.( -:— 'G!'+a) fmaned Sin.’a_ i Sin.a - ._ —:—m .

. » . i1 ’ . , -
de sorte que le dernier terme se réduit & §m. L’équation réduite-
est donc finalement

3 3 r —— e
x ——4x+-4m-__0 >

c’est - 4 - dire cxactement la méme que la proposée qui consé-
quemment doit, comme elle , avoir pour ses trois racines, Sin.a,
. s
Sin.(§ o) et Sin.(tw+a).
Si T'on avait m=--1 ou m=~—1; ce qui pourrait étre , l'équa«
tion deviendrait

3__3 r __ 33 B
T—a 4= ou &’— xr—73 =0 ;
elle serait satisfaite par x==--1 ou x=-—1; on aurait donc
a= 4@ ou a= . ; les trois racines seraient donc ‘
4 . . . - o . . ot LR S
Sin. @, Sin.¥w, Sin.3w ou Sinlw, Sinjo, SinF o
ou bien encore

+3, 43, —1 on Fr, —5, —3

c’est-d-dire que , dans l'un et dans l'autre cas, elle aurait deux
racines égales. On parviendrait 3 la méme conclusion en divisant

I'équation par x—1 ou par z+1; le quotient serait
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(z—3)*=o ou (:z'+i2 Y=o

On pourrait employer le méme procédé pour demontrer la réa-
lité de toutes les racines de l'équation

S p3.g 5 L I
2¥— L2+ g =g m=0 ,
a laquelle condunit le probléme de la quintisection de l'angle ;
mais , comme le calcul est un peu long , nous ne nous y arréte-
rons pas.

—

QUESTIONS RESOLUES.

Solution de deux des quatre problémes de géomelrie
proposés a la page 68 du Xl volume des Annales ,
-et de deux autres problémes analogues ;

Par feu J. B. DU#RANDE.__

T e s W

LEMME L. Si deux cercles se coupent orthogonalement , c'est-
&-dire , de maniére que les droites menées du centre de chacun &
ses points d’intersection "avec: l'autre soient tangentes 4 ce dernier ;
la polaire d’'un point quelconque de la circonférence de l'un d’eux ,
prise par tapport & Lauire, passera par lextrémité du diamé-
fre menée par ce point. i

Démonstration. Désignons par C et O tant les centres des deux
cercles que ces cercles eux-mémes , et soit I Fune de leurs inter-
sections; de telle sorte que CI soit une tangente au cercle O, Par
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un quelconque P des points de la circouférence de ce dernier cer—
cle, soient mienés le diameétre PK et la droite FC, coupant de
nouveau ceite circonférence en Q. Par la prepriété de la tangente
et de la sécante issues d’'un méme point, on aura

CPx<CQ=CI ,

de sorte que P et Q sont deux points conjugués , par rapport an
cercle C. Or, si 'on méne QK , I'angle PQK, inscrit au demi-
cercle, sera droit; QK est donc une perpendiculaire par Q & CP;
c’est donc la polaire du point P.

LEMME II. S8t deux sphéres se coupent orthogonalement, c’est-
a-dire , de maniére que la surface conique qui, ayant le centre
de l'une quelconque pour sommet , passera par son intersection arec
lautre , soit circonscrite & cetle derniére ; le plan polaire d'un
point quelcongue de la surface de lune d'elles, pris par rappory
& lautre , passera par lexirémité du diaméire mené par ce point,

Démonstration. Ddésignons par C et O tant les centres des deux
spheres qne ces spheres elles-mémes. Par un point quelcongue O
de la surface de la derniére soient menés un diamétre PK et la
droite PC, percant de nouvean cette sphére en Q. Si, par ces
deux droites on conduit un plan, ses iutersections avec les deux
sphéres seront deux cercles se coupant orthogonalement , et on prou-
vera, comme ci-dessus, que QK est la polaire de P, par rapport
au cercle C; mais les points P et. Q conjugués I'un & lautre par
rapport au cercle G, le sont aussi, par rappert & la sphére cor—
respondante ; donc le plan polaire de P, par rapportd cette sphére
est un plan econduit par Q, perpendiculairement & CP ; ce plan
contiendra donc QK perpendiculaire 4 cette droite , et conséquem-—

ment il passera par le point K.

THEOREME 1. La circonférence du cercle décrit du centre
radical de trois cercles comme centre , et avec un rayon égul &

Tom, XF1. 15
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la iangente menée de ce centre a I'un deux , est a la fois le liew
glomdirigue des points du plan des trois, cercles dont les polaires
reiutives @ ces irois cercles concourent en un méme point , et le

Iicz ge'cmfftrz'giue du point de concours des trois polaires ; et ces
deuw points sont constamment aux extrémiles dun méme diamétre
de ce cercle.

Démonsiration. Désignons par C, C/, C” tant les centres des
trois cercles dont il s’agit que ces cercles eux-mémes. Soient pareil-
lement désignés par O tant leur centre radical que le cercle dé-
crit de ce centre avec un rayon ¢égal” a la tangente menée du méme
point & 'un quelconque des trois cercles. Par un quelconque P
des points de la circonférence du cercle O, soient menées le dia-
métre PK et les droites PC, PC/, PC”, coupant de nouveau la
circonférence O en Q, Q/, Q/; comme , par construction, cette
circonférence coupe les trois autres orthogonalement, il s’ensuit
( Lemme 1) que, si P'on mene les droites QK , Q’K, Q'K ces
droites seront les polaires respectives du point P, par rapport aux
cercles C, C/, €/ ; ces polaires concourront donc, en eflet, en
un méme point K, extrémité da diamétre conduit par P.

Il est aisé de se convaincre que les points de la circonférence
O sont les seuls dn plan\des trois cercles qui jouissent de la pro-
priété que Pon vient de démontrer lear appartenir. Considérons en
effet un point p , autre que ceux de cette circonférence, par lequel
soit fait passer une autre circonférence o coupant orthogonalement
les deux cercles C/ et C”; si 'on méne le diamétre pk, on dé-
montrera,, comme ci-dessus , que les polaires de p relatives & C/
et C” concourent en /% ; mais si, au lien d’employer, dans cette
construction , les deux cercles C/ et G, on emploie tour-a-tour
les cercles C” ét C, C et C/, on trouvera deux autres points £’
et £ de concours de polaires , sur des circonférences ¢ et ¢/ diffé-
rentes de ¢ ; de sorte qu’alors les trois polaires ne concourront plus
au méme point.

Lorsque les trois cercles se coupent de mani¢re & avoir une par-
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tie commune , leur cenire radical, situé alors dans cette partie com-
mune, lear étant ainsi intérieur & tous trois, il n'est plus possi-
ble de leur meuner des tangentes de ce centre ; aucun cercle ne
peut donc les couper tous trois orthogonalement, et par suite
il n’est aucun point de leur plan dont les trois polaires conceu—
rent en un méme point.

Ce qui précéde résout complétement le probléme Il de la page
68 du XL°® volume des Annales , et prouve en outre que le pre-
mier des quatre problémes proposés en cet endroit est impossible
ou indéterminé. On demande en effet, dans I'énoncé de ce pro-
bleme , de trouver le point du plan de quatre cercles dont les po-
laires , relatives & ces quatre cercles , concourent en un méme
point. Or, s’il existe un tel point , en le joignant au point de
concours des quatre polaires par une droite, le milien de cetie
droite devra, par ce qui précéde, étre le centre radical de' cha-
cun des quatre systémes de trois cercles que l'on peut former avec
les quatre cercles donnés. Le probléme ne sera donc possible qu’an-
tant que ces quatre cercles seront tels que , pris trois a irois comme
on le voudra, ils auront un seul et méwme centre radical ; c’est a-
dire, quautant qu’ils pourront étre coupés orthogonalement par
un cinqui¢me cercle, dont alors tous les points résoudront le pro-
bléme.

THEOREME II. La surface de la sphére dont le centre est
le centre radical de quatre s;;lzéres données et qui a pour raycn
le tangente menée de ce point & l'une quelconque de ces quaire
sphéres , est & la fois le liew géométrique des points de lespace
dont les plans polaires , relatifs & ces quatre splhéres concourent
en un méme point, ct le liew géométrigue du point de concours
des quatre plans polaires ; et ces deux points sont constamment aux
extrémités dun méme diamétre de ceite sphére.

Démonstration. Désignons par C, C/, C/ , C/ tant les centres
_des quatre sphéres dont il s’agit que ces spheres elles-mémes. Soient
pareillement désignés par O tant leur centre radical que la sphére
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décrite de ce centre et d'un rayon égal & la tangente menée du
méme point & Uune quclconque des quatre sphéres données. Par
I'un quelconque P des puints de la surface de la sphére O, soient:
mends le diamcétre PK et les droites PC, PC/, PC”, PC/, per-
cant de nouvean la sphére O en Q, Q/, Q/, Q//; comme, par
construction, cette sphére cuupe les quatre autres orthogonalewment,
il s‘ensuit ( Lemme II ) que, si l'on conduit, par les droites QK
Q'K,C'K, Q7K, des plans respectivement perpendiculaires a PC,
rc’, PC7, PC/, ces plans seront les plans polaires respectifs du
poiut P, par rapport aux sphéres G, C/, C”, C ; ces plans con—
courent donc, en effet, en un méme point K, extrémité du dia-
metre conduit par P. -

Ici encore on démontrera que les propriétés que nous venons
de reconnaitre appartenir aux points de la surface de la sphere
O leur appartient exclusivemeat. Si, en effet, un point p de P'es-
pace n'est pas sur cette surface , on pourra toujours par ce point
faire passer quatre sphéres o, o/, 0, o/ qui coupent orthogona.
lement trois des sphéres donndes. Menant alors dans ces spheres
les diamctres pk, pk’, pk”, pl//’, on prouvera, en raisonnant
comue ci-dessus , que les quatre plans polaires de p, par rapport
a C, C, C7, C, concourent trois & trois aux poims %, A/,
k7, k' et, que conséquemment ils ne concourent pas tous quatre
en un méme point.

81 les quatre sphéres se coupent de maunidre & avoir unc partie
gni leur soit commune & toutes, leur centre radical , situé alors
dans cette partie commune , leur étant ainsi intérieur & toutes qua-
tre, il ne sera plus possible de lear mener des tangentes de ce
centre ; aucune sphére ne pourra donc les couper toutes quatre
orthogonalement, et par suite, il n’y aura aucun point de l'es—
pace dont les guatre plans polaires concourent en un méme point,

Ce qui précéde résout complétement le probléme oi lon pro-
poserait de déterminer le liew géométrique des points de lespace
dont les plans polaires , relatifs a qualre spheres données , concou-
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yent en un méme point, et prouve en outre que le probléme out
Yon proposerait de déterminer le point de I'espace dont les plans
polaires relatifs & cing sphéres données concourent en un méme
point , est toujours impossible ou indéterminé, Si en effet ces cing
sphéres peuvent étre toutes coupdes orthogonalement par une sixiéme
sphére, tous les points de cette derniére résoudront le probléme,.
«t, dans le cas contraire, ce probléme, sera impossible (*),

Solution du probléme de géométrie énoncé & la page

368 du XV. ¢olume du present recueil ;

Par un ABONNE.

-~ A s e T

PROBLEME. On donne Tunc des faces latérales d'un tronc
de prisme triangulaire , la longueur de laréte latérale opposée ,
la section du tronc par un plan perpendiculaire & ses arétes la—
térales , et par suite le volume du tronc ; et l'on demande quel/g
doit étre la situation de larétc latérale donnée de longueur , par
rapport @ la jface latérale opposée , pour que la somme des aires
des deux bases du tronc soit un minimum ?

Solution. Soient ABB’A’/ la face latérale donnée et CC’ la pro-
jection orthogonale, sur le plan de cette face , de l'aréte latérale
opposée, dans la situation qui convient au minimum de la somme

(") M. Durrande, déja trés-gravement malade lorsqu’il nous adressa ce
qu’on vieut de lire, nous avait annoncé la solution de deusx autres pro-
blémes de lendroit cité. Il a terminé sans carriére sans l'avoir pu mettre
par &crit,
) J. D. G.
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des aires des deux bases; en menant CA, CB, C/A/, C/B/, les
deux triangles ACB, A’C/B/ seront les projections des bases sur le
méme plan. Soient D, D/ les points ot la direction CC’ rencon-
tre les cotés AB, A’B/
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de ces bases; puisqu’on connait la section perpendiculaire aux aré-
5 puisq

tes latérales dn tronc , il s’ensuit que, bien que les points C
2 > >

C’ solent inconnus , on connait néanmoins la droite DD/ ainsi que

sa distance & l'aréte latérale dont elle est la projection ; et, comme

les longueurs €C/ et DD’ sont conuues, il s’ensuit qu’on connait

ausst la somme CD-+C/D/=DD/—CC/.

Prolongeons les c6tés non paralicles AB, A/B/, jusqu’a ce quiils
se rencontrent en E. De ce point E, abaissons une- perpendiculaire
EG sur DD/; divisons en outre I'angle DED/ en deux parties éga—
les, par.une droite qui renconire DD’ en F ; imaginons enfin des
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pointsinconnus C, C/ des perpendiculaires CH , C/H’ sur AB, A/B’.
Cela posé, il a déja été démontré ( Annales , tom. XIII, pag.
137 ) que, pour que la somme des aires des bases du tronc fiit
un minimum , il fallait que l'aréte dont la projection est CC’ fit
tellement située, que les plans de ces bases fussent également incli-
nés sur le plan de la face latérale opposée ABB‘A’; ce qui se ré-
duit évidemment & faire en sorte que les perpendiculaires CH ,
C/il/ soient de méme longueur. I1 s’agit donc de savoir de quelle
manicre il faudra placer les points G, C' ou seulement I'un d’eux
sur DD/, pour que cette condition soit reimplie.
Les triangles rectangles semblables DGE, DHC , d’une part,
et les triangles rectangles semblables D/GE , D/H’C/, d’'une autre,

donnent

'CDXEG

DE:CD::EG:CH= DE

CD/XEG

/ . 1Y « - . V—
DE:CD/:: EG: CH= —— ;

puis donc qu’on doit avoir CH=C/H’, on aura, en supprimant le
facteur commun EG,

CDh . C’'Df
DET DE °
c'est-d-dire ,
CD:C'D/:: DE: DE ;
Mais , parce que la droite EF divise I'angle DED’ en deux parties
égales, on a
DE:D'E:: DF : DF ;

donc, & cause du rapport commun,
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DF:D/F::CD: C/D/

d’ott

DF+-D/F: CD4-C/'D/:: DF: CD ;

c’est-a-dire ,
DD :DD/—CE/::DF : CD

ee qui fournit Ia construction suivante :

Soient portés DD’ sur DE, de D en K, et CC/ sur KD de K
en L ; soit menée KF, et, par le point L, soit mende une paralléle
A cette droite ; cette paraliéle rencontrera DD/ au po.t incomnu C
de sorte qu'on aura alors tout ce qui est nécessaire pour construire
le tronc de prisme.

Démonsiration des deux théorémes d'analise et de
gcomelrie €nonces a la page 64 du present volume ,
et du théoréme de géomélrie eénonce a la page 344

du volume précedent ;

Par M. Lextugric, dectcur és. sciences , professeur de
mathématiques et de physique au collége royal dg
Montpellier.

R e e e s e . " - I

A lIa page 373 du précédent volume, il a été démontré qu’en
adoptant les notations abrégées

[z]=2(z4p)c+2p) v (zHn=1p) 5
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t
2!=1.2.3.4.0,n ,

on avait

] [= 1 LE 1, 1 )
edo] 2], [y] [ = 71 M2y o
3] Ly, 4 b = ’+...

m! T m! 1 (m—-x)‘ - 2! (m-—ﬂ)' 3 (m—.j'
Si, dans cette formule, on pose m=uz, p===—1, et qu'on remette
en place des divers symboles les diévcloppemens quiils représen—
tent, en sapprimant les facteurs communs aux deux termes des
diverses fractions résaltantcs, il viendra
24y xty—1 xty—2 y4+1 aty xdr=—1 atye—2z x4t

1 a 3 "te T 2 3 . ¥
- x J’ -1 ?"‘-‘I x Xx=—1 xr—2 ] Z . yY—1I . y—-z
1+ + it + T 3 4+

qui est, aux notations prés, le théoréme d’analise éncncé & la page

64 du présent volume.

Avant de -passer 4la démonstration du théoréme de géométrie
il nous faut d'abord construire quelques formules propres a nous
¢onduire 4 notre but.

Soit z l’angle aun centre d’un polygone régulier de n cétés, de
telle sorte qu’on ait nzx=2w; en désignant par 7 un nombre en-
tier pomtxf plus petit que 7~ , on aura, comme nous l'avons dé-

montré ( pag. 41 ).

Cos.max—~4-Cos.2ma—+4-Cos.3mx—~ wee. FCos.nmz=0 ,

Sinnx +Sin2ma~+Sin.3ma—4- ..... +-Sin.zmr=o0 ;

ou , parce que Cos.nmx=Cos.2mw=1 et Sinnmz=Sin.2mw=o0,
Tomn. XV1. 16
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14-Cosnz~+-Cosioma 4 Cos.3ma4- ... +Cos.(n—1)mz==0 , (A)
Sin.ma4-Sin 2mx +Sin,3ma—+4 e Sin(n—1)mar=o, (B)

Ces équations ont lieu également lorsque m est plus grand
que 2, pourvu qu’il n’en soit pas multiple. Si, en eflet, on pose
m==gn-}m’, ot on ait m’/<m ; en substituant dans les premiers
membres des équations (A) et (B), et observant que généralement

Cos(gnm")x=Cos.{2)gw+Im'z) = Cos.sm’z ,
Sin.s {qil-{—m’)x = Sin.(z).ym'—l—)m x)=SmJm'x ;
ces premiers membres devieudront
1+Cosm’z-4-Cos.2m'x4Co08.3m'z 4 «oree +Cos.(n—1)m’z
Sinn/x4Sin2m/z—4-Sin3m/z4 v 4-Sin.(n—1)m'z ;

et seront nuls, par ce qui précéde.

En désignant toujours par x l'angle au centre d’un polygone
régulier de » cités et par & un angle quelconque; 7 étant un
nombre entier positif, non multiple de », on trouvera en déve-
loppant

Cos.ma+Cos m(a~+z)4-Cos.m{a~-22) 4~ ... +Cos.m(a+n—;.x)
={1-4}-Cos.ma=4-Cos.2max-4-Cos.3mz4.... +Cos.(rz—1)mx/}Cos ma
—{Sinmxr4Sin.2mr4-Sin.3mzr+- ... +-Sin.(n—1)mz}Sinma ;

c'est-d-dire en vertu des formules (A), (B)

Cos.matCos.m{a+x)4Cos.m(ataz)+... +Cosm(a+7=i.x)=0 . (C)



RESOLUES. 123

Cela posé, on sait, comme nous 'avons déja observé ( pag. 41 ),

que z éiant un angle quelconque et » un nombre entier positif
quelconque , on a

CosPz= ;-[;f—‘— {Cos.pz4- f—:—Cos.(p——z)z-}- _PI_E_TZL Cos p—3)ztwnns }

pourvn qu'on arréte le développement dés qu’on ne rencontrera
plus d’arcs positifs , et que, lorsque p sera pair, on ne prenne
que la moitié du terme qui contiendra l'arc nul.

Mettant successivement pour z, dans cette formule, les termes

de la progression, a, a4z, a422, @-}-n—1.x , on aura
—1
Cos’a= 7‘—3 Cospat T Cos.(p=2)a+ L .22 Cos.(p—4)a+ wween. g ,
207 . -t 1 1 2

Cosfax)= L Cosp(a+x)+%Cos.(p—:z)(a-}—x)-}—................,...} ,

2P—1{

Cos (atimna)= s | Cosplatimi )+ L Cosl p—s)atiTin) o

ce qui dounera, en ajoutant,

CosPa+ CosFCos.(a+x)+CosF(a+22)4 ... +CosF(a+4n=1 2)
Cos,pa+-Cospla+x)4-Cos.pla+-22)4 cn. Cosp(z+tn—1.27)
+ 2§ Cos.( p=)a-+ Co5.( p—2) (aF2)h o Cos.(p—2)atimroe)) L

4 +-’:' . ?g Cos ( p—4)a$Cos.(p—4) ad-2)+ .. +Cos.(p — 4, (a+n—1.7) g
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Si p est un nombre impair, non multiple de », toutes les
lignes du second membre de cette équation seront nulles , en vertu

de la formule (C); de sorte qu’en remplacant p par 2441 ,0n a

[Cos.a ™ T 1 Cos.(at-2)]" V' [Cos(a422)] T v [Cosatrmra) ] =0 , (D)

Si, au contraire , p est un nombre pair, les cosinus de la der-
niére ligne seront tous égaux a l'unité, et au ncinbre de 2, et
leur coeflicient commun sera

?

ou, en changant p en 2}

2N 2Am=p  2h=—2 A1

— N

1 2 3 A

1] faudra donc prendre » fois la moitié de ce coeflicient, et mul-

Sy , 1 . . s
tiplier le résultat par =3 0w par —o— ; ce qui revient i mul-

. . . . . n
tiplier de suite ce coefficient , tout entier par = On a donc
2

[Cos.a]2A+[Cos(a+x)]2A+[Cos.(a+zx)] 27‘—}— P -}—[Cos.(a-]—-rT——f.x)]zA

n 2A  2A==I 2A==2 Ad-1

2 T ®

22 1 2

En conséquence , si Von fait successivement X égal & o, 1,
2, 3,, e, on tirera des formules (D) et (E)
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Cos.z +Cos.(a-45)+Cos. (a422)+ oo +Cos.(adrn=t1.2)=0 , }
Cos.’a + Cos’(a+1)+Cos.’(a422) 4 v.. +Cos *(a+nmr.2)= > nx R

L 2
- Cos ’a+4-Cos.¥a+2)+Cos.} (@422 )4 e 4-Cos.} (¢+n—1.7) =0 ,

3 a

Cosa-Cos.4(a-2)-4-Cos(a-22) v - Cosatimray= 4. 2.2 |
Cos.*a+Cos.5(a42)+ Cos5{a4-22) 4 wu. +Cos.5(@+nm1.2)=0 ,

6 5 4 =n
Cos.ba+Cos.8a42)4Cos.5a422) 4 ... 4-Co08.5 (¢ 4n—1.2)= s ,e

Soit présentement une circonférence , dont C soit le centre et r
le rayon, divisée en » parties égales aux points P, , P_,P,, ...
P,; et soit O un point du plan de cette circouférence distant de
son centre de la quantité %. Soient mendes lés droites OP,, GP, ,
OP,,..... OP,, et les rayons CP,, CP,, CP,, .....CP,; soit =
Pangle de deux rayons consécutifs , et soit ¢ I'angle que fait le
premier CP, avecla droite CO. Les triangles GCP,, OCP , OCP;, ...
OCP, , qui ont tous le c6té commun CO , donneront

OP, =#tr*—2krCos.a
—O_P:z =k ~4-r*—2krCos.(atx) ,

(0)% ,2 =k"Ar’—2krCos.(a+422) ,

@ o o o @ 8 5 o ® o 3 & s o o 9 0 s

OP, =k 4r’—2krCos (¢+n—1.7) .
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En désignant par 2 un nombre entier positif, plus petit que »,
-on conclura de la

OP," 40P, 0P, "4 4-OP,

[(#*4-r*)—2/krCos.a]™ \
~+[ I 4r*)—2krCos.(a42)]"
+[(F+r*)—2krCos.(a+22,]™

Il

+ e o o ® 8 o 5 ¢ o & o & o o o o .
- [(k*~4r*)—2krCos.(a+n—1.2)]™

{ m e

3 2 m 2 2\m—1
(k*4-r*)m—a - kr(k*~rym=*Cos.a 44— - krri (kP 4r)m=2Ceos.’a -+ .
11[2 Mmoo _.m_. 2 s\m—1 m m—t,, 2 A
+-(k*-r*)m—-2 - kr(k*—=r*)™=* Cos.(a—4-=z) -+4 T kr2(k*4-r*)m=2Cos.*(a+x) .

m m

{ m
) Nm_ o 2 2\ m— 1 -1 2,72 2
s T () Cosladaa) TR fep g Cosadar) A

n

e« 8 & o

@ o 6 @ s 8 8 © 4 0 & O o s o o 8 * 8 s e o @ ® o & o v 4 4 s @

+ ¢ + o s 0 s 0 0 0 s . o
. o

+ (ko rym—y 2_g 2\ _— m m—t . .
\ (Fgrtyr—s . lr(K+r°) Cos.(a+4n—1.2) 44 T2 kr \/’f’—f-r')""=Cos.’(a+7z:1‘x)+.,.}
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(k)" 1
m
—2— kr(k*—4-r")m=*[Cos.a+Cos.(a~x) +Cos./a+-22) - ..o +Cos.(2nm1.7)]
e = Fra(lereym=2[ Cos.'a 4Cos.* (-} +Cos (a2 v vuns +CosX(@+7=17)
—-—8’—"--"2""2&33/1 "'"’C 314G 3 3 —_— A
T r}(k*4r)m™=3[Cos. 4Cos.} (a+x)+Cos.} (a4 22)+ ... 4-Cos } (e} n—1.7) |
+on.o--n.- ----- ¢ o ® 8 0 6 % 6 4 5 8 & o 2 @ S 8 4 % i 6 s s s 0 s . « o o st ®
j"_z'"lt"‘/'”[Cos.’"u+Cos.’"(a+x)+Cos.”‘(a+2x)+ v +C0s."(a4n—1.7)] .« J

\

En vertu des formules (), cette équation devient

am 2m 2m 2 m
OP, +0P, +4OP;, -4 ... 40P,
=n(k*+r*)"

b 2L T (e

22

4 3 =n . m m=—1 [m—2 m— /‘
—rm e — 0% . . fr‘k m—4

+ 1 2 24 1 2 3 ( +r)
6 5 4 n m m—I m—2 m-—3 m—-4 m— 5/{5/‘5/l£ a4 )m-.a

------ -——.‘6.-—.
+13326° 1 2 3 4 5

ou bien, en réduisant
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T e——

m '\*.3»71 m
CP, 4GP, +OF, + .. 4CP;

3 —1 m—2 m=3
4 3 m m—t m—2 m Bisongrym—ef .,

2 m M- a3 -1 oom i
/rr(]:-{-r) + o7 3 i

En dcve]oppant les diverses puissances de A’+4-r*, dans le second
membre , et réunissant les termes affcctés des mémes puissances
de % et de r dans le développement, le terme géudral de ce dé-

af 2m=~2¢
veloppement , c’est-a-dire, le terme aflecté de 4 - sera
{ m m=—1 me—2 m=—f4-t ‘
T 2 3. t
4 2 m m=—t m—2 m=3 m-4 m—t
-z— I 2 b ¢ 2 3 L=
4 3 m m—1 m—2 m—3 = me=j} m—5 m—6 me—f—p
n — o b w— - - - oW o — — 2
- I 2 1 2 3 4 1 2 3 t—z f/f
+ 6 5 4 m me=r1 m—2 m—3 m—i m=5 m—6 m—7 m-——8 e T J—y
1 2 3 1 2 3 4 5 6 1 2 3 t=—3
+ - L J '] . > @ L] e ® » ; . [ ] . . ; [ 4 * o . > & 0 o o L] e LI 3 LI ] . L 2 . . > o 0 * e
On peut, en préparant convenablement les termes du coefficient ,
faire en sorte que le facteur
m me—{ me—s Me——fed
1 2 3 t

leur devienne commun , et alors , en mettant ce facteur en é&vi-

dence , le terme général devient

m—t Memfommy { f[a=y
s+

m m=—I m—t+ m~—t ¢
g

. — - -
1 2 2 I
Mme=af Memmfeam] Meafe—2 § (=] fems + fipame ot
* » et o ! -2

I 2 3 1 2 ) ; T
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Mais si , dans la formule d’analise que nous avons démontrée au
commencement de cet article, savoir ;

17. Z X ==y ’; y—.] T Xwm) Xe=d y y__.x y—z x+j’ x+)"—l .’l’+1
1+1.1+T‘ P : 37T 2 T3 = C—— e ——
1 2 Y

on fait z==m—z et y—¢, elle deviendra

me=t ¢t M=t Meefom=] L te=l m me—=I me2 m—it--1
1+ — - . e— t o= — . ,
1 b¢ I 2 I 2 1 2 3 t

au moyen de quoi notre terme général se réduit A

— So— — 2
” m m—1 m—2 = m t41 Jtymet
1 2 ;

de sorte qu'on a finalement

op,” +0P. 40P, 4...-OP, "
( ) +( Tarmt T (B e Y (T T R Y]

M PNy 4 4 \ ’ oA / 4 r—
qui est précisément le théoréme énoncé A la page 344 du précé
dent volume, que nous nous étions proposés de démontrer.

En faisant m=1, on trouve

-al;: "l-('-)P_—-;2 ;i):z+........+0P.’=n(r’+/f’) R

ce qui donne une expression bien simple de la somme des quar-

rés des droites mendes aux sommets d’un polygone régulier dun

point quelconque de son plan, et montre que cette somme est la

méme pour tous les points également distants du centre du po-
Tom. XV1. 17
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lygone , comme M. Sturm l'avait déja remarqué ( tom. XV, pag.
256 ). '

€i le peint O coincide avec l'un des sommcis du polygone ,
dcux des droitess GP, , OP_, OP,., ... GP, en sont des cGtés
et les autres sont des diagonales; mais alors A=r; en ddsignant
donc par ¢ lun des cbtés du pclygone et par &, , d,,d,, ...
&, ; les diagonales mences d'un sommet & tous les autres , vn aura

diddy - d e v F 2 =2nr

dpd d i 4 =2 0" —C)

Si, par exemple , il s'agit de I'hexagone régulier, ou n»=0 et

€¢=r, on aura

a’,2+a’zz+a733=10r" 5
mais ici l'on a d:=2r et d,=4, ; donc
2d *4-4r=10r* ,

ou > =3r et d,=ry3,

comme on doit l'avoir en eflet.

THEOREME. Un polygone quelconque étant circonscrit & um

cercle, et un autre cercle étant concentriqgue & celui-16 ;5 la somme
des produils des cbtés du polygone par les quarrés des distances
d'un point quelconque de la circonférence du second cercle auz points
de contact de ces cotés avec le premier, est une quantité constante.

Démonstration. Soit O le centre commun des deux cercles; soit
7 le rayon de celui anquel le polygone est circonscrit, et soit A
le rayon de I'autre. Représentons par @, 4, ¢, ... les cotés con—
sécutifs du polygome; et désignons leurs points de contact par A,
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B, C, ... Soit enfin P un point pris arbitrairement sur la cir—
conférence dont le rayon est /2 ; et représentons respectivesient par
@, B, 7, a les angles POA, POB, POC, .... parce guae les
angles qui ont les c6tés perpendiculaires chacun a chacun sont égaux,
les angles a, B, v, ... seront aussi ceux que feraient les cot’s a,
b, c, ... du polygone avec une perpendiculaire indéfinie mende &
OP, par le point O, de sorte qu’on aura, par un théoréme connu (*).

&Cos.a4-2Cos 3+ cCos y=4- ve =0 (1)

Cela posé, les wriangles POA , POB, POC, ... donnent
azf_—ﬁ’—i-rz-—erCos.a 5

-P_i—}z —=R*+r*—2rRCos 5 ,

2
PC =R+4+r’—2;7Cosy ,

e s % ¢ o o ® & o s &8 s s s g

Prenant la somme des produits respectifs de ces équations par «,
b, ¢, w.. et ayant égard a la relation (1), il viendra

PA a-PB S4PC o e = (B b ) (et bdcde o) 5 (2)

équation dont le second membre est indépendant du point P, sur
la circonférence dont le rayon est £, comme Vannonce le théoréme

qui se trouve ainsi démontré,
: r . z . ’ .
Si le polygone était régulter , en représentant par ».le nombre

de ses cotés , I'équation (2) deviendrait

(® Voyez, entre autres, la pag. 310 du XV.€ volume du présent recueil.
J. D. G.



132 QUESTIONS PROPOSEES,

PA “-PB"PC A s =n(B4-r%)

Si le point P était pris sur la circonférence méme du cercle ins~
crit , on aurait R=r, et conséquemment

PA’ .a—{——PT32 .b—{-.i)?]z € tn=2r’(etd-b4-ct-..00)
et si, en outre le polygone était régulier, on aurait

I:KZ+I_’EZ+I)E:+. W =2nr* ,

QUESTIONS PROPOSEES.

Theoréme de trigonomeéirie.

SOIT un ‘triangle sphérique quelconque ABC , et soit P un point
de la sphére disposé d’'une maniére quelconque par rapport & ce
triangle. Soient en outre A’, B/, C/ respectivement, les points olt
- les cotés BC , CA, AB, sont coupés par les arcs de grands cercles
AP, BP, CP. On propose de démontrer que -

Sin.PAr \? Sm PR’ Sin.PC/
L ( Sin.AA/ Sm B  Sin.CC CosBC \
Sin. PB/ 2 Sin.PC’ Sin.PA/
( - )2 L : Cos.CA =1,
Sin.BB Sin.CC/  Sim.AAY
/ Sin PCr \? Sin.PA’ Sin.PB/ Cos.AB
T Ssimco )  SimaAs Simpr 0T )
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ANALISE TRANSCENDANTE.

Exposition des principes du calcul des variations (*) ;

Par M. Awmpire , de I'Académie royale des sciences de
Paris , de celles d’Edimbourg, de Cambridge , de Ge-
néve , etc., professeur au Collége de France et & I'Ecole

polytechnique.

e e - - T T

§ 1. Notions Générales.

L. DANS le calcul différentiel proprement dit, on ne fait varier,
dans les fonctions qu’on y considére, que les seules variables z,
y 5 z ; cest-d—dire , les coordonnées de certaines courbes ou sur—
faces déterminées, ce qui répond & des points déterminés de ces
mémes surfaces , pour lesquels on enseigne ce que signifient les
différentielles de ces coordonnées ; et on y enseigne également a
déterminer les diflérentielles de toutes sortes de fonctions.
Mais , dans une fonction telle , par exemple, que

y=f(x,a, b,c,y ),

(*) Cette exposition a été rédigée par l'auteur , pour son cours d’analise
a I'Ecole polytechnique. On peut aussi consulter, sur le méme sujet, un

méwmoire inséré au commencement du XIIL¢ volume du présent recueil.
J. D. G.

Tom., XV1, n° ¥V, 1.°° novembre 1825, 18
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rien n’empéche de faire varier les paramétres ¢, &, ¢, .. ; et
dés lors on sort de la courbe ol l'on était d’abord, pour passer
a4 ume autre courbe voisine de celle-ld, On peut obtenir ainsi une
infinité de nouvclles courbes, suivant les valeurs diverses qu’on
attribvera 4 ¢, 4, ¢, ... On rencontre déja des exemples de
pareils changemens dans la recherche des solutions particulieres des
équations différentielles , cu l'on différentie les équations des cour-
bes par rapport a leurs parametres, afin que les nouveaux coefli-
ciens difiérentiels ainsi obtenus donnent, en les égalant & zéro, les
solutions particuli¢res demanddes.

Si on ne fait varier que les paramétres, dans une courbe

y=f(x, a, &, ¢, wiu);

cette courbe se trouvera transportée , suivant ses ordonndes, de
AB en A/B ( fig. 1 ). On peut alors chercher I'augmentation de
Vordonnée ou de y, qui est MM’ On peut anssi demander Paug—
mentation de dy qui de TQ est devenue T7Q/, l'augmentation du
rayon de courbure, etc. On pourrait bien se contenter , pour les
questions de géometrie , de faire varier les coutbes de la sorte ,
en suivant les ordonnées ; mais ce point de vue n'cst pas assez
général pour les questions de mécanique. Gn snppose alors que tous
les points d’une courbe se transportent snr une autre courbe, en
décrivant eux-mémes des courbes intermédiaires MM , mm’ ( fig 2 ).
Alors, en méme temps qu’on fait varier les parametres , on fait
ausst varier l'abcisse. Ce sont les accroissemens que lon donne,
- soit aux paramctres soit aux variables dépendantes, que I'on appelle
leurs gariations, et que l'on désigne par la caractéristique ¢. Par
analogie avec les dénominations admises dans le calenl différentiel,
nous appellerons variation de la fonction la quantité & laqueile se
réduit son accroissement total , lorsqu’on en supprime les termes
affectés des puissances supdrieures de dr, du, 84, ... D'aprds cette
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définition, # étant une fonction qnelconque de z, @, &, ... de

méme quon a

du= —-dx—]— da+ 7 d5+ s s

on aura aussi

u

du= —dx+ Oa+ d 35-{—..... .

. du du de du
Il est inutile de mettre i gy 2 e Au lieu de oo

-
eiesites o

parce que ces derniers rapports, étant indépendans des accroisse-
mens donnés & &, @, ..., restent les mémes, quels que soient
ces accroissemens. '

La courbe AB/, sur laquelle on transporte la courbe AB, n’a
pas besoin d’étre de méme forme que celleci, pour qu'on puisse
prendre sur elle les variations comme nous venons de le dire. En
effet, on peut développer en séries les ordonnées de ces deux cour-

——

~ bes, comme on le voit ici

pour la courbe AB , y:&-{—- - (x--oc)-{- (x—oc) e s

pour la courbe A’B/ , —B-l— (x-—a)-}- — (x—-—oc) Feore o

~Elles sont ainsi présentées sous la méme forme, ayant un nom-
bre infini de paramétres &, &/, 4/, wuo., B, B’, B, euus Or,
ce que nous avons dit tout & ’heure, étant tout-a—fait indépendant
du nombre des paramétres , rien n’empéche de supposer B—=56+34,
Bl=p/'4-8b' , B/'=b/"4-3b"" , ......, et par conséquent de regarder
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la courbe 4’5/ comme ctant la variation de la premiére AB (*_)'.

S. IL. Construction des jformules.

Soient PP/=4x , Pp=—=dx; on aura ( fig. 2 )
8z =Pp/—Pp=( pp/+pP,—(PP'4pP) =pp/—PP’ ,
ddx =pp/—PP’

d’ou 'on conclura

d$r=—=4ddr ;

cest-a-dire que Ja différenticlle dela variation est égale & la varia-
tion de la différcntielle.
Le méme théoréme a lieu pour les fonctions. En effet, soit
y=fx, a,b,c, w.).
qui donne
d

dy= -édx 5

Si nous appliquons i cette équation une variation, en nous rappe_

(*) 1L est bien essentiel de remarquer que les courbes pour lesquelles il
s'agit de prouver que lune peut étre considérée comme la variation de
l'autre, sont des courbes individuelles , c’est-a-dire, a paramétres invaria-
bles ou numériques. Il est bien clair alors que les coefficiens du développe-
ment, par la suite de Maclaurin , doivent étre regardés comme indépen~
dans les uns des autres, puisque ces 4,%', %", ... B, B/, B”, ..... sont
numériques. Si I'on pouvait donner diverses valeurs aux paramétres des deux
courbes que nous considérons, les coefiiciens da développement dépendraient
les uus des auntres , et on ne pourrait plus regarder les coefficiens du second’
développement comme résultant de la variation de ceux du premier.
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lant que, d’aprés la définition de la variation, semblable & celle
de la différentielle ,

duy=pdu-4udy ,
nous aurons
“dy dy
c’est-a~dire ,

sy= L 8datda (oot 5L dat 2L b4 ) .

Mais , d’'un autre coté
dy
S_y.__ 3@—{- + 3Z+ ol

En différentiant cette derniére équation et observant que, puisque
la différentielle se prend le long de la courbe, en ne faisant va-
rier que z et y, il sensuit que dz, 85, .... doivent ici étre con-
sidérées comme des constantes, on aura

7’
ddr= 5 ddot-de ( det 55 dad 8""" dbd bt . )

En comparant entre eux les développemens de ddy et de ddy,
en observant que, d’aprés ce qui a été prouvé ci-dessus ,

dy __dy

et que dailleurs, parce que lordre des différentiations est indif-

férent ,
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dy  dy dry Ay
drde = dedx ’ dxds ~  dbdx

9 s

on verra que ces deux développemens sont égaux , et qu’ainsi
ddy=ddy .

On peut tirer de ceci une conclusion semblable , par rapport au

signe d’intégration, Soit, en effet
Sdr=u , d’olt pdor=du ,

done
drdr—=ddu=ddz ;

d’oll , en intégrant,

fovdr=38u=¢/vdx .

Ainsi, on peut intervertir 'ordre des signes / et &

La courbe AB ayant été transportée sur A’B/ ( fig. 3 ), de ma-
niére que les points M et m soient venus en M’ et m’; si nous
menons les tangentes MT et MS, aux courbes MB et MM’; il
est clair , d’aprés la définition que nous avons donnée de dy , qui

est, du reste,

dy dy dy
Sy= Eé‘x-{--&: da-}- % Y/ ST

il est clair, disons nous, que Jy=SQ ; puisque ce doit étre la
partie de M/Q qui ne contient pas les termes infiniment petits par
rapport aux premiers. Mais, si 'on suppose que la position A/B’
soit infiniment voisine de la position AB, on aura, a la limite,
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.! a8
dy=M1Q , %ox ou pdr=HQ ,

donc
Sy—pdr=M'Q—HQ=MH ;-

De méme

dy o s _
ic Sr—=pdxr=TQ

sera, a la limite, la distance des deux courbes. Or, on sait déji

que

’ __dy dy - :
Sy—pdr=— - da-}- o 0h4 v

Nous représenterons désormais par o cette quantité , dépendant seu-
lement de la variation des parameétres; quantité qui , lorsque les
variations deviennent infiniment petites , représente , ainsi que nous
venons de le voir, la distance entre les deux courbes. Nous au-
rons donc ainsi

Sy=pdr4ow ;

clest cet w qui reste seul, quand on suppose dr=o, et que les

paramétres seuls varient,
Comme p est une fonction de x, de méme qu'on a établi

Sy=pdrtw ,
on peut poser aussi

Sp=rdao |

dg=rdzrta” ,

« ¢ o o @ ¢ ¢ o



14o CALCTL

Enfin si V est une fonction de =z, Y 2 P s §s sese; COMINe on peut -
toujours exprimer y, p, ¢, .... en fouction de =z seul, et par
conséquent V aussi; on aura de méme

. av .
as:[ = ]3.r-1—ﬂ ;

av e }
ou [ a——] représente la difiérentielle de Y par rapport aux z non
X N

seulement en évidence , mois méme coutenus dans ¥, p, 7, ..
Il existe des relations remarguables entre ces w, o/, w”, w..&3

Soit, en eflet, comame ci-dessus

y=f(x,a, &, c, «.) et %: s
d'ou
_ dy dy dy
6‘}— 'd—;sx+ da éa+ db 85+u@
et

dy ... 4
w=0y—pdzr= ;i{z: da'+4- Ef 004w

de L e, .
On entend par = la dérivée de cette fonction de z, @, &, .
8a, b, weue en n'y faisant varier que z, parce que

de=a'—a , So=b'=b, ..

sont constantes, quand @, &, w.. @/, &, ... lesont. Ainsi

da dzy dzy
& = nas St g e
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dy .
Dun autre cdté, p= 7 ¢ant une fonction de z, 2, &, ...

on a
dy d2y dxy C L
6/9__ __a: 3.2?—*— d‘-x—da- 60—!— ——idb 35—'— tonee §

dy _dp
W@
et qu'en outre
Ay ay dy  dy
dada ~ dedx ° dxds ~ dbde 7 7
on trouve
de
Sp=43 — 2
p=gdrt
On trouvera de méme
dza
Sg=rd. —
q T x+ dx3
d’ou l'on voit que
ds d2s ...
w/— d_; » Q)”_'_: dx—z 0 esteries (*)

(*) Il est essentiel de remarquer que o/, %/, ..., étant de mnouvelles va.
leurs de @, b, ..., sont constantes , dans les différentiations relatives &
d; et que da=ma’—a , $b==b/=b , ..o 3 parce que, dans les différentiations
relatives & J, les quantités a, &, ... sont, dans la fonction y={(x, @, %, ..: )
et dans ses dérivées, des variables indépendantes, pour lesquelles les diffé-
rentielles marquées par dz, 36, ... sont laméme ehose que les différences
entiéres représentées par @/==g , bl wa. ’

Tom. XV 19
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Pour V=F(z,y, P> ¢, «.), ou les parametres @, &, ¢, .;
entrent implicitement, on a

A av 7, av 7, v
oV:[-(j——]éx—l—[g]da""['&']%'l'"" 3

x

mais, en désignant par M, N, P, @, ... les coefficiens diffé-

rentiels de # par rapport aux Z, ¥, p, ¢, w.. en évidence,

on a

dV=Mdx+Ndy4Pdp4-Qdg+-... ;
[ %; J =M—+4Np+-Pg4-Qr-+ wiune ;

et il en résulte

SV =M3z4NSy+PSp+Q374 vvces

Si nous substituons pour dy, 8p, 67, «w.. les valeurs précédem-
ment obtenues, 1l en résultera

dw d2e
8V =(M+Np+Pg+4-Qr-+t..... )dz4+Nw+4P o 1+ i Fene 3
valeur qui, comparée 2
v ar v dr
67:[ = ]3x+[ E;]sa'i-[—d'b—] bt = [ e :]Sx—‘-—ﬂ )
fait voir que
Q-N P de dzs .
=Not+P % 4+Q £2 4.

La variation de #, savoir :
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, . do d2e
SV =(M~+Np+Pg+ Qr+.... )oz+4Nw}-P = ~+Q Ex_:+'.'"

une fois trouvée, celle de lintégrale //dz est facile & en déduire,
On sait en effet que

SV da=f3(Vdz)=/(3V . da+P3dx)=f(Fddz+sV.da) ,

substituant pour é7” la valeur que nous venons d’obtenir , on aura

tz/;/dx: / g Vdax+[ = ]dx8x+Nwdx+P 2 drbQ oo da . § ;

Or, en premier lieu,

ar
ﬂ Vddr+ [ T awany=rss 5

on trouve ensuite , en intégrant par parlies ,

de dP
' dce dw do d:Q
e dr— ) e = < ,
./é dux? CF= dx dx w+/ dx2 wdz ,

i dza dR d» d:B d3R
— da=R — —— . e wo— ——wd
ﬁ duc * da2 de dx + dxa @ dx3 Wi s

réunissant alors tous ces termes, on aura finalement

d d:R dR do 4
y;'dx—_—.?’&r—} <P—— d—g + doa ——....)co-i-(Q— ‘d_l: + ™ E.; + et
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: d:=Q
+/ .Ar + dzs 5—3— un) O)dx .

§. UL Application aux questions de maxima et minima,

)Y

La derniére formule que nous venons d’obtenir sert &
une des questions les plus importantes du calcul des variations ,
celle des maxima et minima. Une partie de cette question ressort
du calcul différentiel ; mais cette partie est peu étendue ; elle ne
comprend que le cas ot Von demande le maximum ou le minimum
d’une fonction dans laquelle on ne fait varier que les variables cou-

rantes z, ¥ , «.. Ainsi, ce sera la détermination de l'ordonnée
d’une ceriaine

résoudre

maximum ou minimum d'une certaine courbe ou
surface. Mais si, dans une fonction , on fait varier les constantes
ou paramétres, on peut se demander quelles sont les valeurs &
leur attribuer , pour que la fonction jouisse d’une certaine pro-
priété & un degré maximum ou minimum. Cette importante ques~
tion a beaucoup occupé les géométres du dernier siecle. Euler I'a
résolue, en partie, dans un ouvrage ayant pour titre : Methodus
inveniend: , eic. .

Or, la série de Taylor donne, comme on sait, dans le cas

de plusieurs variables, et conséquemment pour
/

l/:f(x, J", p, q, sves 2, &, c, uua),

f(x"!-sx ? y+3y7 P+3[7 ’ q+377 s a+6a Py 5+85 P €+6€ 2 uun)

dxu x>
—-u+ rUn 8 + 'E;: ~l._2. + etesnee
du d2z  dxdy

+ -—'8‘)’+2 W - — + PYCIILTS
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., du dz  dy2
—3 _— .2 _* -
+ dp p+, dyz . seseer
duz  Jpdx
* + YN

+ Innn”+2 dxdp

1.2

1 .
+d—: B2t coriveirennenniane o oienis

du dzu  dxda

+d—b-6‘5+2

e

drda 1.2

- du d2u Su
_u+—1— + T2 + 1.23

¢ ss0 p

en désignant par d¢*z la variation de 8z, par &%z celle de &z, et

ainsi de suite,

Or, si U est un mazimum ou un minimum , on sait que du

doit étre nul , puisqu’il ne contient que les premiéres puissances

des variations 6z, dy, ..., et change conséquemment de signe

avec elles. Au contraire d°z n’en devra pas changer, puisqu’il con-

tient ces variations & la seconde puissance.

Quand on demande le maeximum ou le minimum d’une fonction ,

on ne peut souvent exprimer cette fonction qae par des intégrales

définies , entre les limites ott la fonction doit avoir lien. 1 faut
alors considérer le développement de la série de Taylor relatif &

JSVdx , savoir :

3 4 3/rd
dex+ é_‘/f:dx n Vi + 37 dx +

1.2 1.2.3
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Sil y a mazimum ou minimum, il faut que §/Fdr=o. Les va-
levrs de dr , &y, «weww. qui satisfont a cette condition, devrent
S Vdx négazif, dans le cas du mazimum , et

146

rendre , en oulie,
positif dans le cas du minimum.
Il est encore & remarquer que, si le meximum ou le minimur

doit avoir licu entre certaines limites, non seulement /' /dx mais

aussi

ofVdx , o fVdx , fVdr, v

devront étre pris entre ces limites. Or nous avons trouvé ci-dessus

de

J Far=Pizt(P— 2 T = ok (0= o) T2 o

+f(}\' — -(-l-x—?-— ..)wdx;

et si nous nous rappelons que

dﬂ &
w=38y—pdr , = =Gp—@gdx , = =Og—Tdr ; s ;

il viendra , en substituant,
_ o / dan d:n Y l
o__‘y}dx_g rep(P— 2 T — g (0= Tt ) (B )=

+(P —— 3)/—}—(Q o) p+(12_ .>a¢+...

7 s :15 d:Q 4R
+/‘\ - dxr | dad +"'">wdx ’

qu’il faudra prendre entre les limites donndes,
Il se présente ici plusicurs cas 4 examiner.
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1.° Supposons d’abord que l'on donne, pour les deux limites ,

les valeurs @/, 27, y/, y, p', p”se.dex, ¥, p, . Alors,
ces valeurs extrémes étant fixes , leurs variations seront nulles, de

sorte que l'équation a laquelle nous venons de parvenir se réduira

simplement a

dP d: d3R
N—e ——. _g.._. — ,.....\wdx:::o .
de dx> dx3 J

Or, on ne peut supposer w=o , parce que, sous le signe /, c'est
le » courant, et qu’il ne peut étre nul qu’aux limites; il faut

donc que

dP &0 &R

o — e o —— s —O0 i

N + o= e =05 (A

de sorte que cette équation sera 1’équation diflérentielle du max.-
mum ou du minimum cherché. Mais si

V:f(x,y, P> 9> :0.-.)

contient un coefficient différentiel de I'ordre 7, il est clair que cette
équation sera de lordre 22, de sorte qu’en l'intégrant elle don-
nera 2n constantes arbitraires ; or, comme aux deux limites z’, 27/,
il faut qu'elle reproduise y/, y” , p/ , p” 5 ¢/ 5 4”7, e (*) en
nombre 272, on aura 2n relations pour déterminer les' 2z conslan-
tes arbitraires introduites par lintégration ; et on le pourra aisé-

ment,

(*) On ne donne que 2n—2 coefficiens différentiels p/, p”, ¢/, ¢" 4 ciiesy
#il doit y en avoir n dans DPéquation indéfinie; parce que les conditions
de y=y’ et y=y”, lorsque x==x' et x==x” fournissent des relations res-
tantes, le cas ot l'on donnerait 2z coefliciens différentiels ou plus n'a pas

encore été traité,
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.i.
2.° Supposons qu'on ne donne que les deux limites 27/, z//, 4/,

¥/, sans assigner , pour ces limites , les valeurs de p’, p”/, ¢/, g/ , ceus
Il fandra toujoars, dans le développement de &/ Fdx, égaler sé~
parément & zéro la partie contenue sous le signe f et la partie en
avant de ce signe. En effet , supposons que nous ayons trouvé la
courbe qui satisfait au maeximum ou au minimum , entre les deux
points donnés, et prenons, pour les points limites, les valeurs de
P’ P"”5 4’5 g7 5 e s cherchons ensuite la courbe qui satisfait au
maximum ou au minimum , pour ces valeurs fixes de p, ¢, w3
il est manifeste que nous devrons retomber de nouveau sur la
courbe dont il s’agit ; or, en fixant p!, p”, ¢/, g//, ..... tout aussi
bien que 2/, 2/, y/, ¥/, il faut, comme nous I'avons vu ci-des—
sus , que lon ait 'équation (A); donc, cette éguation devra en-
core avoir lieu, lorsqu’on ne fixera pas p/, p/, ¢/, ¢, v (*)s
Comme ces quantités sont indépendantes entre elles, pour que la
premiére partie de §fFdx soit nulle , il faudra égaler séparément

a zéro les coefliciens

dR’ d=87 dRv d287
e —— — ! v _ ”
Q dx/ + dx’z sete de 3]9 b Q —c— _dx” + dx//z erse de 3p ’
ds asr
— / z/_ . ,
B, dl’[ 0200870000 0s @0 de Sg 2 B ———dx// T esoveresseenets de 89/ »

S/'_‘ 09:0002:0000808000,000300000 de 8"/ ° S/,‘—ou.n-u,u-ounu'.uuuw de 8"// °

- -
.o.a-o.'-..oooao’ ® @ 0 o ¢+ O @6 0+ » ¢ ® & o e <+ 0 o 0o

(*) M. Ampére est ici le premier qui ait expliqué nettement pourguoi ,
dans tous les cas, la quantité sous le signe f que contient Péquation com-
mune aa maximum et an minimum doit &tre séparément nulle. C’est le seul
point sar lequel notre mémoire du tom. XIII, déja cité, nous avait sem®

bl¢ vuloérable,
J. D. G.
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Les équations résultantes ne seront qu’au nombre de 27-—2, parée
que le d du dernier coefficient différentiel manque dans la pre-
micre partie de ¢/ Fdr, comme le fait voir bien évidemment la
forme des coefficiens de dp, d7, ... Par exemple, sil n’y a que
cinq coefliciens différentiels p, ¢, r, s, la premiére partie de
8/ ¥Vdr , finira par 7ds, et ne comiendra point &z, Mais il faut
quaux deux limites l'intégrale de l'égnation donne pour zr=z’
ou z//, y=y’ ou y’. Cela fournira deux nouvelles relations qui,
jointes aux 2z—2 dont il vient d’étre question , compléteront le
nombre total de celles qui seront nécessaires pour la détermination
des 2n constantes arbitraires introduites par lintégration de (A).
Il est presque superiln d’observer que , si quelques—unes seu—
lement des quantités p/ , p”, ¢/, ¢/, étaient données, il n’y au-
rait & égaler A zéro que les coefiiciens des 8p/, dp”/, d¢/ , 3977, ...
non donués. Les autres relations nécessaires pour déterminer les
27 constantes arbitraires de l'intégrale de () , seraient fournies par
celles des quantités p/, p””, ¢/, ¢”, ... dont les valeurs seraient

conniies.
Nous remettons a traiter plus tard du cas ol les limites ne se—

raient pas invariablement fixées, mais assujetties seulement a la
condition de se trouver sur deux lieux géométriques donnés; et
nous nous occuperons , pour le présent, des cas ol l'équation (A)

est susceptible de quelques simplifications.

§. IV. Simplifications du procédé général.

Il est de cas ou I'équation

d3R
— -—' '—‘_' — soass — A
N + dx* ~ da3 ¢ ( )

peut étre simplifide.
.* Quand ¥ ne contient pas y, on a N=o, et par suite

dom. XV1I. 20
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P da:Q . &R

——— e =0
dx dx? dx3 o ’

ce qui donne, en multipliant par dz et intégrant ,

do d:=R
e . =C C
o+ 1= ; (&)

équation de I'ordre 2n—1. Si en outre p manquait dans 77, 'équa—
tion pourrait, par un procédé analogue , étre amenée a lordre
an—-z2, et ainsi de suite.

2.° Quand /7 ne contient pas x, et que I'on a conséquemment

V=f(y s ps g5 wn) s

et par suite
dv
[ £ )= 24Pyt

Si nous substituons ici la valeur de N tiréde de I'équation (A),
qui est

P &Q . &R

A7:— -_— T T ™ erece
dx dx3 das 2
nous aurons
ar dP aQ 43R
— =P = — .
TPyt Bt dp — —p 5 4p e Rt

multipliant par dz, et observant que
gde=dp , rdz=dg , sdz=dr, e,

il viendra
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av ap Q. &R
?d;—dszdp—{—qu+Bdlr+.....+pd dz—p J;de'fl’ a;?dx—- .

et par conséquent

f Papt deq+ fRdr—]— s f g J &Q

. ’ . -
Or , €N mtegrant par partles, on trouve

JPdp:Pp—':/p i-g- dr ,
ﬁd9_97—ﬁ s f —

d*R aR
/.Hdr:Br q e +p dm -:ﬁd—;;dx Py

-
e« s o o ¢ o

- dx'_"o o

e 8 ¢ o o o e % 0 0 0 0 o 4 s o

ee qui donne, en subtituant
v=p( / p_ 22 + —— —-) +q (Q—- . >+r<H—— . ) Hreat-C 5 (D)

qui n’est plus que de l'ordre 2n—r.

3.° Quand ¥ ne contient ni .z ni y, on peut abaisser I'’équa-
tion (A), qu'on appelle quelquefois 'équation indéfinie , parce que
son intégrale donne l’équation du maximum ou du minimum , avec

des constantes arbitraires. On a alors, & la fois,

M=o, N=o ,

et
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4V
(E-Pq-}—Qr—}-Bs-{—..... H
I'équation indéfinie se réduit donc &

dP d:Q d3R
de = da2 dxs

e gsre == O >

et donne, en intégrant

_dQ &R
.P-—- (]_;—;1_;;+"'."+0 »

puis, en substitnant
i d2R
___Qr+Rs+....+q 2 o Cy 5

et ensuite, en multipliant par dx et intégrant,

ﬁdq+ Hdr-]—....-lf 10 g /y "R Qoo Cp €/

mais , nous avons trouvé ci-dessus, en intégrant par parties ,

/qu Qq-—p = +/ Lo,
R &R &R
ﬁdr_ﬁr-—q o 17 1o —ﬁ —-dr ,

no-o--.n-ao.n--..--tno;

il viendra donc, en substituant,
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d N ’ 1S '
V:g(Q—- B LS —) +r (B T +s<s-...) Foud-CpiC’;  (E)

dx dxz \

équation qui ne s’éléve qu’a l'ordre »—z2 seulement, et qu’on
‘pourrait abaisser encore si p était nul.

§. Y. dpplications diverses.

Soit proposé d’assigner la courbe, joignant deux points donnés,
dont la révolution autour de l'axe des x engendre une surface
minimum ?

La surface de révolution considérée comme indéfinie, étant ex-

primée par 2w3/yday/ 14p2, il faudra qu'on ait

yday/ 1gpr=o0 ;
on a donc ici

Y=y

ar
M= — —o,
dx

ar —_—
N= dy =Vitp »
ar
P— — = Py
dp Vi4p?

et les quantités @, 2, S, ... sont toutes nulles. Puis donc que
x n'entre pas dans F7, on peut faire usage de I'équation (D), qui

est sinplement ici
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P=pP4+C ,
et qui devient, par les substitutions,

e P’)’ Y
¥V 14pi= V:—;T—ZTC >

ou encore

—— = 3

Vitp?

d’otr on tire

et par suite
h dx dy

ce qui donne, en intégrant
= =Log.(y+V/ y—s)+c' .

II resterait a déterminer ¢ et ¢’ par la condition que la courbe
passe par les deux points donnés ; mais leur détermination ne peut
avoir lieu, parce qu’elle entrainerait la résolution d’une équation
exponentielle.

Toutefois , on peut reconnaitre quelle est la nature de cette courbe.
En effet, il est visible que y ne saurait étre moindre que ¢ ; de
manic¢re que ¢ est l'ordonnée minimum. St donc nous prenons
cette ordonnée pour axe des y, il faudra quen posant z=o , on

trouve y=c, d’ou ¢/=-—Log.c ; done
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LOg. 7’+ V)-Z-—cz =

x
4 ¢

3

donc aussi

€

*Log. ————
Y+ Vyi—c

o]

ou Loe YTVY:—e
° P

Qla

cela donne

R +
r+vima=ce ©

N

y—Vy—c=ce

oy

d’olt en ajoutant ,

x -—
+'E K
2y=c| e ~fe

v,

équation que l'on reconnait pour celle d'une chainette dont l'axe
principal est celui autour. duquel la révolution s’exécute (*).
~ Soit proposé , en second lieu, de trouver la courbe pour laquelle
Paire comprise entre un arc, les deux normales extrémes et l'arc
correspondant de la développée soit un mazimum ?

Soit z laire dont il sagit, et r le rayon de courbure; ou aura

- 3
— 22\ fdx k2 (14-p2)2dx
dll:"{r ‘/dx'+d)‘z= I+p ) \aqu iy = T ?

d'ott

(*) Voyez Annales, tom. 1, pag. 58.
J. D. G.
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/(1+p5)’dx
u— ,
29

de sorte qu’il faudra poser

(1+p*)d=z
29

s

_— ?

on aura donc ici
(14p)?
V= N

29
ar
==
av
N=— &7——0,
ar ap(i-f-p?
p= et
dp g
(14p2)?

Q=

b

292

R,S, .. seront nuls; et comme ni # ni y n'entrent dans ¥,

r

nous pourrons faire usage de I'équation (E) qui se réduira &

V=¢Q+Cp+C’,

et deviendra, par les substitutions,

(14p?’
_}_=@+0.

1l faudra intégrer cette derniére équation, et déterminer les quatre
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constantes arbitraires, en exprimant que la courbe passe par les
deux points limites, et quen ces deux points @’ et @ sont nuls.

Mais si l'on veut seulement savoir quelle est la mnature de la
courbe , on remarquera que , 7 désignant toujours le rayon de cour-
bure , son équation différentielle revient a )

v ip=Cp+Ct,
ce qui donne successivement

Cp4-C'
== T
Vi4p?

1 (C=Cirip
r/e= 1
G+pas
Grdenn)E (L==Tp)d C-Cip)d
e 4.p7)% A 17)‘P: ( p)dp =(C—-C’p}dx 5
g (i4p*s

i

S&-J

c'est-g-dire ,
rdr=Cdz—C'dy

d’olt, en intégrant et transformant les constantes,
r*=Ca+Cly4C" . (1)

On peut faire disparaitre ces constantes, en choisissant les axes
d’une maniére convenable. On peut d’abord porter l'origine au point
pour lequel le rayon de courbure est nul. En désignant alors par
a, f3 les coordonnées de ce point, on aura

9

Cat-C/p4-Cli=0 . (2)

Nous pourrons ensuite faire tourner le systéme des axes autour

Tom. XV1. 21
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de la nouvelle origine ( «, (). Les formules générales de cette

traasformation étant, comme l'on sait
x—a+1Cos.m—uSinm , y=54Sin.m-+4uCos.m

on trouvera , en substituant dans (1) et ayant égard & la relation (2)
r*=#(CCos.m~+C’'Sin.mm)+u(C'Cos.m—CSin.m) .

L’angle 7 étant arbitraire , on pourra en disposer de maniére que

CCos.m-4C'Sinnm=o ,

il en résultera

C’ . C
Cos.m— — , Sinm=——— ;
VC:4Cn \VAOR o

on aura conséquemment

. C:+Clz .
r*=u(C'Cos.m—CSin.m)—u NoToh —=u/ L2

ou, en transformant les constantes

r’=4au ‘
Soient faits
du dw dp, . . (14p2)3
TS wm= g =, doir=—r—
1l en résultera
2
ar X x 2p:dp, r pdt 1 du

—_—= t e = -=
ave Va' O Gdpet o va Vi Ve Ve

1
(“H’l’)‘i r

d'olt, en intégrant,
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a du Y-
— —_— — 2: _— = — ="_ JU— .
1+p1 V s I1p. R ST _V L Tl

. . . . \
équation qni appartient & une cycloide engendrée par un cercle

dout le diamétre est égal A a.
Seuvent la courbe qui doit donner le mazimum ou le minimum

est assujettie & certaines conditions de constance, comme d'étre
d’une longueur doande, de produire une aire de révolution de
grandeur donnde, etc. On exprime ces conditions en écrivant que
les variations des exbressions des fonctions qui doivent dewmearer
constantes sont nulles. Ainsi, soient les couditions

SVidz=10, Fudx=1v SV dz=l", .
en nombre quelconque, on écrira

8/Vidr=0 , &FV"lxr=o, VM Ax=0, ..

Soit, du reste ,

3/Vd.z‘=0

la condition du maeximum ou du minimum.
Il est clair que , si une fonction a un maexiZmum ou un mini-

mum , elle en aura encore un si on lui ajoute des quantités cons-
tantes ; puis donc que f¥7dz , f¥V/dx, f¥"dz, ... sont cons—
tantes, il en sera de méme de ¢/ F/dx , ¢’/ V'dx, c/VfV"dx, s
¢, ¢y ¢, . représentant des constantes indéterminées ; donc

on devra avoir
8(/Vda-c/f F ’dx-{-—c’y Virdat...)=8f (Fe! Videc’ V4. )dz=0 .

Nous pourrons traiter Sf{F4-¢/¥V/~¢c/”¥" 4+ ... )dz , comme nous
avons traité 3/ ¥dr , dans ce qui précéde , et nous trouverons ainsi le
mazximum ou le minimum cherché, avec les conditions auxquelles
il doit satisfuire. Mais, une fois parvenus & Péqiation indéfinie , il
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faudra la déterminer de manicre i satisfaire non seulement aux
conditions que nous avons indiquées , en traitant du mazimumn et
du minimum de fVdx , mais encore aux conditions fF*dx=1I ,
JFdx=I", ... ; et c’est & quoi servirent les constantes ¢/, ¢/,
¢y en.. Il était nécessaire de les introduire , pour n’avoir pas
moins de quantités & déterminer que de conditions & remplir. Du
reste , nous aurons ici autant de conditions quil en faudra pour
en assigner les valeurs.

Soit, par exemple, & trouver , parmi toutes les courbes isopéri-
meétres, celle qui a la plus grande aire.

On a, en général, pour la courbe de plus grande aire.

$fydz=o .

Si / est la longueur donnée, on aura, en outre

Sdzy/ =1 ;
nous poserons donc
/(y4cy 19pr)dr=0 ;
nous aurons ainsi
V=y=ev14p 5
dr

M= dx

—=o0,

av

N:-E}:

=1,

ar ep
T dp T Vit
et tous les coefficiens ultérieurs seront nuls. L'équation (D) qui est
celle qui convient au cas actuel , et qui se réduit a

3

V=pP+4C ,
d-~iendra , en substituant
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yHev Fr= S e

Vitp?
ou bien
p . dy prar—pa
=C ’ = L = Vo=
r+ e =0, doh p= = Nie

et, par suite
(y==C)dy _

Ver—y(r=Cy
ce qui donne, en intégrant

Veo—(y=Cyp=—2+4C,
c’est-a-dire ,

(y=C) '+ (a—C) =" ;

équation du cercle. 11 restera & déterminer les constantes ¢, €, €7,
par les conditions que l'arc se termine & deux points donnés, et
que sa longueur entre ces deux points soit égale & Z

Il est a remarquer qu’ayant di poser ici

8fydr=o0 ; ¢/dxy/ 1¥pr=0 ;

ce sont aussi les mémes équations que nous aurions posées s’il avait
été question d’assigner, parmi les arcs de courbes qui comprennent
une aire donnée, celui de moindre longueur; de sorte que le cer-
cle doit résoudre, a la fois , les deux problémes. Il est clair, en
effet , que si, & longueur égale, le cercle embrasse la plus grande
aire , il s’ensuit qu’il contient le plus de surface sous le moindre
développement possible ; et, par suite, & aire égale, il aura la
moindre longueur.

Proposons-nous encore d’assigner, parmi les courbes isopérime-
tres , celle qui engendre l'aire de révolution minimum ?

Nous aurons ici I'équation

Sy+ov idpda=o o
En faisant
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’ TR d)’ d)”
yte=y’ , d’otr pinle il ou p=p’

notre ¢quation deviendra

&'V rprdr=o 3
équation que nous avons déja traitée ci-dessus, et qm nous a con—
duit & I'égnation de la chainette ; cest donc encore cette courbe qlu

résout ce dermer prok Iime. M arrive senlement ici que son axe prin—
cipalse trouve & la distance ¢ de I'axe de révolution. Du reste, la €ons-

tante ¢ , ainsi que les autres qu’introduira intégration de 1'équation
indéfinie , provenant de ¢/y/y/ 13,7~ dr=o0 , se détermineront comme

dans I'exemple quwpreccde celui-ci.
§. YL Application aux jfonctions de trois yariables.

$i, dans I'équation
¢/¥Fdr—o ,

V contenait, outre x et ¥, une troisi¢me variable, z lide aux deux
premiéres par une équation de relation , on I'exprimerait au moyen
de celles—ci, et on ramenerait # a ne plus contenir ainsi que z,
Yo Ps § e

Qu’l soit quesnon par exemple de trouver la courbe la moins
longue que l'on puisse tracer sur un cylindre, entre deux points
de sa surface. En prenant I'axe du cylindre pour axe des y et dé-
signant par @ son rayon, I'équation de sa surface sera

—_ dz x
zZ= ‘/az-—xz d’Oil — T — —— .
dx Vaz_xz

On aura ensuite, pour la longueur de I'arc

/;/dxz.*.u)'z—*-dzz—/]:lVI-f'[) + az_xz /dT Qle—=x32 +Pa

de sorte que la condition du minimum sera
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S8 d]/ a> .
./‘:r Qlem—mx3 +’D =0 .

On aura donc ici

V=V a 2 P— —r
ar—x2 o V a: _

+7

Comme y manque dans ¥, nous pourrons prendre pour ¢quation
indéfinie I'équation (C) qui, dans le cas actuel , est simplement
P=C; cest-a-dire, en substituant ,

Q22

d c
. P =C ,. dou p= = o ;

T ar dx Vi—C* Va—x?
V Qr=——x?* +'D '

ce qui donne, en intégrant,

C x
A o ———— o »= / °
y= vi=o aArc (Tan = ’—I-C

Si I'on prend l'une des extrémités de l'arc dans le plan des yz,
a une distance 4 de l'axe des z, on devra avoir, en méme temps ,

-

z=o0, y=5b; en mettant donc simplement ¢ pour Vf—:@ , on

aura 7
y=C . Arc (Tanﬁ.: ;)-{—5 ;

dans laquelle € se déterminera en fixant la situation de lautre
extrémité de l'arc demandé.

L’équation que nous venons d’obtenir est celle d’'une hélice ; et
cest ce qu’il était facile de prévoir & lavance, La plus courte
ligne qu’on puisse tracer sur un cylindre , entre deux points de
sa surface, doit étre telle , en effet , qu’elle demeunre encore la plus
courte, en développant la surface de ce cylindre sur un plan; il
faut donc que, par I'effet du développement de cette surface, elle
devieane une ligne droite, ce qui est la propriété caractéristique
de T'hélice.



164 CALCTUL

§. VIL Examen du cas des limites variables.

Nous avons vu, dans ce qui précede , comment, quand on fixe
les deux limites entre lesquelles le maximum ou le minimum doit
avoir lieu, on peut déterminer les 27 coustantes qu’introduit, em
général , l'intégration de I'équation indéfinie

d:P  d3R
O—A - + -(_l;’ dx3 +u-u.u

On pourrzit ne pas donner proprement les deux limites, mais
seulement les assujettir & la condition de se trouver sur deux cour-
bes données. Il y aura alors 2744 inconnues & déterminer, savoir ,
les 2n constantes ¢, ¢/ , ¢//, ..., introduites par lintégration de
I’équation indéfinie , et les quatre coordonnées 2/, y', 2/, ¥/,
des deux extrémités de la courbe cherchée. Or ici les dz/, dy/,
d2//, 8y’ ne sont plus nulles ; mais, puisquelles ont licu le long
des courbes donnédes , ce sont les différentielles des coordon-

nées de ces courbes. En prenant donc les différenticlles de Ieurs
équations , nous pourrons exprimcr éy’ et Jy//, respectivement, en
fonction de d#/ et 4.7, Fn faisant la substitution de leurs valeurs
dans la piemicre pactie du développement de ¢/¥dx, il s’y trou-
vera 27 variations 8y’ , dy”, dp’, dp’/, .., dont nous pourrons
séparément cgaler les coefliciens & zéro. Ensuite, 2/, y/, z/, y/,
devront satisfaire aux deux courbes données, ce qui fournira deux
relations ; ils devront enfin satisfaire & la courbe trouvée, ce quien
fournira deux autres; de sorte qu’on aura en tout 2744 condi-
tions pour ‘déterminer les 2244 inconnues.

Supposons , par exemple , que l'on demande une courbe , qui se

terminant 4 deux hyperboles équilatéres

b2
/ = . /= )
y= ? re= x
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produise une aire de révolution maximum autour de l'axe des .
On posera toujours

%‘dx‘/n pPE=0
ce qui donnera, en opérant comme ci-dessus,
x
1 + ra -z
y— — [ e +c e .
v 2¢/

Pour déterminer les deux constantes ¢, ¢/, ainsi que les points ex-
trémes de la courbe, c'est-d-dire, pour déterminer les six incon-

nues ¢, ¢/, x/, ¥/, ", y”, nous écrirons les premiers termes

du développement de d/yday/73p: , qui sont ici
! /+ ‘y/

Vitp? \Y '+P"
D AU S Syt
Vitp” Vitp"

Or, la différentiation des équations des deux hyperboles donne

Sy/=— — 3x’ ) 6y’/~+ 2 Satt

a3

en substituant donc, il viendra

N 7 bzpll a
( —_ ox'— 14 — |oz/ .
\/ 1—{--p’2 x’ﬂ \/ +pllz x/la

Il faudra donc poser

ap/ 5:;,//
{— — =0 , 14+ — =o;
x/l x/lz
et comme d’ailleurs
a? dy! b2 (]y//
T dw ? A 7
cela reviendra a
dy’ 't
— &
1+p — =0, 1-}p “”_0,

Tom, XV1. 22
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équations qui espriment qu’aux points limites la chainette génératrice
doit étre normale aux deux hyperboles données.

En remplacant, dans ces équations p/ et p’/, par leurs valeurs,
déduites de I'équation deJa chainette ; savoir

x XV

x/ x/
= i y ——
C =@ c)’

2, e 1
f—ce ¢ ? P—zcc’ ¢

P/= ; e+

2cc’

elles deviennent

P

2t
2cc’x”‘—|—-&<e+ ¢ —cle ¢ ):o .

x/ x!
:cc’x”—a’(e € —C'e ¢ )=O,

On a d’ailleurs

a2 b2
y/ = — o= e —
Y x Y x ?
x7 x! alt ol
-+— C— — 1 +— ——
f— c 2 ' ) om— c 3 c .
= =1¢ e . ¥y e ~+c’e 5

on se trouve donc avoir six équations, pour déterminer ¢, ¢ , 2/,

Y

St la courbe qui doit satisfaire au mazimum ou au minimum était

&,y

assujettie a des conditions de constance, comme d’avoir une aire ,
une longueur, etc., déterminée , il serait facile d’opérer comme il
a déja éd dit.

Si cependant ces conditions, au lieu d’¢tre exprimées par des
intégrales , I'étaient par des équations algébriques ; si , par exemple,
au lieu de donner /¥ dx =17, on donnait o(z/, y', 2/, y/, I )=o0;
on remplacerait d’abord y! et y/ par leurs valeurs en 2’ et 2/,
ce qui dennerait (2’ , 2/, I)=o , dou dz//=38x'®(’, ). Rem-
placant donc 82/ par cette valeur , on n’aurait plus que le coeffieient
de dx/ A égaler & zéro, ce qui ne laisserait plus que 2743 rela-
tions ; mais celle qui aurait disparu se trouverait alors suppléée
par l'équation donnée «o(2/, y/, 2/, y/, /)=o. C’est ainsi, par
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exemple, qu'on en agirait, si la chainette qui duit se terminer aux
deux hyperboles était assujettie & avoir une corde d’une longueur
donnée. L’équation de condition serait ainsi (z/—z// 4= y/—y’/)* 2.

GEOMETRIE DESCRIPTIVE.

Methode graphique pour les tangentes a la spirale
conique ;

Par M. H. Gareinsxi, Professeur & I'Université royale de
Varsovie.

AN NN

SI, tandis que la génératrice d’'un céne droit se mecut uniformé-
ment sur la surface convexe de ce' céne, un point parti du som-
met parcourt uniformément cette génératrice mobile; ce point dé-
crira, sur le cone, une courbe & double courbure, que nous ap-
pelierons spirale conigue. Le but que nous nous proposons ici est
de deécouvrir une méthode graphique pour mener une tangente &
cette courbe, en l'an quelconque de ses points.

Supposons , pour fixer les idées, que 'axe du cdne soit verti-
cal ; et coupons-le par un plan horizontal quelconque, la projec-
tion de la génératrice mobile sera une droite tournant uniformé-
ment sur ce plan , autour de I'un de ses points, projection du
sommet du céne; et la projection du point générateur sera un
point parcourant uniformément cette droite, a partir du point fixe
sur lequel elle tourne; c’est-i—dire, que la projection du point gé-
nérateur de la spirale conique décrira wne spirale d'Archiméide
faquelle sera ainsi la pfojection horizontale de cette courbe & dou-
ble courbure.

Soit, en second lieu, un cylindre droit de méme axe que notre
cone, et d'un rayon quelconque. Si l'on projette la génératiice
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mobile de cc cdne sur la surface convexe da cylindre, par un plan
passant par l'aze comwnun, sa projection sera une génératrice mo-
bile de ce cylindre, parcourant uniformément sa surface convexe,
Si de plus on projette le point générateur de la spirale conique
sur ce méme cylindre, par une perpendiculaire & I'axe commun,
sa projection sera un point décrivant uniformément la génératrice
mobile du cylindre; clest-d-dire, que la projection du point géné-
rateur de la spirale conique sur le cylindre, faite comme il vient
d’¢tre dit , dderira sur ce cylindre la courbe & double courbure
connue sous le nom d'Zélice.

Il suit de 1d que le lieu des perpendiculaires abaissées sur l'axe
du céne, de tous les points de la spirale conique, est la surface
gauche connue sous le nom d’'%élicoide; surface dont la généra—
trice sera constamment herizontale, et aura pour directrices de
son mouvewment, d’une part I'axe commun dua céne et du cylin-
dre, et de l'aatre , indistinctement, la spirale conique ou I'hélice
tracée sur le cylindre.

La spirale conique se trouvant donc ainsi Uintersection du cdne
et d'une hélicoide , il s’ensuit que si, par un quelconque des points
de cettz courbe , on méne deux plans tangens l'an au céne et
lautre a I'hélicoide, I'intersection de ces deux plans sera la tan-
gente & la courbe en ce point,

Ces préliminaires ainsi entendus , convenons, 4 I'exemple de M.
Vallé, et pour abréger le discours, que généralement le symbole
(P, Q) représentera le point oun la ligne dont les projections hori-
zontales et verticales sont respectivement P et Q. Prenons pour plan
de projection horizontale le plan perpendiculaire & 1'axe du coéne
qui contient l'extrémité de la premiére circonvolution de la spirale
conique , et pour plan de projection vertical un plan paralléle quel-
conque A celui qui contient ce méme point et l'axe da céne,

Soient (fig. 4) XY la commune section de ces deux plans, (C’, §”)
le sommet du coune, (C', S"C”) son axe, (A'H'B’, A"D"B") sa sec-
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tion circulaire ,snivant le plan de projection horizontal , (A/C/B/,
A”"S"B") sa section triangulaire paralléle au plan de projection ver-
tical , (A/, A7) lextrémité de la premiére circonvolution de la
spirale conique , (C'A’, S”/A/) la génératrice dans sa situaiion ini-
tiale’, enfin (M, M”) le point de la spirale par lequel on se pro-
pose de lui mener une tangeate , et que , pour fizer les iddes , nous
supposons appartenir & la premiére circonvolution de cette courbe ,
(C'H', $"D”) la génératrice passant par ce point, et (M'C/, M"G”)
la perpendiculaire abaissée du méme point sur I'axe du céne.

Concevons un cylindre droit, de méme axe que le cdne, et ayaut
pour rayon (C’/A’, C"A”); en prolongeant (C'M', G"M") , jusqu’d
la rencontre de la surface convexe de ce cylindre en (H/, H%)
ce point sera un de ceux de I'hélice et (C'H ,G"H”) une des
géndratrices de 1'hélicoide dont il a été question ci-dessus ; et &
laquelle il faudra mener un plan tangent par le point (M/, M").

Si, par le point (H’, H”) on cougoit une tangente a I'hélice,
la projection horizontale H’P/ de cette tangente sera une tangente
en H' au cercle A'H'B’, et elle percera le plan horizontal en un
point P’ de cette droite telle que la longueur H'P' sera égale a
celle de l'arc H'A’.

Soit une droite mobile constamment horizontale et s’appuyant
continuellement dans son mouvement, d’une part sur l'axe com-
mun do céne et du cylindre , et d’une autre sur la tangente en
(H/, H") & I'hélice; cette droite , dans son mouvement, engendrera
un paraboloide hyperbolique , tangent sunivant (C'H', G"H”) a 1'hé-
licoide ; et ces deux surfaces auront en (M', M”) le méme plan
tangent ; de sorte que notre probléme se réduit & déterminer,
pour ce méme point, le plan tangent au paraboloide hyperbolique.

On sait que le plan tangent & unc telle surface, en l'un de
ses points , a deux élémens rectilignes communs avec elle ; puis donc
que (C'H', C"H") est un de ces ¢lémens, il n'est plus question
que de trouver l'autre qui doit, comme celui-la, passer par le point
(M, M7).
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On sait aussi qu'un méne le paraboloide hyperbolique peut étre en-
gendré de denx manicres, par le mouvement d’une droite qui s’ap-
zpuye continuellement sur deux auires, en restant constamment pa-
rallcle & un plan fixe, et quon déduit le deuxiéme mode de gé-
nération du premier, en prenant pour directrices deux situations -
quelconques de la génératrice, et pour plan directeur un plan pa-
rallele & la fois aux deunx directrices primitives.

Le point C’ étant un des points de 'axe commun du céne et du
cylindre, et le point P’ un des points de la tangente & I’hélice
en (H', H”), et la droite C'F étant d'ailleurs horizontale , il s’en-
suit que cette droite représente une des situations de la génératrice,
dans le mode primitif de génération ; et, comme (C'H', G'H”) en
représente une autre , il s’ensuit que ces deux droites peuvent étre
prises pour directrices de seconde gcénération du paraboloide. 11
fandra prendre alors pour plan directeur un quelconque des plans
paralléles a la fois & Faxe du céne et & la tangente & I'hélice en
(H', H") , qui sont les deux direetrices de premiére génération ; et,
comme la premiére de ces deux directrices est verticale, ce plan
le sera également.

Faisons passer le plan directeur par le point (M/, M/”) , sa
trace sur le plan horizontal passera par M’ et sera paralléle & H'P/,
Soit Q/ le point ofi cette trace rencontre C'P’, alors la droite me-
née du point Q/ au point (M/, M”), sappuyant sur les deux
directrices de seconde génération, et se trouvant en outre dans le
plan directeux;, appartiendra au paraboloide ; et, comme la droite
(C'H, G"H”) lui appartient également, il s’ensuit que le plan
conduit par ces deux droites sera le plan tangent en (M/, M)
au paraboloide et conséquemment & I'hélicoide ; et.devra consé-
quemment contenir la tangente en (M, M”) & la spirale conique.

Ce plan passant par l'horizontale (C'H’, G"H"”) et par le point
Q’, sa trace sur le plan horizontal devra étre une paralléle con-
duite par Q' & C'H', et coupant H'P’ en quelque point R’. Puis
donc que le point R’ se trouve ainsi appartenir au plan tangent
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par (M, M”) a l'hélicoide , et qu’il appartient aussi d’ailleurs ,
comme point de H'P’, au plan tangent au céne par le meme point ,
il s’ensuit qu’il appartient & l'intersection de ces deux plans, c’est-
d-dire, & la tangente en (M, M”) i la spirale conique:la droite
MR’ est donc la projection horizontale de cette tangente. Cette droite
MR’ est donc aussi tangente en M’ & la spirale d’Archimeéde , pro-
jection horizontale de cette spirale conique. Nous obtenons donc,
chemin faisant, un procédé fort simple, pour mener une tangente
a la spirale d’Archimcde, en 'un quelconque de ses points.

En projetant le point R’ sur le plan vertical en R” et menant
M"R”, cette derniére droite sera la projection verticale de la tan-
gente & la spirale conique ; cette tangente sera donc ( M'R’, M"R").

Cette construction extrémement simple d’ailleurs , devient mal-
heurensement illusoire lorsqu’on veut mener la tangente par le poinut
(A", A”), attendu qu’alors les points A, M, H', P, Q', ' se
confondent, ce qui rend la direction de M'R’ indéterminée. 1l faut
donc voir comment on pourra vaincre cette difficulté,

Il est connu qu’une hélice fait en tous ses points un angle cons-
tant avec les génératrices du cylindre sur laquelle elle est tracée ,
et, daus le cas présent, si lI'on construit un triangle rectangle dont _
un c6té de P'angle droit soit égal a la circonférence dont le rayon
est C'A’, et dont Pautre soit égal a §"C", langle aigu adjacent &
ce dernier c6té sera 'angle dont il s’agit

Cela posé, concevons un nouveau plan de projection horizontal
distant du premier de la quantité C”¢” et coupant le plan vertical
suivant zy ; il coupera le cdne saivant un cercle dont le Jiamétre
paralléle au plan vertical sera (a0, 4a"6") , et la tangente d'd’s
a ce cercle sera la trace sur le nouveau plan de projecticn hori-
zontal du plan tangent aa céne au point (A, A”). Si ensuite on
prolonge C'A’ d'une quantité A'S égale a C"¢”, et que, par le
point S, on mdne une droite faisant avec SC’ un angle égal a
l'angle constant que fait I'hdlice avec les génératrices du cylindre,
et coupant A’A” en T ; cette droite ST sera évideminent le ra-
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battement , sur le nouveau plan de projection horizontal , de la tan-
gente & I'hélice en (A’, A”); d’ou il suit que son point T d’inter-
section avec la pr.ection horizontale A’A” de cetie méme tan-
gente sera le point ol la tangente perce ce méme plan; donc la
parallele TU menée & C'A’ par le point T, et coupant 22" en U
sera la trace, sur le nouveau plan horizontal, da plan tangent a
I'hélicoide en (A’, A”); le point U appartiendra donc & la fois
au plan tangent & I'hélicoide et au plan tangent an cdne par le
point (A", A”); il appartiendra donc , & l'intersection de ces deux
plans, c’est~a-dire , & la tangente & la spirale conique au point
(A", A”); la droit mende du point U & ce dernier point sera douc
la tangente demandée, dont UA’ et ¢”A” seront ainsi les projec—
tions horizontale et verticale; UA’ sera donc, en méme temps la
tangente en A’ & la spirale d'Archiméde.

Ce dernier procédé , qu’on pourrait aisément étendre a tout au-
tre point de la spirale conique , offre cet avantage que C"¢/ étant
arbitraire , toutes les autres lignes employées dans la construction
auront telle grandeur on voudra.

Bien que nous n’ayons considéré que des point de la premiére
circonvolution de la courbe, il n'est pas difficile de voir ce qu’il
y aurait & faire pour des points de cette courbe situés au deld. On
parviendra aussi trés-facilement 3 modifier le procédé dans le cas ot
son application obligerait & tracer des droites d’'une trop grande
longueur.

La méthode de Roberval, qui s’applique fort bien & la recher-
che de la tangente a la spirale d’Archiméde , conduirait également

a la tangente a la spirale conique; mais les procédés déduits des
principes de la mécanique , quelque curienx qu’ils soient d’ailleurs,
ne paraissent pas devoir dispenser des solutionspurement géométriques.

Varsovie , le 5 aotit 1825,
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ANALISE APPLIQUXE.

Meémoire sur lavantage du banguier au jeu de trente
et quarante;

Par M. le B.o® Poisson, de l'académie royale des Sciences,
Conseiller au Conseil royal de linstruction publique.

( Lu & I'Académie des Sciences le 13 mars 1820. )

— — . ———

L’EVALUATION des chances, dans les jeux de hasard, a été 'origine
du calcul des probabilites, et Pobjet des problémes résolus d’abord par
Pascal , Fermat, Huyghens et les autres géométres qui se sont les
premiers e)ccupéé de ce calcul. Ceux qui les ont suivis dans cette car—
ricre , et particulicrement M. Laplace, ne se sont pas bornés & résou-
dre des problémes de cette nature ; ils ont étendu les applications de
ce calcul & des questions d’un plus grand intérét; et la théorie
des probabilités est devenue une des branches les plus importantes des
sciences mathématiques. Mais , parmi les nombreuses questions , d’es-
peces si différentes, qui dépendent de cette théorie , il en existe une
qui n’a point encore fixé l'attention des géométres, ou, da moins,
je n’ai vu nulle part qu'ils se soient occupés du calcul des chances ,
dans le jeu connu indifléremment sous le nom de #rente et qua—
rante ou sous celui de zrente et un. A la vérité, on trouve dans
I'Encyclopédie, par ordre de maticéres, a la suite de la descrip-
tion de ce jeu , une évaluation numérique des chances qu’il présente ,
Tom. XVI n° FI, 1.er décembre 1825, 23
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mais , avec un peu de réflexion, on s'assure aisément de linexac-
titude du principe sar lequel ce calcul est fondd., Cependant, le
trente et un étaut le jeu auquel on expose annuellement le plus
d'argent , dans les jeunx publics , il serait utile de reconnaitre
g priori l'avantage des personnes auxquelles la viile de Paris con-
cede le privilége exclusif de ces jeux. Cette question d’aillears , par
la complication des conditions du jea, est un des problémes de
probabilité les plus curieux qu’on puisse se proposer. La plupart
de ces problémes se résolvent, comme on sait, par des méthodes
uniformes, fonddes sur lintégration des équations aux diflérences
finies et particlles ; 1nais, dans la question dont 1l s'agit ici, on ne
tarde pas & reconnaitre que l'usage de ces équations ne pourrait
¢tre d'ancun secours, et l'on est obligé, pour la résoudre, de re-
courir & de nouveanx moyens. Ceux que jai employés, dans ce
mémoire, m’ont conduit & des formaules doat le diéveloppement ,
suivant les puissances d’'une ou de plasieurs variables, fera con-
naitre toutes les chances du zrente et quarante que l'on voudra
déterminer; de la méme manicre que , dans des questious moins
compliqudes , le développement de la puissance d’un binome, ou
d'un polynome composé de plus de deux termes, sert & trouver
la probabilité des événemens composés, d’apreés celle des événe-
mens simples. La conséquence principale que j'en ai dédnite est
quau jen du zrente et quarante , avantage du banquier est & tres-
peu prés égal aux onze milliémes de la somme des mises , ou ,
antrement dit, que, dans une trés-longue suite de coups, celui
que l'on nomme refait de trente et wn, et pour lequel le banquier
prend la demi-somme des mises, doit revenir , & trés-peun prés,
vingi~deuz jfois pour un miliier de coups ; la probabilité de cette
proportion pouvant approcher de la certitude d’aussi prés qu'on
voudra, en prolongeant le jeu convenablement,

1. Le jean de frente et quarante se joue avec six jeux de cartes
complets , formant en tout 3r2 cartes, Les figures comptent pour



AU TRENTE ET QUARANTE. 1-5
dix, les as pour un, et chacune des autres cartes pour le nom-
bre de ses points. Toutes les cartes étant mélées, on tire succes—
sivement une , deux, trois, ... -2rtes, jusqu’a ce que la somme
des points des cartes tirées ait passé trente ; et l'on s’arréte aussi-
6t qu'elle a ddpassé cette litnite. On fait ensuite un secontd ti-
rage, semblable au premier , c’est-d-dire, que l'on tire de méme,
sur les cartes restantes, une, deux, trois, ... cartes, jusqu'd ce
que la somme de leurs points ait surpassé trente. L’ensemble de
ces deux tirages forme ce qu’on appelle un coup. Aprés le premier
coup, on en joue un second, de la méme manicre, avec les car-
tes restantes ; apres celui-ci un troisieme ; et ainsi de suite, jns-
qua ce qu'on ait épuisé Ia totalité des cartes que I'on avait d’abord.
Quand ces 312 cartes sont tirées, ou bien, quand il n'en reste
plus assez pour faire un coup complet, on a achevé ce qu'on ap-
pele une zaille ; et le jeu peut ensuite recommencer , suivact les mé-
mes regles, avec les mémes ou d’autres cartes.

Puisque l'on s’arréte, dans chaque tirage, dés qu'on a dépassé
trente , et puisque 10 est le plus haut point qu’une carte puisse ame-
ner , il s'ensuit que chaque tirage ne peut présenter que ro points
ditiérens, dont le plus petit sera 31 et le plus grand 4o. En ajou-
tant les points de toutes les cartes qui composent six jeux complets,
la somme est égale & 2040. Chaque coup emploira au plus 8o et

au moins 62 de ces points ; le nombre des coups qui composeront
. = . . 2040 2040

une taille entiére sera donc toujours compris entre % e

o] 2

ou entre 25 et 32.

Avant qu’un coup soit commencé , chaque joueur parie contre
le banguier , pour I'un ou l'autre des deux tirages dont ce coup
sera composé. Le tirage qui amene le plus petit point , ou le moins
éloigné de trente , est celui qui gagne. Le banquier paye aux joueurs
qui ont parié pour ce tirage une somme égale a celle quils ont
jouée, et il prend les mises des joueurs qui ont parié pour l'au-
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tre tirage (*). Si les deux tirages aménent des points égaux, et
sapérieurs a 31, comme 32 et 32, 33 et 33, ... 4o et 4o, le
coup est nul : le banguier ne paye ni ne recoit rien pour ces sor-
tes de coups; de sorte que s’il en était de méme pour le coup
31 et 31, le banquier n’aurait évidemment aucun avantage , etle
jeu serait parfaitement égal entre les joueurs et lui. Mais, lorsqu’il
arrive ce qu'on appelle un refz/¢z de 31, ou autrement dit, si les
deux tirages d'un méme coup aménent ce nombre, le coup n’est
pas réputé nul, et le banquier prend la moitié des mises de tous
les joueurs. I’avantage du banquier, au jea de trente et quaranie,
est donc égal, pour chaque coup, & la demi-somme de toutes les
mises , multiplide par la probabilité du refait de 31, relative &
ce coup. Ainst, l'objet principal de ce mémoire consiste a déter-
miner cette probabilité. Mais nous allons , auparavant, résoudre
plusieurs problémes de hasard qui n’avaient point encore €té trai-
tés jusqu’ici, et dont cette déiermination ne sera plus qu’une ap-

plication particulicre,

2. Une urne renferme z, boules portant le numéro 1, #, bou-
les portant le numéro 2, z, boules portant le numéro 3, ......,
enfin #; boules portant le numéro 7, le plus haut de tous ceux
dont les buules sont marquées ; on tire successivement une , deux ,
trois , ..... boules , sans les remetire dans l'urne , aprés qu'clles

(*) Communément , pour plus de commodité, les joueurs, qu’on appelle
aussi les pontes, placent leurs mises sur le bord de deux cartons circulaires ,
TPun noir, répondant au premier tirage de chaque coup, et l'autre rouge ,
répondant au second; et de la vient que, dans quelques localités , le trente
et quarante est aussi appelé la rouge et noire, et qu'on dit parier pour la
couleur noire ou pour la rouge, suivant qu’'on parie pour le premicr ou

pour le second tirage,

J. D. G.
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en sont sorlies ; cette suite de tirages se continue, jusqu’a ce que
la somme des numéros amends par les boules ait atteint ou sur-
passé¢ va nombre donné z: on demande la probabilité que cette

somme sera é€gale au nombre z ?

Soit s le nombre total des boules contenues dans l'urne ; en sorte
qu'on ait

x4z, 47, nnne =5,

Désignons par a,, @, , @, w.. a;, des nombres enticrs ou nuls,

respectivement moindres que x,, I, , Iy, e Z;, OU qui leur
soient tout au plus égaux : et faisons aussi

a,Fa,+a 3 e ;=0

Par les premicres régles du calcul des probabilités , si I'on fait un
nombre 7 de tirages successifs , sans remettre les boules dans T'urne,
la probabilité d’amener d’abord «, boule n.* 1, ensuite «, boules

n® 2, puis 2, boules n.° 3 ...., enfin ¢; boules n.° 7, sera ex-

primée par

(s~—n)! x,! x,! x,! x;!

- - a H

s! (x1—a;=1)! (v,=—a,=—1)! (x,—a,=1)! (xy=ac;=1)!

en adoptant, en général, avec quelques gdéometres , pour la com-
modité typographique , I'expression 4!, comme le symbole de 1.2.
3 ..k Pour en déduire la probabilité d’amener, dans un ordre_
quelconque , en n tirages, «, boules n.° 1, @, boules n.° 2, o,
boules n° 3, ... 4; boules n.° 7, il faudrait multiplier cette quan-
tité par le nombre 1.23...n de permutations dont sont suscepti~
bles les » numéros amenés, si tous ces numéros étaient diffé-’
rens; mais, 4 cause que les numéros égaux ne doivent pas étre

permutés entre eux, il faudra multiplier la probabilité précédem-—

ment obtenue seulement par



178 AVANTAGE DU BANQUIER

n!
——————————————————— .
>
01!0;![-';! YT Gi!

ce qui donnera un produit qui pourra s'écrire ainsi

n'(s—n)! o oax! x,! a;!

. - .
s! ' (ey—a;—1)! a,(r,—a,—1)! aj{xi—a;—1)!

Or, en intégrant, depuis y=o jusqud y=1, on a

nlis—n)!

— ={.r+|)/x——_y)"".y"d._y;

en faisant donc, pour abréger

% 1 “ ] "1
xily xly uiich =Y
»

a a a:
ez —a)(a=y) ' o, (x,—a)(1=y) "’ a(x;=—ap!(t—y) :

et observant que la somme des exposans @,, @ , @; , e.uues @; €St
égale & n, ce produit deviendra donc

(s4-1)/ (1—y) ¥ dy.

La somme des numéros amenés par cette suite de tirages sera o, -4~
2a,434;+ ... +ia 5 or, d’aprés I'énoncé du probléme, cette
somme doit étre égale & x; la probabilité demandée par cet énoncé
sera donc égale & la somme des valeurs que I'on déduira de 'ex-
pression (s41) / (1—y)’'Ydy , en y donnant aux nombres ¢, , a,,
@, 5w g, toutes les valeurs, y compris zéro , qui satisfont & I'équa-
uon

ot2a,4-3a,4 e Fig; =z,
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Donc, si nons désignons par ¥, la somme de toutes les valeurs
de ¥ qui repondent & ces valeurs de @, , ¢, , ¢, , .. @, et par
X la probabilité demmd ‘e, nous aurons

X=(s+1)/(1—~y)'Y.dy .

Maintenant, prenons une inddterminde 7, et supposons qu’on fasse

le produit des séries suivantes :

x, gt Xy X1y + (A1 X2 383 +
11—y 1 2 (1=y)? 2 3 (1==y)3 et
x, yi2 x, a,—1 4t x, x,—1 x,—2 36

1 1=y 1 2 (1—y)? 1 2 3 (1—y)3 2

® e & e s s s 4 8 0 0 s . o s 8 S o 8 8-t 0 s e s 8 . 0 s 0 0 8 8 s oy

14 i yhoy x| o YA Wbl P wiei Mkl g3 +
1 1=y 1 2 (1—,)’ 1 2 3 (1=y)3

i T'on ordonne ce produit par rapport aux puissances de z, il est
L\ld(dt , dapris la forme de ¥, que la somme ¥, des valeurs de
cette quantité ne sera autre chose que le coeflicicut de 7# dans la
sdrie qu'on obtiendra ; d'ailleurs , les 7 facteurs du produit sout

les développemens des puissances
yt yt’ x, 'Y“ _1-,-.
G+ 20 G 2 e (22
I—y 1-—-)'

donc, & cause de 4z ,+a; 4 ... 2, =5, ¥, sera le coe fﬁcxent
de 7, dans le développement du prodmt

(=) a—y4yt) "=y +y8) 7 eess =y y£) 7
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et par conséquent , la probabilité X sera aussi le coefficient de #*

dans le développement de

(4 1)/ (x—y—+yi) "=y 4y2?) Y 1—y4y?) du (1—y+y?) "d}, ;

l'intégrale étant prise , comme précédemment , depuis y=o jus-
qua y=r1.

3. Pour résondre le méme probléme par le moyen des équations
aux différences finies , j’'observe que la probabilité demandée est nne
, et

fonction du nombre z et des nombres z, , x,, 7, w2,

je la désigne par Z . Aprés le premier tirage,
J ° P Ty Ty Tyy eenee T p P o

cette fonction deviendra l'une des quantités
.Z‘——-I 9 x‘—l ’ xz ’ .Z‘; ’ uo-oaﬁi
T2y Tyy Zy=—1 5 Xy aen T

Z==3, Tyy Ly Ty3=—T, e I;

@ s o & o e s 0 s s .0 0 0 o, 8 0 0 s ey

x—l') Xy X,, x; 9 sivese xi—[

suivant que la boule sortie portera quelqu'un des numdros r, 2,
3, «u I, respectivement. Les probabilités de ces événemens sont
dailleurs respectivement

x; x, x,

x;
}] s 9 esseae -— ;
S S

or, il est évident que la probabilité avant le premier tirage est
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égale & la somme des probabilités qui auront liea aprés, multipliées
chacune par la probabilité de I'événement auquel elle répond : c'est
ce principe qui sert & metire en déguation la plupart des proble-
mes de probabilité ; et, dans la question présente, il en résulte
que nous aurons

Xy
([ =z \
s x—l,x,—x,:rz, x;,...-.?'i
X
+‘—- ?
s x—n,x,,x,—l,xg,... x;

\ = — Z
J‘,.Z‘,,xz,xa,--.xi <+5 x-—3,x,,xz,a"3—-l, e q0 xl (I)

X

—_—

| 5 XL, Ty, Xy s Ty oy aeee =1 }

Le méme raisonnement montre que, si I'on a x=a, ¢ étant
plus petit que 7, on aura

| X 1
s A—1, &1, Ty 4 T3, we T
X
+2z
s A2, Xy 3 X =1, T3, wes &
i
x
+—= Z
Z 5 @=3, X, %, 5 Ty—1, wn
a’x‘;' xl?x’ a;'n‘x‘- f
+couanoao.;..-.o e e v .
+ ===
s LT, Xy, Ty e Ty T 10 T
w‘
+= )
s

Tom. XV1, 24
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Eun comparant cette équation & la précédente, on voit que, pour
qu'elle y soit comprise, et pour que l'équation (1) subsiste, pour
toutes les valeurs de x <7, il est nécessaire de supposer la fonc-
tion Z égale a l'unité, quand z=o, et nulle, pour toutes les
valeurs négatives de « plus petites que 7, abstraction faite du signe ,
quelles que soient d’ailleurs les autres variables z,, z,, z,, ..,
Cela étant, en faisant successivement Z==1, #==2, T=3, www ,
dans I'équation (1), on en deduira

I,&t‘,,xz,..uﬂ«"‘-—: ?

e ® & 0 4 8 * 8 o o 0 2 8 0 0 0 0 e 0 0 0 & o 8 s s 2 0 090 g 0 0 0 0 0 0 o ¢

\

s , ey a la
place de z, ; #, , #;, ..., dans la premicére de ces équations ,
on pourra ensuite éliminer les quantités

mettant aussi successivement z,—1 , Z,—1I , &

-_1

Z

1, X=X 3%, 5 Ty sueee T;

Z

1, Zyy Tom=1y Ty, seeres T;°
1, x,, .Z'z Py .‘2?5—-[ ,,........’J‘i ?

2 o 0 s s & ¢ s 0 s e s st ey

contenues dans les autres, et Fon aura

L3 x,
2,%,, % =7 %1, o + 5
=9 F19 F2 g sty s 9 Ty==I 5 T, ees I; s
Xy x x,
3 : =—2Z, +—= Z, + =
o,x“az,..uxi S ..,.2:‘,-I,.flf‘z....2"i S 0,.1',,1‘1—1,....27‘- 3§

.

b
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x; X1 2
2, T Ty e d; s S=—1 s
Z Xy x, Xy x,
— Wt @ —ed — ,
3,x,,xz,....xi S 2’ x‘_l,xz’.nxi s Sw—— 1 s

'...00:-0.0000-.--o..c.-.-ano‘t.-ol;

et de méme , au moyen de celles-ci, on obtiendrait

x, xX;—1 x;—2 x, X x,
z, = IR I, g R
2 X1y Xy X s  s—I S—2 s S=I s

et ainsi de suite,

De cette maniére, on calculera aisément la probabilité demandée ,
lorsque z sera un petit nombre ; mais le calcul deviendra imprati-
cable , dés que ce nombre sera un peun considérable; et il faudra
alors recourir a l'intégrale générale de 1’équation (1). Cette équation
lindaire a ses coefficiens wariables ; néanmoins, si 'on multiplie tous
ses termes par s, ses coefliciens ne renfermeront les variables qu’au
premier degré ; circonstance d’aprés laquelle il sera possible d’in-
tégrer l'équation (1) par le moyen des intégrales définies. Mais
cette méthode ne conduirait que trés-difficilement "4 la solution du
probléme que nous nous sommes proposé; c’est pouquoi nous nous
bornerons & vérifier que la solution que nous avons trouvée satis-
fait & I'équation (1)

4 Soit, pour y parvenir ,

b VA =T - 7.
Xy Ly Tz Ty end; Ty Tyy Lggedy

2 indignant une somme qui s'étend & toutes les valeurs entiéres
et positives de # , y compris £=o0 , et jusqu'a 2=, Les valeurs
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de la fonction Z qui répondent & des x négatives étant nulles , d’aprés
~ce qu'on a dit plus haut, on aura

S Z . =#T ,

Ty Ty T, e T Ty Ty e T

Z étant un nombre entier et positif ; et, & cause que cette fonction
7/ est égale & l'unité quand x#=o, le premier terme de la fonction T’
sera aussi égal & un. Si donc nous multiplions I’équation (1) par
¢x , que nous donnions ensuite & z toutes les valeurs comprises de-
puis =1 jusqu’d z=—ow , et que nous fassions la somme de tou-
tes les équations qui répondent & ces valeurs, nous aurons pour
résultat )

{ tx; . \
T
x‘—r,xz,x,,unxi

t’x,

+ s Zyy =1, 85, 0w l;

1323
—1=] 4 2
/ s Zyy Tyy Zy—T wad; M

1o

)

Tiy)Tasend;

+ooo:.u-:ac..noc

+ T
Zyy &y Ty erenn T;—1

. Dilleurs , en ayant égard & l'expression de X, trouvée a la fin
du n.° 1, et qui doit aussi étre la valeur de la fonction Z, om
voit qu’on doit avoir

T =(s41)f (xmmyyt)T1 (1mmy 4y i2) 2 ses (tmy -y ti)¥idy §

5‘:,2.,.1-‘,,.-.1:;
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Vintégrale étant prise depuis y=o jusqua y=1; la question con-
siste donc & vérifier que cette valeur de la fonction 7 satisfait &
Péquation (2), quelle que soit la variable 2.
Or, je fais
¥ u du

= =z, ouy= el et dy= ;

et, pour abréger,

(x-—{—ut)x’. (1+m‘2)‘2.(1+w3)’3 coenne (x+uli).i= U ;

I'équation précédente devient

Udu
Tx; > Tz ) T3y cenns xi_(s+l)(/ (14u)s+3 ?

et lintégrale devra étre prise depuis z=o jusqu'da z=c. En met-
tant successivement , dans ceite équation précédente #,—1 , 2, —1,
Zy~1, e 2;—1 & laplace de z, , 2, , @, ,.u. 2;, €t, en méme
temps, s—1 a la place de s, on aura

X -3 x A
=sf(1—yFyt)t (1—yty) n(r—ytyd) idy,

x.—l ’ .Z'z ) eeier &

T =s/(1—y—+y2, L(t—ytyit) v w(1—yt+ys)idy ,

.2‘, . .271—-'! 9 avses ‘fri

® e & o 6 @ o & .5 @ 6 0 o o 9 s+ & B 0 0 o .2 s & 0 s s s e s 0 s sy

I:.g/'([—y—}—yi).'.(l-—y-l-yt’).’......... (1=—y+yti) - dy ;

w,,x.,.. xi"

mais , en différentiant U par rapport a #, on a
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[ tx,(14ul) - '.(x—-l-utz)x’..... (1+uz‘)xi

o _ | ew, ()" o) ()
¢
+o.....ooonc-c.o--noooa

“e

& -]-tf.ri(x+ut)x'.(1+utz)x'...... (x-}-ul‘)x"wl

4

et, si 'on compare cette équation aux précédentes , on en con-
clut facilement

' tx*Tx -1, x x x
1 ’ £ 3 9 oo i

't
dU __./+ z xl’x ._.],x; s cere x
] ey .
+ ® o o & 9 E 6 ¢ @ o b e o0 e

\ iz, T

l‘)xz, x;, coseen i—l

Au moyen de ces résultats, I'équation (2) devient

Uds dU
G )/.(x+uf+=" ./ s 2 &)

mais , en intégrant par parties , il vient

we

dU Udy
/ (l+u)s+l (l+u)‘+‘ +( + ) (l+“),+5

a la limite =0, on a U=1; & la limite z=w0, on a
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U
T =0,
Gu)+
parce que U est le produit de s facteurs du premier degré par rap-
port & uz; on aura donc

dU Udu .
(1fruyst: =—1+(s+1) T

ce qui rend identique 'équation (3) qu'il s’agissait de vérifier.

5. Maintenant, proposons-nous ce second probléme : les mémes
choses étant posées que dans le premier, on fait une premiére
suite de tirages que l'on continue jusqu’a ce que la somme des
numéros amenéds ait atteint ou surpassé le nombre =z ; ensuite,
sans remetire les numdros sortis, on fait une seconde suite de ti-
rages , que l'on prolonge jusqud ce que la somme des numéros
amenés ait de méme attein<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>