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INTEGRALES DEFINIES. 165

ANALISE TRANSCENDANTE.

Recherche sur la sommation des termes de la serie
de Taylor et sur les intégrales définies ;

Par M. HiproLyTE VERNIER , docteur &s sciences , professeur
de mathématiques au eollége royal de Caen.

——

1. TOUTES les fois que la série de Taylor n'est pas en défant,
en arrétant son développement a un quelconque de ses termes , on
peut assigner les limites de Ierreur que I'on commet en négligeant
ceux qui le suivent. L’objet principal que nous nous proposons dans:
cet essai est de donner , sous forme d’intégrale définie, la somme
exacte dun nombre quelconque de termes de cette série. Cette
somme résulte de l'addition de deux intégrales définies, dont I'une
représente la somme des termes de rang pair de la série, et I'autre

la somme des termes de rang impair , prolongées toutes deux jus-
quau terme de la série compléte od Ton veut sarréter.. Deux
autres formules , que l'on peut considérer comme le complément

des deux premiéres , donnent aussi, l'une la somme des termes de

rang pair et l'autre la somme des termes de rang impair, pro-

longées toutes deux & l'infini, & partir d'un terme de rang quel-

conque.
Considérées sous un autre point de vue, ces formules donnent
la valeur d’un grand nombre d’intégrales définies. M. Poisson , dans

Tom. XV ,n.° VI, 1.%* décembre 1824, 23
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son quatriéme mémoire sur ce sujet (*), a déjd donné des for-
mules générales d'intégration , pour les limites o et @, Ces formules
renferment une fonction arbitraire , assujettie a quelques restrictions;
et, suivant les différentes formes que I'on donne i cette fonction,
on obtient les valeurs d’autant d’intégrales définies. Ces formules
donnent ainsi , & une branche d’analise qui, malgré son impor-
tance , n'avait guére offert jusqu’ici que des résultats épars , la
plus grande généralité dont elle paraisse susceptible , dans I'état actuel
de la science. Nous avons placé plusieurs formules du méme genre
a la suite de celles qui sont relatives & la sommation des termes
de la série de Taylor. Indépendamment de leur fécondité , la ma-
ni¢re dont elles s'obtiennent donne naissance a des développemens
que nous croyons nouveaux , et qui ne paraitront peut-ire pas
indignes de l'attention des géometres.

2. Pour éviter au lecteur la peine de consulter d’autres ouvrages ,
nous allons d’abord nous occuper de la recherche de quelques
résultats analitiques sur lesquels nous aurons 4 nous appuyer pour
parvenir A notre but.

En représentant par » un nombre entier positif quelconque,
on a, comme l'on sait,

nx\/:Y_e—nx s _ (ex\/:_'f)n_ (e—x\/:}')n

2/ =1 2y =1

d’oit , en posant n=r1,

Sin.zax—

H

a\ 7 —x\31
Sinz=2 —— s

Y

puis, en divisant la premiére formule par la seconde,

(*) Journal de Uécole polytechnique , XIX.¢ cahier, pag. 481 et suiv,
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Sin nx

Sin.x

(e‘”\/:)"_(g—x\/:?)n

— S— >
EAVA ol a2 V0
ST V=
Mais on sait que

& n—pn
g—"h

I A &
ou encore

g"’—}z"

g—h

CHE DR FCHaE SIS ROl SR O

Si n est nombre pair, ce développement, mis sous cette derniére
forme , se ierininera par le terme

g & (g4h)

tandis que si 7~ est impair ce dernier terme sera simplement

g
Or, si l'on fait

x\/_ 3
g:B Py
on aura

b:e—xv;—;
gh , eten général ghik=1 ;
on aura de plus

( g-}.—ﬁ:exv:.—{- e—x\/:

=2Co0s.2
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g+r= Paia haa B 8—2xv—’=2C05.2x
P e ) N Py i

substituant donc, et renversant le second membre, on trouvera

Pour # pair, Sslfl'nx =2a{Cos.x4Cos.3x+Cos.5x+ s v+ s -, }Cos.(n=1)x } ,
1n.x

. . Sin.nx .

Pour 7 impair, S =1-42{Cos.26+4Cos.42-4C05.6x4v....4-Cos.(r—1)x }

Si présentement on multiplie l'une et l'autre de ces deux équa-
tions par dz et quiindiquant ensuite I'intégration de leurs premiers
membres , on exécute celles des seconds, on trouvera

. Sin.nx Sin.x . Sin.3x . SinAx Sin.(n=—1)x
Pour n pair, Sinm de =2 { - -+ 3 + 5 e -————n(—:l—-—} ’
. . Sinanx . {(Sin.x , Sin.4x  Sin.6x Sin (n—1)x
Pourmmpalr, mdx—-‘x-l-ﬁ} 2 T 4‘ + 6 +..»+—-—;_-T—‘ .

En prenant ces intégrales depuis #==o jusqu'd z==e , on aura
évidemment

o Sin.x

o Sin.x

Changeons tour-a-tour » en p-g et p—g, p et g étant tous
deux des nombres entiers positifs, et p n’étant pas moindre que g¢.
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Si p et ¢ sont tous deux pairs ou tous deux impairs, p-}4 et p—yg
seront deux nombres positifs pairs , et ce sera la premiére des deux
formules qu’il faudra employer. On aura donc

= Sin.(pg)e Sin.(p—g3x
j o.__svdx_o , f: Sina dr=—a. (1)

Si, au contraire, des deux nombres p et ¢, I'un est pair et I'autra
impair ; p-}¢ et p—g étant alors deux nombres impairs, ce sera
alors & la seconde formule qu’il fandra recourir, et l'on aura

= Sin.(pf)x . ?Sin(p=—¢) , o
S R e, R R ieme .

Si T'on prend tour-d-tour la différence des équations (1) et celle
des équations (2) , on trouvera également, en divisant par deux,

@ Sin.(p~49)x==Sin.(p—¢)x #Cos.px.Sin.ge "
,/ o 2Sine o et SRS

formule qui a lieu conséquemment de quelque nature que soient
les nombres entiers positifs p et ¢, pourvu qu’on n’ait pas p<gq.
Mais , si I'on avait p<¢g , p—¢ deviendrait négatif, ce qui ne
changerait rien aux formules (1), de sorte que, pourva que p et ¢
fussent tous deux pairs ou tous deux impairs, la formule (3) aurait

encore lieu.
Mais s'ils étaient 'un pair et 'autre impair , c’est-d-dire, si p—g.

¢tait un nombre négatif impair , on aurait

¥ Sin.(p+9)x do—o ® Sin.( p—g)x dr——
Q Sin.x ? o Sin:@ - *

d'ol, en prenant la demi-différence ,
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@ Si Yar—Sin.(p —q 2 ZzCas pxSin.gx
/ s Rl s 2 P / iy S )
° 23in.x ° Sin.x

De 1a on peut conclure, en particulier, 1.° que, quel que soit
le nombre entier positif 7, les intégrales, en nombre infini

Cos.raSin. Cos. Sin.r os. (r42)x.Sinrx
os.rxSin rxdx ,f 0s.(r41)x.5in xdx ’ f +2) 4z, e,

Sin.x Sin.x Sin.x
ainsi que les intégrales, en nombre infini,

fCos.rx.Sing(r-Fz)x d Cos.ra.Sin.(r44)x Cos.rx.Sin.(r4-6)x

— r, - dz -
Sin,x ! Sin.x ? Sin.x

dz, .,

prises entre les limites o et = seront nulles; et qu’il en sera encore
de méme des r—r1 intégrales

Cos.rxSin.xd Cos.rx.Sin.2x d Cos.rxSin.(r—1)a d
- x —_— -, . , x ;
Sin.x ? Sin & Sin.x

tandis que les intdgrales, en

<L, ERNES L UF3 UV T USRS S

Cos.ra.Sin.(r41)x Cos.rx Sin.{r-3jv Cos.ra Sin.{rdSy )
f : dz, — dr, 42 yeuie
Sinx Sin.x

bm x

LS

prises entre les mémes limites, seront toutes égaics a

2.° Que, si le nombre entier positif 7 est pair , les r—1 intégrales

Cos.ox.Sin.re Ces.2x.Sinrx *Cos.(r—=2)x.8in.rx
f’ " dx, f---dx;...-.,f

Sin.x. Sin.x Sin.x

dz ,

prises toujours entre les limites o et = , seront nulles, tandis que les
r—1 autres intégrales ‘
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Cos.2.Sin.re Cos.3x.5in. Cos.(r==1)x.Sin.re

Sin.x Sin.x Sin.x

prises entre les mémes limites , seront toutes égales & .

3.° Enfin, qu’il en ira & I'inverse , si le nombre entier positif 7 est
impair ; ¢’est-a-dire qu’alors ce seront les intégrales de la derniére ligne
qui seront nulles , tandis que celles de I'avant-derni¢re seront toutes
égales i .

Toutes ces remarques vont, dans un instant, recevoir leur ap-

plication.

3. Soient présentement a et p deux constantes indéterminées , et
soit F la caractéristique d’une fonction quelconque ; le théoréme de

Taylor donnera

Flatpe xv:)—’_-F(u)-}- %F’(a).exv:.}.f_;[?u(,).e 2xv:_l+;%3p///<_‘).e3xv -_;m
puis, en changeant le signe de x,
T

-2\/"T. -a\71, p? - pe 3 - :
Feetpe ™V =R 20 NV 4 BV 2oy 3V

Prenant .d’abord la demi-somme de ces équations , puis leur demi~
différence divisée par |/, en se rappelant qu’en général

W=, —kv=; k= —kV=:
¢ Fe —Cosk , £ —° —Sink ,
2 2y =1

on aura ces deux nouvelles équations

F(appe™ ™D o Flatpe "V=)

2

=F(@)+ L P/(2).Cosr-t L2 Pr(w).Cos.aat LoF(a).Cos. 3o
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V) Fape V)

2‘/-—1;

F(atpe

— P Fro)Si P 22 P F(2).Si
== F/{e).Sin.z+ — F”(a).Sm._x—{-Lz‘sF’ ().Sin.3x-4-..

multipliant les deux membres-de la premiére et ceux de la seconde
respectivement par

Sin.rx Cos.rx
—dx ,
Sin.x

dr ,

Sin.x

et indiquant les intégrations , il viendra

{F (a—]—pex\/:; ) —{—F(a—i—pe—-x -\/’") 1Sm.rz dxz

2Sin.x

—F(e) os.ox.Sinre, ¥ _;:_ B/ Cos.x.Sin.rx _l_p Fr/( 2;‘[‘os 22.Sinre 4 do,

Sin.x ~ Sin.x Sin.x

{F(atpe™ ™ ) Fladpe V")) Cos.ra 4
2/ =1Sin.zx

P Cosrz.Sin.x ) Cos rx. Sm.zx
1 F (02/ Sin.x do- _F/ Q) Sin.x 7o,

Si présentement on prend les -intégrales entre les limites o et =,
en ayant égard & ce qui a été dit ci-dessus, et en renversant le se-
cond membre de la premiére équation ; on trouvera, quel que soit
d’ailleurs le nombre entier positif 7, en divisant par =,
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(A) _:« f " (Flatpe V") 4F(atpe V"1))Sin.rz iz

2Sin.x

— D’ (""‘ ) \ p (ol
("—!) —3) FERE) +1 2. (r—5) FC2 (@)t
®) o= —.f T (F ™V TtV T Cosrey
2 V—j Si
° mn.x
a_—_’it__F(r-p-:)(a) e (r+3)( L Rt .,
1.2..(r1) I.2. (r-{-S) 1.2.. (r+5) °

Si donc 7 est un nombre pair, la formule (A) donnera Ja somme
des termes de degrés impairs de la série de Taylor , depuis le terme
affecté de p jusqu'au terme aflecté de p™'; et la formule (B)
donnera la somme de tous les autres termes de degrdés impairs, A
I'infini.

Si, au contraire , r est un nombre Zmparr , la formule (A) donnera
lIa somme des termes de degrés pairs de la série de Taylor, depuis
le terme F(a) jusqu’au terme affecté de p™=*; et la formule (B)
donnera la somme de tous les autres termes de degrés Pairs , alinfini,

4. Cette méme série de Taylor donne
F(atn=F@)+ 2 F(@) + L P+ L Fr@ .
puis, en changeant le signe de p,

F(cx—p)__.F(cx)—— - F/(oz)-l— F”(a)-—- — F”/(a)+.... H
Tom, XV. 24
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prenant tour-a-tour lo demi-somme et la demi-difiérence de ces deux

équations , il viendra .

F\¢+P)+F(" -=p) -_F( )+ r? F//( )+ T‘/”//;")--l—'..-- (C)

F(at-p)+-F(am=p)

2

pF

L E)+ =L P )t (D)

éqnations dont les seconds membres sont respectivement , comme l'on
voit, les sommes de termes de degrés pairs et de degrés impairs
de la série de Taylor. '

En multipliant et divisant en méme temps le premier membre
de Iéquation (A) par /=y, elle prend cette forme

v T ™Y T 4 BT YT SiSinge
2wy = o Sin x
P =1y r=3 r—s5)¢
o 1.2..(r—1) ¥ )+ (r } ’ (oc)-l— 1.2, (r-a) F a)+

St Pon ajoute cette équation & I'équation (B) le second membre de

leur somme sera, suivant que 7 sera pair ou impair, la somme de

tous les termes de degré impair ou la somme de tous les termes de degré
pair de la série de Taylor , c’est-a-dire que cette somme sera égale
au second membre de I'équation (D) ou au second membre de
Péquation (C). _

Quant & la somme des premiers membres , elle sera

T(F(tpe™V " =Futpe V) Cosura {Feadtpe™ ~F 3 b F(atpe *V ) )y Sisinre

— dz

Sz

ou, en développaut,
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J F(ad-pe ASE "y.(Cos.rxd\/ T3 Sin. rx)—F(ro{-pe a\i ).(Cos.rx~\/1Sin. rx)
25’\/: Siu.x

ou ‘encore

T “e rx\/:, e oc—l—pcx\/:)—e—m\/: F( a-—!—pe_x\/:) da -
2= vV =i.Sinz ’

[+

de sorte qu’on pourra {crire , si 7 est un nombre pair,

) da=F(e4p)-F(2-p); (E)

oA

= - gy —rx\ =1 —x\ =7
x‘/ erx\/_l.F(a+pexV—I)—e V= F(o+4-pe o

° Vv —1.Sinx

et, si 7 est un nombre impair,

= r.r\/_; Y g v —rV=1
_r/ Fladpe )—e F(adtpe ) da=F (adp) }Fia-pde (B
= . v/ =1.Sinzx

On remarquera que les seconds membres de ces équations sont in-
dépendans de 7.
Si dans la formule (B) , on fait tour-a-tour r—o et r=1, elle

donnera
I a.F(oc—!— 144 V")—F(cx-!— e x\/__ )
z [ et 7 Le=F(tp)=FG—p) »  (G)
. o v =Sz

] xV: xv—'l
X / {F(at-pe ‘/)-F (:’"/w N CO TP (k)4 F(op)-2F () ()
—_—] mn.xr

mais on ne pourrait obtenir des résultats analogues de la formule
(A) qu’en y supposant r infini
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5. Les formules (A) et (B) servent & connaitre les valeurs d'un grand
nombre d'intégrales définies, par celles de la série finie qui en forme
le second membre. La seule condition & laquelle doive étre assujettie
la fonction arbitraire F qui entre dans ces formules et les deux
constantes « et p , clest que la série de Taylor soit applicable
et que les développemens

F(@) + L /(o). Sina4 L F/(0).Sin 22 4unne

P+ L F/(@) Cos.ot B Fi(e).Cos.2at i

soient convergens.
Ainsi, par exemple, on pourra supposer

F(a)=Cos.ex , F(a))=Sinex , F(a)=e™ ,
les constantes «, @, m, étant quelconques. Mais si l'on fait
Fla)=o" ,

en supposant ensuite a=—o0, il faudra que P'exposant 7 soit un nombre
entier positif, autrement les termes de la série de Taylor deviendraient
mfinis. Si, au contraire’, on suppose a=r1 , le: nombre pourra
recevoir toutes les valeurs positives possibles. On poura faire aussi

ot
| Fla)= e
m et n étant des nombres entiers positifs, et 2 un nombre moindre
que l'unité, pourvu que l'on fasse ensuite a=o.
Soit, par exemple , F(x)==¢™*, et qu'on doive ensuite poser «==0,
ce qui exigera que le nombre 7 soit entier ; posons de plus p=1,
le premier membre de I’équation (A) deviendra
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T T Sinrx m‘x\/—x m‘-—x\/._l
— e +e dz ;

aw o Sinx

ou bien

@ Si Cos.a —: Sin. Cos.z=—\/—T Si
T in, rx{emg 0s.x4V =1 mx)+ m(Cos.a==\/—T m.x)}dx’

Yy ° Sin.x

eu encore
1 # Sinrx mCos.x , mSinay = , ==mSinax\V=r
— — ¢ (e \d "toe v Jdr,
a2z o Sinx ’
su enfin

#® Sin. Cos.
X f m rx. MUORE Cos. (mSin.z)dz .

= © Sin.x

On aura, en outre, en faisant toujours a==o , aprés la différentiation,
Flo)=1 , F(lo)=m , F/()=m", wen FC=1) (@)= ;

en conséquence I'équation (A) deviendra

mi—a mP—3 mr=—5

*Sin. re mCos. .
- f o Singr +Cos.(mSin.x)dw= 1.2005—1 + 1200, (F=e3) x.s...(r—5)+

&’est-i-dire , si 7 est un nombre pair,

*Sin.rx mCos.x e _m m5 , m—?
e [ Sinz +Cos.(mSin.x)dx= 3 +1a 1.2, 3 R 4 et .(r—-x)
et si r est un nombre impair,
mr—=13

#Sirerx mCos. me ms ;
= j Sz Cos.@_Si@x)dx:sx-]—j—; + Ta3% Fonnde ="
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6. Les formules (A) et (B) ont été construites pour les limites
d’intégration o et & ; mais la considération de la série de Taylor en
fournit encore denx autres , qui ont lieu entre les limites o et o , et
qui donnent, sous forme finie , un nombre illimité d’intégrales.
Pour les obtenir , rappelons d’abord ces deux formules connues

' :"Cos.r‘qaé = ® xSin.rgx =
3 dx_: — e—rqb , __,__j__dx: -rqb (*)
o bid-z2 2b o bifxz 25

Remarquons en outre que , par la série de Taylor, on a

F(aH-Pe )“:F(&*‘-}’B )=F(“)+% .F(%)COS.Q’J"*"{"—ZF”(“)'Cos'qu+’

Fatp !V =1 )—F (wpe 7"V

2\/==T

.en multipliant les deux membres de 'une et de l'autre équations par
dx , intégrant entre o et <« , et ayant égard aux deux formules ci-

= —f- F/().Sin,g x4 xp:é Fr(a).Sinzgx-t oo

dessus , il viendra

f “F(atpe ™Y )4 Fadgpe VT
b42*

dr

L]

= . . P 2abs 'z.ﬁ | -
— b—gF(a)-*_%F/(a)'e b_y. :;.F”(a).e qb+l:3 Frr(a).e ;qb+m$

(*) Voyez un mémoire dc M Laplace , dans le volume des Mémoires
de Tacadémie royale des sciences de Paris s pour 1782, ou la Théorie anali-
tique des probabilités du méme géométre , chap. III , n.e 33 , ou encore le
Nouveau bulletin des sciences y n.° 43 , avril 1811, ou enfin le Traité des

différences et des séries de M. Lacroix, 2.¢ édition , page 492, n.o 1211,
Consultez aussi un beau mémoire de M. Bidone , dans les BMémoires de

Vacadémie royale des sciences de -Turin , pour 18i2.
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5=/ RICE T MRS (Ce T R PPN
2 ‘/-—-I o bz_*_x‘z i

s 3
= 3—’;, F/(2).e"? 4 ;p—z‘ F (o). em 20 A ;‘2_3 F/ (). qs'l"""}

on encore

- ga\J=7 =g\ % -
J Fladpe” ™) +F(atpe ) do= ZF(atpei®) , (M)
o &2+x2 b
- VEAVEST IR » —gx\/Z1 :
L_/ Ead-pe )=F(at-pe )xdxzw{F(¢+pe'qb)~F(“)}~ &)
a—1_J e

On peut faire , dans les formules (M) et (N), les mémes suppositions .
que dans les formules (A) et (B) , puisque , dans ces quatre formuies,
la fonction F est assujettie aux mémes restrictions.

Soient , par exemple , F(a)=Sin.(ea), a==0, p==1. Le premier
membre de I’équation (M) deviendra ‘ :

‘/‘°e Sin. aeqx\/_q—l- Sin.aequ\/'-I de .
o o' +-a*

fin faisant disparaitre les imaginaires et formant le second membre,
on trouvera finalement

1

~—zSin.gx

» aSin.gx
f Sin,(2Cosgz) & +e dz= ;—Sin.ae“qb .
bzt

[

11 est inutile de multiplier les exemples pour faire comprendre que
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les formules (M) et (N) peuvent donner une infinité d’intégrales diffé-

rcentes.

~. Un moyen fréquemment employé dans les intégrations consiste A
subsstituer & la varizble ure nouvelle variable , dont les limites sont alors
les valeurs correspondantes aux valeurs limites de la premiére variable.
Cette transformation ne change rien & la valeur de l'intégrale définie,
somme des ¢lémens différentiels. Mais , si 'on vient & remplacer une
variable , réelle dans toute 'étendue de I'intégration , par une fonction
variable , composée d’une partie réelle et d’une partie imaginaire , il
semble que la valeur de I'intégrale définie peut en étre altérée , bien
que la nouvelle fonction substituée varie dans les mémes limites que
la variable primitive, puisqu’on a remplacé une somme d’élémens réels
par une somme d’élémens imaginaires.

Nous nous proposons ici de faire voir que néanmoins une substitntion
de ce genre , appliquée & une fonction réelle et finie , dans tounte 1'ien-
due de l'intégration , loin de conduire & des résultats absurdes, peut
servir, au contraire , dans un grand nombre de cas, & découvrir de
nouvelles formules générales d’intégration.

Soit ¢{z).dz un différentielle que I'on doit mtégrer depuis z=—-—1
jusqu’a z=-}-1, et qui demeure constamment réelle entre ces limites.

. . LAVA S . .

Soit fait z—e v ; les limites correspondantes de « scront res-
. a2V — —
pectivement z==w et x==0, 4 cause de ¢ v '==Cos.z4-y/ =7 Sin.z.

A . SIS '3 V .
On tire de cette relation dz=y/=;.¢ V 'dz, ce qui donne

S eotm—y s [TV T Vs @

o

équation quinesera vraie qu’autant qu'aprés avoir séparé dans le second
membre la partie réelle de la partie imaginaire, l'intégrale de la
partie imaginaire sera nulle, et celle de la partie réelle égale au

premier membre,
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Mais I'équation (P) , obtenue en faisant passer la variable z,
toujours réelle,, par une série de valeurs imaginaires, ne serait pas
sullisamment établie , sl n’y avait, pour y parvenir , une marche
ou les imaginaires ne se montrassent qu’en apparence, et qui fit
voir en outre & quelle restriction la fonction ¢ doit étre assujettie,
Supposons ¢(z) développable suivant les puissances entiéres de z,
on aura, par la série de Taylor que nous supposons convergente,

eV T (VT TV T TV

*

@' (0)Cos.22 @"(0)Cos.3x
+

I 1.2

== {c‘o(o).COS.x—{— oo z 5

observant qu’en général, lorsque 7 est entier,

az
COS.IZ:L".dx:O 2
o

multipliant par dz et intégrant depuis o jusqu’d =, il viendra

./ (Va™V T4V TV o= . (1)

Cela posé, on a aussi

exv:x-?(ex\/:) e-x\/:;-so(;xv:)

2y/ =1

¢'(0).Sin.2x ¢”(0).Sin.3x

+

I 1.2

=¢(0)Sin.z—+ i 3
observant que, lorsque 7 est entier , suivant que ce nombre est pair
ou impair, on a

Tom, X¥. 25
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= z=

. . 2

J Sin.nz.dr=o , / Sin.nrdr—— ,
. ° ) n

multipliant par dz et intégrant depuis o jusqu'a =, on aura

t/za-ex\/——:.(?(ex\/:?)_e—x —I.cp(e—x\/:?) de

o 2/ —1
¢’ (o) ¢1v(0) ¢71(0) .
= {”’( O e +3 2345 1 1.2.3.4.567 +§ ?
mais , on a aussi -
@(o).z | ¢(0).z2 .
o(2)=0(0)-T2Z 1 l"_’: e
d’ou
. ¢/(0) |, ¢7(0) .
S e O ey R
donc

G AR LR S TRV A OT RIS

h.!

or , en ajoutant membre & membre les équations (1) et (2), on
tombe précisément sur l'équation (P) qui se trouve ainsli com—
plétement justifice,

8. Pour déduire de cette équation la valeur d’un grand nombre
d’intégrales définies, il reste & donner a la fonction ¢ différentes
formes, La seconde maniére dont on est parvenu & l'équation (P)
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fait voir d’ailleurs que cette fonction n'est pas enticrement arbi-
traire , et qu’elle doit étre développable en série convergente ,
procédant suivant les puissances enticres de z.

Soit, pour en donner un exemple, ¢(z)=ze** , on aura

-—\/—/ NV V= ey S T ANV,

et, en séparant la partie imaginaire de la partie réelle,

x\/., x\/._x) dx:_eaCos.x . . _ aCos.x

-7 Sin. (2x+aSin.x)-\/=Te Cos(2x}aSin.x)

de sorte qu'on aura, par l'équation (P),

i = . . .
j ze*idz= j eaCos x.Sm.(zx-l-aSm.x)dx—\/:? :- aCos.x .Cos.(2x4aSin.x) .
i o

—-—

Lmte gration par parne donne

e
+1 I b 1 1
zedz—=—¢* | — — — e —
A P 2 e (22

on a donc

f O Sin, (aa-aSina)dam=er Z— 2 >+ p~af (4=
[

& oC
f & .Cos.(224aSin.z)dz—=o0 .

En faisant ¢(z)==z"e4, n étant un nombre entier quelconque,
en obtiendrait les valeurs des intégrales
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A‘.
- ' . = gCos,x . .

J eacosx.Cos.(lzx-l—aSm‘x)dx, J ¢ . Sin. (nz+4-aSin.z)dx ,
o -]

dont la premiEre sera toujours nulle. L’équation

J aeacos'x.Cos.(nx-]—aSin.x)dx:o,‘

o

se vérifie d’ailleurs immédiatement par les équations

2
=z ] 1.2402

‘= qCos. . =
z f ¢* "% Cos.(aSin 2)Cos.nz.dor— —

n

~ L

@ aCos.x . .
2 f e Osx.Sm(aCos.x)Sm.nx.dx:
o

= 1.2..02

données par M. Poisson dans son quatriéme mémoire sur les inté-
grales définies (*).

g. Par une marche analogue & celle qui nous a conduit &
I'équation (P), on peut obtenir une nouvelle formule, relative a
des intégrales dont les limites sont o et <.

Soit Y(z)dz une différentielle qui doive étre intégrée depuis o
jusqua 1. Posons

—zf V=T

L=c .

Pour que z varie toujours depuis o jusqu'a 1, il faudra que @
varie,, depuis oo jusqua o. On tire de 1A

(» Journal de Uécole polytechnique , XIX.® cahier , page 439,
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dz=(—14y/=0)e x-{-—x\/—; ,
et par conséquent
\
. - SV—r *NV=7
S = [ a—ym (s s
st bien

= aV=1 o\ 1 ' S L1
J - +< ‘ dx:%/ YDA Y= Uiz (@)

er e* e 2 °

-]

et I'équation (Q) fournira , comme I'équation (P) , les valeurs
d’une infinité d’intégrales définies, en égalant respectivement, dans
les deux membres , les parties réelles et les parties imaginaires.
Mais I'équation (Q) a besoin, comme I'équation (P), d’éire éta-
blie d’'une maniére plus rigoureuse.

Soit F(x) une fonction développable en série convergente, pro-
cédant suivant les puissances entiéres de w, et qui soit nulle en

méme temps que z, on aura
F( VT PV

xCos.x x . Cos.ox =3x ,Cos.32

PO T ) T

gF’(o)

En observant que, par une formule connue

i
j e~ Cos.nader— — ,
o

an
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multipliant par dr et intégrant depuis o jusqu’d o , on aura

°° ( x\’—l) ( "‘\/—1)
+F dz

F’(o) F”(o) F”’(o) F””(o)
1 1.22 1.2.32 ' 1.33.42

CITTY I ]

Mais on a aussi

-
tsee 3

e—x e~
F(e=*)=F/(0). =— +F/(0).
observant qu’en général
b 1
[orde=t
o 7
multipliant par dz et intégrant depuis o jusqu’a <o , on aura aussi

F(o) F/(0) F'(o)

SR a=T0 B9 )y

-
css.0800 o

de sorte que

f °°{F( N—l)-i-r (< ) do= j F(e)da .

Cela posé , soit F(x)=x{(x) ; il suffira que {(x) ne soit pas infinie
. z k] . . P
pour x==o0, et soit développable suivant les puissances entiéres de
#. L’équation précédente deviendra
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I

("—xv_ )} de=f Trneie.

ax

J wg ex\/:;;'[ ex\lj__—,\ ' e—x\/:.

+ \
er Kex) Cal

Faisant ensuite

o=z , doi j“e—x¢(e—x)dx= f'¢(z>dx ,

on aura

SIS

e 17

e
—

)}dmj W)z (1)

Par une marche semblable, et en observant que

® . T
f e Sinnz.dr—=— ,
Q an

on trouvera

/ ) g ex\/:-'?%b (gxi:)_jxvrx+ (,,x\i—“x) } de=ay=if W), (2

° e* e I e

En ajoutant membre & membre les équations (1) et (2), on re-
tombe sur I'équation (Q) , qui se trouve ainsi rigoureusement
justifiée.

1o Pour donner une application de cette dernidre équation , soit

Log.(142)
z 2

Y(2)=
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fonction qui satisfait aux restrictions qui limitent la forme de la

fonction ¢. L’équation (1) devient

f ELog(x-[—

ou

2\ —1

>+Log( + ))d —f Lov(l{'z)d

£ l I.l .
f Log.(14-2¢7% Cos.x+e~2%)da= f Log-(1#2) dz ;
[} o z
or, on trouve

*Log.(142) , ! z z2 z3 = ..
S —z——dz_f°<1—2—+—3———[+....>dz__u )3

o

donc

f Log.(14-2¢~%, Cos.x-[—e“”)dx—-f; .

(" Voyez le troisitme mémoire de M. Poisson , dans le Journal de l'école
polytechnigue , XVIILe cahier , pag. 341,




