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ANALYSE TRANSCENDANTE.

Mémoire sur les quadratures ;

Par M. SERVOIS, conservateur du Muséum d’artillerie.

PROBLÈME DES QUADRATURES.

LES quadratures sont les derniers élémens dans lesquels se résolvent
enfin toutes les questions du ressort du calcul intégral , et par con-

séquent les problèmes les plus Importans de la géométrie et de la

mécanique. D’autre part, on convient généralement qu’on est encore
aujourd’hui réduit à désirer une méthode complètement satisfaisante
pour l’intégration des fonctions d’une seule ~~aria~lc , dans tous les

cas , alors même qu’on serait disposé à se contenter d’une approxi-
mation. Ainsi , il est tout s!mp!e que l’annonce d’une découverte de

méthodes nouvelles , ou même de. simples perfectionnemens ajoutés
aux- méthodes connues, produise une grande sensation parmi les

analistes , et soit accueillie avec empressement par les uns , avec

lléfiance et précaution par d’autres , mais avec un curieux intérêt

par tous. Pour mon compte , j’avoue que j’ai la avec une véritable

satisfaction , dans les Annales de /72~/~/72~/~~ , les expositions
-détai1lées de trois méthodes d"approxin13tion nouvelles, venues de
bonnes sources , puisqu’elles appartiennent à- MM. les professeurs
.D~~/?~//~ ? Kramp et Bérard ; et que j’ai assisté , à peu près avec
Inaptitude d’une partie i’ntéressée , aux débats qui se sont engagés à

leur occasion ( Annales , tom. VI, pag. 283, 304., 37"2, et tom.
~11~ pag. 10 l’et 241 ). Il est résulté de- mon assiduité y plus activa

Tom. ~7~~.~ /7/~ I.er s~p~~mb~e ~ $ i J. 1-1,
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que passive, une suite d’observations que je n’hésite point à com-
muniquer au public. Ce sont des rapprochemens de ces méthodes,
tant entre elles qu’avec celles que l’on connaissait antérieurement

ce sont des essais de perfectionnement dans leurs procédés techniques:
ce sont enfin des aperçus théoriques y se rapportant à l’étendue et

à l’ef’icacité 1 des moyens approximatifs qu’elles fournissent. Il en

résultera probablement de nouvelles discussions qui, en procurant
de nouvelles lumières rapprocheront de notre vue le terme de tant

d’ciTorts ; je veux dire l’acquisition d’une méthode d’approximation
qui ne laisse plus rien à désirer.

1. Les méthodes d’approximation sont ordinairement fondées sur

, les suites Infinies. Or, on sait exprimer rintégraieyyd~ type général
des quadratures , en séries de plusieurs formes : je commence par
rappeler les principales ~ avec un précis de démonstration pour me
dispenser de renvoyer à d’autres ouvrages le lecteur qui ne croit

point sur parole. J’emploie a cette fin les principaux théorèmes

de l’analogie entre les puissances, les différences elles d~érentlelles ,
théorèmes désormais assez connus, dans l’expression desquels j’ad.
mets la notation d’Arbogast ( Calcul des dé~‘zv~tir~~as ~ pour représenter
l’état varié d’une fonction (*). Ainsi, l’accroissement de la v4riable x
étant supposé constant , et supposant 

’

on a les définitions et théorèmes suivans :

(*) Consulter aussi sur ce sujet un précèdent nlt5rnoirc de l~l. Servois , ton-i. Y 1
page 93. 

J.D.G.
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e est, à l’ordinaire, la base du système de logarithmes Nëpënen
et A" une quantité uniquement assujettie à satisfaire à la condition
AJ~o.

De (4) on conclut , sur-le-champ, par le développement de l’ex-
pression (~2013i)"’ï ~ la série

où les coefficiens

sont ce qu’on appelle les eNor~br~s de Bernouilli: ils sont aussi

ceux de l’équation identique 
-

Je suppose ~ positif et qu’une de ces valeurs antécédentes

soit ~ , à laquelle répond v~~’~. Je fais ~~.-a’=n~ , d’oll",n=x-.n..
~oient x , t~ deux abscisses extrêmes positives d’une courbe plane,
ayant pour ordonnées rectangulaires correspondantes Y’ , v ; après
avoir divisé l’intervalle entre ces ordonnées en n parties égales cha-
cune â ~ , et imasiné 1 par chaque point de division , les ordonnées
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intermédiaires équidistantes , le système de nos ~+ï ordonnée

pourra être exprime par la double suite

ou les termes correspondans , supérieurs et inférieurs , expriment
une même ordonnée. Cela étant , après avoir mis p pour y dans

(6), et retranché le résultat de (6); si, pour abréger, on fait

on aura la série

dans laquelle Z est visiblement l’intégrale fydx , prise entre les

lirnites a et x, ou bien l’aire plane terminée par les ordonnées

v , y , l’intervalle x-a et l’arc de courbe intercepté. D’autre part,
à cause de (4 et 8), on a

c’est-à-dire; que T est-la -somme des aires de la suite des trapèzes
rectIUgnes compris chacun entre deux ordonnées consécutives , l’axe

des x et la corde de l’arc intercepté ; et cela, dans toute l’étendue
entre les limites v , y. Par les mêmes raisons , l’expression ~,~~~~-~~~
est la somme, prise entre les mêmes limites , des rectangles ayant
pour hauteurs successives E" ~y , E" ~y ~.... ~ et même base 41, somme
qui serait évidemment plus petite que l’aire Z, si la suite précédente
était continuellement décroissante. Dans la même hypothèse cette

autre expression ~(~y20132~-~2013~) , qui est celle de la somme des

rectangles ayant pour hauteurs les ordonnées y , E’" 1 ~, ~" _~ ~ .1,, ~~ ~
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serait plus petite que Z. Ce serait tout le contraire dans une hy-
pothèse opposée ; c’est-à-dire , si de y vers p les ordonnées inter-

médiaires étaient de plus en plus grandes. Or , (g) est précisément
la moyenne arithmétique des deux sommes précédentes , et doit, par
conséquent, dans notre hypothèse, approcher davantage de l’aire
Z. Au reste , y on voit ce qu’il y aurait à faire pour introduire,
au lieu de T, l’une de ces deux sommes de rectangles dans la
série (10), puisqu’on a , en désignant la première par T" ~ 

1 et la
seconde par T I , les relations 

.

On a aussi, d’après I;a formule (4) ,

d’où, en faisant

en tire ~ur-Ie-champ

dont le second membre est visiblement l’expression de la somme;
prise entre les mêmes limites, d’une suite de rectangles, compris
chacun entre deux ordonnées consécutives -, en leur donnant pour
hauteur rprdonnpe intermédiaiire équidietante. Or , d’après (i et 4)"
on a .

. 
dans laquelle les coefficiens J~ B, C~...... sont aussi ceux de

r~~at~on identique
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ou bien ceux de cet autre

Or, en mettant dans (i3) v pour y, retranchant le résultat de (i3)~
et ayant égard à (12) , on a sur-le-champ , entre les limites et ~,

c’est là la série donnée dans les .~~~r’~~ces de ~Ea~cul intégral,
( Ht.~ part. page 3 l 1 I ).
Dans l’esprit de la série (1 4.) 1 et immédiatement aprèa, l’auteur

de l’excellent ouvrage qu’on vient de citer se livre à la recherche

de la formée propre à. déterminer les coordonnées rectangulaires
d’une courbe dont équation n’est donnée qu’entre l’arc et l’angle
que ce1ui--ci fait t à son extrémité, avec l’axe ~~s ~ : telle est, en

particulier , 1" iiat’on do )a courbe balistique , suivant 1~ loi de

Newton , il arrive au but fort heu~~eu~e~~~nt ~ mais par une route

dont il ne dissimule pa~ les embarras ; car , parlant de son résultat,
il dit : « L’état de simplicité où nous avons réduit cette formule
» fait présumer iu’il est possible dy parvenir par une voie plus
" directe et moins laborieuse ; mais , sans nous arrêter à cette re-

~ Chler’c-he,,.."." »1-bid-. pag. 3~~ ~‘ On arrive~ en effet assez sim-

plement à la formule dont il s’agit par le chemin que voici.

J’écris , dans la formule (6) ~ ~ au lieu de x , et s.Sin.d au lieu

4e. après une légère transformation , on trouve
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Je suppose ensuite que s , y fonction de " est un arc de courbe

plane, termine par les coordonnées rectan,tilaires x 7 y 5 et faisant,
à son extrémité t avec l’axe des x l’an~-le 0 i hypothÈse exprimée
par les relations

dz=ds.COS.D; dy==d~.S!n~. (16)

Mais on a , comme l’on sait, d’abord

ansuite, parce que

Dn obtient

donc enfin on aura

D~anleur5, à cause de

on a (16)
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Je substitue cett9 expression et la précédente (17) dans la série (t5)&#x3E;
et j’ai

d’où, 1 en mettant au lieu de i2013~.Cot.~ son développement (7),
on tire sur-le-champ

En détermirant K de manière que x et l’intégrale commencent
.. B, Ba

lorsque 0=,o , et en faisant attention que no~ -~ , -3 4 ,...’.. ° sont
1.2 1.2.. 

1 ’ ’ "’

respectivement les mêmes choses que les ~f~~ j3~ dés ~,~ercices~,
en verra la série (18) coïncider parfaitement avec celle de l’ouvrage
cité ( pag. 3-28~). Quand on voudra avoir y~~ É,ds.Sin,e~ il’ suffira de

chaner , dans (ï8) ~ ~ en y , ~ en go~2013~, et ~ en- ; ce qui
est évident. Il est d’ailleurs visible que S~A~.Cos ~+7~)} est l’ap-
proximation fournie pour x , par Fingënieuse méthode dont Euler
donna l’idée dans ce fameux mémoire ( ~M~/72~ ~ ~~r~h~ ,. année i 7 53)
qui depuis a tant occupé les auteurs de balistique ; c’est-à-dire que
c’est l’expression de la somme des projections , y sur l’axe des ~ ,
d’une suite d’arcs rectifiés., qui ont tous, entre leurs extrémités ,
même différence de courbure ~ ~ en prenant, pour angle de pro-

jection l’inclinaison moyenne de chaque arc. 
. 

Il.
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II. Les séries (to, i4~ 18) appartiennent a la classe de cc1Ic5

qui expriment l’intégrale fydx par le moyen de l’intégrale finie S~-
et des différentielles successives dr, d2y , .... Il est bien facile d’en
obtenir qui donnent J~d~ par les seules diûerentieUes. En effet , en

Supposant encore -x-a~=n~, ou, plus bimp1ement, x-c~.---rz , ce

qui revient à prendre 61 pour unité, on a , par le ~h~~r~~e de

Taylor,
-- T - - ~~ -1 ~, ~. - ::t _1 ~ ..

regardant n comme continue , multipliant par dn, puis intégrant
par rapport à n 1 entre les limites o et n, on obtient sur-le-champ

Si, dans celle-ci ~ on change ~ en x , v en y et n en 2013~ , ce

qui revient à prendre pour origine des n le pied de l’ordonnée y,
et à passer de là à v , dans le sens des n négatives , on verra fa-

cilement qu’on obtient , en valeur absolue, une aire égaie â Z ,
mais de signe contraire. Ainsi, on a cette autre série

Cette dernière série est proprement celle qui porte !e nom de

JEAN BERNOUILLI 1 qui la publia, dans les .~~~~ ~~7~rz/~ ~ dès

rannëe 16~.
En changeant simplement n en 201372 , dans (19), on a l’aire com-

prise entre v et E’~ , ou entre ~r~ et F(~201372) ; et, en retranchant
le résultat de (19) , on aura évidemment l’aire comprise entre

~~~~ et E"~ , y ou entre F(~-~/~) et F(~2013/?) ; ainsi y en désignant cette
aire par ]~"~ on a une troisième série

2~. ~77. s ïs
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Ici W deviendra éga! ~ ~ ~ pourvu qu’on change 2n en n , et p en
~ = nv ; c’est-à-dire qu’on a encore

v sera tine des ordonnées équidistantes lorsque n sera 11n

nombre pair.

HI. Les séries (ig , no , 21 , 22 ) sont en d*ifférentielles seules ;
on en aura en différences seules, par le même procédé , si, au lieu
du T~~r~/72~ de Taylor, on enlploie, pour développer y ou P~f
le Théorème des deèrences. Ainsi, on a

multipliant par dn, intégrant par ra~port ~ n , entre les Hm!tes p
pt ~ ~ on trouve ~sur-le-champ

C’est la série donnée par M. Kramp ( ,~nn~les , tom. VI p pag. 372
et suiv. )

-IV. Je borne là l’exposition des séries par le moyen desquelles
on peut exprimer l’intégrale fydx. Il faut voir , a présent 9 quel
parti on peut en tirer. 1.° Toutes ces séries, y comme celles du

théorème des différences et du théorème de Taylor, dont au fond
les premières ne sont que les modifications ou les conséquences pro-
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chaînes y se terminent , lorsque la fonction F’x est de nature à

conduite à des différences nulles ; ce qui est, comme l’on sait ,
’ 

le cas de toutes les fonctions rationnelles cndères de ,~ , ou de

toutes les courbes paraboliques ; 2.° sous le seul rapport des coef-

ficiens numériques, ces séries ne sont point assez convergentes;
elles n’acquièrent une convergence suffisante que lorsque les diffé-

rences ou les différentielles , en passant a des ordres plus élevés ,
vont en diminuant de valeur , y c’est-à-dire ~ quand elles tendent

à devenir nulles. Ce n’est donc que dans cette hypothèse qu’elles
pourront servir à résoudre directement le problème des quadratures
par approximation ; je veux dire , en prenant pour valeur approchée
de fydx un certain nombre de leurs premiers termes.

Dans la même hypothèse , c’est-à-dire , en supposant que la
différence 11’t~’I~‘.~ , par exemple, et les suivantes sont nulles ou

tenues pour telles , on tire des mêmes séries d’autres formules

approximatives y très - remarquables , qui offrent aux calculateurs

le grand avantage de ne faire dépendre l’approximation que d’un
nombre ~t~ ~ d’ordonnées équidistantes , combinées linéairement

avec des coefficiens qui, calculés une fois pour toutes et conservés

dans des tables permanentes , peuvent se retrouver sans travail au

besoin. Je passe à l’examen de ces méthodes.
Une première va droit au but. En substituant dans les séries

ci-dessus , au lieu de ~ , A y d , leurs expressions en états variés

E, E2 , , fournies par les formules (r , 2, 3 , 4 ) ; expressions
toujours finies et linéaires , quand on suppose nulles toutes les dif-

férences au-delà d’un certain ordre. En effet, quand on pose

puisque , d’après (3)
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Ensuite les mêmes théorèmes donnent généralement , pour ,~ entier
et positif , 

’

expressions qui, après développement, ne contiennent linéairement que
les états variés de différens ordres. D’ailleurs ~4~ , FIntégrale ~ et

p,ar conséquent les expressions T, R se résolvent immédiatement en
états variés linéaires. On aperçoit au reste que ces substitutions dans

nos séries doivent conduire finalement au même résultat. Ce qu’il
y aura de plus facile pour y parvenir sera donc de choisir la série

qui exigera la formule de substitution la moins compliquée. Or
telle est la formule (~3) ~ dans laquelle on substituera , en états

variés, les valeurs de ÂP , Â2p,....... t1’iv, d’après la simple for-

Ypule (24). Ce procédé est exactement celui qu’a suivi M. Kramp,
dans le mémoire cité ( Annales , tom. VI , pag. 3~~ ~ et d’après
lequel il présente le tableau des expressions de Z en coordonnées
équidistantes , pour les valeurs du nombre n ( qu’il appelle J9/-’

viseur ) depuis 1 jusqu’à 12 inclusivement. On peut assujettir ce

procédé à des lois analitiques qui permettent d’offrir des formules

pour calculer immédiatement, dans le. cas général de n entier et

positif quelconque , les coefficiens des ordonnées v , Ev , E2p , ,......
Je place ici ces détails d’autant plus volontiers que ce sont peut-
être des formules de cette espèce que réclame l’habile géomètre,
qu~nd il dit ( tom. VII , p~g. 2~3 ) ; « J’aurai été plus loin que i -
~ si la longueur présumée des calculs ne m’avait effrayé. J’observai,
" au surplus , qu’il devait inévitablement y avoir quelque méthode
~ beaucoup plus al)régée , pour parvenir au même but, dans tous
" les cas M. 

’ 

- 

" 

-

La formule (5) développée devient après le changement dp x e~ ~ ~
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dont les coefficiens

sont ceux de l’équation identique

Il est d’ailleurs aisé de voir qu’ils sont liés entre eux par la loi
suivante : 4 , B c, C,..~....Z~ J!f~ N, étant respectivement les

l~. ~~~ 3~,.~..(/2~)~,(/22013J~, me on a

formule dans laquelle il ne faut avoir égard qu’aux valeurs absolues
des nombres ~ , B , 6’~......Z~~f~ N; en leur donnant ensuite
alternativement les signes + et 2013 .

Faisons, comme ci-dessus ~==1; changeons, dans (25), a en

~-+-~ y et retranchons (25) du résultat ; nous aurons

Or 1 d’après le théorème des différence§ ,

donc

En développant et rejetant toutes les différences supérieures A celles
- de l’ordre n , on trouve une équation de la forme

dans laquelle il faudra faire
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expression dont la loi est évidente. !:

On peut remarquer ici que la série (~7), avec ses coefficiens (28)
est au fond la même qu’une formule donnée par LORGNA dans les.
.~’~mc~ïres de la société ’italienne ( tom. 1 ).
li reste à développer, dans (27), les différences en états variés,

d’après la formule ~~1~~ ~ et 1-*on obtient enfin 
1

équation dans laquelle il faudra faire
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. On voit que, si l’on avait, dans une tjb4e , un grand nombre
de coefficiens .~ , B, C,....., dont les valeurs sont in~.épencla~3t, s
du nombre n , et qui se calcu!ent facilement , au moyen de la for-
mule (26). on obtiendrait rapidement les coeiTRciens ~ , ~ ~?""(~9) ~ J
au moyen des formules (~8~ 3o), dans lesquelles tons les Goeficicos
dépendans de n peuvent être pris dans une table des nombres figurés.
On sait d’ailleurs qu’il n’y a réellement à calculer que la moitié,
ou l~i simple majorité ( si n est impair ) du nombre de ces coefficiens ;
£ar, dans ce qui précède, y l’origine des coordonnées étant placée au
pied de i’ordonnce v, on a considéré 1 Ev , E2v , E3 .., , ...... COfilma

situés dans la région des coordonnées positives. ~’~ais , si l’on trans-

porte l’origine au pied de y , ct qu’on prenne pour ordonnées po-
~dves celles qui s’en éloignent successivement en s’approchant de v
ce qui est fort indifférent, les différences , et par conséquent l’aire
Z , qui 

. 

reste !a même , seront exprimées en y , ~~~ ~ .~" ~Y, .......
~et ~ y comme elles l’étaient précédemment en ~ , Ev , E3~ , .u. et ra;
donc les coefficiens des O1’~ont~~CS ~ V , ~~V ~ ~ ~ ~c~ , E’- Iv ~ 1 19
c’est-à-dire des ordonnées également éloignées des extrêmes y sont

,égaux. Au reste , y nous donnerons ci-dessous d’autres formules 3 pour
calculer Immédiatement les coefficiens des ordonnées é~~~idistantes ~
dans l’expression finale de Z,

V. Une autre méthode, fondée sur cette observation que , dans

les séries . expressions de Z , comme dans celles des états variés,
les différences et différenticlles existent linéairement et de la même

manière , et se rapportent exclusivement aux limites de J’aire , con-
siste a éliminer ces différences ou ces différentielles, entre plusieurs
expressions de la même aire, y où l’on a fait varier le nombre des

coordonnées jnterm~~li~ines , ou bien , entre l’expression d’une aire
et celles des coordonnées équidistantes. Cette élimination , entre

équations du premier degré à plusieurs inconnues , exécutée par
les procédés connus, t n’introduit que linéairement, t dans l’équation
finale , les différens termes tous connus de l’équation employée.



88 PROBLÈME
Je m’explique , par un premier exemple. Pour abréger , je mets

la série (10) sous la forme -

conservant les limites v , ~ de 1"-intégrale Z, y si je fais varier ~ de

manière qu’on ait respectivement 2~ Tn , ."." au lieu de JB quand
~ devient -/, j’aurai 

. 

(3 )

dans lesquelles les coeHIdens e, ~ ? y ~ , qui i ne dépendent que
des limites , restent les mêmes que dans (3 1). Entre celles-ci , sup-
posées en nombre n, je détermine un pareil nombre n de coefficiens

de la suite je les substitue dans (3 1) en regardan i
comme nuls ceux que je n’ai pas déterminas ; et j’ai pour ~ une
approximation qui équivaut à celle qui résulterait de l’hypothèse
que la différence A’~’~’ 1 est nulle, ainsi que celles d’ordres plus
élevés car te premier terme néglige dans (3i) est celui du rang

72-+’i , en comptant les termes à partir de T exclusivement ; or ~
ce terme est de la forme

, - _ _ _ ..

comme on le reconnaît à la simple inspection. de la série (10).
Si l’intervalle x-a est divisé en 2n parties égales , par exemple,,

avec les mêmes ordonnées qui ont servi à composer T, on pourra
former un certain nombre d’aires T~, y T~..... autrement partagées y
en prenant pour ~~ , ,Il , ..... respectivement i les multiples til,
7z~~......;~, ~,...... désignant des diviseurs de ~2. Si le nombre

2n a n diviseurs , on formera , par le seul moyen des ordonnées
’ 

qui
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qui entrent dans T, un nombre n d’autres aires ~~ , ~’~l , u...; et

par conséquent on portera l’approximation jusqu’aux différences de

l’ordre 2/2 , inclusivement. Si le nombre des diviseurs /~~~ ~n,.....
est moindre que n, on pourra encore , avec les ordonnées de T

former un certain nombre d’aires auxiliaires qui donneront une ap-
proximation , mais d’un ordre moins élevé.

Ceux qui connaissent la méthode d’intégration que M. DoBENHEIM
a publié dans sa Z~?//.~/y~ (Strasbourg tgz6 ~ ; méthode que M,
KRAMP a exposée, avec des développemens irnportans qui lui ap-

partiennent entièrement ( Annales , toiii. VI , rag. 2S a et suive ) ,
trouveront sans doute qu’elle coïncide avec le procédé dont je viens
de tracer l’esquisse. il

Pour second exemple j’applique la méthode à la série (ni),
En prenant ? pour unité, et en rejetant les diïïérenccs de l’ordre

~’+’1 et les suivantes ; par le théorème de ’~’a~~Ior , on a , sans

difficulté ,. 
_

Ces équations, en nombre ~-~. ~ , multipliées respectivement par
7or,a. VIII. 13
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les coefficiens in{léterlnil1és «’, f3, ~, ....., puis ajoutdes , donnent
ea appelant 17 la somme de leurs premiers membres ,

" Je détermine les coefficiens ;t y A ~ * * Il .. -’ 2 en faisant coïncider e
terme à terme ~ ~ avec W (2 1) ; ce qui fournit les n + 1 conditions

~

en même nombre que les coefficicns, et dès loys suffisantes pour
les d0terminer; après quca j’aurai

Ce procédé est p~r~~;ie~n~~~ conforme h celui de la méthode

donnée par Mt ~~~~.~~ ~ ~r~r~~le~ , tom, VII, pas, 10 1 et suiv. ).
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En effet , supposez n~ i ~ , dans le tableau d’équations (33); et

vous aurez identiquement les treize équations relatives à ce cas ,

produites à la page 1 oS du volume cité. II n’y a d’ailleurs aucune
ressemblance entre la mëtaphvsiquc du savant auteur et celle qui
nous dirige ici ; mais ce n’est pas de cela qu’il s’agit présentement.

Nous devons faire observer que les équations (33) comportent
un mode particulier de résolution très - expéditif, qui permet
même d’arriver à des formules assez simples , pour exprimer I(s

coc~ïic!ens ~ , ~ , y ~ ...... 

’

On ëHmme « des équations (33) en retranchant de chacune des

n premières, multipliée par ~2’, cellie qui la suit immédiatement.

Or y cela revient ëvtdemmcnt à multiplier, terme à terme et par
ordre , les premiers membres des n premières équations, respec-
tivement , par la suite

puis à donner à chaque résultat, pour second membre d’égalité, 9
celui de l’ëquation correspondante~ multip1ié par n2, et diminue
ensuite de celui de inéquation immédiatement suivante. On obtient
ainsi les n équations sans ’"

où. ii_ faut faire

ces co’effic1ens étant indépendans de /?.
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Or , il est clair que, dans les premiers membres des équations

du tableau (35) , (n--~)’ joue le même rôle que n3 dans les équa-
tions (33) ; ainsi , on formera un second tableau de n-i équa-
tions débarrassées de /3, en multipliant les premiers membres des

n-i premières (35), terme à terme et par ordre, par la suite

puis en donnant à chacune pour second membre le sien primitif t
multiplié par (~2013i)~ ~ et ensuite diminué de celui de la ~uivÍ1nte.
De cette manière on a 

~

fw

où l’on a

Ici Cn.~--~~~ a pris la place de (/22013i)~ dans (35) 3 et de 7~ dans

(33) ; et l’on aperçoit sans qu’il soit nécessaire d’insister, 1 comment
on passera à une suite de tableaux de. n- 2 , n-3, .,". équations
comprenant chacune une inconnue de moins ; et comment enfin on

arrivera à une seule ëquatioa de la forme

qui donnera sur-le-champ
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Après cela on remontera , par les seules premières équations de
chaque tableau ( ce qui sera d’autant plus simple quton aura été

par là dispensé d’écrire les premiers membres des autres équations )
pour déterminer les autres coefficiens, dans l’ordre 14, x , .... y, ~ ~ a&#x26;.

L’extrême simplicité de ce procédé m’a permis de céder à la

curiosité, en recherchant si la formule de M. Bérard , relative au
cas de 2~===i~ mérite le reproche de fausseté qui lui a été adressé
( .~nnales, tom. VII , page ~45). Daiis cette hypotltèse n7--6 , et
les premières équations des tableaux successifs bout

On obtient ensuite p, q, r, ...~ par le moyen de



94 PROBLÈME

La valeur de lt t introduite dans. la dernière des équations ~31~
donne sur-le-champ 

-

Ici nous avons pris pour unité ~ou la partie de l’interyal1e’ +
entre les ordonnées extrêmes. Si , avec M. Bërard ~ nous prenons
pour unité cet intervalle..entier t il faudra diviser nos coefficiens par i2.

Or" après, avoir divisé par t2 la valeur précédente, de ,-, et di-

visé haut et bas par 21 y pour réduire la fraction à une expression
plus simple, je trouve; 

‘

qui est précisément r’expression du même coefficient,- dans la for-

mule de ML B~rârc~~ Les autres. caeHic!~ns ~ ~ &#x26; , ....r ,. obtenus par
le calcul des équations (37) , puis dtvisës par 12 , coïncident aussi

avec ceux. de lâ formule, citée,. qui se trouve par là, pleinement
justifiée..

Il n’est peut-être pas. nécessaire de faire observer que la. méthode
dont il s’agit dans cet article s’applique évidemment , et de la même

rnanière , à la série (22) laquelle comprend également les cas- de

l’intervalle divisé en un nombre impair et un nombre pair de parties;.
ou il suit qu’il n est pas exact de due que la méthode de M.

Bérard n’est immédiatement applicable qu’à un. diviseur paie
( ,~~~~I~s , tom. -VII , pag. 2~5 ). 

’
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VI. Convaincus que la formule relative au diviseur 12 formée

par M. Bérard, est vraie , devons-nous prononcer que celle de M.

I~ramp ~ ~nr~ales, tom. VI, pag. 3~y ) , qui en diffère est fausse?
La réponse basée sur les principes de M. Kramp lui-même ( tom. VII,
pag. 2~5 ) serait affirmative. D’ailleurs les deux méthodes fournissent
les mêmes résultats pour les diviseurs ï~2,3~~5~6,7,8 (~).
Ainsi , ce ne serait qu’à partir du diviseur 8 qu’elles commenceraient
à devenir divergentes ce qui serait Lien extraordinaire. Cependant,
mon estimable ami , le Rédacteur des Annales pense que « on ne
» peut rien conclure pour ou contre les formules de MM. Krarrp
~ et Bérard des différences qu’elles présentent dans les applications »)
( Ibid. pag. 2~6 ~ à la note ). Il sera bien facile de décider la

question , après le rapprochement que nous allons faire entre ces

méthodes et une autre qui s’est offerte depuis long-temps aux analistes.
La voicÍ.

~oi~

l’équation d’une courbe parabolique complète, de l’ordre n, passant à

l’origine des u, par le sommet de Fordonnée ~ ; en Fobilgeant à passer
par les sommets des n autres ordonnées Ev , E2p , ~,~.. E~ ~ également
espacées , dans 1 intervalle des limites ~===Q, u, =n~, nous aurons

pour déterminer les fi coefficiens A, j5,.....2V~ les n’ équations ,
dérivées de (38),

........ _., _ &#x3E; _ = ,, .. - - 
.. 

-.w- .. ,  -...- ... i .- .... - . : ... -. &#x3E; &#x3E; .  . : .. , . 
-

(*) Il y a bien quelque différence relativement au diviseur 8 ; car le déno-

1ninatellr commun des coefficiens, qui sont d’ailleurs les marnes de part et d’autre,
est 2835o chez M. Bérard et 89600 chez M. Kramp ; mais il est probable
que la différence tient à une erreur typographique dans le dernier nombre ; puisque
le premier supporte l’épreuve de l’hypothèse de l’égalité des ordonnées entre

, 

elles et avec l’unité.
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On aura ensuite Faire de cette courbe, entre les mêmes limites
en intégrant (38) multipliée par du J depuis ~==0 jusque u=n ;
et , si cette aire , que j’appellerai Inscrite ou Aire de la cor~rb~

parabolïr~ue inscrite , est prise au lieu de l’aire Z de la courbe

vraie , on aura -

Il est visible qu’on arriverait au ïném’e résultat en éliminant les

~oe~ciens ~1, B, C, ..... entre les équations ( 3g et 40 ).
Il est bien évident que le système des équations ( 38 ,3~ ) peut

être remplacé par celui des équations

car d’après ce système) en faisant successivement dans (41)
~==0, a= 1 , u~,~ , ..,.. u=n , vous trouverez successivement y~~v,~

y=Ev y=E2i, , ......y=Enf, ; comme cela doit être. Or, les équa-
tions (41 , 42) étant précisément celles entre lesquelles M.- Kramp
élimine les différences (IV) ; il est évident que la méthode de ce

géomètre coïncide avec celle de cet article, c’est-à-dire, qu’elle donne,,
an
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au lieu de l’aire véritable Z, l’aire de la courbe parabolique ins-
crite du degré n.

D’autre part , comme l’a démontré Lagrange ( Ecole normale ,
,tom. IV), J’équation parabolique qui satisfait immédiatement aux

conditions (38 , 39) est la suivante :

eà il faut prendre le signe supérieur si~ n est pair. 
-’ 

Or, en désignant par St , S3, S~3, ...~.. les sommes dès produits
la r , 2 â 2., 3 à 3 des termes de là su ite J , 2, 3 , ..., n ‘?
~ar ~ i ~ S~ , S,3’, ..... ces sornrnes dé produits- quand on exclut
de la suite- fe terme i ; et en général par LA’ k’ ,~k3~y ,,..., ces
mêmes sommes de produits, après l’exclusion du terme ~; il est
@!a!r que i’ë~uatibn ~43~ devient

1 ~----..",-

2-om~ ~7. 
~’
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En muhipHant celle-ci par du, puis en intégrant entre les limites’

u~o , ~===/~~ et donnant le résultat pour l’aire ~Z ~ on obtient enfin

Telle est (45) la formule que nous avons promise ci-dessus (IV) ~
et qui, donne immédiatement des expressions fonctions du nombre n;
pour les coefficiens des coôrdonnées équidistantes.

Si nous prolongeons le second nombre de (38), jusqu’à la puis.
sance 2n de a . ce qui représente une courbe parabolique de l’ordre
_~~ , nous exprimerons que cette courbe est inscrite à celle dont

nous avons désigné l’aire par W (~ r~ ~ en écrivant les équations,
en nombre 7Z-)r: 

.. 
’

/

Si d’ailleurs nous prenons les deux aires particulières, l’une entre
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o et ~-t~ , i autre entre 0 et 201372 y que nous ajoutons leurs valeurs
absolues, pour avoir l’aire paraboliique mscnte entre +12 et -n , y

que nous prenions enfin cette aire au lieu de Faire W , nous aurons

Or, les équations (~5 y 2ï) ~ (44 ? 3~) coïncideraient respechvcment
si l’on avait

donc , le résultat de l’élimination de .~, ~ , ~,,.,.. entre ~~~ ~., 41"’)
sera identique avec celui de l’élimination des differenliellcs ’2013 da~ 1.2 da2

t d~

~ ~20133..... entre les équations (2 [ " 32); or ce dernier résultat
1.2..of- ai

est celui de la méthode de M. Bérard ; donc aussi elle donne

pour l’aire approchée celle de la courbe parabolique inscrite.
On est donc en droit de conclure, en toute rigueur en vertu

de Fantôme : Quoe sunt ~~7~/72 ~ etc. , que les méthodes de MM.

Kramp et Bérard doivent , pour les mêmes diviseurs , donner les

mêmes résultats. ’

La courbe parabolique- (38) , de l’or~re ~ , inscrite entre Ie~

limites P, E’tv , à la courbe donnée, dont 1-’aire est Z, a son aire

propre ZI, entre les mêmes limites exprimée en ordonnées équi-
distantes v, E~, : c’est le second membre de (45). Mais, si l’on

traite immédiatement cette aire parabolique ZI par la méthode de

M. Dobenbeim , on ne trouvera pas un résultat différent , si toutefois

en prend un assez grand nombre d’aires autrement divisées 7’ , T~.,..?

pour éliminer le nombre 2013 de coefficiens des puissances de ~ qui,
2

.auivent T dans la formule (10) appropriée à ce cas. t~r ,. c’est
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prc1clsJrncnt ce résultat que la méthode dont H s’ag1t donne ~ ~~
lieue de l3aire Z ; donc encore la méthode de M. Dobenheirn prend
l’acre de la courbe parabolique inscrite au lieu de la véritable ; et
dès-lors cesse l’espèce d étonnement qu’elle inspire d’abord , en pré-
sentant, pour approximation de l’aire d’une courbe , une combla

naison linéaire des ordonnées équidistantes , différente de celle qm
cçrr~~fl5e ~ ou la somme des trapèzes inscrits ; car rien n’empêche
que les ordonnées combinées d’une inanlëre , donnent l’aire di,

polygone rectiligne inscrit 1 et combinées d’une autre , l’aire

d~ la parabole inscrite. On aperçoit aussi que ses résultats doivent

coïncider avec ceux des deux autres méthodes , lorsqije , n étant

le diviseur de l’intervalle, il a un nombre 2013 de diviseurs exacte
. ~ ,

~2~ y n~~ , ..,., , et qu’on s’en sert pour en composer autant d’aires

auxiliaires 2~ , ..... Ainsi , par exemple , comme n== 6 a pour
diviseurs z , 1 2 , 3, 6, et que l’on en peut conclure , outre raire. 

’

T qui correspond à i , trois autres aires 7/ , T~ ~ ~’fn , cor-

respondant aux autres diviseurs 2 , 3, 6, la méthode donne, pour
ce cas , la même formule que les ~utr~ ( ~otn~are~ : tom. VI

pages ~8~ et 3 ~ ~ ). 
’

VII. Les méthodes d’approximation (V) viennent done se réunir
dans le même esprit avec celle de l’article précédent, c’e~a-dir~
avec la méthode des courbes paraboliques ; et jp atirais bien plutôt
tiré cette conclusion importante si je n’avais pas craint d’être chicané
en produisant cette proposition : ( Il n’y A qu4a les fonctions féB"

~ tionnelles entières qui puissent conduire à des différences nulles,» , 9
de laquelle la première ~st un corollaire immédiat. Il faut main-
tenant essayer d’apprécier le mérite de cette méthode ~~~ courber
paraboliques.

Je ne dirai point qu’elle ne laisse rien à dè,-,irer ; ’e ne dissimulera
même pas qu’elle est sous le poids d’une censure très-sévère ~ pro~
noncée récemment par un jup qu’on n’e~t ~o~~~~ tenté do récu-set.
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- ~ "" ~ -- - 
~. _ _ _ _ _ _ - _ _

« Je ~~~~~~~~ sur-1out COUU1)t1 Funp des plus ddf~(!tueuses (m@tlH~de~
» d~approximation ) celle qui suppose que t’ordonnée de la courbe
» est représentée, dans toute son étendue p par la formule ~~~
~ -~°-bx-~-ex~-~-."., , ou par une ~ot~~nulc équi~-alen!~e ; car, de ce

» qu’une courbe passe par un grand nombre de points d’une courbe
» donnée , il ne s’ensuit pas que les deux courbes soient fort a 1)-
» prochées l’une de l’autre; il peut arriver, au coritraire, que
» deux aires, maigre tous les points communs, soient aussi dil1"’¿.-
3) rentes entre elles .qu’on le voudra )). ( Exercices de c~~~r~~ in~~~rr~l ,
III. e partie , pag. 316). Efrec,~ivemeilt , entre les limites assignées,
faites couper la proposée en n points, par une courbe parabolique,
dans l’équation de laquelle (38) vous aurez admis un coefficient
indéterminé de plus, ee qui donnera , dans (39 et 40 ) , un terme
et un coe~Hcient de plus. Ensuite déterminez les /2’-t-i coefficiens
par le moyen des équations (3g et ~~~ 9 en faisant , dans cette der-

nière, Z égale à une quantité donnée ; de cette manière vous aurez,
entre les limites assignées , une courbe parabolique du degré ~-~g
qui , avec ~2 points communs entre elle et la propnsée , aura pourtant
une aire donnée arbitrairement et par conséquent aussi différente

de Faire de Ja proposée qu’on pourra le désirer. 
v

Cependant, si , entre les limites assignées, la courbe proposée
o9a point d’affect-Ions singulières , telles que branches multiples ,
branches infinies, points conjugués, points de rebroussement, etc. ;
ou si , analitiquement parlant , entre ces limites" aucune des ditté-

-rentielles d~’x , d2F.x, ,o,," ne devient infinie ; en un mot, si la série

de Taylor peut exprimer ses ordonnées dans tout FIntervaHe ~ et

telle est la supposition généralement admise , on conçoit que plus
on assignera de points communs entre la proposée et une courbe

parabolique d’un degré égal au nombre de ces points , et plus aussi
J’aire de cette dernière courbe approchera de l’identité avec J’aire

de la première. Il n’est point superflu de confirmer cet aperçu par
des considérations analitiques. ,

5~ upp, o&#x26;ons une courbe parabolique complète ~~ ~~ordre ~ , passant ,
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entre les limites o, n, par n+i points de la proposée ; elle aura

pour équation notre formule (44) que nous mettrons sous la forme

~7 étant la fonction rationnelle et entière de u composant le second
membre de (44). Quand u recevra l’accroissement quelconque",
9n aura

Or , quand on fait u égal à un des nombres de la suite I, 2 , 3 ~ .~..n ,.
4 par exempte, ~’I devient égal à E4p ; et , quand on augmente
~ d’une unité , E’ y devient Ey, et , y dans notre exemple y égal à.

E5~. La fonction ~I~, y qui d’alUeurs n a qu’un nombre fini, de termes,
atterdii que, U étant une fonction rati(4nnelle et entière de u,
ses différentielles finissent par anéantir ; la fonction U~ , dis-je, est
donc telle que , pour ~=o , elle est nulle , et que, pour «,= i , t

elle est égale à ~~v--~E~v ; quantité qui sera évidemment d’autant

plus petite que les ordonnées voisines seront plu.s rapprochées ;. ce
qui est notre hypothèse relativement a la proposée. Donc, pour-
toute valeur de ~ , entre o et ~ , la fonction ~l~ sera très-petite ,
puisque c’est une fonction finie, rationnelle et entière de e. 1 donc,,
dans l’intervalle de deux ordonnées consécutives de la proposée, les-

. ordonnées à la courbe parabolique di~ér; nt très-peu les unes des

autres et de leurs limites; et , puisque telle est l’hypothèses, re-
lativement aux ordonnées de la proposée , y les aires correspondantes y
dans l’une et l’autre courbes , doivent aussi être très-peu différentes.

Je m’abuse peut-êtie ; mais je lIe sa.ura’ ~ ta;re que la méthode

des courbes paiabcliques me semble ~ en général , préférable 9 la

méthode directe ( l, Il ) , qui consiste à prendre pour approximation.
un certain nombre de termes des séries (1.1, I4 , ~’ ) ! car , sans

parler des difficultés et des longueurs dans lesquelles cette dernière
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@Tïgagc , pour chaque cas particulier ; embarras dont on se formera
l’idée , en Imaginant qu’on se trouve contraint de calculer nu-

mériquement plusieurs ordres successifs de différentielles qui peuvent
être souvent fort compliquées ; elle est entièrement impuissante quand
elle rencontre des séries divergentes , ou même des séries très-peu
convergentes ; tandis que la première après un léger examen , né-
cessaire pour reconnaître son aptitude , parvient à une très-grande
approximation , ,’ par des calculs fort sirnples, dont une bonne partie
est toute digérée dans des tables.

Je prends un exemple fort simple : la recherche du logarithme
de 2 ; c’est le premier exemple que s’est proposé M. Kramp ( Annales,
tom. VI , pag. 288 ) ; et nous savons que la méthode parabolique
s’y applique avec beaucoup de facilité.

..........., i

pour avoir Z=Log.2 , je suppose ~====1 ~ a~6 9 ~==12 ; la suite
des diiïerentielles de la foncuon Fx est

D’après ces formules, les séries (19, 2 0 , 22) , donnent, s’ans

peine à la vérité , 
1

de ces trois séries , la première est inutile, attendu quelle n’est

point assez convergente ; la seconde n’e$t guère plus avantageuse ~
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la troisième pourrait absolument servir; mais encore, pour obtenir
un résultat de même précision, le procédé parabolique des mé-

thodes (IV, ~~ , aidé des formules calculées dans les .r~nn~lcs , etc.~
me paraît-il plus facile ; mais voyons ce que donne la série (io) è
A cause de

j’aurai

Pour m’assurer de la convergence de cette série y qu! renferme les
nombres de BernouJH! y régate en valeur absalue les deux. terme~

des rangs /? ~ /2-t-i ~ d’où je tire 
’

Or , Euler, dans son- Calcul d~’’ér~r~~icl 9 a dé~mon~r~ que, le rap.
port de d~ux nombres de Bernouilli consécutifs converge assez, ra"

," 2 ,

pidement. vers l’expression - ; on pourra datTc écrire.... 
, -

d’où J’on tire 72 à peu près ëga!e à 6~~ Ott à 18 environ; ~’est~à-dire
que la série devient divergente après les ~ 8 premiers termes ; elle
est donc ~.~/~?~/2/ d~‘vrr~eni~ ; car, aux 1 18 premiers termes)
réunissez quelquerB1oS des autres , pour former .un seul premier
terme , et vous aurez une série toute divergente, qui par elle-
même n’apprendra rien sur ia valeur de LOf) 2 ,. au moins dans
l’état actuel de Fanage.

Mais,
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Ma*is ; dirast-on , la série dent il s’agit est de la classe des

~/72Z’-~/2r~/~~/2/~~ ; or , celles-ci fournissent des approximations suc-
cessives, tant qu’on ne dépasse pas la limite des termes décroissans.
Je ne trouve, à l’appui de cette proposition qu’une assez faible

induction , tandis qu’il faudrait une bonne démonstration. Le pre-
mier terme d’une série divergente est , en général , une ap proxi-
m~~’io~ , dit-on. Quand cela serait , du’ moins est-il certain qu’il
s’éloigne souvent beaucoup de la valeur exacte , et que rien dans

la série ne peut aider à juger du degré d’approximation. Ainsi,
dans notre exemple ce n"est point de Ja scrie ~ mais d’ailleurs
que je sais que le premier terme o~6g~8~3~6 est une valeur ap-
prochée de Log2. On calcule n1êrne, ajoute-l-on , l’approximation
que peut donner une série ~/7~-~/2~7~72~? : on calcule le degré
de petitesse du terme qui est à la naissance de la divergence. Soit,
mais je ne sache pas qu’on démontre à ~~ï~ri que ce’ soit là la

mesure de l’approximation que procure Jn faiI1ibleu1eu t la série : cette

propriété elle-même de donner une approximation dont le terme

est calculable serait un paradoxe qu’aucune inductioil ne pourrait
faire admettre.

La série 
’

,est convergente jusqu’au sixième terme et divergente au-delà ; elle’
est par con~équent semi-convergente. Or, y cette série, mu!tlp!iëe
par li~, n’est autre chose que le développement de 1/3-4, ou ~/:= .
Ain~si , 4 comme les séries absolument divergentes" les semi-conver-
gentes~ peuvent exprimer des quantités imagiiiaii-es ; ce qui n’arrive
jamais aux séries convergentes; d’où 51 -semble suivre que les pre-
mières doivent être. réunies en une seule et même classe ; comme 

‘

les sem!~ divergentes se réunissent aux convergentes.
D’Atembert et Condorcet , qui se sont tant occupés des ,,séries 9.

n’admettaient point ces êtres équivoques appelés séries seml-~onvcr2013
gentes. (t Il faut, dit le dernier, que la suite donnée dalfrs~ 1~

To m. VIII. 15
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)) méthode d°a~pro~irnation g se puisse continuer a Fmhm , sans

}) pouvoir s’arrêter à aucun terme , et y changer soit de forme soit
» de ~~~~~cre ; et que , plus on en prend de termes la sonime

~ de la suite diffère moins.....; et il faut non seulement que cela

~ soit~ mais encore que cela soit bien prouvé à /?r/ûr~’. ~ ( Pro -
~ b~éme des trois cor~s , pag. 62 ).

Lagrange s’exprime d’une manière peut-être plus positive encore
a cet égard. Après avoir parlé du moyen d’évaluer les termes omis
à la fin de la série de Taylor, il ajoute : -. ( Par le moyen de ces
» limites, on est à couvert des difficllltés qui peuvent naître de
» la non convergence de la série F valeur de ~~~-i~"~ ~ ....... si

=-- -- ~ z ... , ... la série finira toujours par être convergente ; niais
x 

-

~ elle sera toujours divergente à son extrémité, si 2013 &#x3E; i = quoi-
x

~ qu’elle puisse être convergente dans ses premiers termes. Ainsi
» elle ne pourra alors être employée avec sureté , quelque loin 

°

» qu’elle soit portée , qu’en ayant égard aux limites que nous venons
» de donner. » Journal de l’école polytechnique , XII.- cahier
Pas. 75 ) ("). 

~ 

.

. 
y

(4) Tout en partageant au fond l’opinion de mon judicieux ami, je crois

cependant devoir y apporter un lcger tempéramment,
Je remarque d’abord, avec lui, que, comme on peut toujours , par l’addi-

tiûn, réduire à un terme unique tant des premiers termes qu’on voudra d’une
série semi-convergente , il en résulte que les séries de cette classe peuvent tou-

jours être rangées dans la classe des séries purement divergentes.
Je remarque, en second lieu , s clue de telles séries peuvent toujours être offertes

sous une infinité de formes différentes. On petit , en effet, réunir leurs termes

de deux en deux, ou de trois en trois  de quatre en quatre , et ainsi de

suite. On peut aussi laisser le premier terme seul , réunir les dQr~~~ suivais
puis les trois qui viennent après ceux-ci , les quatre qui viennent ensuite ~ et

ainsi du reste. On peut enfin faire des termes de cette série telle autre com-

binaison régulière qu’on voudra. 
°
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VI!L Jusqu’à ce que quelque heureuse dtcouyerte l1CJus ait appris

soit à rendre convergences les séries qui ne le sont qne peu ou

pointa soit à t!rcr parti des séries divcrgen tes, , la n1e tl10de para-
bolique demeurera la ressource du ~~:o~~~~~°e calculateur ; &#x3E; 

et c’est

Or, si tous les termes de la série ne sont point de ïnémes signes , ou ne
devicnntnt point perpétuellement tels au bout d’un certain terme , on conçoit
que , parmi Ics ôciies rolivelles qu’on en aura déduites , y II pourra fort bien s’en

trouver non seulement qui soient convergentes; mais même qu’on puisse prouver
devoir demeurer teilles , passé un certain terme. Or, ces dernières étant suscep-
tibles d’une somme assignable , celles dont on les aura déduites devront l’être

également.
Parmi les exemples qu’on peut produire à l’appui de ces réflexions y un des

plus simples est sans doute celui de la série divergente

Ea rassemblant ses termes de deux en deux, elle devient

sttrie perpétucllement convergente , dont la loi est manifeste , et qui peut cons~·
quemment être employée en toute sûreté de conscience , comme moyen d’ap--
proximation. Or, la première est le développement de i -Log.2 ; car on a

ce qui donne , en effet 1

d’où il suit que la série divergente ( -4.) pourra , comme la série convergente CB),-
être employée à l’approximation de ~2013Log.2.
Mais je n’en rejette pas xnoins , avec M. Seryois, comme instrument ~aj~’
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consëqaemment cette méthode qu’on doit s’énoncer de perfectionner.
L’aire parabolique approcherait incontestablement plus de l’aire vé-
ritable si , outre un nombre n de points communs, les deux courbes
avaient entre elles , à ces points , des contacts plus ou moins in-
times ; or , il est toujours possible de satisfaire à cette nouvelle
condition, quand on a l’équation de la proposée. En effet , en diffé.
rentiant l’équation (38) , qui n’est plus alors terminée au terme

~Yr~r~ , on trouve

Ce sont autant de formules qui donneront les coefficiens différentiels
aux sommets de chacune des ordonrtées ~ , E~ ~ F-Iv , o..., en y faisant
Successivement u=o , u= ~ , u==--&#x3E; , ,..,. Si , pour fixer les idées,
on veut que la courbe parabolique ait, aux points communs avec
la proposée , des contacts du premier ordre , ou des tangentes com-
munes ; en employant, pour abréger , t les lettres e R
~ , , , simples ou marquées de plus ou moins d’accens pour 

-

représenter les 72-~ t ordonnées équidistantes ou leurs coefficiens
différentiels successifs , respectivement ; en faisant attention que
~=:~ et que /==3~ y on aura les équations
_ , ,,_- _ , ~ , 

. 

, , ,, , r 

- - 

_ 

- 

-.-- _ ~,- _.-. ; ,:. -~-., «-».,j~, - , - .., ,, .., 

- 

....,.,.J..

proximation , toute série soit divergente soit même spm~convergente, ~.ao~t les
termes sont tous de mêmes signes , ou deviennent de mêmes signes , ~ plBrtiB1
,de rua quelco1’Bque d’entre eux ; pinsi que toute série divergente on serni.-con.

vergente , ayant perpétuellement des termes tantôt positifs et tantôt négatifs ¡
:!.11.ais de laquelle on ne pourra pas prouver que, q par quelque transformatau,
elle peut être ramenée à une série véritablement convergente, soit immed~
teinent, p soit à partir de run ~~el~~~~~~n de ses termes. 

J~, 0, t G,
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Les premières (~8) , qui sont la même chose que (3g~, exprimant
la communauté de n points : les dernières (49) exprimant la com-

. 

n1unauté de n tangentes Il faudra , pour avoir l’aire Z, les com-

biner avec l’équation

Les équations (48 ~ 49) , séparément en nombre t~ , ensemble en
nombre ~/2 ~ détermineront un nombre 2n de coefficiens B , C y....,
c’est-à-dire les 2n coefficiens qui suivent A ; de manière que le

dernier terme de (38) sera de l’ordre ~I"~’ ~, Ainsi, on peut toujours
faire passer , par n points de la proposée , une courbe parabolique
de l’ordre 2n+i qui ait , t à ces points , avec la première, des

tangentes communes. Si on voulait que la courbe parabolique eût

il la fois des contacts du premier et du second ordre , c’est-à-dire ,
des tangentes et des rayons de courbure communs $ aux équations
(48 , 49), il faudrait joindre les suivantes , aussi en ~or~b~°c ~ ~

Par le moyen de 3n ëquat!on§ , on déta~~~~~~~~~ ~~ coe~Sc!en$
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C, D, ..... ; de sorte que (38) nionterait à l’ordre 3/?-}-2 ~ et ainsi
de suite. On aperçoit qu’en général on pourra toujours déterminer
une courbe parabolique qui , aux n points d’intersection , ait a la

fois un nombre donné m de contacts d’ordres successifs et que cette
courbe sera de Fcrdre ~~+7722013i. 

- 

qlie cette

Supposons, pour donner un exeniple , qu’ayant divisé l’intervalle
des limites en/2:=:3 parties égales , on veuille faire passer une courbe

parabolique par les sonnets des quatre ordonnées e y p e y , ~ et

que de plus, à ces points , les deux courbes aient des tangentes
communes. Je prends les trois premières (48 , 49) , bornées au

coef~.cien~ ~ , mctu&#x26;Ivcment ; je détermine y par leur moyen , les
six coefficiens ~~C~D~~,jF~C;je substitue dans (50) et je
trouve enfin

Faisons l’application de cette formule au logarithme’ de :] ; puis-
qlie l’intervalle est divisé en trois unités ; il faut faire a=à , t~~~5~
pour avoïc Z=:L~g.3. Cela posé, on aura 

’

d’oùou

valeurs qui , substituées dans (5i) ~ donnent

expression exacte, jusqu’à ta ~//?y~/~ dëc!cna~e ~ !nctus!vcmeni.
La formule (5i) se vérifie d’ailleurs facilement, t en fiisant
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c’est le cours d’une droite parallèle aux ~ ~ et qui en est a la

distance i ; alors on doit avoir Z =3. Une autre vérificat ion con-

siste à faire

c’est -Je cas d’une droite passant par l’origine, et inclinée aux x 
’

3=
sous un angle den,7i~drait ; alors , on doit avoir Z= 3% a

.2

Il faut remarquer que la forme sous laquelle s’est présentée
l’équation (5 1) n’est point accidentelle ; et on v~rra comment, en

gênera! , se combinent deux a deux les coefficiens différentiels de

même ordre , dans l’expression finale de l’aire , par l’indication

sommaire du procédé que je conseillerais de suivre à celui qui se
proposerait de construire des tables, d’après l’idée exposée dans

cet article. Ce procédé est entièrement semblable à celui que nous

avons appliqué à la série (21), et consiste à éliminer de cette sér ie

les ffi. différentiels 
d2, d~v 

.... , non seulement -par lees coejSiciens difrérentlels 2013 . 2013........ non seulement par Je
du 

" da; ’ "

moyen des équations (3~) ~ mais par le moyen de ces cquat!on~
réunies avec celles,. toutes semblables qui existent entre les ccef"

ficiens différentiels successifs des ordonnées v , ~~ , "..,. Ainsi,
pour formules des différens systèmes d’équations à employer, on
a, en mettant, pour abréger, les simples lettres -o * au
lieu des di1-Iérentielles divisées,
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~ 
.

La première de ces formules fournit les 7ï+i équations (3~) : cha-
cune des suivantes en fournit autant. En multipliant" le premier
système par ~l , jB~ C,..~., le second par ,,~i , jB~ ~~ , ..... le
troisième par ~4~/ JB~, C~~ r, .... et alnsÎ de suite ; puis en les

ajoutant toutes , et nommant Vla somme de leurs premiers membres,
on posera ]~== F , et on aiira , en allant jusqu’au contact de l’ordre

m , un nombre ~rn~ 1 i~n-~ r ~ d’équations , entre autant de coelliciens

qui, étant une fois dëtermznës , donneront enfin

c’est-à-dire que , dans 1"expression finale de l’aue V~", les ordonnées
également éloignées des extrêmes, ainsi que leurs coefficiens diffé-
rentiels successifs, sont rapproches sous un même coefficient nu-

mérique ; mais séparés par le signe -{- , pour les di.0152érentielles d°,
d~ , d4-,.... de rangs pairs, et par le signe - , pour les differen-
tielles d’ , , d3 1 âs ~ ,,." de rangs impairs.

IX.
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IX. Quoique la méthode de l’article précédent exprime l’aire en

fonction des ordonnées équidistantes et de leurs cocfndcns différentiels
successifs y il ne faut pas la confondre avec celle de même phy-
sionomie que donne Euler dans son ~Ga~i~r~l ir2t~~~al ~ tom. 1 , sec!. 1,
chap. VII ~. Celle-ci revient évidemment a partager l’aire totale en

un nombre n d’aires partielles y ayant leurs bases a snr l’axe des

x 5 et à prendre la somme de ces aires , évaiuëes séparérnent , par
la série de Bernouilli. Je n’insisterai pas pour prouver qu’il est

toujours praticable , et q~H serait peut-être quelquefois très-avan-
tageux , d’évaluer es aires partir-l!es par les méthodes dont nous

venons de nous occuper. Je m~abstlens egaicment d’établir aucune

comparaison entt e les rësuha~s de la méthode des courbes para- 
_

holiques et ceux des méthodes qui représentent l’ordonnée de la

courbe par des fonctions de l’abscisse telles qu’une fraction rationnf~l~e
finie ou la série récurrente qui en dérive , ou une suite finie de

sinus ou de cosinus de l’abscisse et de ses multiples y on une

suite finie d’exponentiels , etc. ; et je termine par les deux obser-
vations suivantes :

1.° Par le Théorème de Taylor , on est autorise , en général
à supposer

Si l’on connaît un certain nombre de valeurs Fxl , Fxll , u" de Fx,
correspondant à x~ , xn , .... ~ ou bien encore un certain nombre
de valeurs de ~, 1 ~~ , Fi/ , ,."., qui doivent satisfaire aux équations

~ 

dans lesquelles les coefficiens .~ , B ~ . , r.. ~~ , 1 .~!‘ ~ ... ~.. sont ~u~s~
71el In. riii. 1,6,



II4
’ 

PROBLÈME
connus; en éliminant un nombre n de coeithcien~ ~~ p 4,- entre
un nombre 72+1 d’équations exprimant , d’après (52) ou (53) , un
nombre égal de valeurs connues F~, ~x~l , 9 ~’, ~~ , "4t..; on
obtient finalement une équation du premier degré en Fa, d’où Foh
tire, sur-le champ , 1’expression de cette fonction, en quantités con-
nues ; expression qui est une valeur approchée ; pourvu toutefois
que le développement particulier déduit de (?2 et 53) soit possible
Tel est , en général, y l’esprit de la méthode qui nous a principale
ment occupés dans ce mémoire ; d’où il résulte qu’elle est applicable
a bien d’autres choses qu’aux quadratures. 

:1.° Quand il sera possible de supposer

~ -étant ce que devient F/~ ~ quand n est m6me~ Si l’on connait
les valeurs de Fn correspondant aux val-eurs n= 1 , ~===2, 9 ~ss=3 ~... ;
on aura

Entre celles - ci, supposées en nombre n+i - 9 on éliminera un

nombre n de coefRelens &#x26; y ~3 , y ..,.. 9 et on aura par une équa-
tion du premier degré qui servira à l’exprimer en FI , F2 , F3 , et
les différentes puissances de ! . &#x3E; ’7’ , ; , " , par approximation si

la forme (54) et celles qui en dérivent sont possibles. 
’
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Dans (~4B, Fn désigne-t-iI, par e~et~yle , le pér!IT1~tre ou raire

du polygone régulier de n côté inscrit ou circonscrit à un cercle ?

~ sera le périmètre ou J’aire de celui d’une infinité de côtés , ou
le cercle lui-même ; et FI, F’ 2, F3 , t ..... seront les polygones de i ,

2 , 3 , .. côtés. Fil représente-t-il la somme des n premiers termes
d’une séné infinie ? alors 4J en sera la somme infinie ; tandis que
Fiy F2, F3 seront les sommes de la même série, bornée à

1,2, 3, ...... terme. Fn est - il l’ordonnée interpolée d’une courbe

par le moyen de 1l autres ordonnées données ? alors p sera celle

qui serait interpolée au moyen d’une infinité d’ordonnées données,
c’est-à-dire , l’ordonnée rigoureuse ; tandis que l, 2, F3 ,
seront les interpolations déduites de 1 3 ordonnées assi-

gnées, et ainsi du reste.

Je viens de rappeler , en substance, une très-belle idée qu’a pu-
bliée 9 entre plusieurs autres du même genre , le Rédacteur des

.~~r~~les , dans les r~,~ex~ons dont il a fait suivre le premier -i-n Ç- "
moire de M. Kramp ( ,~nrt~l~s , tom. VI , pag. 303 et suiv. ) ; et
je m’empresse de saisir cette occasion pour recommander à toute
l’attention des géomètres cet opuscule de mon digne ami.


