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46 TRIANGLE

TRIGONOMETRIE.
Sur l'aire du triangle sphérique;

Par M. TEpENAT , correspondant de Tinstitut, recteur de
Tacadémie de Nismes.
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TOUT le monde connait le bean théoreme de Cavalleri, sur Vaire

du triangle sphérique, et on le trouve démontré trés - simplement
dans la plupart des traités elémentaires ; mais les jeunes-gens qui
drudient le calcul différerdiel we scront peut-étie pas fachés den
trouver ict la démoustration suivante , fondie sur les punupes de
ce calcul.

.

Soient &, b, ¢ (fig. 2 ) les trois c6tés d'un triangle sphérique
A, B, C les trois angles respactivement opposés , et § son aire.

Si le co6té ¢ et langle B restant fixes, Vangle 4 vient-a croitre
de la quantité arbiiraire 7, de manitre que le c6té b devienne b,

que AC devienne AC’, et Vaire du triangle §/; on aura , par
la Série de Taylor,
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Du sommet 4 comme pole , soient décrits, entre les cotés de
Vangle 7, les arcs de paralltles Cm, €/m’, et des points € et m/
soient abaissées sur le rayon 04 de la sphere les perpendiculaires
CD, m/D/ ;-on powra toujours prendre £ assez petit , sans étre
nul, pour avoir
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8> 84-C' Am’ et §'<S4CAm
mais , en prenant le rayon de la sphére pour unité , et remarquant

que AD , AD’ sont respectivement les Heches des calotes dont
les portions de fuseaux CdAm et C’Am’ font partie, nous aurons

C Am =i(1—Cos.b) ,
C’Am’ =i(1—Cos.6’)=1{1—Cos.L Cos. Mi~+8in £Sin. M} ;

mais, on a daillears

. M= M M3
Cos.Mi=1— e SinMiz= —— T3
2 I 2.

d’ott lon voit qu’en substitnant , €“4m’ prendra cette forme

C'Am/=11—Cos.b+ NI) .
Ainsi, en résumé , l'on aura

z

§'<S4+{(1—Cos.8)—
L
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§'= S+di L+dfl~ 1.2 d
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8> S+(l——-C0‘§.b) -;'-I-—B A\ l—';-{—....

d'ol on conclura, par le Téoséme &' Arbogast

-(-;-;—--1—-(10%6 (1)

Présentement on. a, par les formn'es connues
Cos C4-Cos.ACos B
Cos.e= —-- ——-
Sin .4S8in.B

¥
ce qui donne , & cause de B et ¢ constans et de € fonction de A

j—g Sin CSin. A4 (Cos. B4 Cos, 4Cos.C,=o0 .

Mais. on a aussi
Cos.B4Cos. ACos.C=8in.4%in.CCos b ;

donc,, en substituant ct divisant par Sin.C.,
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dc
E:j——l—Cos.b_:o H (2)

¢liminant donc Cos.b entre cette équation et I’équation (1), il
viendra

dS=dA44dC ,
d’ol , en intégrant,

S=A4C-+}Const.

Pour déterminer la constante , on remarquera que, silon a d=w,
on aura C=R et §=2B; d'od

Const.=B—= ,
et conséquemment

S=A4-B+C—= .

On aurait pu parvenir plus bri¢vement au but en employant le
langage des infiniment petits. Cn aur-it d’abord substitué¢ dd a 73
on aurait remarqué que dS , clest-h-dire , le tri:mg}e sphériciue
CAC’ étant infiniment petit, le triangle curviligne €C/m était in-
finiment petit du second ordre ; qu'aiasi l'on pouvait poser sim-
plement

dS=CAm=dA{x—Cos.b) ;

mais, dans le petit triangle sphérique €CAC/ ou l'angle € est le
supplément du méme angle de BAC, on a

Cos.C'=Co0s.dACos.C
Cos.b= - . .
8Sin.dAS5in.C

Or, on a SindAd=dA, Cosdd=1, et /=C4+dC dox Cos.C*
=C05.£C0s.dC—S8in.CSin.dC=Co0s.C—dCSin.C ; donc enfin
dc

COS.b = a‘:; y

eu, en substituant,
dS=dA4+}dC,

comme ci-dessus,



