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72 CENTRE DES MOYENNES DISTANCES

GEOMETRIE.

Détermination duw centre des moyennes distances dun
g 7 Sper
triangle spherique.

Par M, Luuinier , professeur de mathématiques a I'académie
impériale de Geneve.
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LE centre des moyennes distances d’an triangle rectiligne est le
point de section des droites menées de chacun de ses sommets aux
milieux des cotés opposés , ou ce centre est sur chacune des paralltles
aux cotés du triangle dont les distances & ces cOtés sont moitié de
lears distances aux sommets des angles opposés.

Cette propriété du centre des moyennes distances d'un triangle
rectiligne découle de cette autre propriété du méme triangle : la droite
menée de 'un des sommets d’un triangle rectiligne au milien du

(" On sassure & priori de lexactitude de ce résultat, en remarquant que Ia

. . 0 n
somme géndrale des termes de la série dont il s'agit est w—— ou

1
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( Note des éditeurs,)



DU TRIANGLE SPHERIQUE. =3
c6té opposé coupe en deux parties égales chacune des droites paral-
leles & ce coté termindes aux cotés adjacens A ce sommet.

Cette derniére proposition n’a pas sa correspondante dans les trian-
gles sphériques. Aussi la détermination du centre des moyennes dis-
tances d'un triangle sphérique n’est-elle pas susceptible du méme
degré de simplicité que la recherche analogue relative au triangle
rectiligne. Jai fait des efforts inutiles pour la ramener aux simples
élémens. Parmi les divers procédés qu'on peut suivre peur parvenir
4 cette détermination , le suivant m’a paru le moins compliqué ; et,
en particulier , il me parait plus simple que celui qui serait fondé
sur la doctrine géuérale des coordonnées,

§o
. 2

dz ;
L(’mﬁ']e- Qo.\t -_— = un L 3 s M -
Solt = et e équation différenticlle pro

posée. Dans la double supposition que z et & doivent devenir nuls
en méme temps, et que @* > b*~-c*, on a

___\/aﬂ-—-bﬁ—ﬁ.Tang. Ix ;
— .

2
£= Var—bi—c2 Are % Tan & a~-c4-bTang. ; x
Cette intégrale sc vérifie facilement par la différentiation ; mais,
comme le moyen de lobtenir ne se trouve indiqué dans aucun des
ouvrages qui sont & ma disposition ,ct en particulier dans celui d’Euler,
je crois devoir indiquer ici la route par laquelle j’y suis parvenu ,

et considérer , en méme temps, les différens cas qu’elle peut présenter,
Seit done

dz 1
dx a--bSinx—cCos.x ’

I—y2

. A . — g.y LAY — j — ¥
soit fait Sm..cl:—---—-—-l o d’ott Cos.x= T et partant y =Tang. * a.

De I

dz 2

é_—y - (a-[--c)--[-2(73’-&-01—0)\)’2 .
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/
Premiére supposition. Soit c=a , on aura

dz _ 2 1 25 1

;}’ﬁ(a+0)+2bj:b ’ (a+c)+9.b_y:;' (4-4—:) -+y
ot z=C2 ate :
dou.._C-!—bLog.{ — -l—Tang.,xE.

Si, en particulier , on suppose que z et z doivent étre nuls en méme

temps, on aura
1 2b .
z-—zLog. { i} et Tang. 1 x § .

Seconde supposition. Soit ¢>a, on aura

dz I

—_ =2

dx : (c4a)t-2by—(c==a)y>

2 X
— —
c—g e 26

2 1
T o—a ' e . b2 b 2
{ = (c—a)? C—Q 7
2 ) 3
=;':; . c=—a2+62 b 2
(c—a)> T Ve—a —r
- 2

= —_— S\/(" iy )+b § S\/((;-_gz_‘_[, )._.b+y

{ c—a { c—a

%
1 g 1 + 1 }

—\/cz—az-{-bz \/01~a2+52_y Ve a‘f‘/'+y
c—a c—a

d’ot on conclura

=C cr—ai—d? o \/4:2——&2—}-(72_’ 2
e 1 [ 1, Jvs P,
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— C+ I‘Og Ver—a2=4-b2 - (e—a)y
\/g——a b2 \/0-—112-‘-62—-(0—&)]

_ Y \/ c2—a +b2+(c—a)T°m'>*
—_ C+
\/02-—-a2+f72 \/C--—a 402 —(c—a)Tang,
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Si Ton veut, en particulier, que z et « soient zéro en méme temps ,

la constante C devra étre nulle.
Troisiéme supposition. Soit enfin c¢< @, on aura

dz 2

dy " (ae)taby-ta—e)y?

2 X
a—c “+°

a—C a'—C

2 I .
a—c = § a-t-c b2 b i3
ga—c-(a—c)=§+{;:-c'+‘y g

2 X

' a—b—c= 5 2
=

(e—c)? Q==—C

a—c 1

' gre—pre—gz | b a—~—c a
1 + %_\/az_bz_cz_l—vaz:bz_cz y}

—
—_—2

a——C
_ 2 Var—b:—c3
—‘ /az_..bz._.cz * g b + aQ—c 2 9
Vaiebi—ga \/a-—-l:z-—cvyg

d’ot on conclura

e=C--
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ot
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=C+

2 g bd-ta—n Tang. Fx %
i Arc zTang.—- \/d—-—b——c-

- . . . 1 A
S1, en particuher ,on veut que z et-xr soient zero en meme temps .
on adara

2 b4-(a—c)Tang. T2 _A [Tan - b _?g
z_\/a_“_‘z_bz_cz'{ *‘\“C[Ta“g'— Vo | 8= Ja—t—cr_|

2 _ \/(a«-b-—-c")Tang x
"_‘—“““\/“———————__bz_ - . Arc %Tang e D .
§. 3.

Soit une partic de la surface sphérique terminée par deux arcs égiux
de grands cercles et par larc de petit cercle qui, joignant leurs ex-
trémités , a pour pole leur point de section. On demdnde le moment
de cette surface relativement au plan tangent mené a la spheére par

_le point de concours des deux arcs égaux?

Soit BAB/ ( fig. 1 ) une partie de la surface sphérique terminde
par deux arcs de grands cercles AB, AB/, égaux entre eux , et par
Parc de petit cercle BB/ joignant leurs extrémités , et ayant le point
A pour péle. On demande le moment de cette surface relativement
au plan tangent mené par A.

Soit mené le rayon AC. Que les arcs AB , AB/ soient divisés en
un méme nombre de parties égales, et soient mends les arcs de pe-
tits cercles qui joignent les points -correspondans , et qui ont pour
pole le point A. Que les arcs Mm , Mm’, soient deux de ces par-
ties correspondantes. Sur le rayon CA soient abaissées les perpen-—
dicalaires MP , mp. Que les arcs AB, AB/ rencontrent, en X , X/,
le grand cercle dont A est le pole. Quenfin le rayon de la sphére
soit désigné par r ; et soit = la circonférence du cercle dont le dia-
metre est 'unité , on aura

Hémis. : XAX/=2a7: XX/,
XAX/
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XAX: Mmm/N/'= r :Pp;

donc Hémis. : Mmm/M/ = 2a1* : Pp. X X",
Mais Hémis, = 2a7? ;
donc Mmm/N/ =Pp. XX/

La limite du moment de 'espace Mmm/M/ , relativement au plan
tangent en A est Pp. XX".AP , et partant, le moment de I'espace MAM/
est- AP*.XX/= : XX’.4r*Sin.* ; AM=2r>.XX".Sin.* : AM.

Or, espace MAM a pour expression XX/ AP =2r.XX’.Sin.? ; AM ;
donc la distance du centre des moyennes distances de I'espace MAM/
au plan tangent en A , est - AP=rSin,* 2 AM.

Remarque. 11 est facile de ramener aux simples élémens cettc pro-
position particuliére.

§ 4

Soit un triangle sphérique dont un des cotés est constant, et dont
un des angles, ayant pour sommet une des extrémités de ce coté, est
aussi constant. On demande le moment de ce triangle relativement au
plan tapgent a4 la sphére mené par lautre extrémité de ce coté.

Soit ABB/ ( fig. 2 ) un triangle sphérique dont le c6té AB est cons-
tant , ainsi que 'angle B. On demande le moment de cc triangle re-
lativement au plan tangent & la sphére mené par Pextrémité A de
ce coté ?

Soit décomposé le triangle proposé en espaces sphériques MANM ayant
en A leur sommet commun. Que les arcs AM, AM/ rencontrent, en
X, X7, le grand cercle dont A est le pole. Soit aussi Mm’/ un arc
de petit cercle dont A est le péle, et terminé en 7/ & Varc AM/.

Le moment de P'espace MAm/ ou MAM/, relativement au plan pro-
. , . Mm/

posé, est ( §. 3. ) 2r*, XX/, Sin.*; AM=272.8in.* 1 AN, SiA
13102 WA

Tom, 1. ; 11
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MM.Sin.M Sin.AM .Sin.M
ny2 in. 4  ———— = op? 4D AN . ]
2r* St S AM .~ = 2 Sind FAM L = MW=

Sin.B. Sin.AB
Sin.2AM

=27r*MM.Sin.B.Sin.AB.Tang.**AM

2r*, Sint SAM, MM/

1—Cos.AM

=172, Sin.B.Sin,AB. T4-Cos.AM

MM/,

e s_:__.__-}
=1y .MI\I’.bm-B-Sm-ABl THConAM

r2.8in.B.Sin, AB, MM/
" 1-Sin.AB.Sin, BM.Cos.54Cos.AB.Cos.BM

— 17> MM/Sin.B.Sin.AB ;

en observant donc que
1—Sin.*AB . Cos.:B—Cos.? AB=S8in.AB.S8inB ,
on trouvera pour le moment du triangle ABM ( §. 2.)

Sin,AB.Sin.B.Tang. : BM )
14-Cos. AB-Cos.B.Sin.AB, Tang. t BM |

2r3.Arc§ Tang. =

Lc moment du triangle ABB/, relativement au méme plan, sera done

— >r*Sin.B.Sin.AB.BM.

Sin.AB.Sin.B.Tang. : BB/
1-4-Cos.AB-4-Cos.B.Sin, AB.,Tang. £ BB/

2r’ .Arcsz Tang. = } — 27r*8in.B.Sin.AB.BB/.
§. 5.

Commc on a Sin.B.Sin.AB=>5in.B/. Sin.A’B/, tout est symétrique,
dans cette expression par rapport aux angles B, B/, ¢t aux cités op-
posés AB/, AB, excepté le dénominateur; mais nous allons faire voir
que ce dénominateur peut aussi étre rendu syméirique, ainsi que cela
doit étre.

Cos.AB'—Cos.AB.Cos. BB/

Sin.AL.Sin BB/ ;

Co3.AD/—Cos.AB.Cos.BB/ _ Cos.AB'—Cos.AB.Cos.BB/
SmbDY =25 iDB.Cos. 1B~

Eneffet,Cos.B =

donc Cos.B.Sin.AB =
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Cos.AB/—Cos.AB.Cos.BBr

donc aussi, Cos.B.Sin,AB.Tang.:BB/= ,
2Cos.2 - BB/

Cos.AB'—Cos.AB.Cos.BB/

ou  Cos.B.Sin.AB.Tang.:BB/= T -CosBB’ ’

donc enfin

1~}-Cos. AB-4Cos.AB/-Cos. BB/
1+4-Cos. BB/

.

1~4-Cos.AB+Cos.B. Sin.AB. Tang.: BB/ =

5 6.

Le moment du triangle sphérique ABB/, exprimé d’une manitre
symétrique dans les c6tés AB, AB/, etrapporté au plan tangenten A ,
est donc

Sin,AB.Sin.B,Sin.BB/
1+4Cos.AB+4-Cos. AB’+4Cos, BB/

2r3Arc {Tang.':. }—}r’BB’.Sin.AB.Sin.B.

Que le produit continuel des sinus de la demi-somme des trois cotés
du triangle sphérique et des sinus des excés de cctte demi-somme
sur chacun d’eux, soit désigné par P ; on aura Sin.B.Sin.AB . Sin.BB’/=
2y/P; que de plus I'arc BB/ soit exprimé dans le rayon pris pour
unité ; le moment du triangle BAB/, relativement au plan tangent
en A, sera

2\/-1? BB/

3 —
—r Pu L3
14-Cos.AB+4-Cos. AB’4-Cos, BB/ § 4 Sin. BB/

273, Arc { Tang.=

Soit 72§ la surface du triangle sphérique , rapportée & P'octant pris
pour unité de surface; et partant, soit S=B—+-B/+A—-=z droits ; on
aura

Tang.:§= VP .
1-4Cos.AB4-Cos. AB/~-Cos. BB/

( Voyez la Géoméirie de LEGENDRE. )
Donc le moment du triangle , relativement au plan tangenten A, sera
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— BB/
31Q__ 3
oriS—r VP s
~ BB
_— 3 3
=rS=rvrsEm

§ 7.

Puisque 7S est la surface du triangle BAB/, la distance au plan
tangent cn A du centre des moyennes distances de ce triangle, est
VP BB

V=T o ——s .
S Sin.BB/

La distance de ce centre au plan mené par le centre de la sphere
perpendiculairement au rayon CA , est donc

rVE B
S 'Sn.BB

ce qui donne la proposition suivante :

THEOREME. Du centredes moyennes distances d'un triangle sphé-
rique soicnt abaissées des perpendiculaires sur les rayons menés & ses
sommets. Les scgmens de ces rayons retranchés depuis le centre dela
sphére , sont entre eux comme les exposans des rapports que les arcs
opposés & ces rayons ont & leurs sinus ; et le coeflicient constant de

Vexposant de ce rapport est 7. VP

Remarque. On a y/P=28in.28.Cos.2 AB.Cos.z AB/.Cos.2BB/; done
ce coefficicnt constant est aussi
Sin.}S T
r .'—;—S——- . COS.;AB . COS.‘:‘AB/. Cos. ;BB’I-

5 8.

Soit Z le centre des moyennes distances du triangle sphérique BAB/
( 6g.3), et soient Za, Zb, 2/, les perpendiculaires abaissées du
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point Z sur les rayons CA, CB, CB/; les droites Ca, Cl, CJ, sont
entre elles respectivement comme les cosinus des angles que fait la
droite CZ avec les rayons CA, CB, CB/; ct la droite CZ est le dia-
meétre d’une sphére qui passe par les points C, a, &, b/; ou qui
est circonscrite au tétraddre dont les sommets sont C, @, &, /.

Or, le quarré du diameétre de la sphere circonscrite & un tétraédre
est exprimé , comme il suit, d’'une manitre symétrique , dans les él¢-
mens d’un de ses angles solides.

Soit prise la somme des trois preduits des quarrés de chacune des
arétes de cet angle solide par le quarré du sinus de la face opposée.

Soit prise la double ssmme des trois produits continuels des arétes
deux i deux par les sinus des deux faces non comprises entre ces
arétes et par le cosinus de Pinclinaison de ces deux faces.

De la premiére somme soit retranchde la seconde.

Que Dexces soit divisé par le quadruple du produit continuel des
sinus de la demi-somme des trois faces et des exces de cette demi-
somme sar chacune d’elles.

Le quotient qu’on obtient est le quarré du diametre de la sphere
cherchée.

Partant on a, dans le cas présent,

Ca.Sin. BB/—2Cb.CF.Sin.AB.Sin.AB/.Cos. A

CZ2=4LP +Cp*.Sin. AB/— 2Ca.C#.Sin. AB.Sin.BB.Cos.B
~+C4/2.S1n.AB—2Ca.C5.Sin. AB/.Sin. BB/.Cos. 1/

S AB* —2,AB/.BB/.Cos.B/

227:5 —+AB”—_2.AB .BB.Cos.B

2 BB/ —2.AB .AB/.Cos.A

Savoir: Le quarré de la distance du centre des moyennes distances
d'un triangle sphérique au centre de la sphere & laquelle il appar-
tient, est au quarré du rayon de ceite sphere , comme lexces de
la somme des quarrés des cotés de ce triangle sur le double de Iz
somme de leurs produits ,deux ¢ deux , par les cosinus de leurs in-
clinaisons , est uun quarré du double de la surface du triangle.

2
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Pour abréger, soit le troisidme terme de cette proportion désignd

r
par Q*, on aura CZ::-é' Q ; d’ol on conclura
2

VP
;S— L]
-
S

Q

BB/
SinBB/__\P BB
T 2Q ' SinBBE "

r.

Cos.ZCA= E-f =
CzZ

On aura done

_NP B
COS'ZCA__zQ 5D’

A /

Cos.zCB=YE . AP

2Q ' Sin.AB’
Cos.ZCB/=VP _AB |
2Q Sin.AB
Partant, la position du centre des moyennes distances d’un triangle
sphérique proposé est entiérement déterminée, soit par la position du
rayon sur lequel ce centre se trouve, ou par les inclinaisons de ce rayon
aux rayons mends aux trois sommets, soit par la distance de ce centre

au centre de la sphére a laquelle ce triangle appartient.
Exemple.'Que le triangle proposé soit un octant, on aura

CZ2=:ir*; CA=CB=CB/=:r
Applz’cah’on. La distance au sommet du centre des moyennes dis i

tances d’une pyramide dont la base est un triangle sphérique , est %r.g'

s
33

Que le triangle soit un octant, cette distance seraTrzf;r a peu
pres.
§ 9
Au lieu d’exprimer, comme je lai fait dans le § précédent, le
rayon de la sphere circonscrite au tétraddre dans les neuf élémens
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de 'un de ses angles solides, savoir : dans les trois arétes de cet
angle solide , dans les angles que font ces arétes deux & deux,
enfin dans les angles que forment deux i deux les faces qui les
contiennent ; il est aisé d’exprimer ce rayon dans six seulement de
ces élémens, en substituant aux inclinaisons des faces les angles de
es faces et réciproquement. .

Mais , de méme que le rayon du cercle circonserit & un triangle
peut étre exprimé dans deux seulement des ¢lémens de ce triangle :
savoir , dans un de ses cotés et dans l'angle qui lui est opposé; on
peut aussi exprimer le rayon de la sphére circonscrite & un tétraédre
dans quatre sculement des élémens de ce tétratdre : savoir, dans une
de ses arétes, dans linclinaison des deux faces dont cette aréte est
la commune section et dans les angles opposés & cetie aréte dans
les plans de ces faces.

En effet, solent A, A/ (fig. 4) les extrémités de 'une des arétes
d’un tétratdre ; soient B, B/, les scmmets apposés i cette aréte ,
dans les plans des faces ABA, AB’A/; que les angles B, B/, solent
donnés ; et que linclinaison BAA’/B/ de ces deux faces soit aussi
donnée. Je dis que le rayon de la sphere circonscrite au tétradre est
déterminé par ces quatre élémens du tétraddre.

Soient C, C/ les centres respectifs des cercles circonscrits aux
faces ABA’, AB/A/; Taréte AA’ ainsi que les angles B, B/, étant
donnés, les points C, C/ seront donnés sur les plans de ces faces.

De ces points G, (/, soient abaissées sur I'aréte A A’ des perpendiculaires 3
elles rencontreront cette aréte au méme point D qui en est le milieu, et
Pangle CDC/ sera l'inclinaison connue des deux faces ABA’, AB/A’.

Des points C, €/, soient élevées aux plans des faces ABA/, AB/A/,
des perpendiculaires qui se coupent en Z , le point Z scra le centre
de la sphére circonscrite au tétraedre proposé.

Or , dans le quadrilattre CDC/Z dont les angles sont donnés, ct
dont les cotés CD, C’'D, sont aussi donnés, la diagonale DZ est dé-
terminée , et partant, le quarré de AZ qui est égal & la sommnic des
quarrés de DZ et de AD, est aussi déterminé,



8 FORMULES
Calcul. CD=AD.Cot,.B N C’D=AD.Cot.B’ ,
coe

SmeD ’
CC2=CD*+4~€'D>—2CD.C/D.Cos. D=AD>{Cot.:B—2 Cot.B.Cot.B/.CosD~-Cot.2B'}

done

D7:=

Cot.2B—2Cot.B.Cot.B".Cos.DFCot.2B/
Sin.2D ?

DZ72=AD>,
donc aussi

o2 D oA . . ] .2B
AZzzADz—I-DZ’:%AA/S % L Cot.2B—2Cot.B.Cot.B/.Cos.D-4-Cot 2

Sin.2D §

De 13 on peut exprimer le rayon de la sphére circonscrite ¥ un
tétratdre dans les dlémens de 'un de ses angles solides tels que A,
en substituant & Cot.B et Cot.B, les valeurs suivantes.

AB—AA’.Cos.BAA/ AB/—AA’.Cos.B’AA/

= B =
Cot.B ANSnDan  ° CotB AA’SinB/AA/

TRIGONOMETRIE.

Démonstrations de quelques formules de trigonométrie
spherique ;

Par M. SErvois , professeur de mathématiques aux écoles
d'artillerie de Lafere.

s Vs Sa Vio ¥, V1o Vo Sla Sl
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ON trouve, dans les ceuvres de Goudin ( Paris 1803 ) ,un mémoire
qui a pour titre: Usages de Pellipse dans la trigonométric sphérique
et ou l'auteur , entre autres applications ; s'occupe de la résolution de
Véquation :

Cos.



