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Résumé :

Abstract :

Sur une classe d’hypergroupes de type C

por Marin GUTAN

Soit m entiers naturels n;,...,ny, tels que 1 < ny < ... € nm. On note
par Hypn,,...nn la classe de tous les hypergroupes de type C pour lesquels la
partition associée & 'élément neutre est constituée de m + 1 classes admettant
respectivement 1,n,,..., n,,; éléments.

Dans ce travail , on détermine , & isomorphisme prés, tous les hypergroupes
de la classe Cm = My ,..2 (n; .= Ny = 2) 'On montre que tous les
hypergroupes de C, sont des D-hypergroupa et que le nombre d’hypergroupes
deux & deux non 1somorphes de la classe Cp, est égal au nombre de groupes
commutatxfs deux 3 deux non isomorphes d’ordre 2m + 1.

¥ ny,...,nm are positive integers such that 1< ny <... S nm, we denote by
Hi,n,,...nm the class of all the hypergoups of type C for which the partition
associated to the identity has m + 1 classes and these classes respectively
contain 1,n,,. > Nm elements.

In this paper all the hypergroups of the classCm = Hi,22,...2 (nl =..=0p=
2) are determined ( up to isomorphism ). It is shown that all the hypergroups
of Cpn are D-hypergroups and the number of non-isomorphic hypergroups ofCm

is equal to the number of non-isomorphic commutatxve groups having 2m +1
elements. ' : i
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1. Introduction

Un hypergroupe (H, 0) qui vérifie les conditions suivantes :

i) D existe e € H tel que zoe = ¢ pour tout z € H;

ii) Pour tous z,y,z€ Htelsquezoy N zoz#@onacoy=ceoz;
s’appelle un hypergroupe de type C (weak cogroup [1]).

Un hypergroupe de type C est un cogroupe si |y o z| = |z 0 z| pour tous z,y,z € H (on
a noté par |A| le cardinal de ’ensemble A).

Si (H,0) est un hypergroupe de type C et e est I’élément neutre de H on peut définir
sur H une relation d’équivalence ”"~" par :

z X ysiet seulement sieoz = eoy.

L’ensemble H/~ de toutes les classes d’équivalence relatives 2 la relation d’équivalence
"a”, muni de I'hyperloi naturelle, est un polygroupe ( quasi-canonical hypergroup) (voir
(1], [2] ). On dit que deux hypergroupes de type C , H et K, sont éguivalents si leurs
polygroupes associés, H/, et K/ sont isomorphes.

On connait trois méthodes pour obtenir des cogroupes : la méthode de Krasner, la
méthode de Utumi et la méthode de Haddad et Sureau.

Soient (G, .) un groupe et g un sous-groupe de §. On peut définir sur G/g = {zg|z € G}
une hyperloi "0” par :

(z9) o (vg) = {z9]z € zgy}.
Alors (G/g,0) est un cogrdupe et M. Krasner a nommé D-hypergroupe tout hypergroupe
isomorphe & un hypergroupe de ce type.

J.Eaton ([3]) pose la question : tout cogroupe est-il un D-hypergroupe? C’est Y. Utumi
([11]) qui a indiqué une méthode. pour obtenir des cogroupes qui ne sont pas des D-
hypergroupes.

Soit (H,0) un D-hypergroupe et soit 6 une relation d’équivalence sur H qui vérifie les
conditions suivantes :

i)  0(e) = {e}; 2

i) 6z o (6()) = (B(=))o (6); -

i) eoz C 6(z) e
pour tous z,y e‘ H( 6 s’appelle une partition de Utumi pour H). Alors sur 'ensemble H
on peut définir une hyperloi "o par :
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zey=z0(4y)), pour tous z,y € H

et H*? = (H, ) est un cogroupe.

Les hypergroupes qui peuvent étre obtenus par cette méthode sont appelés des hyper-
groupes de type Utumi. En utilisant cette technique Y. Utumi ([11]) a donné un exemple de
cogroupe d’ordre huit qui n'est pas un D-hypergroupe. De plus , dans [4], on a démontré
que tous les cogroupes ayant tout au plus sept éléments sont des D-hypergroupes. S. Comer
([1]) a posé la question : tous les cogroupes sont-ils des cogroupes de type Utumi?

L. Haddad et Y. Sureau ( [5] ,[6] ) ont donné des caractérisations pour les D-hypergroupes
et les cogroupes de type Utumi en utilisant les multiplicateurs ( voir aussi M. Krasner [4]
et Y. Utumi [11]).

On appelle multiplicateur de 'hypergroupe (H,0) une permutation o de H telle que
a(z oy) = o(z) o y pour tous z et y de H. Si G est'un groupe de multiplicateurs de H et

z € H on note §(z) = {0(z)|c € G}. Un multiplicateur o de H s’appelle un multiplicateur
spécial relativement & I'élément z de H si o(z) = z.

1.1. Théoréme ([6]) .  Soit (H,0) un cogroupe et soit e I’élément neutre de H. Les -
propriétés suivantes sont équivalentes :

i)  H est un D-hypergroupe;
i) Il eziste un groupe G de multiplicateurs de H tel que :
a) g(z)=eoz pour tout z € H ( avec g = {0 € Glo(e) = €}) ;
8) Ge)=H.
De plus , dans ce cas , H est isomorphe au D-hypergroupe G/g. W

1.2. Théoréme ([6]) .  Soit (H,o) un cogroupe et soit e ’élément neutre de H. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

i) H est de type Utumi;
i) Il eziste un groupe G de multiplicateurs de H tel queG(e)=H. W
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Dans [6], L. Haddad et Y. Sureau ont donné une réponse négative pour le probleme de
Comer. s ont indiqué une méthode pour obtenir des cogroupes qui ne sont pas de type
Utumi et pour lesquels le polygroupe associé est présenté par le tableau :

. 0 1 2
L 1 2

1 |1 0,1,2 1,2
2|2 1,2 0,1,2

Les relations entre les hypergroupes de type C, les cogroupes, les cogroupes de type
Utumi et les D-hypergroupes peuvent étre présentées par le diagramme :

L' hypergroupe S{4,3)

Les hypergroupes de type C  a (voir|61)
Les cogroupes
Les cwgroupes de type Utumi Le °°d§;::‘3l?:‘: (2)
Les D — hypergroupes (voir{6])
~ Le cogroupe de Utumi
'\\ d'ordre 8

(voir] 5} oulll})

Dans [2], S. Comer a posé le probléme suivant : " Trouver une famille de constructions
qui permettent d’obtenir tous les cogroupes ( les cogroupes finis ) en utilisant les groupes
( les groupes finis)”. Dans ce travail nous donnons une réponse partielle & ce probléeme.
Nous montrons qu'on peut obtenir tous les hypergroupes de la classe C, = H; 3.2,...,2 (2
fois 2 ) en utilisant les groupes commutatifs d’ordre 2n + 1.



2. Une méthode générale pour obtenir des hypergroupes de C,
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Dans [4] , en étudiant les hypergroupes de type C ayant au plus sept éléments , nous
avons trouvé trois hypergroupes :

Hy,2,2

o 1 2
Hial 111 ]23
2|2 |13
3 3 1,2

2,3

4,5

1,4

3,6

2,4

Sl | 3] em] e

1,2

m | w|lw] w]=|o

2,4

1,3

avec Hy2 € Cy, Hy23 €Cay Hy22.2 €Ca.

Hy,2.2.2

5
° 1 2 4 e
t 1 |23]4,6]867
2 2 114]3,6}67
3|3 |15]2,7]46
4 | 4 128)1,7]135
5§ | 6 |37]1.8}24
6 | 6 |47]1251}13
71 17166)]34]1,2

De plus, pour n € {1,2,3}, dans [4] , il est montré qu'il existe , & isomorphisme prés, un

seul hypergroupe dans la classe C,.

Un premier exemple général

Soit n € IN® et soit le groupe cyclique (Z/(2n+1),+)s Z/@n+1) = {0,1,.. .,2n}.

Soit 8 I'équivalence sur le groupe Z/(z2n+1) pour laquelle les classes d’équivalence sont :-

0={0}, T=2n={1,2n},3=2n-1={2,2n=1},...,Ai=n+1={n,n+1}.

Donc T = {az]a € {~1,1}} pour tout € Z/(2a+1)-

Alors T+7 = {az+8y | 0,8 € {-1,1}} et T+7 = {z+By[Be{-11}} =
{a(z+8y) | e, B € {-1,1}}, donc T+F = = + ¥ pour tous z,y € Z/(2n+1)- 11 s’ensuit que

(Z / (2n+1)) - = (Z/ (2n+1)> @) est un cogfoﬁpe de type Utumi.
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Siz,y € Z/g2n41yonaz@y={z+y}uU {z y} et I'hyperloi ”e” peut étre présentée
par le tableau :

® 0 : 1 2 ‘ n

0 0 1,2n 2,2n-1 n,n+1

1 1 0,2 3,2n | n+l1,n+2
2n 2n 0,2n-1 2n-2,1 n,n-1

2 2 1,3 0,4 n+2,n+3
2n-1 2n-1 2n,2n-2 0,2n-3 n-1,n-2

' ' ' '

IR E

. ' ' ' : '

n n n-1,n+1 | n-2,n+2 - 0,2n
n+1 n+1 a+2,n n+3,n-3 0,1

Donc (Z/(2n+1), D) € Ca.

Soient a et B deux permutations de Z/(za41,&¢ = {0123 ...(2n — 1) (2n)] et

= [1(2n)] [2(2n — 1)]...[n(n + 1)]. Alors a(s) = s+ 1 et B(s) = 2n+ 1 ~ s pour
tout s € Z/(2n+1)- On peut vérifier que a et § sont des multiplicateurs pour le cogroupe
(Z/(2n+1),®)- Soit G le sous-groupe du groupe des permutations de Z/(3,41) engendré
par a et 3 et soit g le sous-groupe de § e;1gendré par .0nag=< 8|82 =1>={1,5}
et § =<.a,B | a®*! = 82 = (ef)? = 1 >= Dzn41 (le groupe des transformatiors de -
symétrie d’un polygone régulier 4 2n + 1 cotés ).

En utilisant le théoréme 1.1 on obtient que (Z/(2n41),®) est un D-hypergroupe et
(Z/2n+1),®) = (G/9,0)-

L'isomorphisme entre (Z/(zn41), ©) et (G/g,0) est ¢ : Z/(2n1) — G/9,8(s) = a’g
pour tout 8 € Z/(2n41)-

2.1. Proposition .  Le cogroupe (Z/(2n+1),®) & 7(2n + 1) soua-hypcrgroupes, ot
7(8) est le nombre des diviseurs de s pour tout s € N°.
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Démonstration :  L'ensemble des sous-hypergroupes de (G / 9 o) est

{G'/9|G" sous-groupe de G avec g C G'} . Soit G’ un sous-groupe de § tel que g C G'
et|g’'| = 2(2t + 1), o 2t +1 divise 2n +1 , donc 2n +1 = (2t + 1) (2s +1), avec
t,s € IN. Alors §'N < a > est un sous-groupe du groupe cyclique engendré par a. Donc

¢'N < a >=< a™ > avec m diviseur de 2n + 1. Sid=2"+1 onag'N<a>=

= {1,a™,a®™,...,ald"Im} et ¢' = {1, a™,...,ald-Im} y {8,Ba™,...,Pald-1im},
Doncd = 2t+1,m = 2s+1,§' = < a¥*,8 >,8'lg = {1.9,a™g,a>™.g,...,a%™.g}
et $~1(G'/g) = {0,m,2m,...,2tm} = {0} U {m,2tm} U {2m,(2t — I)m}U... . Ainsi
on obtient qu'il existe une bijection entre ’ensemble des sous—hypergroupa du cogroupe
(Z/ (2n+1), ®) et ensemble des diviseurs de 2n + 1. B

Remarque . Le treillis des sous-hypergroupes du cogroupe (Z/(2n+1),®) est
isomorphe au treillis des diviseurs de 2n + 1.

2.3. Exemple. Les sous-hypergroupes du cogroupe (Z/(s), ®) sont : {0}, {0,3,6} et
Z/(9)-

Pour n € {1,2,3} tous les hypergroupes de la classe Cp, sont isomorphes & Phypergroupe
(Z/(2n+1), ®)- En étudiant la classe C; on peut remarquer qu’elle contient, & isomorphisme
prés , deux hypergroupes ,(Z/(q), @) et 'hypergroupe présenté par le tableau :

o e X1 X2 X3 X4
e e Xt x'g X2, x'g X3, 1'3 X4, X';
X1 X e, x' X3, X4 xg,x'y x'2,x"
() (] :
x'y x'y e, x| X'z, x'y X'z, x4 x2,X%3
Xz x2 x'3, X4 e,x'y X, x'¢ x'y, x'3
{)
x'a x's x3,x'y e,xy x'y, x4 x1,x’s
x3 X3 x'a, X' x|, %4 e,x’ x'y, X3
) L}
x'3 x's X2, X4 x'y, %' e, x3 X1,X'y
x4 x4 x2,X'3 Xi,X3 x'y, x'2 e,x'y
{ ] ! ]
x' x'q x'9, X3 x'y,x"3 X1 ,X2 e,xXq
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deuxiéme exempl énéral

Soit (G, +) un groupe commutatif d’ordre 2n + 1 et soit 4 la relation d’équivalence sur
G pour laquelle les classes d’4quivalence sont % = {z} U {~z}, pour tout z € G. On peut

vérifier que T+ ¥ = z + Y pour tous z,y € G, et , si on considére I’hyperloi "®” sur G
définie par :

- z@y=z+7y pour tous z,yEG

on ‘obtient un cogroupe G** = (G ®) et G"’ € C,, Soient les permutations ¢ et (8z)zec
de G définies par :

e(A)=-=A, B(A)=z+4+ ) pourtout A€G.

Alors ¢ et B, sont des multiplicateurs de (G, &),

BroBy=Psty et poPfrop=p_;= (ﬂz)—l'

Soient les sous;-groupes du groupe des permutations de G,§ =< {p} U {B:}z € G} >
et g = {1,¢} donc G = {B:|z € G} U {p o B:|z € G}. Alors G/g = {B:9]z € G} et
(Bz9) 0 (Byg) = {Bz+yg} U {Bz-yg}. Si on considere ¢ : G — G/g,4(z) = Bzg pour
tout £ € G, ¢ est un isomorphisme d’hypergroupes. Donc (G, @) est un D-hypergroupe et
(G,®) =(G/g,0).

2.4. Remarque . En étudiant la classe C3 on peut noter qu'elle contient, & isomor-
phisme prés, deux hypergroupes (Z/(q), ) et (Z/(3) x Z/(3), D)

3. Propriétés des hypergroupes de la classe C,

Soit (H,0) € Cn , donc |H| = 1 + 2n. Supposons que e est ’élément neutre de
H,H = {e,z),z},...,2,,2,}, et la partition de H associée & 1'élément neutre e est
P, = {{e}, {z1,21},...,{Zn, 2} }}. Soit  : H — H définie par :

w(e) = e,p(z;) = z} et p(z}) = z; pour tout i € {1,...,n}.
Alors p oo = 1y. Notons z; 0 z; = A j et z}0z; = A}

£,5°

3.1. Lemme . Pourtousi,j€{l,...,n}ona:
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AijUAlj=cod;j=cod; N

3.2. Lemme . Pour tousi,j € {1,...,n} on a |4;;j| = |A};| = 2 ( donc tous les
hypergroupes de C, sont des cogroupes ). B

3.3. Lemme . Pourtousi,j€{l,...,n}ona:

Al =p(Aiy) et Aij= (AL

Démonstration : Soit z € A;;. Siz =e, parce que ¢ € e0 A;j = €0 A} ; il résulte
p(z)=p(e)=c€ Al;.Siz#ecalorseoz = {z,p(z)} Seodi; = A;j U A} ;. Donc

@(z) € Al j carsi p(z) ¢ Ajjona A;; = {z,0(z)} = Ai; D p(z),ce qui est absurde. Il
s’ensuit que ¢(4;;) € A4}, d’olt on cbtient A}; = p(4i;) et Ai; =p(4;;)-1

3.4. - Lemme . ¢ est un multiplicateur spécial de (H,0) relativement d e. W

3.5. Lemme . {1,p} estle groupe des multiplicateurs spéciauz relativement d e de

(H,o0).

Démonstration :  Supposons qu'il existe ¢, un multipﬁc#teur spécial relativement a
P’élément e de (H,0), tel que ¥ # 1y et ¥ # p. Parce que P(e) = e et Y(eo z)=eo0z
pour tout z € H, on peut supposer que % = [z,z}] ...[zxzl), ot k € N*, k < n. Alors
Y(ZTk410Z) = Tg41 0T pour tout z € H. Montrons que 7, ¢ 2k4102. 5121 € Tx4102, 0D
obtient z} = ¥(z1) € Ti41 0 Z, donc zk...l.o z = {z;,z}} ce qui est absurde ( voir lemme

3.7). Donc z; ¢ U Ti41 02T = Tis4y 0 H,ce qui est absurde. B
z€H

3.6. Proposition . Soit (H,0) € Cn, H cogroupe de type Utumi. Alors :

i)  H est un D-hypergroupe ;
i) Il eziste un groupe G d’ordre 2(2n + 1) et un sous-groupe g de G , d’ordre 2, tels
que (H,0) ~(G/g,0). R

3.7. Lemme . Pourtiousi,jk€{l,...,n}ona:

Aij # {22} # AL
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Démonstration :  Supposons le contraire : z; 0 z; = 4;; = {zs,z}} = A J=%iozj.
Evidemment k # ¢. Soit a:;'1 = {2¢,2,} avec £ € {1,...,n}. Alors z; € zx 0 ::;-" =zr02,
et zi € Zi 0 3¢, done 74 0 z¢ = {z;,z{} = z} 0 z{. Soit z; oz;-'l = {e,a}, ot a € H\{e}.
Alors {z;, 2!} = (z; 0zj)0z¢ = z;0(zj0ze) = {z;} Uz;0a. Donc z;0a = {z;,z}},
c’est-a-dire z; € z; 0 @ et a # e,ce qui est absurde. W

3.8. Lemme . Soitz,y€ H\{e}. Alors :
i) leozoyle {34}
il) leozoy|=3sietseulementsieczoy;

iil) SizoyNe(z)oy# O il résulte que zoyNyp(z)oy = {e}.

Démonstration : Soit zoy = {u,v}, ot u,v € H.
i) 2=|zoy] < |leozoy] = leouUeov| < leou| + |eov] < 4.
Supposons |eozoy| = 2. Alorseou = eov,ce qui est absurde ( voir lemme 3.7).
ii) Sileozoy| = 3il résulte que eou # eov donc on peut supposer que |eou| = 1.
Ainsiona:u = e€zoy.

iii) ‘Sia:oyﬂcp(z)oy#ﬂilrésulteque leozoy] = 3,donce€zoynNy(z)oy. N

3.9. Lemme . Soientz € H\{e} et y€ H. Alors:
i)  |zoy N p(z)oyl < 2;
i) J|zoe(z) N p(z)oz| < 2.

3.10. Lemme . Pourtousi,j€{l,...,n},i#jona:
Aii # {z:"zj}’ Aii # {3272;}’ Az,i # {‘ti:zj} et Ag,i # {z,-,:c_'i}.
Démonstration : Supposons qu'il existe i,j € {1,...,n},i # j, tels que 4; ; = {z},z;}."
On peut considérer i =1 et j = 2, donc 4, = {z},z2}. Alors
{z1,22}Uz 022 = z10z)Uz 022 = 710(2102,) = (202, )oz) = z}y02,Uzs02y = {z,,2}}Uzs0z;.

1l résulte que z; € z; 0 x4, ce qui est absurde. W

3.11. Lemme . Soientz,y€ H tels que p(z) Ezoy. Alorse € yoy.
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Démonstration : Si ¢(z) € zoyonaquez € p(z)oyNy(z)oy?, donc y~! =

{v}u{e(y)}. m

3.12. Lemme. Ilezisteic {1,...,n}telqueecc A;;. K

3.13. Lemme . Soit H' un sous-hypergroupe de H et soit z € H\H'. Alors
zoH'Ny(z)oH'=42.

Démonstration :  Supposons zo H' Np(z) o H' # @. Alors z0 H' = p(z) o H' =
zoH'Uyp(z)o H' = eozoH' donc z0o H' est une réunion de classes de P.\{{e}}. Il

s’ensuit que |z 0 H'| = |H'| est un nombre pair,ce qui est absurde, parce que |H'| divise
|H|.m '

3.14. Lemme . Soitz e H. Alors :

eUzUz?Uz?U...=eUuz?Uz'U...

Démonstration :  Soit H' = eUzUz* Uz U... le sous-hypergroupe de H engendré
par z et H” = eUz?Uz* U.... Parce que H” 0 H” C H” il résulte que H” est un
sous-hypergroupe de H'. Mais H' = H” Uzo H" et H" Nzo H" # ®. Donc H' = H”. W

3.15. Proposition . Soit H € Ca. Alors H n'est pas isomorphe & un hypergroupe
H'x H", ot H' et H” sont des hypergroupes de type C ayant au moins deuz éléments.

Démonstration : Supposons H est isomorphe & un hypergroupe H' x H”, o H' €
Hing,ny €6 H? € Hy . o Il s’ensuit que H' x H” € H(14n+.m2).(140, +...4+n}) donc
ngny = 2, d’olr on obtient n} = ... =nj = 1, c’est-a-dire que H” est un groupe. Mais alors
onal=|s(H)]=|s(H'x H")] =1+¢> 1 ce qui est absurde ( voir [4]). &

4. Quand G*"eC, ?

Soient (G,.) un groupe , 7 une relation d’équivalence sur G et 7(z) = T = la classe
d’équivalence de ’élément z € G relative & la relation x. Supposons que T = 7y pour
tous z,y € G. On peut définir sur G une hyperloi "@”" par :
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z @y = z7, pour tous z,y € G.

et (G,0) est un cogroupe. Notons ce cogroupe par G**.

4.1. Théoréme. G** €, siet seulement si le groupe G et la relation d’équivalence
7 sur G vérifient les conditions suivantes :

i) |Gl=2n+1;
ii) w(z)={z}U {z7 }pour tout z € G (2! est l'inverse de z dans le groupe G );

ili) Gest commutatif.

Démonstration: Si G et 7 vérifient les conditions i) - iii) alors évidemment G** € C,
( le dewxiéme exemple général ).

Supposons maintenant que G*™ € C,. Alors |G| = 2n +1,7(1) = 1 (1 étant I'élément
neutre du groupe G ) et |7(z)| = 2, pour tout z € G\{1}. Soit ¢ : G — G telle que
7(z) = {z} U {p(z)} pour tout z € G. Donc ¢(1) = 1 et poyp = 1g. Soit z € G\{1}. Alors
20271 = {L,zp(a™)}, ¢(2)0z~" = {¢(2)z™", p(2)p(z1} et pasce que 1 € 10207,
d’aprés lelemme 3.8ona 1l € zOz~Ny(z)Oz . Mais p(z)z~! # 1, donc p(z)p(z~1) =1
et p(p(z)e ™) = zp(z71).

1l résulte que pour tout z € G,on a:

@(z71) = (p(z)) ™" et p(p(z)z™!) = (p(2)z~) 7"

Pour démontrer ii) il suffit de prouver que la fonction P : G = G,d(z) = ¢(z)z7,
pour tout z € G , est surjective ( injective ). Montrons que ¥ est injective . Evidemment
¥(z) =1 si et seulement si z = 1. » ‘

Soient z,y € G\{1} tels que #(z) = ¥(y), donc ¢(z)z* = ¢(y)y~'. Notons z~* = z.
Alors on a zy = ¢(z)p(y).

Parce que zOQyNp(z)Oy # O, d’apres le lemme 3.8, on obtient zy = 1 donc y = z7 =g,

1l s’ensuit que 9 est injective et parce que |G| < R, il résulte que ¥ est surjective.

Donc #(z) = {z} U {z“‘} pour tout z € G. Démontrons maintenant iii). Soient
z,y € G\{l},z # y. Alors 2§ = {zy} U {zy~ '} U {y~ 'z} U {yz7'} et 77 =
{zy,zy~1} U {z~'y,z"y~1}. Donc z-ly € z¥. Si 'y = zy , on obtient z* = 1, ce
qui est absurde . Sl z7ly = y~1z~1, on obtient (zy)? = z?%, donc zy = z, ce qui est
absurde. Si z"‘g) = zy~! on obtient que 2 = y? donc z = y, ce qui est absurde. Il résulte

que 7'y = yz~!, donc le groupe G est commutatif. B
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5. Les hypergroupes de type Utumi de C,

5.1. Théoréme Soit (H,0) € Cp. Alors H est de type Utumi si ‘et seulement
si il eziste un groupe (G,.) commutatif, d’ordre 2n + 1, tel que (H,0) ~ (G,Q), ou
zQy = {zy} VU {zy~1}, pour tous z,y € G .

Démonstration :  Soit (H,0) € C,, H de type Utumi. D’aprés le lemme 3.6, (H, 0) est
isomorphe & un D-hypergroupe (G/g,0), ot G est un groupe d’ordre 2(2n + 1) et g est un
sous-groupe de G d’ordre 2. Parce que 1 = |s(G/g)| = [Ng(g) : g] il résulte que Ng(g) = g.
Parce que (g Ng( g)] =2n+41ils ‘ensuit qu’il existe 2n +1 2-sous-groupes Sylow dans
G, donc il éxiste-2n + 1 éléments d’ordre 2 dans G. Soit A = {21,...,Z2n+1} 'ensemble
des éléments d’ordre 2 de G, avec z; = p € g, et soit G =G\A. Ona |A| = |G| =2n+1et
G=AUG.Sia€A ona pa¢ Aet ap ¢ Adonc G =ypA=Aypet oG =Gy = A. Pour
tousu,v€Gonaord(v)=ordluvu~!)doncu dul=AetuGu =G .Soit a € A.
Il existe z € G tel que a = zpz™1. Alors A = z4z7! = zpGz~! = zpz~12Gz ™! = oG,
donc AG = A, AA=Get GG = AAAA = AGA = AA =G. 1 s’ensuit que G est
un sous-groupe d’ordre 2n +1 de G. Pour tout z€Gonapzr €A, donc (,a:z:c,oz =1lou
z=l= (p:mp

Alors pour tous z,y e Gonaz ly™! = pzp (,aycp = (zy)~! d'ott on obtientlﬁue (G)

est un groupe comutatif.
~ Soit ¢: G — G/g,¢(z) = zg, pour tout z € G. Alors ¢(zy) Ud(zy™!) =zygUzy~lg =
zyg U Tpypg = Ty o yg et on peut vérifier facilement que ¢ est injective ( donc bijective).

Alors 'hypergroupe (H, o) est 1somorphe au cogroupe (G, Q) ou z0y = {zy} U {zy~!}
pourtousz,y € G. &

6. Les hypergroupes cycliques de C,

6.1. Proposition . Soit H € C, et soit z € H\{e} tels que e € oz et
H=eUzUz?Uz3U.... Alors U'hypergroupe (H,o0) est isomorphe avec Uhypergroupe
(Z2n+1,®).

Démonstration:  Notons z, = e = z/,. Pour n € {1,2,3}, l'affirmation est vraie. Soit
n > 4, donc |H| > 9. Soit z; € H\{e} tel que e € 10z, et H = eUz; UzI U
Démontrons qu’on peut considérer que H = {z,,2;,z},...,Zs,Z,} tels que

P;, =P, = {{z.},{z1,2}},.... {zn, 2} } et :

13
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) { zi0z = {fz—n:bﬂ}vtl o1 = {Te-1,7e41} ‘ |

heyy =zluzlu... Uz = (2} U{z,zi}U.. U {Ze41, 204 } U {2} U {Ze41}
pour tout £ € {1,2,...,n — 1} (récurrence d’aprés £). Pour £ = 1 on peut considérer que
z30z; = {e,z3} car si z; 0 z; = {e,z!} alors |H| = 3, ce qui est absurde. On a alors
hz = z; U 23 = {e, 21, 72} donc les relations (*) sont vérifiées.

Supposons que les relations (*) sont vérifiées pour tout £ € {1,...,k} , ot
k € {1,2,...,n — 2}, et démontrons que les relations () sont vérifiées pour £ = k + 1.

k+1
Parce que ZTi4; € Tk 0 T3, on obtient zx € k41 0 Z;. On a aussi 30 hxyy = U 10T, =
=0
hrp1UZy 0 Zpsy €t hryy 021 = gy U {24} U Zi41 0 2y Donc T} € Tr41 023 et on peut
SUppOSer que Ti4+1 0% = {Th, Tk42} parce que , si Tx+1021 C {Zoy 21,21, -5 The1,Thyy }
on obtient [z] C [z], ce qui est absurde . Il s’ensuit que les relations (*) sont vraies pour tout
le{1,...,n—1}. On a aussi z; 0z, = {2h_,,2h} et Tp 0 Ty = {Zp-1,7,}. Considérons
la famille d’éléments de H, (y;)iez définie par :
 yi =1z; si et seulement si i = j mod(2n+1).

Nous avons démontré ¥ 0 ¥y = {Yt4s} U {yt=s} €t ¥ 0 Yt = {Yste} U ys—¢} pour tout
t € {0,1,2n} et tout s € {0,...,2n}. Montrons que les relations précédentes sont vraies
pour tout t € {0,...,2n} ( récurrence sur t ).

On a (y1092)0ys = {Ys}U{Y2n+1-s}Up20Ys €t ¥10(y108) = {y2+s}U{y2-s}U{ys}U{y-0}
et alors y2 0ys = {y2+s} U {y2-,}. Donc les relations sont vraies pour ¢ € {0,1,2n —1,2n}.
Supposons que les relations sont vraies pour tout ¢ € {0,1,...,£} et montrons qu’elles sont
vraies pour t = £+1.Ona (y10y:)0ys = Y14£0¥sUY1-20¥s = Y1420¥sU{y1-t-sJU{y1-24.}
et Y10 (ye 0 ys) = {Yr+ews} U {V142=s} U {¥1-=2} U {y1-e4s}. Donc y1ye 0y, =
{¥1424s U {y1+2—s} d'ott il s’ensuit (H,0) = (Z2n41,0). 8B

6.2. Corollaire . Soit n € IN tel que 2n + 1 soit un nombre premier. Alors tous les
hypergroupes de C,, sont isomorphes & lhypergroupe (Zanty, ®). M

6.3. Corollaire . Soit H € C, tel qu’il eziste z € H avec les propriétéé :e€zozet
H=eUzUz?*U.... Alorsecyoy pour toutyc H. B

6.4. Proposition. Soit H € C,. Alors e € zoz pour tout z € H.

Démonstration : On peut supposer qu'il existe a € H\{e} tel que H = [a] =
eUaUa?U.... Parce que ao H = H 3 a' = ¢(a) il existe z € H tel que a € a' 0 z.
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D’aprés le lemme’3.11, e € y o y. Parce que a o [z] Na’ o [z] # @ d’aprés le lemme 3.13, il
résulte que a € [z]. Mais z € (a')~Y 0 a C [a]. Alors [a] = [z] et e € z 0 z donc , d’apres la
proposition 6.1 ,e € yoy ,pourtout y€ H. W

6.5. Théoréme : Soit H € Cq, H cyclique. Alors (H,0) est isomorphe d I’hypergroupe
(Z2n+1,0).- 1

7. Tous les hypergroupes de C, sont de type Utumi
Dans la suite H est un hypergroupe de Cn.

7.1. Lemme. Sotentz,y€ H, z#y. Alors zoy#yoxz.

Démonstration : Supposons qu'il existe z,y € H, z #y, tels que zoy =yoz. Alors
Yy # ey # 2,y # p(z) et y ¢ [z] (théoréme 6.5.). Soit zoy = {a,f}, 00 a# B et
a # ¢(B).

Alorsy€aozNfoz et a.inﬁdz:(zOy)oz=(zoz)0y 5 ¢(y). Donc , soit
aoz = {y,¢(y)}, soit oz = {y,¢(y)}, cequiest absurde (voir le lemme 3.7). W

7.2. Lemme. Soientz,y€ H. Alors zoyNyoz # 0.

Démonstration : Soit P = H/ le polygroupe associé au cogroupe H. Parce que
e €zoz ,pour tout z € H, le polygroupe P est commutatif (voir [1] ). Supposons qu'il
existe z,y € H tels que zoyNyoz = @. Alors zoy = {a, 8} et yoz = {p(a), ()}, avec

a,B € H\{e}, a # ¢(B). Mais, dans ce cas,on a ¢(z) oy =y o p(z) = {p(a),p()}, ce
qui est absurde (lemme 7.1) . W

7.3. Lemme. Soientz,y€H, z#y. Alors|zoyNyoz|=1.1
7.4. Lemme. Pourtous z,y,2€ H, zoyoz=gozoy. N

7.5. Lemme. La fonction o : H— H,

b(z) = {’ oz\{e} pour z € H\{e}

e pour z=e

est bijective.
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Démonstration: Evidemmentsi z € H\{e} alors ¥(z) # e. Supposons z,y € H\{e}
et ¥(z) = P(y) = a. Alors [z] =[y] =[a] et, d’apres le théoréme 6.5, z=y. W

Soit z € H\{e} et soit la fonction B,: H - H

8 (/\)={zo,\ﬂ/\oz si e H-{z}

zoz—{e} si A=z

D’aprés le lemme 7.3., §; est bien définie et S;(e) = z.

7.6. Lemme. Pour toutz € H\{e}, B: est bijective.

Démonstration : 1 suffit de montrer que B, est injective. Si A € H\{z} et
Bz(A) = B(z) alors zoANAoz = zoz\{e} donc A € z3 Mais B.([z]) C [z]
et f:|(; est injective. W

Notons que 8;(¢(z)) =e.
7.7. Lemme. Pourtoutpu€ H, B(eop) = B:(e)op.

Démonstration : Supposons p € H\{e} . Alors
Bz(eop)=(zopNpoz) U (zop(p)Ne(p)oz) =
=zouN(pozUyp(p)oz)=zopNeopoz=zopuNeozou=
=zop=5(e)op. M

7.8. Lemme. Soitz,y € H\{e} tels que zoz = {e,y}. Alors B0 B3, =3,

Démonstration : Il faut montrer 8;(8:(p)) = By(p) pour tout p € H. Si p € [z]
1’égalité est vraie, d’aprés le théoréme 6.5 . Soit u € H\[z] et soient zopu = {s,t} & H\[z]
et poz = {s,0(t)}. Alors B.(B:(n)) = Bz(s) =zo0sNso z. Parce que sozUtoz =
zopuor =zoropu=ceopUyou=_zosUzot, onobtient eopNyou= @,sozNtoz =0
et o(u) €toz (parce que p€soz). Done,si you={a,B} alors soz = {p,a} et
toz = {p(u), 8} De 'égalité {p}Upoy=pozoz=s0zUp(t)oz = {u,a,¢(B)} on
obtient poy= {a,¢(8)},donc By(u)=a. ‘

Parceque p ¢ zos (si p€zos alors zos = {u,¢(a)} SeopUyopu={ne(p)a, b},
ce qui est absurde) il résulte §;(s)=a. B

7.9. Lemme. 8:08,:) =P8uz)°8: =18 , pour tout z € H\{e}.
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Démonstration : 11 faut montrer By(z)(B:(p)) = 4, pour tout p € H. Si p€ (=]
I'égalité est vraie, d’apres le théoréme 6.5 . Soit u € H\[z] et soit zop= {s t} € H\[z]
et poz = {s,¢(t)}, donc B (u)=s.

Avec un raisonnement similaire & celui du lemme 7.8, on obtient soz = {y,a},toz =

{‘P(P)aﬂ}az cs8= {So(y)va}vz ot= {I‘aﬂ} ,0u you= {a’ﬂ} et poy= {aa‘P(ﬁ)}'
Alors By(2)(B:(1)) = By(z)(s) = p(z)0sNsop(z) =p. W

7.10. P,x;éposition. Pour tout z € H\{e}, B est un multiplicateur relativement d
U’élément z pour l’hypergroupe (H, o).

Démonstration : I faut montrer 3;(A o p) = B2()) o 4 pour tous A, € H.

Si u = e I’égalité est évidente et si A = e I'égalité est vraie, d’aprés le lemme 7.7. Supposons
donc que A, p € H\{e}.

Lecas A=z. Soitzoz = {e,y},avecy€ H\{e}.

Il faut montrer B.(z o u) = B.(z) o p.

Pour u € [z] 'égalité est vraie, d’aprés 6.5.

Supposons u € H\[z] et soit z o u = {s,t} et yo u = {a, 8}.

Alors Bz(zop) Czozop=zosUzot=eopUyop==zopoz=sozUtoxz. Parce que

péBzop) (sipezosNsozonazos={u,a}etsor={pp(a)Zzozop,ce
qui est absurde) et @(p) ¢ Bz(zou) , il s’ensuit B;(zopu) =yop.

Lecas A € H\{e.z}. Soit B:(A) =petsoit zod={u,v} , Aoz={u,e(v)}

Alors 8;(Aop) C zodopNAopoz = (wopUvop)N(uouUp(v)ou) = uopU(voune(v)ou).
SivouNe(v)op=3 ona B (Aop)=uop=pF(A)op.

Supposons v o p N p(v) o u # @, donc p € {v,p(v)}. Il suffit d’étudier le cas p = v.

Mais Aov=Aop(w)=H\ |J Aoa et

aEH\eov

uov=uop(v)=H\ U uoa.
a€H\eov

donc B:(Aov)=uov.

On peut donc conclure :
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7.11. Théoréme. Dans la classe C,., il eziste, d isomorphisme prés, k(2n + 1)
hypergroupes (k(s) étant le nombre des groupes commautatifs, deuz & deuz non isomorphes,
d'ordre s ). W '
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