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RÉSUMÉ. – Nous donnons des constantes dans l’inégalité de concentration de Talagrand pour
les processus empiriques indexés par des classes de fonctions, en partant de la méthode de
Herbst. Le point nouveau est que la constante du facteur variance est exacte, ce qui répond à
une conjecture de Massart.
 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT. – We give new constants in Talagrand’s concentration inequality for maxima of
empirical processes. Our approach is based on the Herbst method. The improvement we get
concerns the constant in the variance factor, which is the one conjectured by Massart.
 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS
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1. Introduction

Soit X1,X2, . . . une suite de variables aléatoires indépendantes de loi communeP

à valeurs dansX espace polonais muni de sa tribu borélienne. SoitF une famille
dénombrable de fonctions mesurables deX dansR, de carré intégrable sousP . On
pose

Sn(f )= f (X1)+ · · · + f (Xn). (1.1)

Dans cet article nous regardons les propriétés de concentration de la variable aléatoire
Z = sup{Sn(f ): f ∈ F} autour de sa moyenne. Ce problème a été étudié dans une
série de travaux successifs, en particulier par Talagrand [9] au moyen d’inégalités
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isopérimétriques pour les mesures produits. Il a obtenu une inégalité de type Bennett
pour la déviation deZ par rapport à sa moyenne. Ensuite Ledoux [3] a montré que ces
inégalités pouvaient aussi être obtenues à partir d’inégalités de type log-Sobolev pour
les mesures produit. Cette technique permet de majorer la transformée de Laplace deZ.
Massart [5] a clairement montré l’intérêt des méthodes entropiques (ou log-Sobolev)
pour le calcul des constantes dans les inégalités de Talagrand. En particulier, pour les
classes de fonctions positives, Massart [5] obtient comme fonction de taux celle d’une
variable de loi de Poisson de paramètreE(Z). Cependant, pour les fonctions de signe
quelconque, il utilise comme Talagrand et Ledoux une méthode de symétrisation, suivie
des théorèmes de comparaison de Ledoux et Talagrand [4]. Le coût de cette méthode est
la perte d’un facteur 2 dans les constantes, qui intervient lors de la symétrisation.

Dans cet article, nous montrons comment éviter la symétrisation. Nous reprenons ici
un argument introduit partiellement dans Rio [6] pour les classes de fonctions finies.
Dans l’inégalité provenant de la tensorisation de l’entropie, la variableZ′

k approchantZ
au pask sera la suivante : sifk est la fonction deF réalisant le maximum de

Skn(f )= f (X1)+ · · · + f (Xk−1)+ f (Xk+1)+ · · · + f (Xn), (1.2)

on prendZ′
k = Sn(fk). La différenceZ − Z′

k est alors positive. De plus on montre
aisément queE(Z − Z′

k) � E(Z)/n, ce qui donne un ordre de grandeur de(Z − Z′
k)

suffisant pour obtenir les inégalités suivantes.

THÉORÈME 1.1. –Soit F classe dénombrable de fonctions de X dans ] − ∞,1],
mesurables, de carré intégrable et d’espérance nulle sous P . Supposons de plus
l’existence d’une constante positive σ 2 telle que σ 2 � P(f 2) pour toute f dans F .
Alors, pour tout λ positif,

logE exp
(
λ(Z− E(Z))

)
�
(
nσ 2 + 2E(Z)

)
λ
(
eλ − 1

)
/2. (a)

Par conséquent, si vn = nσ 2 + 2E(Z), pour tout x positif,

P
(
Z � E(Z)+ x

)
� exp

(
−x

2
log
(

1+ x

vn

))
. (b)

De plus, pour tout y positif

P
(
Z � E(Z)+√2vny + y/2

)
� exp(−y). (c)

Remarque 1.1. – Les observations sont ici équidistribuées, contrairement aux auteurs
précédents. Cependant, dans le cas non équidistribué, un résultat de Bretagnolle [2]
montre que la transformée de Laplace associée au maximum d’un processus empirique
provenant d’observations indépendantes et non équidistribuées est majorée par celle du
maximum du processus empirique associé à des variables indépendantes ayant pour loi
commune la loi moyenne, ceci au moins pour les classes de parties (il semble raisonnable
de penser que le résultat de Bretagnolle peut s’étendre aux classes de fonctions).
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2. De la méthode de Herbst aux inégalités de Bennett

Dans cette section, nous montrons le théorème 1.1 à l’aide de l’inégalité de tensorisa-
tion de l’entropie proposée par Ledoux [3] dont nous rappelons ici un corollaire.

LEMME 2.1 (Rio [8]). –Soient (X1, . . . ,Xn) des variables aléatoires indépendantes
à valeurs dans un espace polonais X . Soit Fk

n la tribu engendrée par (Xi)i �=k . Po-
sons φ(x) = x logx − x + 1. Soit h une variable aléatoire fonction mesurable de
(X1, . . . ,Xn), strictement positive et intégrable. Alors, pour toute famille (hk) de
variables aléatoires réelles strictement positives et intégrables, respectivement Fk

n -
mesurables,

E(h logh)− E(h) logE(h)� E
(
h1φ(h/h1)

)+ · · · + E
(
hnφ(h/hn)

)
.

Preuve du théorème 1.1. – Nous pouvons supposerF finie et procéder ensuite par
passage à la limite. Comme Ledoux [3] on applique le lemme 2.1 àh = exp(λZ).
DéfinissonsZk = sup{Skn(f ): f ∈ F}. PuisqueF est finie, on peut opérer une sélection
Fk
n -mesurable d’une fonctionfk telle queZk = Skn(fk). On pose alorsZ′

k = Sn(fk).
Soienth= exp(λZ), hk = exp(λZk) etgk = exp(λZ′

k). Par convexité deφ,

hkφ(h/hk)� hkφ(gk/hk)+ (h− gk)φ
′(h/hk).

Commeφ′(x)= logx, il en résulte que

hkφ(h/hk)� hkφ(gk/hk)+ λ(h− gk)(Z−Zk).

Soit f dansF telle queSn(f ) = Z. Alors Skn(f )� Zk , et doncZ − Zk � 1, carf est
bornée par 1. D’autre partZ � Z′

k , ce qui assure queλ(h− gk)� 0 pour tout réelλ. Par
conséquent

hkφ(h/hk)� hkφ(gk/hk)+ λ(h− gk).

NotonsF la transformée de Laplace deZ. En partant du lemme 2.1 et en appliquant
l’inégalité ci-dessus, on obtient :

λF ′(λ)− F(λ) logF(λ)

� λ

n∑
k=1

E(h− hk)+
n∑
k=1

E
(
hkφ(gk/hk)+ λ(hk − gk)

)
. (2.1)

Soit λ positif. Pour majorer la quantité
∑n
k=1 E(h − hk), on applique à nouveau le

lemme 2.1 avech = exp(λZ). On choisit pour famille de variablesFk
n -mesurables les

variablesh′
k = exp(λZk + L(λ)/n), avecL(λ)= logF(λ). Le lemme 2.1 donne alors,

après simplification,

λF ′(λ)� E

(
n∑
k=1

λ(Z−Zk)e
λZ

)
+ eL(λ)/n

n∑
k=1

E(hk)− nF(λ). (2.2)

Mais

(n− 1)Z = sup

{
n∑
k=1

Skn(f ): f ∈F
}

� Z1 + · · · +Zn,
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et donc, pourλ positif,

E

(
n∑
k=1

λ(Z−Zk)e
λZ

)
� E

(
λZeλZ

)
.

En reportant cette majoration dans (2.2), il vient :

eL(λ)/n
n∑
k=1

E(hk)− nF(λ)� 0.

Cette majoration assure que

n∑
k=1

E(h− hk)� nF(λ)
(
1− e−L(λ)/n)� F(λ) logF(λ), (2.3)

puisqueL(λ)� λE(Z)� 0 pourλ positif.
Regardons maintenant la seconde partie du majorant dans (2.1). Soitηk = fk(Xk).

Alors (gk/hk)= exp(ληk). Posonsψ(x)= xex − ex + 1. En factorisanthk , on obtient :

E
(
hkφ(gk/hk)+ λ(hk − gk)

)= E
(
hkE

k
n

(
ψ(ληk)+ λ

(
1− eληk

)))
,

si E
k
n désigne l’espérance conditionnelle par rapport àFk

n . Comme la fonctionfk est
sélectionnée en fonction des observations(Xi)i �=k ,

E
k
n(ηk)= 0 et E

k
n

(
η2
k

)= P
(
f 2
k

)
� σ 2. (2.4)

Donc

E
k
n

(
1− eληk

)= E
k
n

(
1+ ληk − eληk

)
.

Soitη+
k la partie positive deηk . Puisqueηk � 1 et 1+ x − ex � 0, on a, pourλ positif,

λEkn
(
1− eληk

)
� E

k
n

(
λη+

k

(
1+ ληk − eληk

))
. (2.5)

Soit alorsγ (x)=ψ(x)+ x+(1+ x − ex). En combinant (2.1), (2.3) et (2.5),

λF ′(λ)−F(λ) logF(λ)� λ2F ′(λ)+
n∑
k=1

E
(
hkE

k
n

(
γ (ληk)

))
.

Si x est positif,γ (x) = x2 − (ex − 1 − x) et doncγ (x) � (x2/2) ; de même, pourx
négatif,γ (x)=ψ(x) et doncγ (x)� (x2/2). Donc, d’après (2.3) et (2.4)

λF ′(λ)− (1+ λ)F (λ) logF(λ)� λ2σ 2

2

n∑
k=1

E(hk). (2.6)
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En appliquant à la fonctionnelle convexe sup{f (X1)+ · · · + f (Xn): f ∈ F} l’inégalité
de Jensen conditionnellement àFk

n , on note alors que

E
(
eλZ
)
� E

(
eλE

k
nZ
)
� E

(
eλZk

)
pour toutλ > 0. (2.7)

Par conséquent le logarithmeL de la transformée de Laplace deZ vérifie l’inéquation
différentielle suivante : pour toutλ positif,

λL′(λ)− (1+ λ)L(λ)� nσ 2λ2/2. (ED)

En divisant parλ2eλ, on en déduit que

(
2L

λeλ

)′
� nσ 2 exp(−λ).

La majoration (a) s’obtient alors par intégration de cette inéquation différentielle.
(b) s’obtient en partant de (a) et en appliquant l’inégalité de Markov à exp(λZ) avec
seuil exp(λx) pourλ= log(1+ x/vn). Enfin (c) se déduit de (a) à partir de la majoration
λ(eλ − 1)� 2λ2/(2− λ) et du calcul de la transformée de Legendre donné dans Rio [7,
p. 153].

Nota. – Après la rédaction de cet article, Olivier Bousquet a montré comment
améliorer la majoration (a) du théorème 1.1 pour obtenir la vraie inégalité de Bennett.
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