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RESUME. — Nous donnons des constantes dans I'inégalité de concentration de Talagrand pot
les processus empiriques indexés par des classes de fonctions, en partant de la méthode
Herbst. Le point nouveau est que la constante du facteur variance est exacte, ce qui réponc
une conjecture de Massart.
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ABSTRACT. — We give new constants in Talagrand’s concentration inequality for maxima of
empirical processes. Our approach is based on the Herbst method. The improvement we ¢
concerns the constant in the variance factor, which is the one conjectured by Massart.
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1. Introduction

Soit X1, X», ... une suite de variables aléatoires indépendantes de loi comiune
a valeurs dansY espace polonais muni de sa tribu borélienne. Soitine famille
dénombrable de fonctions mesurablesdedansR, de carré intégrable soud. On
pose

Su(f)=f(XD) +---+ f(Xp). (1.1

Dans cet article nous regardons les propriétés de concentration de la variable aléatoi
Z =supS,(f): f € F} autour de sa moyenne. Ce probleme a été étudié dans une
série de travaux successifs, en particulier par Talagrand [9] au moyen d'inégalité:
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isopérimétriques pour les mesures produits. Il a obtenu une inégalité de type Benne
pour la déviation deZ par rapport a sa moyenne. Ensuite Ledoux [3] a montré que ces
inégalités pouvaient aussi étre obtenues a partir d’'inégalités de type log-Sobolev pol
les mesures produit. Cette technique permet de majorer la transformée de Lapface de
Massart [5] a clairement montré l'intérét des méthodes entropiques (ou log-Sobolev
pour le calcul des constantes dans les inégalités de Talagrand. En particulier, pour le
classes de fonctions positives, Massart [5] obtient comme fonction de taux celle d’une
variable de loi de Poisson de paramédiieZ). Cependant, pour les fonctions de signe
guelconque, il utilise comme Talagrand et Ledoux une méthode de symétrisation, suivi
des théoremes de comparaison de Ledoux et Talagrand [4]. Le co(t de cette méthode «
la perte d’'un facteur 2 dans les constantes, qui intervient lors de la symétrisation.
Dans cet article, nous montrons comment éviter la symétrisation. Nous reprenons ic
un argument introduit partiellement dans Rio [6] pour les classes de fonctions finies
Dans l'inégalité provenant de la tensorisation de I'entropie, la varidp@pprochanZz
au pask sera la suivante : gf; est la fonction deF réalisant le maximum de

S = FXD) + -+ f X)) + Xy + -+ f(X), (1.2)

on prendZ, = S,(fi). La differenceZ — Z; est alors positive. De plus on montre
aisément quéE(Z — Z;) < E(Z)/n, ce qui donne un ordre de grandeur (de— Z;)
suffisant pour obtenir les inégalités suivantes.

THEOREME 1.1. —Soit F classe dénombrable de fonctions de X dans ] — oo, 1],
mesurables, de carré intégrable et d espérance nulle sous P. Supposons de plus
I’existence d’'une constante positive o2 telle que o2 > P(f?) pour toute f dans F.
Alors, pour tout A positif,

logEexp(A(Z — E(Z))) < (no?+ 2E(2))Ar (e} — 1) /2. (@)

Par conséquent, si v, =no? 4+ 2E(Z), pour tout x positif,

P(Z>E(Z)+x) < exp(—% Iog<1+ i)) (b)

Uﬂ

Deplus, pour tout y positif

P(Z > E(Z) 4+ \/2v,y + y/2) < exp(—y). (©

Remarque 1.1. — Les observations sont ici équidistribuées, contrairement aux auteurs
précédents. Cependant, dans le cas non équidistribué, un résultat de Bretagnolle |
montre que la transformée de Laplace associée au maximum d’un processus empirigt
provenant d’'observations indépendantes et non équidistribuées est majorée par celle
maximum du processus empirique associé a des variables indépendantes ayant pour
commune la loi moyenne, ceci au moins pour les classes de parties (il semble raisonnak
de penser que le résultat de Bretagnolle peut s’étendre aux classes de fonctions).
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2. Delaméthode de Herbst aux inégalités de Bennett

Dans cette section, nous montrons le théoréme 1.1 a I'aide de I'inégalité de tensorisz
tion de I'entropie proposée par Ledoux [3] dont nous rappelons ici un corollaire.

LEMME 2.1 (Rio [8]). —Soient (X4, ..., X,,) des variables aléatoires indépendantes
a valeurs dans un espace polonais X'. Soit F¥ la tribu engendrée par (X;);«. Po-
sons ¢(x) = xlogx — x + 1. Soit 4 une variable aléatoire fonction mesurable de
(X1,...,X,), strictement positive et intégrable. Alors, pour toute famille (k) de
variables aléatoires réelles strictement positives et intégrables, respectivement F*-
mesurables,

E(hlogh) — E(h)logE(h) < E(hi¢(h/h1)) + -+ E(h,¢(h/hy,)).

Preuve du théoréme 1.1. —Nous pouvons supposer finie et procéder ensuite par
passage a la limite. Comme Ledoux [3] on applique le lemme 2il=aexp(AZ).
DéfinissonsZ; = sup(S¥(f): f € F}. PuisqueF est finie, on peut opérer une sélection
F*-mesurable d’une fonctiorf; telle queZ; = S*(f;). On pose alorsZ; = S, (fi).
Soienth = exp(AZ), hy = exp(AZy) et g, = exp(AZ,). Par convexité de,

hi(h/ hi) < i (gic/ hi) + (h — g @' (h/ hy).

Commeg’(x) = logx, il en résulte que

hig(h/ hi) < hid(g/ hi) + A(h — g)(Z — Z).

Soit f dansF telle ques,(f) = Z. Alors S¥(f) < Z;, etdoncZ — Z; < 1, car f est
bornée par 1. D’autre pa#t > Z,, ce qui assure que(h — g;) > 0 pour tout réeh. Par
conséquent

hid (h/ hy) < hip (8 / hie) + A(h — gk).
Notons F la transformée de Laplace d& En partant du lemme 2.1 et en appliquant
l'inégalité ci-dessus, on obtient :

AF'(A) — F(A)log F())

<A E(h—h) + > E(h(ge/ hi) + Alhi — g1))- (2.1)
k=1 k=1

Soit A positif. Pour majorer la quantit®";_, E(k — h;), on applique a nouveau le
lemme 2.1 ave& = exp(AZ). On choisit pour famille de variableB*-mesurables les
variablesh; = exp(AZy + L(1)/n), avecL(A) =1og F(1). Le lemme 2.1 donne alors,
apres simplification,

AF'(W) <E (ix(z — zk)ef\z> +el®/n En:E(hk) —nF). (2.2)
k=1 k=1
Mais

(n—1DZ=sup > S/ fef}<21+---+zn,
k=1
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et donc, poun positif,
E (Zx(z — zk)eﬂ> <E(rze?).
k=1
En reportant cette majoration dans (2.2), il vient :
&My "E(hy) —nF (i) > 0.
k=1
Cette majoration assure que
> E(h—hy) <nFQ)(L—e M) < F(log F (M), (2.3)
k=1

puisqueL () > AE(Z) > 0 pour positif.
Regardons maintenant la seconde partie du majorant dans (2.1) Seif.(Xy).
Alors (gx/ hy) = exp(An,). Posons) (x) = xe* — e + 1. En factorisank,, on obtient :

E(ho (gx/ hi) + A (hy — &) = E(REL (¥ Qo) + A (1 — 7)),

si EX désigne I'espérance conditionnelle par rappo‘a Comme la fonctionf; est
sélectionnée en fonction des observatioKs); .,

E,() =0 et Ei(n)=P(f}) <o? (2.4)
Donc
E,(1-€") =E, (14 am — 7).

Soitn; la partie positive dey,.. Puisquey, < 1 et 1+ x — €' <0, on a, poun positif,

AES (1—€) S EE (A (14 Ane — €)). (2.5)
Soit alorsy (x) = ¢ (x) + x, (1 + x — €°). En combinant (2.1), (2.3) et (2.5),

AF' (L) — FO)logF(L\) < A2F' (W) + Z E(he EX (v (An0))).
k=1

Si x est positif,y (x) = x%2 — (e — 1 — x) et doncy (x) < (x?/2) ; de méme, poux
négatif,y (x) = ¥ (x) et doncy (x) < (x2/2). Donc, d’aprés (2.3) et (2.4)

Ao2

AF'() — (14 AD)FMW)logF() < TZE(hk). (2.6)
k=1
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En appliquant a la fonctionnelle convexe §ipX1) +--- + f(X,): f € F} l'inégalité
de Jensen conditionnellementF4, on note alors que

E(é7) > E(e5%) > E(¢"%) pour touti > 0. 2.7)

Par conséquent le logarithniede la transformée de Laplace @evérifie I'inéquation
différentielle suivante : pour tout positif,

AL' (M) — (L+ A L) <nor?/2. (ED)

En divisant pai?e*, on en déduit que

<Z—L>/< Zexp(—1)
o <no .

La majoration (a) s'obtient alors par intégration de cette inéquation différentielle.
(b) s’obtient en partant de (a) et en appliquant l'inégalité de Markov &expavec
seuil exgAx) pour =log(1+ x/v,). Enfin (c) se déduit de (a) a partir de la majoration
A€ — 1) < 212/(2 — 1) et du calcul de la transformée de Legendre donné dans Rio [7,
p. 153].

Nota. — Aprés la rédaction de cet article, Olivier Bousquet a montré comment
ameéliorer la majoration (a) du théoréme 1.1 pour obtenir la vraie inégalité de Bennett.
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