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RÉSUMÉ. – L’Agrégation Limitée par Diffusion Interne est un modèle de croissance sur un
ensemble infiniG associé à une chaîne de Markov surG. Il a été introduit par Diaconis et
Fulton (Rend. Sem. Mat. Univ. Pol. Torino 49 (1991) 95–119). Lawler, Bramson, et Griffeath
(Ann. Probab. 20 (4) (1992) 2117–2140) et Lawler (Ann. Probab. 23 (1995) 71–86) ont étudié ce
modèle pour la marche aléatoire simple surZ

d . Ils ont démontré que le nuage de points généré
par ce modèle possède une forme limite qui est la trace, surZ

d , des boules euclidiennes deR
d .

Nous étendons ce résultat au cas des marches aléatoires centrées et irréductibles surZ
d , sous des

conditions de moment. La forme limite devient alors la trace des boules deR
d avec une norme

associée à la matrice de covariance de la marche aléatoire. Nous étudions également le cas des
marches aléatoires non-centrées et obtenons l’existence d’une forme limite en dimension 1. Dans
le cas multi-dimensionnel, nous donnons une borne supérieure pour le nuage. 2002 Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT. – Internal Diffusion Limited Aggregation is a growth model on an infinite setG,
associated to a Markov chain onG. It has been introduced by Diaconis and Fulton in 1991 (Rend.
Sem. Mat. Univ. Pol. Torino 49 (1991) 95–119). Lawler, Bramson, and Griffeath (Ann. Probab.
20 (4) (1992) 2117–2140) and Lawler (Ann. Probab. 23 (1995) 71–86) studied this model for the
simple random walk onZd . They proved that the limiting shape of the cloud of points generated
by this model is the trace onZd of the Euclidean balls ofRd . We extend this result to the case
of centered and irreducible random walks onZ

d , under moment conditions. Thus, the limiting
shape becomes the trace of the balls ofR

d with a norm assiociated to the covariance matrix of
the random walk. We also study the case of non-centered random walks et get the existence of
a limiting shape in dimension 1. In the multi-dimensional case, we give an upper bound for the
cloud. 2002 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

SoientG un ensemble discret infini etS(k) une chaîne de Markov sur les éléments
deG, avecS(0) = O un élément fixé appelé l’origine. Le modèle appelé “Agrégation
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Limitée par Diffusion Interne” (“ALD” interne) est un modèle de croissance surG, c’est-
à-dire une chaîne de MarkovA(n) (n un entier positif) d’ensembles aléatoires croissants
d’éléments deG, associée àS(k). La chaîneA(n) est définie de la façon suivante :

• A(1)= {O},
• P{A(n+ 1)=A(n)∪ {y}|A(n)} = P{S(τ(A(n)c))= y|τ(A(n)c) <∞},

où τ(A) est letemps d’atteintede l’ensembleA.
Concrètement, à chaque temps entiern, nous lançons une particule enO qui progresse

suivant la chaîne de MarkovS(k). Nous attendons que la particule quitte le nuage
précédentA(n−1), puis nous la stoppons sur le premier élément visité hors deA(n−1).
Nous disons alors que la particule (ou la chaîne de Markov) a augmenté le nuage.
Remarquons que lorsqueS(k) est irréductible (tous les points sont accessibles), la
relation de récurrence peut être remplacée par

P
{
A(n+ 1)=A(n)∪ {y}|A(n)}= P

{
S
(
τ
(
A(n)c

))= y},
car, pour toutn, A(n) est fini et donc, par irréductibilité,τ(A(n)c) est fini presque
sûrement.

Nous considérons ici, le cas d’une marche aléatoire irréductible surZ
d .

Le nom d’“ALD” interne vient de la similitude avec l’“ALD” (externe). Dans ce
dernier modèle, les particules sont lancées “à l’infini”, conditionnées pour atteindre le
nuage précédent, et elles sont stoppées juste avant de l’atteindre. Voir par exemple [12]
pour une définition précise et des propriétés de l’“ALD”.

Diaconis et Fulton [4] ont défini l’“ALD” interne et ils ont étudié le cas uni-
dimensionel oùS(n) est la marche aléatoire simple (aux plus proches voisins et de
probabilité de transition uniforme). Ils ont montré que le nuage au tempsn “tend”
vers l’intervalle [−n/2, n/2] et que les fluctuations autour de cet intervalle étaient
gaussiennes de paramètre d’ordre

√
n.

THÉORÈME 1.1 ([4, Prop. 3.2]). –Nous notonsA+(n) le nombre d’éléments positifs
du nuage au tempsn. Lorsquen tend vers l’infini,

P
{ |A+(n)| − n/2√

n/12
� t
}

−→ 1√
2π

t∫
0

exp
(−x2/2

)
dx.

Lawler, Bramson, et Griffeath [14] et plus tard Lawler [13] ont étudié le cas deZ
d

(d � 2) avec la marche aléatoire simple. Ils ont montré que laforme limite (voir ci-
dessous) du nuage est la trace des boules euclidiennes deR

d sur Z
d . Cette propriété

a longtemps été conjecturée pour le modèle d’Eden mais des travaux de Kesten ainsi
que de puissantes simulations informatiques ont montré que cette conjecture était
fausse. L’“ALD” interne est ainsi le premier modèle de croissance connu ayant cette
propriété.

Définissons deux variables aléatoires,δI (n) l’erreur interne, et δE(n) l’erreur
externe:

n− δI (n) déf.= inf
{|z|: z /∈A([ωdnd])},

n+ δE(n) déf.= sup
{|z|: z ∈A([ωdnd])},
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où | · | est la norme euclidienne deRd , ωd le volume de la boule unité deRd et [k] la
partie entière dek. Ainsi [ωdnd] est le nombre approximatif de points deZ

d dans la trace
de la boule euclidienne de rayonn. Nous disons que la trace des boules euclidiennes est
la forme limite du modèle, dès que

δI (n)= o(n) et δE(n)= o(n),

presque sûrement. Dans [13], Lawler a précisé ce résultat en étudiant les fluctuations de
la forme du nuage autour des boules euclidiennes.

THÉORÈME 1.2 ([13, Th 1]). –Si d � 2, alors, avec probabilité1 :
• δI (n)= o(n1/3(lnn)2),
• δE(n)= o(n1/3(lnn)4).

Des études ont été menées sur ce modèle lorsque l’injection de particules se fait
de façon beaucoup plus rapide, indépendamment du chemin suivi par la particule
précédente. Lawler, Bramson et Griffeath [14] ont obtenu des résultats en dimension
d � 3 en utilisant les mêmes techniques que pour la définition initiale du modèle. Cette
similarité vient du fait qu’ils ont injecté les particules grâce à une loi de Poisson. Ainsi,
à un instantt , les particules n’ayant pas encore augmenté le nuage sont en nombre
négligeable devant le nombre total de particules lancées. Gravner et Quastel [6] ont
résolu le cas de la dimension 2 en utilisant des techniques de limite hydrodynamique.
Enfin, Ben Arous, Quastel et Ramirez [1] étudient les cas où l’injection se fait plus
rapidement. Notamment, à très fort taux d’injection, ils conjecturent une forme limite du
modèle proche de la trace des boules deR

d pour la normel1.
Notre but est d’étendre/adapter les théorèmes 1.1 et 1.2 à des marches aléatoires plus

générales surZd .

2. Cas d’une marche aléatoire centrée

Dans cette section, nous étudierons l’“ALD” interne surZ
d (par abus nous notons

ainsi le graphe de Cayley deZd muni du système standard de générateurs) associé à une

marche aléatoireS(n) déf.= S(0)+X1 + · · · +Xn (X,X1, . . . ,Xn, . . . i.i.d.) définie par sa

matrice de transitionP dont les éléments sontp(x, y) déf.= P{S(n)= y | S(n− 1) = x}.
Nous écrironsp(x) = p(O,x). Les notations avec l’exposanty, telles quePy, E

y ,
Sy , indiquent queS(0) = y, alors que l’absence d’exposant signifieS(0) = O. Nous
commençons par quelques hypothèses surS(n) :

• Irréductible : c’est nécessaire pour pouvoir parler de propriétés de recouvrement
pour l’“ALD” interne. Sinon, le problème se ramène à celui d’une marche aléatoire
irréductible sur le semi-groupe engendré par les éléments accessibles en un coup.

• Centrée(l’incrément de la marche aléatoire est une variable aléatoire centrée).
• Dans la suite nous aurons besoin de distinguer des familles deconditions de moment

(la norme utilisée sera définie juste après, mais ces conditions sont indépendantes
du choix de la norme) :
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A :

d � 4
∑
x∈Zd

p(x)‖x‖4<∞,

d � 5
∑
x∈Zd

p(x)‖x‖d−1<∞.

B :

d � 3
∑
x∈Zd

p(x)‖x‖4<∞,

d = 4
∑
x∈Zd

p(x)‖x‖4 ln‖x‖<∞,

d � 5
∑
x∈Zd

p(x)‖x‖d <∞.

C(ψ) :

d = 1
∑
x∈Zd

p(x)‖x‖3+(2/ψ)(ln‖x‖)6<∞,

d � 2
∑
x∈Zd

p(x)‖x‖3+(d+2)/ψ(ln‖x‖)4<∞.

D(ψ) :

d � 2
∑
x∈Zd

p(x)‖x‖3+(d+2/3)/ψ(ln‖x‖)6<∞.

Remarque2.1. – Dans la suite, nous supposerons toujours la marche aléatoire
apériodique(le p.g.c.d. desn tels queP{S(n) = O} > 0 vaut 1). Néanmoins cette
hypothèse peut toujours être respectée en changeantp en(δO+p)/2 (oùδO est la masse
de Dirac enO). En effet, cette opération ne change pas la forme du nuage de l’“ALD”
interne et rend la marche aléatoire apériodique.

La fonction de GreenG(x, y) associée à une marche aléatoire est le nombre moyen
de visites en un pointy, partant dex. Comme ce nombre est fini si et seulement sid � 3
pour une marche aléatoire centrée, il existe une notion similaire pour le casd � 2 : le
noyau potentiela(x, y).

G(x, y)
déf.= E

x

{ ∞∑
n=0

1(S(n)= y)
}

=
∞∑
n=0

Px{S(n)= y},

a(x, y)
déf.=

∞∑
n=0

[
Px{S(n)= x} − Px{S(n)= y}].

Nous écrironsa(x) = a(O,x) et G(x) = G(O,x). SoitQ la matrice de covariance
associée àP , c’est-à-dire la matrice de la forme quadratique des moments :∑

x∈Zd
(θ.x)2p(x), pourθ ∈ R

d.
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La matriceQ est symétrique définie positive de déterminant|Q|. Nous définissons une
nouvelle norme surRd , associée àQ :

‖x‖ déf.= (
d−1xtQ−1x

)1/2
.

Remarque2.2. –
• Cette norme coïncide avec la norme euclidienne dans le cas de la marche aléatoire

simple.
• Pourd = 1,Q= σ 2 (variance deX).

Le volume de la boule deRd pour cette norme, devient

Vol
(
B(O,n)

)= dd/2|Q|1/2ωdnd déf.= ωQd nd.
Nous définissons alors la boule et la sphère “discrètes” de rayonn :

B(n)
déf.= {

z ∈ Z
d : ‖z‖ � n

}
,

∂B(n)
déf.= B(n+ 1)\B(n).

Les nouvelles définitions de l’erreur interneet de l’erreur externesont

n− δQI (n) déf.= inf
{‖z‖: z /∈A([ωQd nd])},

n+ δQE (n) déf.= sup
{‖z‖: z ∈A([ωQd nd])}.

Le principal résultat de cette section est le suivant.

THÉORÈME 2.3. – Pour une marche aléatoire centrée et irréductible,
• Erreur interne:

I. Pourd = 1, sousA, avec probabilité1, δQI (n)= o(n1/2 lnn).
II. Pourd � 2, sousA, avec probabilité1, δQI (n)= O(n1/2).

III. Pour d � 2, sousB et si la marche aléatoire est symétrique, alors avec
probabilité1, δQI (n)= o(n1/3 lnn).

• Erreur externe: ( pour une marche aléatoire à portée finie, prendreψ = 0, et pour
une marche aléatoire avec des moments exponentiels, remplacernψ par lnn)

I. Pour d = 1, sous C(ψ) (0 < ψ < 1/2), avec probabilité 1, δQE (n) =
o(nψ+1/2(lnn)3).

II. Pour d � 2, sous C(ψ) (0 < ψ < 1/4), avec probabilité 1, δQE (n) =
o(n2ψ+1/2(lnn)2).

III. Pourd � 2, sousD(ψ) (0<ψ < 1/3) et si la marche aléatoire est symétrique,
alors avec probabilité1, δQE (n)= o(n2ψ+1/3(lnn)3).

Le corps de la démonstration est adapté de celui de Lawler dans [13]. Nous noterons
c, c′, c(ε) des constantes dont la valeur peut changer d’une ligne à l’autre.

2.1. Erreur interne

Dans cette partie, nous prouvons la partie interne de théorème 2.3. La méthode
consiste à contrôler la probabilité qu’un pointz, proche de la sphère∂B(n), n’appar-
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tienne pas au nuage au temps[ωQd nd]. Ce contrôle s’effectue par la comparaison de deux
variables aléatoiresM et L̃ (voir les définitions ci-après) dont les espérances peuvent
être calculées précisément grâce à des estimations de la fonction de Green et du noyau
potentiel.

Nous commençons par quelques définitions. Nous dirons qu’une suiteγn tend
rapidement vers0 si elle tend plus vite que toute puissance finie de 1/n (ou tout
polynôme en 1/n) :

γn
r−→ 0⇐⇒ ∀k <∞, nkγn −→ 0.

Pour toutε positif, nous définissons des anneaux deZ
d :

D1
ε (n)

déf.= {
z ∈ Z: n− 2εn1/2 lnn < ‖z‖ � n− εn1/2 lnn

}
,

D2
ε (n)

déf.= {
z ∈ Z

d : n− (2/ε)n1/2< ‖z‖ � n− (1/ε)n1/2},
D3
ε (n)

déf.= {
z ∈ Z

d : n− 2εn1/3 lnn < ‖z‖ � n− εn1/3 lnn
}
.

Soit ξn le temps de sortie de la bouleB(n), ξn
déf.= min{k � 1: S(k) /∈ B(n)}. Soit

Gn(x, y), avecx, y ∈ B(n), la fonction de Green stoppée, c’est-à-dire le nombre moyen
de visites eny, partant dex, avant de sortir deB(n),

Gn(x, y)
déf.= E

x

{
ξn−1∑
n=0

1
{
S(n)= y}}.

Pourd � 3, [12, Prop. 1.5.8] donne

Gn(x, y)=G(x, y)− E
x
{
G
(
S(ξn), y

)}
. (1)

Pourd � 2, [12, Prop. 1.6.3] donne

Gn(x, y)= E
x
{
a
(
S(ξn), y

)}− a(x, y). (2)

Enfin, pour toutx ∈ B(n) nous notons

b(x, n, q)
déf.= E

x
{
(‖S(ξn)‖ − n)q}.

Nous allons prouver qu’il existe trois suitesγ in
r−→ 0 (i = 1,2,3) correspondant aux

trois conditions (I, II, et III) de dimension et moment de la partie “erreur interne” du
théorème 2.3, telles que

P
{
Diε(n) �⊂A

([
ω
Q
d n

d
])}

� γ in. (3)

Ainsi, par le lemme de Borel–Cantelli, cet événement arrivera finiment souvent presque
sûrement. Alors, avec probabilité 1, pourn assez grand :

Diε(n)⊂A
([
ω
Q
d n

d
])
. (4)
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Mais pour toutN assez grand etn >N ,

B
(
n− εn1/2 lnn

)=( n⋃
k=N
D1
ε (k)

)
∪B(N),

B
(
n− (1/ε)n1/2)=( n⋃

k=N
D2
ε (k)

)
∪B(N),

B
(
n− εn1/3 lnn

)=( n⋃
k=N
D3
ε (k)

)
∪B(N).

Notons que pour toutk � n,A([ωQd kd])⊂A([ωQd nd]), alors{
Diε(k)⊂A

([
ω
Q
d k
d
])}⊂ {Diε(k)⊂A([ωQd nd])}.

Et ainsi, pouri = 3,

{
B(N)⊂A([ωQd nd])} n⋃

k=N

{
D3
ε (k)⊂A

([
ω
Q
d k
d
])}

⊂ {B(n− εn1/3 lnn
)⊂A([ωQd nd])}.

De même, nous obtenons l’inclusion correspondante pouri = 1,2. De plus,N étant
fixé, B(N) est inclus dansA([ωQd nd]) pour n assez grand, avec probabilité 1, par
irréductibilité. Ainsi, pouri = 1,2,3, (4) implique la première partie du théorème 2.3.

Notre but est d’obtenir (3). Or,

P
{
Diε(n) �⊂A

([
ω
Q
d n

d
])}

�
∑

z∈Diε(n)
P
{
z /∈A([ωQd nd])}

� cnd sup
z∈Diε(n)

P
{
z /∈A([ωQd nd])}.

Il suffit donc de prouver qu’il existe trois suitesγ in
r−→ 0 telles queP{z /∈A([ωQd nd])} �

γ in pour toutz ∈Diε(n).
Dans la suite nous aurons besoin d’avoir, àq fixé, b(x, n, q) borné uniformément en

x etn. Pour démontrer cela, nous avons besoin d’un premier lemme qui sera également
utile plus loin.

LEMME 2.4. – Il existe une constantec telle que, pourδ assez grand et pour tout
x ∈ B(n), en posantr = n− δ, ∑

y∈B(n)\B(r)
Gn(x, y)� cδ2.

Démonstration. – Soity ∈ B(n)\B(r). La distance dey àBc(n) dansRd est inférieure
à δ. Nous appelonsE(δ), un demi-espace deRd dont le bord est un hyperplanH(δ),
tangent àB(n) tel qued(y,H(δ))� δ. Alors,

Py
{
ξyn � δ2}� Py

{
Sy
(
δ2) ∈ E(δ)

}= Py
{
S
y(
δ2)� δ

}
,
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où y et S
y

sont les projetés dey et Sy sur l’orthogonal deH(δ). Ainsi, S
y

étant une
marche aléatoire réelle centrée, le théorème central limite donne

Py
{
ξyn � δ2}� θ > 0

où θ est indépendant den ety.
Nous supposons tout d’abordx ∈ B(n)\B(r) et nous notonsVn(A) le nombre de

visites en un ensembleA, avant de quitterB(n).∑
y∈B(n)\B(r)

Gn(x, y)=
∞∑
k=0

∑
y∈B(n)\B(r)

kPx
{
Vn({y})= k}

=
∞∑
j=0

δ2(j+1)−1∑
k=δ2j

kPx
{
Vn
(
B(n)\B(r))= k}

� δ2
∞∑
j=0

∞∑
k=δ2j

Px
{
Vn
(
B(n)\B(r))= k}

= δ2
∞∑
j=0

Px
{
Vn
(
B(n)\B(r))� δ2j

}
.

En séparant suivant les points correspondant à la(kδ2)ème visite (k � j ) enB(n)\B(r),
il vient alors∑

y∈B(n)\B(r)
Gn(x, y)� δ2

∞∑
j=0

(
sup

y∈B(n)\B(r)
Py
{
Vn
(
B(n)\B(r))� δ2})j

� δ2
∞∑
j=0

(1− θ)j = δ
2

θ
.

Et six ∈ B(r), alorsGn(x, y)= E
x{Gn(Sx(τB(n)\B(r)), y)} nous permet de nous ramener

au cas précédent.✷
LEMME 2.5. – Si la marche aléatoireS(k) vérifieE{‖x‖q+2}<∞ pourq > 0, alors

sup
n

sup
x∈B(n)

b(x, n, q) <+∞. (5)

Démonstration. – Nous adaptons ici la démonstration de [7, Th. 1.2] qui traite le cas
x =O. La proposition 3.1 de [7] est un calcul direct qui ne tient pas compte du point de
départ de la marche aléatoire. Nous obtenons ainsi

Px
{
(‖S(ξn)‖ − n)q > λ}= ∑

y∈B(n)
Px
{‖X+ y‖> n+ λ1/q}Gn(x, y). (6)

Alors,

E
x
{
(‖S(ξn)‖ − n)q}= ∑

y∈B(n)
Gn(x, y)

∞∫
0

Px
{‖X+ y‖> n+ λ1/q}dλ.
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Mais,
∞∫

0

Px
{‖X+ y‖> n+ λ1/q}dλ�

∞∫
0

Px
{‖X‖> n+ λ1/q − ‖y‖}dλ

=
∞∫

n−‖y‖
P{‖X‖ = u}

(u−n+‖y‖)q∫
0

dλdu

�
∞∫

n−‖y‖
uqP{‖X‖ = u}du.

Ainsi,

E
x
{
(‖S(ξn)‖ − n)q}�

n∫
0

uqP{‖X‖ = u} ∑
y∈B(n)\B(n−u)

Gn(x, y)du

+
∞∫
n

uqP{‖X‖ = u} ∑
y∈B(n)

Gn(x, y)du

= E

{
‖X‖q ∑

y∈B(n)\B(n−‖X‖)
Gn(x, y)1{‖X‖ � n}

}

+ E

{
‖X‖q ∑

y∈B(n)
Gn(x, y)1{‖X‖> n}

}
.

Enfin, par le lemme 2.4,

E
x
{
(‖S(ξn)‖ − n)q}� cE

{‖X‖q+21{‖X‖ � n} + ‖X‖qn21{‖X‖> n}}
� cE

{‖X‖q+2}.
Cela donne le résultat.✷

Dans la suite, nous aurons essentiellement besoin de ce lemme pourq = 1. Aussi,
nous noteronsb(x, n)= b(x, n,1).

LEMME 2.6. – CasI, II. Pour z ∈Diε(n) (i = 1,2), nous notonsδ = n− ‖z‖, alors

ω
Q
d n

dGn(O, z)= 2nδ + (d − 1)δ2 + O(n).

CasIII . Pourz ∈D3
ε (n), nous notonsδ = n− ‖z‖, alors

ω
Q
d n

dGn(O, z)= 2nδ+ 2b(z, n)n+ (d − 1)δ2 + o
(
n1/2).

Démonstration. – Uchiyama [17] donne des estimations précises de la fonction de
Green et du noyau potentiel pour les marches aléatoires centrées surZ

d (d � 2). Pour
d = 1, l’estimation suivante provient de [3, Th. 3.1]. Leurs résultats peuvent être résumés
comme suit, sous les hypothèses du théorème 2.3,
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d = 1, a(O,x)= 2

ω
Q
1

‖x‖ +C + o(1),

d = 2 et cas II, a(O,x)= 2

ω
Q
2

ln(‖x‖)+C + O
(‖x‖−1),

d = 2 et cas III, a(O,x)= 2

ω
Q
2

ln(‖x‖)+C + O
(‖x‖−2),

d � 3 et cas II, G(O,x)= 2

(d − 2)ωQd
‖x‖2−d + O

(‖x‖1−d),
d � 3 et cas III, G(O,x)= 2

(d − 2)ωQd
‖x‖2−d + O

(‖x‖−d).
Plaçons-nous d’abord dans le cas III. Sid � 3, par (1) et par symétrie de la marche
aléatoire,

Gn(O, z)=Gn(z,O)=G(z,O)− E
z
{
G
(
S(ξn),O

)}=G(z)− E
z
{
G
(
S(ξn)

)}
.

Nous pouvons alors estimer la partie droite de cette égalité.

ω
Q
d E

z
{
G
(
S(ξn)

)}= 2

d − 2
E
z
{‖S(ξn)‖2−d + O

(‖S(ξn)‖−d)}
= 2

d − 2
n2−d

E
z
{
1+ (2− d)n−1(‖S(ξn)‖ − n)}+ O

(
n−d)

= 2

d − 2
n2−d − 2b(z, n)n1−d + O

(
n−d).

La deuxième égalité vient du fait que sous les conditions de moments choisies,b(z, n,2)
est fini (Lemme 2.5). De plus,

ω
Q
d G(z)=

2

d − 2
(n− δ)2−d + O

(
n−d)

= 2

d − 2
n2−d + 2n1−dδ+ (d − 1)n−dδ2 + o

(
n−d+1/2).

Si d = 2, par (2) et par symétrie,

Gn(O, z)=Gn(z,O)= E
z
{
a
(
S(ξn),O

)}− a(z,O)
= E

z
{
a
(
S(ξn)

)}− a(z). (7)

Nous pouvons alors estimer la partie droite de cette égalité, carb(z, n,2) est de nouveau
fini (Lemme 2.5).

ω
Q
2 E

z
{
a(S(ξn))

}= 2E
z
{
ln(‖S(ξn)‖)+C0 + O

(‖S(ξn)‖−2)}
= 2E

z
{
lnn+C0 + n−1(‖S(ξn)‖ − n)}+ O

(
n−2)

= 2 lnn+ 2C0 + 2b(z, n)n−1 + O
(
n−2),

ω
Q
2 a(z)= 2 ln(n− δ)+ 2C0 + O

(
n−2)

= 2 lnn+ 2C0 − 2n−1δ− n−2δ2 + o
(
n−3/2).
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Nous obtenons finalement le résultat correspondant au cas III. Considérons maintenant
les cas I et II. Si la marche aléatoire est encore symétrique, pourd � 2, le calcul
précédent reste le même avec une précision moindre, et pourd = 1,

ω
Q
1 E

z
{
a
(
S(ξn)

)}= 2E
z
{‖S(ξn)‖ + O(1)

}
= 2n+ 2E

z
{
(‖S(ξn)‖ − n)+ O(1)

}= 2n+ O(1),

ω
Q
1 a(z)= 2n− 2δ + O(1).

Alors, comme (7) reste vrai, nous retrouvons le résultat.
Si la marche aléatoire n’est pas symétrique, nous remarquons tout d’abord que la

marche aléatoire renverséẽS, de matrice de transitiontP , possède la même matrice de
covariance queS. Ainsi, la norme et les boulesB(n) définies plus haut, sont les mêmes
pour ces deux marches aléatoires. Nous avons alors

Gn(x, y)= G̃n(y, x),
où G̃ désigne la fonction de Green associée à la marche aléatoire renverséeS̃. Dans les
cas I et II, les estimations de la fonction de Green et du noyau potentiel ne supposent pas
la symétrie de la marche aléatoire. Ainsi, pourd � 3,

Gn(O, z)= G̃n(z,O)= G̃(z,O)− E
z
{
G̃
(
S̃(ξn),O

)}
=G(z)− E

z
{
G
(
S̃(ξn)

)}
.

De même, pourd � 2,

Gn(O, z)= E
z
{
a
(
S̃(ξn)

)}− a(z).
Les calculs précédents restent alors vrais dans le cas centré non-symétrique. Seule la
précision des développements asymptotiques change.✷

Remarque2.7. – Dorénavant, nous nous placerons toujours dans le cas symétrique,
pour simplifier les calculs. Le cas non-symétrique se traitera de la même façon par
comparaison avec la marche aléatoire renversée.

LEMME 2.8. – CasI, II. Pour z ∈Diε(n) (i = 1,2), soit δ = n− ‖z‖, alors

E
z(ξn)= 2nδ− δ2 + O(n).

CasIII. Pour z ∈D3
ε (n), soit δ = n− ‖z‖, alors

E
z(ξn)= 2nδ+ 2b(z, n)n− δ2 + O(1).

Démonstration. – En réalité, le résultat pour le cas III est vrai dans les cas I et II.
Néanmoins, comme nous voulons comparer ce lemme au lemme 2.6, nous séparons son
énoncé en deux parties.

SoientMn
déf.= ‖S(n)‖2 − n une chaîne de Markov surR, et Fn la filtration des

informations jusqu’à l’instantn
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E{Mn+1|Fn} = E
{‖S(n+ 1)‖2 − n− 1|S(n)}

= E
{‖S(n)+Xn+1‖2|S(n)}− n− 1

=‖S(n)‖2 + E
{
2d−1S(n)tQ−1Xn+1 + ‖Xn+1‖2|S(n)}− n− 1

=Mn + 2d−1S(n)tQ−1
E{Xn+1} + E

{‖Xn+1‖2}− 1

=Mn + E
{‖Xn+1‖2}− 1.

Mais,Xn+1 a la même distribution de probabilité queX. Donc, si nous notonsQij et
(Q−1)ij les éléments des matricesQ etQ−1,

E
{‖X‖2}= d−1

E
(
XtQ−1X

)
= d−1

∑
x∈Zd

xtQ−1xp(x)= d−1
∑
x∈Zd

∑
i,j

(
Q−1)

ij
xixjp(x)

= d−1
∑
i,j

(
Q−1)

ij
Qij = d−1 Tr(Q−1Q)= 1.

AlorsMn est une martingale. Si nous considérons une marche aléatoire issue dez, alors,
par le théorème d’arrêt [2, Th. 5.10],

E
z{Mξn} = E

z{M0}.
DoncE

z{ξn} = E
z{‖S(ξn)‖2}−‖z‖2, et nous estimons les deux termes de la partie droite,

grâce au lemme 2.5 pourq = 2.

E
z
{‖S(ξn)‖2}= E

z
{
n2 + 2n(‖S(ξn)‖ − n)+ (‖S(ξn)‖ − n)2}

= n2 + 2b(z, n)n+ O(1),

et,

‖z‖2 = (n− δ)2 = n2 − 2nδ + δ2. ✷
Maintenant, nous laissons les particules courir, même après avoir atteint le point où

elles augmentent le nuage précédent. Lajèmeparticule est associée à la marche aléatoire
Sj (k) issue deO, et nous définissons :

ξ jn
déf.= inf

{
k > 0: Sj (k) /∈ B(n)} instant de sortie deB(n),

σ j
déf.= inf

{
k � 0: Sj (k) /∈A(j − 1)

}
instant d’augmentation du nuage,

τ jz
déf.= inf

{
k > 0: Sj (k)= z} temps d’atteinte dez.

Sans l’exposantj , ces temps d’arrêt font référence à une marche aléatoire générique
issue deO. De plus,ξyn , σ

y, τ yz font référence à une marche aléatoire issue dey.

En écrivantm=m(n) déf.= [ωQd nd], nous notons

N =N(n, z) déf.=
m∑
j=1

1
{
τ jz <

(
σ j ∧ ξ jn

)}
= # parmi lesm premières marches qui visitentz avant d’augmenter le nuage

ou de quitterB(n),
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M =M(n, z) déf.=
m∑
j=1

1
{
τ jz < ξ

j
n

}
= # parmi lesm premières marches qui visitentz avant de quitterB(n),

L=L(n, z) déf.=
m∑
j=1

1
{
σ j � τ jz < ξjn

}
= # parmi lesm premières marches qui visitentz après avoir augmenté le nuage

et avant de quitterB(n).

Notons queN �M −L et {z /∈A(m)} ⊂ {N = 0}. Donc, pour touta > 0,

P{z /∈A(m)} � P{N = 0} � P{M � a} + P{L� a}.
Pour estimer la partie droite, nous aurons besoin de calculer les espérances deM etL.
Les termes de la somme deL ne sont pas i.i.d., mais seulement les particules telles que
σ j < ξjn contribuent à cette somme. De plus, pour chaquey ∈ B(n), il y a, au plus, unj
tel queSj (σ j )= y. Donc,

L�
∑
y∈B(n)

1y
{
τyz < ξ

y
n

} déf.= L̃,

et ainsi,

P{z /∈A(m)} � P{M � a} + P{L̃� a}. (8)

Maintenant, les termes de la somme deL̃ sont i.i.d., donc

E{L̃} = ∑
y∈B(n)

Py{τz < ξn}.

De même, les termes de la somme dans la définition deM sont i.i.d., donc, pour toutz
dansDiε(n),

Gn(z, z)E{M} =mGn(z, z)P{τz < ξn} =mGn(O, z).
Alors, par le lemme 2.6, dans tous les cas,

E{M} = [Gn(z, z)]−1(2nδ+ O(n)
)
. (9)

Et, pour toutz dansDiε(n),

Gn(z, z)E{L̃} = ∑
y∈B(n)

Py{τz < ξn}Gn(z, z)=
∑
y∈B(n)

Gn(y, z)=
∑
y∈B(n)

Gn(z, y)= E
z{ξn}.

Alors, par le lemme 2.8, dans tous les cas,

E{L̃} = [Gn(z, z)]−1(2nδ+ O(n)
)
. (10)

Si nous combinons les lemmes 2.6 et 2.8, nous obtenons pourε suffisamment petit, puis
n assez grand
Cas I :
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E{M} − E{L̃} = [Gn(z, z)]−1(δ2 + O(n)
)

� [Gn(z, z)]−1(δ2/2+ (1/2)ε2n(lnn)2 + O(n)
)

� [Gn(z, z)]−1δ2/2. (11)

Cas II :

E{M} − E{L̃} = [Gn(z, z)]−1(δ2 + (d − 1)δ2 + O(n)
)

� [Gn(z, z)]−1(δ2 + (d − 1)(1/ε)2n+ O(n)
)

� [Gn(z, z)]−1δ2. (12)

Cas III :

E{M} − E{L̃} = [Gn(z, z)]−1(δ2 + (d − 1)δ2 + o
(
n1/2))

� [Gn(z, z)]−1(δ2 + (d − 1)ε2n2/3 + o
(
n1/2))

� [Gn(z, z)]−1δ2. (13)

Pourd � 3, il existe une constantec telle que

Gn(z, z)�G(z, z)� c. (14)

Pourd = 2, par définition de la fonction de Green stoppée, et par homogénéité,

Gn(z, z)�G2n(O,O)= E
{
a
(
S(ξ2n)

)}
� c lnn. (15)

Pourd = 1, nous avons le lemme suivant

LEMME 2.9. –Pourd = 1, soitz tel que‖z‖ = n− δ avecn1/2/δ = o(1). Alors

Gn(z, z)� cδ(n). (16)

Démonstration. – Nous pouvons supposerz > 0, alors‖z‖ = z/σ . Ainsi,

Gn(z, z)= E
z
{
a
(
S(ξn), z

)}
= E

z
{
a
(
S(ξn), z

)
1{S(ξn) <−σn}}+ E

z
{
a
(
S(ξn), z

)
1{S(ξn) > σn}}

� cEz
{(
z− S(ξn))/σ1{S(ξn) <−σn}}

+ cEz{(S(ξn)− z)/σ1{S(ξn) > σn}}+C
� cEz

{(‖S(ξn)‖ − n)1{S(ξn) <−σn}}
+ cEz{(‖S(ξn)‖ − n){S(ξn) > σn}}+ 2cnPz{S(ξn) <−σn} + cδ

= 2cnPz{S(ξn) <−σn} + cδ+ O(1).

La dernière égalité vient du lemme 2.5 pourq = 1.

Nous définissons alors, la suitehi(n)
déf.= (2+ n/δ2)iδσ de i = 0 àI tel que

hI (n)� 2nσ < hI+1(n).



S. BLACHÈRE / Ann. I. H. Poincaré – PR 38 (2002) 613–648 627

Nous remarquons queσn−h0(n)= z. Dans la suite, nous confondronshi(n) et sa partie
entière. Nous vérifions facilement qu’il existe une constantec telle que, pourn assez
grand

c ln(2n/δ)� I � ln(2n/δ)

ln2
.

D’après [7, Prop. 4.3], si la marche aléatoire possède trois moments, alors

P{S(ξk) <−σk} = 1/2+ O(1/k)

quandk tend vers l’infini. Notonsσi le temps de sortie de l’intervalle[n − 2hi(n), n].
Alors,

Pz{S(ξn) <−σn}
= Pσn−h0(n)

{
S(σ0) < σn− 2h0(n), S(ξn) <−σn}

= Pσn−h0(n)
{
σn− h1(n)� S(σ0) < σn− 2h0(n), S(ξn) <−σn}

+ Pσn−h0(n)
{
S(σ0) < σn− h1(n), S(ξn) <−σn}

� Pσn−h0(n)
{
S(ξn) <−σn|σn− h1(n)� S(σ0) < σn− 2h0(n)

}
× Pσn−h0(n)

{
S(σ0) < σn− 2h0(n)

}+ Pσn−h0(n)
{
σn− S(σ0) > h1(n)

}
� Pσn−h1(n){S(ξn) <−σn}Pσn−h0(n)

{
S(σ0) < σn− 2h0(n)

}
+ P

{|S(ξh0(n)σ
−1)|> h1(n)− h0(n)

}
�
[
1/2+ O

(
h−1

0 (n)
)]

Pσn−h1(n)
{
S(ξn) <−σn}+ c[h1(n)− 2h0(n)

]−1
.

En itérant ce calcul jusqu’àI − 1, nous obtenons

Pz
{
S(ξn) <−σn}�

[
1/2+ O

(
h−1
I (n)

)]I
Pσn−hI (n){S(ξn) <−σn}

+ c
I−1∑
i=0

[
1/2+ O

(
h−1
i (n)

)]i[
hi+1(n)− 2hi(n)

]−1

� exp
(

ln(2n/δ)

ln2
ln
[
1/2+ O

(
h−1
I (n)

)])

+ cδ

σn

I−1∑
i=0

[
1/2+ O

(
h−1
i (n)

)]i[
2+ o(1)

]−i
.

La somme se majore simplement par la somme partielle d’une série géométrique
convergente. De plus, comme O(h−1

I (n))� c/n, nous avons

exp
(

ln(2n/δ)

ln 2
ln
[
1/2+ O

(
h−1
I (n)

)])
� δ

2n
exp
(
c ln(2n/δ)

n

)
� cδ
n
.

Finalement,

Pz
{
S(ξn) <−n}� cδ

n

donne le lemme. ✷
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En appliquant ce lemme pourz ∈D1
ε (n), nous obtenons

Gn(z, z)� c(ε)n1/2 lnn. (17)

Nous utilisons enfin un résultat de grandes déviations :

THÉORÈME 2.10 ([14, Lemma 4]). –SoientS une somme dek fonctions indicatrices
indépendantes, etµ= E{S}. Alors, pour toutk suffisamment grand, et toutλ ∈]0,1/4[,

P
{|S −µ| � µ1/2+λ}� 2exp

(
−1

4
µ2λ

)
.

Nous appliquons ce théorème àM et L̃, en choisissantλ tel queE{M}λ = (lnn)3/4,
puis tel queE{L̃}λ = (lnn)3/4. La partie droite devient

γn
déf.= 2n(−1/4)(lnn)1/2 r−→ 0.

Pour le cas I,δ ∈ [εn1/2 lnn,2εn1/2 lnn]. Par (9) et (10),

(lnn)3/4
[
E{M}1/2 + E{L̃}1/2]� c(ε)n3/4(lnn)5/4[Gn(z, z)]−1/2,

et si nous combinons (11) avec (17) pourd = 1, nous obtenons

E{M} − E{L̃} � c(ε)n(lnn)2[Gn(z, z)]−1 � c′(ε)n3/4(lnn)3/2[Gn(z, z)]−1/2.

Pour le cas II,δ ∈ [(1/ε)n1/2, (2/ε)n1/2]. Par (9) et (10),

(lnn)3/4
[
E{M}1/2 + E{L̃}1/2]� c(ε)n3/4(lnn)3/4[Gn(z, z)]−1/2,

et si nous combinons (12) avec (14) pourd � 3 et avec (15) pourd = 2, nous obtenons

E{M} − E{L̃} � c(ε)n[Gn(z, z)]−1 � c′(ε)n(lnn)−1/2[Gn(z, z)]−1/2.

Pour le cas III,δ ∈ [εn1/3 lnn,2εn1/3 lnn]. Par (9) et (10),

(lnn)3/4
[
E{M}1/2 + E{L̃}1/2]� c(ε)n2/3(lnn)5/4[Gn(z, z)]−1/2,

et si nous combinons (13) avec (14) pourd � 3 et avec (15) pourd = 2, nous obtenons

E{M} − E{L̃} � c(ε)n2/3(lnn)2[Gn(z, z)]−1 � c′(ε)n2/3(lnn)3/2[Gn(z, z)]−1/2.

Ainsi, dans tous les cas, pourn assez grand,

E{M} − E{L̃} � 2(lnn)3/4
[
E{M}1/2 + E{L̃}1/2].

Si nous prenonsa = E{M} − (lnn)3/4[E{M}1/2 + E{L̃}1/2] dans (8), nous avons
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P{M � a} = P
{
E{M} −M � (lnn)3/4[E{M}1/2 + E{L̃}1/2]}

� P
{|M − E{M}| � (lnn)3/4E{M}1/2}� γn,

et,

P{L̃� a} = P
{
L̃− E{L̃} � E{M} − E{L̃} − (lnn)3/4[E{M}1/2 + E{L̃}1/2]}

� P
{|L̃− E{L̃}| � (lnn)3/4E{L̃}1/2}� γn.

Via (8), cela termine la démonstration de (3) et donc de la partie du théorème 2.3
concernant l’erreur interne.

2.2. Erreur externe

Dans cette partie, nous prouvons la partie externe du théorème 2.3. Grâce au résultat
sur l’erreur interne, une forte proportion des[ωdnd] particules ne vont pas intervenir
dans l’erreur externe car elles augmentent le nuage avant de sortir deB(n) (via
une modification du modèle définie ci-dessous). Ensuite, nous découponsBc(n) en
couronnes concentriques dont la largeur dépend des moments de la marche aléatoire,
de manière à pouvoir supposer qu’aucune particule ne saute par-dessus une couronne,
pendant un temps assez long (voir l’événementE(n)). Ainsi, on étudie la décroissance
de la densité de particules sur ces couronnes grâce à un contrôle de la répartition spatiale
sur celles-ci.

Nous commençons par des notations qui nous permettrons, dans la suite, de raisonner

le plus possible sans tenir compte des cas I, II, et III. Soitφ
déf.= 1/2 pour les cas I et II,

etφ déf.= 1/3 pour le cas III, et soitδ déf.= εnφ lnn dans les cas I et III etδ déf.= (1/ε)nφ dans

le cas II. Enfin, nous noteronsr déf.= n− δ.
Pour s � −1 et t � −n−ψδ, nous définissons des couronnes de largeurnφ et nψ .

Suivant le cas considéré, nous prenonsψ dans l’intervalle correspondant aux hypothèses
du théorème 2.3.

∂φB(s)
déf.= B(n+ (s + 1)nφ

)\B(n+ snφ),
∂ψB(t)

déf.= B(n+ (t + 1)nψ
)\B(n+ tnψ).

Soit T jt le premier instant où lajème marche aléatoire quitteB(n + tnψ). Si cette
marche aléatoire augmente le nuage avant d’atteindreB(n + tnψ), ce temps est dit
infini. Rappelons quem = [ωQd nd]. Nous supposons d’abord que l’événement suivant
E(n) arrive, presque sûrement, pour toutn assez grand, et nous verrons à la fin de cette
sous-section que les conditions de moment du théorème 2.3 sont suffisantes pour faire
cette hypothèse.

E(n) déf.= {∀1� j �m et − n−ψδ � t � nψδ(lnn)2, S
(
T jt
) ∈ ∂ψB(t)}.

Cela signifie qu’aucune particule ne saute par dessus une couronne∂ψB(t) au premier
instant où elle sort deB(n+ tnψ).

Nous considérons une construction différente de l’“ALD” interne. Nous laissons les
j premières particules marcher jusqu’à ce qu’elles augmentent le nuage ou atteignent
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∂φB(0). Ensuite, nous redémarrons les particules qui n’ont pas augmenté le nuage, et
nous les laissons marcher jusqu’à ce qu’elles l’augmentent ou atteignent∂φB(1). Nous
continuons ce processus avec les couronnes∂φB(s) jusqu’à ce que toutes les particules
aient augmenté le nuage.

Ce modèle peut paraître légèrement différent de l’“ALD” interne, car il peut arriver
qu’une particuleSi stoppée sur∂φB(0) ait, dans le modèle initial, augmenté le nuage à
l’intérieur deB(n) en un pointz. Alors, cet “espace libre” peut être pris par une particule
Sk (k > i). Si c’est le cas, quandSi repart et finalement atteintz, nous arrêtonsSi et
redémarronsSk . Ainsi, comme tous lesSj sont indépendants, nous obtenons le même
nuage. Voir [14, Sect. 6] pour plus de détails.

Nous notonsAs(j) (s � 0) le nuage obtenu par ce nouveau modèle avecj particules,
lorsque celles qui n’ont pas augmenté le nuage, sont stoppées sur∂φB(s). Nous voyons
facilement que

As(j)⊂As(j + 1), As(j)⊂As+1(j), et A(m)= lim
s→∞As(m).

Nous notonsσ j l’instant d’augmentation du nuage pour lajèmeparticule dans ce modèle
avecm particules. Dorénavant, l’indices fera toujours référence à∂φB(s), sauf lorsque
s = 0 où nous pourrons gardern par souci de clarté.

Soients � 0 etz ∈ ∂φB(s). Nous définissons alors

M(s,n, z)
déf.=

m∑
j=1

1
{
Sj
(
ξ js
)= z},

L(s, n, z)
déf.=

m∑
j=1

1
{
Sj
(
ξ js
)= z, ξ js > σ j},

L̃(s, n, z)
déf.= ∑

y∈B(r)
1
{
Sy
(
ξys
)= z},

W(s, n, z)
déf.= M(s,n, z)−L(s, n, z)
= # de particules qui atteignent∂φB(s) enz avant d’augmenter le nuage.

PourU ⊂ Z
d , nous écrivons

W(s,n,U)
déf.= ∑

z∈U∩∂φB(s)
W(s, n, z), et W(s,n)

déf.= W(s, n, ∂φB(s)),
et de même pourM,L et L̃.

{B(r)⊂A0(m)} ⊂ {∀y ∈ B(r),∃j (y) t.q.Sj(y)
(
σ j(y)

)= y et ξ j (y)s > σ j(y)
}

⊂ {∀s � 0,∀z ∈ ∂φB(s),L(s, n, z)� (# parmi les particules

d’indice j (y)(y ∈ B(r)) t.q.Sj(y)
(
ξ j (y)s

)= z et

ξ j (y)s > σ j(y))� L̃(s, n, z)
}

= {∀s � 0,∀z ∈ ∂φB(s),L(s, n, z)� L̃(s, n, z)}.
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Et, si nous réécrivons la démonstration de l’erreur interne, nous obtenons qu’avec
probabilité 1, quandn→ ∞

P
{∃s � 0 etz ∈ ∂φB(s), t.q. L̃(s, n, z) > L(s, n, z)

}
� P{B(r) �⊂A0(m)} r−→ 0. (18)

Nous remarquons queW(s,n) est le nombre de particules qui atteignent la couronne
∂φB(s) avant d’augmenter le nuage. Alors,∣∣A(m)∩Bc(n+ snφ)∣∣�W(s,n). (19)

Nous voulons démontrer qu’il existe une suiteγn
r−→ 0 telle que, pour touts, pourd � 2

Cas II, E{W(s,n)} �
(
1− cn−2ψ)

E{W(s − 1, n)} + γn, (20)

Cas III, E{W(s,n)} �
(
1− cn−2ψ(lnn)−1)

E{W(s − 1, n)} + γn, (21)

et pourd = 1

E{W(s,n)} �
(
1− cn−ψ(lnn)−2)

E{W(s − 1, n)} + γn. (22)

Pourd � 2, dans le cas III, si nous itérons l’inégalité (21) des = 1 jusqu’àn2ψ(lnn)3,
nous obtenons pourn assez grand

E
{
W(n+ εn2ψ+1/3(lnn)3, n)

}
�
(
1− cn−2ψ(lnn)−1)n2ψ (lnn)3

E{W(n,n)} + γ ′
n

� cn− lnnnd + γ ′
n = γ ′′

n ,

où γ ′
n et γ ′′

n sont encore des suites qui tendent rapidement vers 0. En effet,γ ′
n est

construite en multipliantγn par rien de plus grand que des polynômes, etn− lnn tend
rapidement vers 0. Donc, comme pour l’erreur interne, (19) et le lemme de Borel–
Cantelli donne le résultat. De même pour le cas II, (20) entraîne

E
{
W
(
n+ εn2ψ+1/2(lnn)2, n

)}
� γ ′′

n ,

et pourd = 1, (22) entraîne

E
{
W
(
n+ εnψ+1/2(lnn)3, n

)}
� γ ′′

n .

Maintenant, nous allons prouver (21) et (22). La démonstration de (20) est la même que
celle de (21) avec une autre définition duδ et la remarque 2.7 lorsque la marche aléatoire
n’est pas symétrique.

Comme dans [13], nous obtenons le lemme suivant.

LEMME 2.11 ([13, Lemma 7]). –Soitx ∈ B(n−(ε/2)nφ lnn)\B(r). Pour touts � 0,

ω
Q
d n

dGs(x,O)=
∑
y∈B(r)

Gs(x, y)
[
1+ O

(
nφ−1 lnn

)]
,
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où la fonctionO(nφ−1 lnn) est bornée uniformément enx et s.

LEMME 2.12. – Pour touts � 0, E{M(s,n, z)} = E{L̃(s, n, z)}[1+ O(nφ−1 lnn)].
Démonstration. – Nous définissonsτr

déf.= inf{k � 1: S(k) ∈ B(r)} et τr
déf.= ∞ si

B(r) n’est jamais atteint. ParE(n), une particule partant dex ∈ B(r) doit passer
parB(n− (ε/2)nφ lnn)\B(r) avant d’atteindre∂φB(s). Nous pouvons alors faire une
décomposition de dernière sortie, voir [12, Lemma 2.1.1].

Px{S(ξs)= z} =
∑

y∈B(n−(ε/2)nφ lnn)\B(r)
Gs(x, y)Py

{
S(ξs ∧ τr)= z}

= ∑
y∈B(n−(ε/2)nφ lnn)\B(r)

Gs(x, y)Pz
{
S(ξs ∧ τr)= y}

= Pz{τr < ξs}Ez{Gs(S(τr), x)|τr < ξs}.
Alors

E{M(s,n, z)}= Pz{τr < ξs}(ωQd nd)Ez{Gs(S(τr),O)|τr < ξs},
E{L̃(s, n, z)}= Pz{τr < ξs}Ez

{ ∑
y∈B(r)

Gs
(
S(τr), y

)∣∣∣∣τr < ξs},
et le résultat se déduit du lemme 2.11.✷

LEMME 2.13. – Sid � 2, alors il existe une constantec telle que, pour tout0� s � n
et toutz ∈ ∂φB(s),

P{S(ξs)= z} � cn1+ψ−d .

Démonstration. – Nous nous restreignons au cas oùP{S(ξs) = z} > 0. ParE(n) la
marche aléatoire ne peut atteindrez qu’en passant par∂ψB(t − 1) avec t tel que
tnψ � snφ < (t + 1)nψ . Soit

µs
déf.= inf

{
k � 1: S(k) ∈ {O} ∪ ∂φB(s)}.

Alors,

P{S(ξs)= z}� sup
y∈∂ψB(t−1)

Py{S(µs)=O}

= sup
y∈∂ψB(t−1)

Gs(y,O)[Gs(O,O)]−1 � cn1+ψ−d .

La dernière inégalité vient du lemme 2.6 et den+ snφ − ‖y‖ � 2nψ . ✷
Par définition deM(s,n, z) nous avons, pourd = 1,

E
{
M(s,n, z)

}= ωQ1 nP
{
S(ξs)= z}� ωQ1 n, (23)

et avec le lemme 2.12

E
{
M(s,n, z)− L̃(s, n, z)}� cn1/2 lnn. (24)



S. BLACHÈRE / Ann. I. H. Poincaré – PR 38 (2002) 613–648 633

Pourd � 2, par le lemme 2.13,

E
{
M(s,n, z)

}= ωQd ndP
{
S(ξs)= z}� cωQd n1+ψ, (25)

et avec le lemme 2.12

E
{
M(s,n, z)− L̃(s, n, z)}� cn1/3+ψ lnn. (26)

LEMME 2.14. – Pourd = 1, il existe une constantec et une suiteγn
r−→ 0 telles que,

si s � 0,

P
{
W(s,n)� cnψ+1/2 lnn

}
� γn.

Démonstration. – Soitt tel quetnψ � snφ < (t + 1)nψ , les points de∂φB(s) occupés
par le nuageAs(m) sont à l’intérieur de∂ψB(t) ∪ ∂ψB(t + 1). Nous écrivonsW pour
W(s,n, ∂ψB(t)∪ ∂ψB(t + 1)), et de même avecM,L et L̃. Pour touta1, a2 positif

P
{
W � a1 + a2 + E{M − L̃}}
� P

{
M � E{M} + a1

}+ P
{
L̃� E{L̃} − a2

}+ P{L̃ > L}.
L’inégalité (18) donneP{L̃ > L} � γn pour une suiteγn

r−→ 0. En prenanta1 =
E{M}1/2 lnn, et a2 = E{L̃}1/2 lnn, le lemme 2.10 entraîne que la partie droite est
bornée par une suiteγ ′

n

r−→ 0. Or, |∂ψB(t) ∪ ∂ψB(t + 1)| � cnψ , donc (23) donne
E{M} � cn1+ψ , et grâce au lemme 2.12,E{L̃} � cE{M} � c′n1+ψ . Ainsi,

a1 + a2 = (lnn)[E{M}1/2 + E{L̃}1/2]� cn(1+ψ)/2 lnn,

et (24) donneE{M − L̃} � cnψ+1/2 lnn. Donc, finalement

P
{
W � a1 + a2 + E{M − L̃}}� P

{
W(s,n)� c1nψ+1/2 lnn

}
. ✷

De même pourd � 2, le lemme correpondant est

LEMME 2.15. – Soitd � 2. Pour toute constante positiveC, il existe une constante
c et une suiteγn

r−→ 0 telles que, sis � 0 etV ⊂ ∂φB(s) avec|V | � Cnψ+(d−1)/3,

P
{
W(s,n,V )� cn2ψ+d/3 lnn

}
� γn.

COROLLAIRE 2.16. – Pour d � 2, il existe une constantec et une suiteγn
r−→ 0

telles que

P
{
W
(
s, n,B

(
x,n1/3))� cn2ψ+d/3 lnn pour touts � 0, x ∈ ∂φB(s)}� 1− γn.

Démonstration. – ParE(n),

W
(
s, n,B

(
x,n1/3))=W(s, n,B(x,n1/3)∩ [∂ψB(t)∪ ∂ψB(t + 1)

])
,

avectnψ � snφ < (t + 1)nψ . Orψ < 1/3, donc∣∣B(x,n1/3)∩ [∂ψB(t)∪ ∂ψB(t + 1)
]∣∣� nψ+(d−1)/3.



634 S. BLACHÈRE / Ann. I. H. Poincaré – PR 38 (2002) 613–648

Le lemme 2.15 permet alors de conclure.✷
LEMME 2.17. – Pour toutε > 0, il existeα = α(ε) > 0 tel que, siA ⊂ B(n) avec

|A| � εnd , alors

P{τA < ξn} � α.
Démonstration. – Nous pouvons nous restreindre àn est assez grand. Prenonsu =

u(ε) < 1 tel que

|B(n)\B(un)| � ε
2
nd.

Mais |A| � εnd , donc|A ∩B(un)| � (ε/2)nd . SoitV déf.= ∑ξn−1
k=0 1{S(k) ∈A} le nombre

de visites enA avant de sortir deB(n). Alors,

E{V } =∑
y∈A
Gn(O,y)�

∑
y∈A∩B(un)

Gn(O,y)�
ε

2
nd inf
y∈B(un)Gn(O,y).

Si nous faisons le même calcul que pour le lemme 2.6, nous obtenons pourd � 3

ω
Q
d Gn(O,y)=

2

d − 2

(‖y‖2−d − n2−d)+ O
(‖y‖1−d)� c‖y‖2−d � c′n2−d.

Pourd = 2,

ω
Q
2 Gn(O,y)= 2

(
lnn− ln‖y‖)+ O

(‖y‖−1)� −2 lnu+ O
(‖y‖−1)� c.

Pourd = 1,

ω
Q
1 Gn(O,y)= n− ‖y‖ + O(1)� (1− u)n+ O(1)� cn.

Nous prenons‖y‖ � M , avecM assez grand. Nous pourrons faire en sorte que les
constantes permettent d’avoir le résultat également pour le nombre fini de cas où
‖y‖<M . Ainsi

inf
y∈B(n)Gn(O,y)� cn

2−d,

et donc,E{V } � cn2. De plus, par le lemme 2.4,E
x{V } � c′n2. Ainsi,

P{τA < ξn} = P{V � 1} = E{V }[E{V |V � 1}]−1 = E{V }[E{ES(τA){V }}]−1 � α. ✷
Nous avons besoin d’un dernier lemme géométrique.

LEMME 2.18. – Il existe une constanteK telle que pour toutD > 0 et V ⊂ Z
d , il

existe un sous-ensemblẽV ⊂ V satisfaisant
(i) V ⊂⋃

x∈Ṽ B(x,D),
(ii) Pour touty ∈ Z

d , |B(y,2D)∩ Ṽ | �K .

Démonstration. – Soit l’anneauA(kD/2, (k + 1)D/2) déf.= B(O, (k + 1)D/2)\B(O,
kD/2). Nous pouvons toujours le recouvrir par un nombre fini (b, indépendant deD)
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de boules de rayonD/2. Nous constituons un ensemble de boules composé d’une part
deB(O,D/2) et d’autre part, pour chaque anneauA(kD/2, (k+ 1)D/2) (k � 1), deb
boules de rayonD/2 permettant de le recouvrir. Nous notonsV ′ l’ensemble des centres
de toutes ces boules, et

V1
déf.= {

x ∈ V ′: B(x,D/2)∩ V �= ∅}.
Pour chaquex ∈ V1, fixons un point dansB(x,D/2) ∩ V et appelonsṼ l’ensemble
de tous ces points. Pour toutỹ ∈ Ṽ , il existe x ∈ V1 tel queỹ ∈ B(x,D/2) ∩ V , alors
B(ỹ,D)⊃ B(x,D/2) et donc⋃

ỹ∈Ṽ
B(ỹ,D)⊃ ⋃

x∈V1

B(x,D/2)⊃ V.

CommeṼ ⊂ V , la propriété (i) est vérifiée.
Pour touty ∈ Z

d , soitk(y) un entier tel quey ∈A(k(y)D/2, (k(y)+ 1)D/2), alors

B(y,2D)⊂A
((
k(y)− 4

)
D/2,

(
k(y)+ 5

)
D/2

)
.

Si k(y) < 4, remplacerk(y)− 4 par 0. Cet anneau est recouvert par au plus 9b boules
B(z,D/2) (z ∈ V ′). Comme

B(z,D/2)⊂A
((
k(z)− 1

)
D/2,

(
k(z)+ 2

)
D/2

)
,

chaqueB(z,D/2) intersecte au plus 3b boulesB(t,D/2) (t ∈ V ′). Donc,|B(z,D/2)∩
Ṽ | � 3b, ce qui donne la propriété (ii) avecK = 27b2. ✷

Nous fixonsx ∈ ∂φB(s) et écrivonsU déf.= B(x,nφ) et 2U déf.= B(x,2nφ). Géométrique-
ment, il est facile de voir qu’il existe une constanteβ telle que, pour touty ∈ ∂φB(s)∩U ,
il existez ∈ ∂φB(s) tel queB(z,βnφ)⊂ B(y,nφ)∩U . Donc,∣∣B(y,nφ)∩U ∩ ∂φB(s)∣∣� ∣∣B(z,βnφ)∩ ∂φB(s)∣∣� 2cdn

dφ.

Ici, cd est une constante ne dépendant que de la dimensiond. Donc, si|U ∩ ∂φB(s) ∩
A|< cdndφ,∣∣B(y,nφ)∩ ∂φB(s)∩Ac∣∣� ∣∣B(y,nφ)∩U ∩ ∂φB(s)∣∣− ∣∣U ∩ ∂φB(s)∩A∣∣� cdndφ.
Donc, ∣∣U ∩ ∂φB(s)∩A∣∣< cdndφ �⇒ ∣∣B(y,nφ)∩ ∂φB(s)∩Ac∣∣� cdndφ

pour touty ∈ ∂φB(s)∩U. (27)

Soit σ j l’instant d’augmentation du nuage pour lajème particule (avec la nouvelle
définition du modèle). SoientY = Y (s, j,U) la fonction indicatrice de l’événement

{Sj (ξ js ) ∈U,σ j > ξjs } etH déf.= As+1(j − 1)c ∩B(Sj (ξ js ), nφ)∩ ∂φB(s). Ainsi,
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P
{
ξ js < σ

j < ξ
j
s+1, S

j
(
σ j
) ∈ 2U

}
� P

{
σ j < ξ

j
s+1, S

j
(
σ j
) ∈ 2U |Sj (ξ js ) ∈U, ξjs < σ j, |H | � cdndφ}

× P
{
Sj
(
ξ js
) ∈ U, ξjs < σ j, |H | � cdndφ}

� E
{

PS
j (ξ

j
s )
{
τ
j
H < τ

j
(2U)c

}|Sj(ξ js ) ∈U, ξjs < σ j , |H | � cdndφ}
× E

{
Y1
{|H | � cdndφ}}

� αE
{
Y1
{∣∣As+1(m)

c ∩B(Sj (ξ js ), nφ)∩ ∂φB(s)∣∣� cdndφ}}
� αE

{
Y1
{∣∣As+1(m)∩U ∩ ∂φB(s)∣∣� cdndφ}}.

L’avant-dernière inégalité vient du lemme 2.17 pour des boules de rayonnφ et du fait
que

Sj
(
ξ js
) ∈U �⇒B

(
Sj
(
ξ js
)
, nφ

)⊂ 2U.

La dernière inégalité vient de (27) et du fait que, sur le support deY , Sj (ξ js ) ∈
U ∩ ∂φB(s). En sommant cette inégalité pour tous lesj de 1 àm, nous obtenons

E
{∣∣(A(s+1)(m)\As(m))∩ 2U ∩ ∂φB(s)∣∣}� αE

{
W(s,n,U)1{Z}},

où nous notonsZ l’événement{|A(s+1)(m)∩U ∩ ∂φB(s)| � cdndφ}. SurZc,∣∣(A(s+1)(m)\As(m))∩ 2U ∩ ∂φB(s)∣∣� ∣∣A(s+1)(m)∩ ∂φB(s)∩U
∣∣� cdndφ.

Ainsi,

E
{∣∣(A(s+1)(m)\As(m))∩ 2U ∩ ∂φB(s)∣∣}� cdndφE

{
1
(
Zc
)}
.

Donc, pourd � 2

E
{∣∣(As+1(m)\As(m))∩ 2U ∩ ∂φB(s)∣∣}
� 1

2
E
{
αW(s, n,U)1{Z}+ cdnd/31{Zc}}

� cE
{
min

{
W(s,n,U), nd/3

}}
� cn−2ψ(lnn)−1

E
{
W(s,n,U)1

{
W(s,n,U)� c′n2ψ+d/3 lnn

}}
� cn−2ψ(lnn)−1

E
{
W(s,n,U)

}− γn.
La dernière inégalité vient du corollaire 2.16.

Grâce au lemme 2.18, pour tout 0� s � n, il existexi, . . . , xu(n) ∈ ∂φB(s) tels que

∂φB(s)⊂
u(n)⋃
k=1

B
(
xk, n

φ
)
.

Or, chaquey ∈ ∂φB(s) est contenu dans au plusK (indépendant den) boulesUk
déf.=

B(xk,2nφ). Ainsi,

K
∣∣∂φB(s)∣∣� u(n)∑

k=1

(
2Uk ∩ ∂φB(s)),
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et donc,

E
{∣∣(A(s+1)(m)\As(m))∩ ∂φB(s)∣∣}
�K−1

u(n)∑
k=1

E
{∣∣(A(s+1)(m)\As(m))∩ 2Uk ∩ ∂φB(s)

∣∣}
� cn−2ψ(lnn)−1

E{W(s,n)} − γn.
Finalement, l’inégalité (21) se déduit de

W(s,n)−W(s + 1, n)�
∣∣(A(s+1)(m)\As(m))∩ ∂φB(s)∣∣.

De même, pourd = 1, nous obtenons

E
{∣∣(A(s+1)(m)\As(m))∩ ∂φB(s)∣∣}� cn−ψ(lnn)−1

E{W(s,n)} − γn,
puis (22). Cela achève la preuve du théorème 2.3, puisque le cas multi-dimensionnel
non-symétrique se traite de façon identique (en passant par la marche aléatoire renversée
si nécessaire) avec les valeurs correspondantes deφ et δ.

Il nous reste juste à étudier l’événementE(n)
LEMME 2.19. –Sous les conditions de momentC(ψ) ou D(ψ), l’événementE(n)

correspondant est vrai pour toutn assez grand, avec probabilité1.

Démonstration. – Nous considérons d’abord le cas III. SoitW(n) le nombre de
particules, parmim, qui sortent deB(n) avant d’augmenter le nuage. Grâce à la partie
relative à l’erreur interne dans le théorème 2.3, sur chaque couronne∂ψB(t) il y a,
au plus,cnd−2/3 lnn particules. AinsiW(n) � cnd−2/3 lnn. SoientJn(t) le nombre de
particules qui sautent par dessus∂ψB(t) en sortant deB(n+ tnψ), et

Jn
déf.=

n1/3+ψ (lnn)3∑
t=−n1/3−ψ lnn

Jn(t).

La conditionD(ψ) entraîneP{‖X‖ � nψ} � cn−3ψ−(d+2/3)(lnn)−6. De plus, par (6),

P
{‖S(Tt )‖ � n+ (t + 1)nψ

}
= ∑
y∈B(n+tnψ)

P
{‖y +X‖ � n+ (t + 1)nψ

}
Gn+tnψ (O,y)

= ∑
y∈B(n+(t−1)nψ)

P
{‖X‖ � n+ (t + 1)nψ − ‖y‖}Gn+tnψ (O,y)︸ ︷︷ ︸

Z1

+ ∑
y∈∂ψB(t−1)

P
{‖X‖ � n+ (t + 1)nψ − ‖y‖}Gn+tnψ (O,y)︸ ︷︷ ︸

Z2

.

Or, grâce au lemme 2.6,
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Z1 �
n+tnψ∑
k=nψ

∑
n+tnψ−k�‖y‖<n+tnψ−k+1

P
{‖X‖ � n+ (t + 1)nψ − ‖y‖}Gn+tnψ (O,y)

� c
n+tnψ∑
k=nψ

(
n+ tnψ − k)d−1

P{‖X‖ � k}(n+ tnψ)1−dk � cn−ψ−(d+2/3)(lnn)−6.

De plus,

Z2 � P
{‖X‖ � nψ

} ∑
y∈∂ψB(t−1)

Gn+tnψ (O,y)� cn−ψ−(d+2/3)(lnn)−6.

La deuxième inégalité vient du lemme 2.4. Nous avons donc

P
{‖S(Tt )‖ � n+ (t + 1)nψ

}
� cn−ψ−(d+2/3)(lnn)−6.

Dans le calcul deJn, n’interviennent que les particules qui sautent par dessus une
couronne à l’instant de sortie de la boule intérieure de la couronne. Donc,

E{Jn} �
n1/3+ψ (lnn)3∑
t=−n1/3−ψ lnn

W(n)P
{‖S(Tt )‖ � n+ (t + 1)nψ

}
� (lnn)−2n−1.

Alors, pourn0 assez grand, par l’inégalité de Markov,

∞∑
n=n0

P
{
E(n)c

}
�

∞∑
n=n0

E{Jn} �
∞∑
n=n0

(lnn)−2n−1<∞.

Donc, par le lemme de Borel–Cantelli,E(n)c arrive finiment souvent presque sûrement.
Pour le cas II, par la conditionC(ψ), les mêmes calculs mènent à

P
{‖X‖ � nψ

}
� n−3ψ−(d+2)(lnn)−4,

E{Jn} �
n1/2+ψ (lnn)2∑
t=−Cn1/2−ψ

cnd−1/2n−ψ−(d+2)(lnn)−4 � (lnn)−2n−1.

Enfin, pourd = 1, par la conditionC(ψ), nous avons

P
{‖X‖ � nψ

}
� n−2−3ψ (lnn)−6,

E{Jn} �
n1/2+ψ (lnn)3∑
t=−n1/2−ψ lnn

cn1/2(lnn)n−2−ψ(lnn)−6 � (lnn)−2n−1. ✷
Même avec des moments infinis, nous ne pouvons pas prendreψ = 0 car lorsque

ψ tend vers 0, len minimal que nous devons prendre, tend vers l’infini. Néanmoins,
si la portée est finie,ψ = 0 est possible car la nécessité deψ apparaît dans les
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lemmes 2.13, 2.14, et 2.15 où le caractère fini de la portée nous permet d’omettreψ .
D’autre part, avec des moments exponentiels, nous pouvons remplacernψ par α lnn
pour obtenir l’événementE(n) vrai pour toutn assez grand, presque sûrement, et le
résultat correspondant (le choix de la constanteα dépend du type d’exponentielle dans
les moments de la marche aléatoire).

2.3. Condition nécessaire pour l’obtention d’une forme limite

Jusqu’à présent, nous n’avons établi que des conditions suffisantes pour dire que le
modèle admettait une forme limite. Néanmoins, nous pouvons également obtenir une
condition nécessaire. SoientS(k) une marche aléatoire centrée irréductible surZ

d et
‖ · ‖ une norme euclidienne quelconque. Nous définissonsB(n), δI (n) et δE(n) comme
précédemment. Rappelons que la trace, surZ

d , des boulesB(n) est la forme limite de
l’“ALD” interne si et seulement si, avec probabilité 1,δI (n)= o(n) et δE(n)= o(n).

PROPOSITION 2.20. –Si δI (n) = o(n) et δE(n) = o(n) presque sûrement, alors la
marche aléatoireS(k) possèded + 1 moments.

Démonstration. – Soitωd le volume de la boule unité pour la norme‖ · ‖. Supposons
que l’erreur interne vérifieδI (n)= o(n) presque sûrement. Alors il existeα (0< α < 1)
etN tels que, avec probabilité 1, pour toutn�N , B(n/2)⊂ A([(1− α)ωdnd]). Donc,
à n fixé, sur [ωdnd] particules, les[(1 − α)ωdnd] premières couvrentB(n/2). Ainsi,
les [αωdnd] particules suivantes augmentent le nuage seulement après leur sortie de
B(n/2). Nous allons prouver, qu’avec une probabilité positive, il existe au moins une de
ces particules qui sort deB(2n) lorsque qu’elle sort deB(n/2). D’après (6),

P
{∃i � αωdndt.q.∥∥Si(ξn/2)∥∥� 2n

}
= 1− [P {‖S(ξn/2)‖< 2n}]αωdnd
= 1−

[
1− ∑

y∈B(n/2)
P {‖X+ y‖ � 2n}Gn/2(O,y)

]αωdnd

� 1− [1−P {‖X‖ � 3n}E{ξn/2}]αωdnd
� 1− exp

(−cnd+2P {‖X‖ � 3n}).
La dernière inégalité vient du lemme 2.8. Supposons qu’il existe un réelβ > 0 et une

suite infinie croissante d’entiers(ni) tels que, pour touti ∈ N, nd+2
i P{‖X‖ � 3ni} � β.

Alors les probabilités des événements{δ(ni) � ni} sont minorées par une constante
strictement positive. Le lemme de Kochen–Stone [11] permet alors de conclure que
l’événement{δ(ni)� ni} arrive infiniment souvent, avec probabilité strictement positive.
Ainsi, δE(n)n−1 ne tend pas vers 0 avec probabilité 1. Alors, une condition nécessaire
pour avoirδI (n)= o(n) et δE(n)= o(n) presque sûrement, est que, pour toutβ > 0 et
toute suite infinie croissante d’entiers(ni), il existe i tel quend+2

i P{‖X‖ � 3ni} � β.
Ceci implique limn→∞ nd+2P{‖X‖ � 3n} = 0. Cela rend le moment d’ordred + 1 fini,
car il peut s’écrireE{‖X‖d+1} = ∫∞

0 t
d · P{‖X‖ � t}dt . ✷
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3. Cas d’une marche aléatoire non-centrée

Nous considérons une marche aléatoirenon-centréesur Z
d , S(n) déf.= X1 + · · · + Xn

avec X,X1, . . . ,Xn, . . . i.i.d. Nous supposons ladérive µ déf.= E{X}, non nulle, de
longueur finie. Dans ce cadre, l’“ALD” interne est plus compliqué à étudier car nous
disposons de peu d’informations sur le comportement asymptotique de cette marche
aléatoire hors de l’axe de la dérive. De ce fait, nous ne pouvons faire une étude précise
que dans le cas uni-dimensionnel. Dans le cas multi-dimensionnel, nos résultats sont
moins satisfaisants. Nous gardons les notations de la section 2.

3.1. Cas uni-dimensionnel

Nous pouvons supposerµ positive, le cas oùµ est négative se traitant par symétrie.
Nous supposons également la marche aléatoireirréductible. Nous distinguons les
hypothèses de moment sur la partie négative de l’incrément,A(φ), et celles sur
l’incrément tout entier,B(ψ).

A(φ):
∑
x∈Z−

|x|φ+1p(x) <∞, B(ψ):
∑
x∈Z

|x|ψp(x) <∞.

Janson [10] montre queA(φ), avecφ > 0, est équivalent à

E
{|S(τ]−∞,−x])|φ1{τ]−∞,−x] <∞}}<∞,

pour toutx > 0, où τI est le temps d’atteinte de l’intervalleI , infini si I n’est jamais
atteint. Ainsi,

P{τ]−∞,−x] <∞} � x−φ
∞∑
k=0

kφP
{|S(τ]−∞,−x])|φ = kφ, τ]−∞,−x] <∞}

� cx−φ.

Nous obtenons alors un premier lemme sur la forme du nuage.

LEMME 3.1. – Pour une marche aléatoire vérifiantA(φ) avecφ > 2, avec probabi-
lité 1, pourn assez grand,A(n)⊂ [−n2/φ(lnn)1/2,+∞[.

Démonstration. – Nous notonsSi(k) (i = 1 à n) les n premières marches aléatoires
non-stoppées. L’exposanti fera toujours référence à laième marche aléatoire.

P
{∃i � n t.q. τ i]−∞,−n2/φ (lnn)1/2] <∞}

� nP
{
τ]−∞,−n2/φ (lnn)1/2] <∞}

� cn−1(lnn)−φ/2.

Donc
∞∑
n=1

P
{∃i � n t.q. τ i]−∞,−n2/φ (lnn)1/2] <∞}

<∞.

D’après le lemme de Borel–Cantelli, avec probabilité 1, pourn assez grand

∀i � n, τ i]−∞,−n2/φ (lnn)1/2] = ∞. ✷ (28)
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Remarque3.2. – Supposons que la marche aléatoire vérifie les conditions suivantes,
notéesE(r) :

(i)
∑
x∈Z

|x|p(x) <∞.
(ii) Il existe r ∈ R

+ tel que
∑
x∈Z
r−xp(x)= 1.

(iii) Le réel r de (ii) vérifie 0<
∑
x∈Z
xr−xp(x) <+∞.

Alors, par la proposition 19.13 et l’exemple 19.14 de [15],r > 1 et P{τ]−∞,−x] <
∞} = O(r−x). Ainsi, le même calcul que pour la preuve du lemme 3.1 donne qu’avec
probabilité 1, pourn assez grand,A(n)⊂ [−a lnn,+∞[, aveca > 2/ ln r .

Remarque3.3. – Si la marche aléatoire est aux plus proches voisins, alors elle vérifie
les conditionsE(r). De plus,A(n) est un intervalle de longueurn. Donc, grâce à la
remarque 3.2, avec probabilité 1, pourn assez grand,

[0, n− a lnn] ⊂A(n)⊂ [−a lnn,n].
Dans le cas général, nous allons obtenir l’existence d’une forme limite. SousA(φ),

elle s’écritB(n) déf.= [−n2/φ(lnn)1/2, n], et sousE(r), elle s’écritB(n) déf.= [−a lnn,n]
aveca > 2/ ln r . Pour démontrer la borne supérieure de ces intervalles ainsi que les
fluctuations autour de celle-ci, nous définissons l’erreur interneδI (n) et l’erreur externe
δE(n) :

n− δI (n) déf.= min
{
z /∈A(n)}, n+ δE(n) déf.= max

{
z ∈A(n)}.

La conditionE(r) seule, ne permet pas d’obtenir un contrôle des fluctuations autour de
la borne supérieure de[−a lnn,n]. Ainsi, il faudra supposer une condition de typeA(φ)
dans tous les cas.

THÉORÈME 3.4. –Soit une marche aléatoire vérifiant les conditionsA(φ) avecφ >
2 etB(ψ) avecψ � 0.

• Erreur interne:
– Si1� ψ < 3/2, alors, avec probabilité1, δI (n)= o(n2−ψ).
– Siψ � 3/2, alors, avec probabilité1, δI (n)= o(n1/2 lnn).

• Erreur externe:
– Si5/2<ψ � 4, alors, avec probabilité1, δE(n)= o(n5/(2ψ)(lnn)2).
– Si4<ψ � 6, alors, avec probabilité1, δE(n)= o(n1/4+3/(2ψ)(lnn)2).
– Siψ > 6, alors, avec probabilité1, δE(n)= o(n1/2(lnn)2).

Démonstration de l’erreur interne. – Le cas oùψ = 1 demande des calculs plus fins,
donc nous le traitons ici. Pourψ > 1, nous donnerons juste les résultats intermédiaires.

Soit G(z) = G(O,z) la fonction de Green associée à la marche aléatoireS. Nous
posonsb déf.= µG(O). Alors, nous choisissonsα déf.= 1/3 sib� 1 etα déf.= 1/(4b) si b > 1.
De même qu’à la section 2, par irréductibilité, nous pouvons nous restreindre à prouver
qu’il existe une suiteγn

r−→ 0 telle que, pour toutz ∈ [n − εn,n − ε(1 − α)n] (avec
ε > 0 que l’on fera tendre vers 0),P{z /∈ A(n)} � γn. Commeµ > 0, [15, Prop. 24.7]

donne limz→+∞G(O,z)= µ−1. Nous définissons alorsf (z) déf.= G(O,z)−µ−1 = o(1).
En reprenant les notations de la section 2 page 624 avecB(n)= [−n2/φ(lnn)1/2, n], nous
obtenons



642 S. BLACHÈRE / Ann. I. H. Poincaré – PR 38 (2002) 613–648

Gn(z, z)E{M}
= (n+ n2/φ(lnn)1/2

)
G(O,z)− (n+ n2/φ(lnn)1/2

)[
G(O,z)−Gn(O, z)]

� µ−1n+ f (z)n+ O
(
n2/φ(lnn)1/2

)− (n+ n2/φ(lnn)
)
E
{

PS(ξn){τ]−∞,z] <∞}}.
Or par (28),P{S(ξn) <−n2/φ(lnn)1/2} = 0, pourn assez grand. Donc,

E
{

PS(ξn){τ]−∞,z]}<∞
}= O

(
(εn)−φ

)
. (29)

Cela implique,Gn(z, z)E{M} � µ−1n+ f (z)n+ O(n2/φ(lnn)1/2). De plus, (29) donne

Gn(z, z)=G(z, z)+ O
(
(εn)−φ

)=G(O)+ O
(
(εn)−φ

)
. (30)

Donc finalement,

E{M} = n
b

+ f (z)n
G(O)

+ O
(
n2/φ(lnn)1/2

)
. (31)

Soit γ déf.= 1 − 3α/2. De plus, sib � 1, nous notonsβ déf.= 1/2, et si b > 1, alors

β
déf.= 1/(4(2b− 1)). Ainsi, toujours avec les notations de la section 2 page 624,

Gn(z, z)E{L̃}

�
n−(1+β)εn∑

y=−n2/φ(lnn)1/2

Gn(y, z)+Gn(z, z)
n−γ εn∑

y=n−(1+β)εn
Py{τz < ξn}

+Gn(z, z)
n∑

y=n−γ εn
Py{τz < ξn}

�
n−(1+β)εn∑

y=−n2/φ(lnn)1/2

f (z− y)+ (n− (1+ β)εn)µ−1 +G(O)(1+ β − γ )εn

+G(O)
n∑

y=n−γ εn
Py{τz < ξn} + O

(
n2/φ(lnn)1/2

)
.

Pour touty < n− (1+ β)εn, z− y > βεn, donc

n−(1+β)εn∑
y=−n2/φ(lnn)1/2

f (z− y)= o(n).

Or, 1− α − γ = α/2, donc, poury ∈ [n − γ εn,n], y − z � (α/2)εn et ainsiPy{τz <
ξn} � Py{τz <∞}< c(εn)−φ. Finalement, avec (30),

E{L̃} � n
b

−
(

1+ β
b

− 1− β − γ
)
εn+ o(n). (32)

Et, par le choix des constantes, nous vérifions facilement que(1+β)/b−1−β+γ > 0.
Ainsi, en regroupant (31) et (32), nous obtenons, pourn assez grand,E{M} − E{L̃} �



S. BLACHÈRE / Ann. I. H. Poincaré – PR 38 (2002) 613–648 643

cεn, et E{M}1/2 + E{L̃}1/2 � Cn1/2. Alors, en appliquant la même méthode qu’à la
section 2 pour l’erreur interne, nous obtenons le résultat pourδI (n).

Par [16, Théorème 1], la conditionB(ψ) implique f (z) = o(z1−ψ). Ainsi, pour
1< ψ < 3/2, nous pouvons prendrez ∈ [n − 2εn2−ψ,n − εn2−ψ] et le même calcul
donneE{M} − E{L̃} � cεn2−ψ . De même, pourψ � 3/2, nous prenonsz ∈ [n −
2εn1/2 lnn,n − εn1/2 lnn] et ainsiE{M} − E{L̃} � cεn1/2 lnn. Or, dans tous les cas
E{M}1/2 + E{L̃}1/2 �Cn1/2 reste vrai. Donc, nous obtenons le résultat.✷

Démonstration de l’erreur externe. – Nous redéfinissons le modèle comme dans
la sous-section 2.2. Commeψ > 5/2, pour toutε > 0, δI (n) � εn1/2 lnn, presque
sûrement, pourn assez grand. Alors, au plusεn1/2 lnn particules interviennent dans
le calcul de l’erreur externe.

SoientT = T1
déf.= min{j > 0: S(j) > S(0)} et Tk

déf.= min{j > Tk−1: S(j) > S(Tk−1)}
pour k > 1. Comme 0< µ <∞, T ,T2 − T1, . . . , Tk − Tk−1, etc, sont des variables
aléatoires i.i.d. (appelées “échelons”) et par [8, Th. 2.1], la conditionB(ψ) est
équivalente àE{(S(Tk) − S(Tk−1))

ψ} = E{(S(T ))ψ} < ∞. Nous construisons une

nouvelle marche aléatoireZ(k) par Z(0) déf.= S(0) et Z(k) déf.= S(Tk) pour k � 1.

L’incrément deZ(k) est toujours strictement positif, et il est de moyenneµz
déf.= µE{T }

positive et finie. Nous notonsPz les probabilités relatives à cette nouvelle marche

aléatoire. Enfin, nous notonsS([a, b]) déf.= {S(k): a � k � b}. Ainsi,

P
{
S(ξn)� n+ nα(lnn)2, ∣∣S([ξn, τ]n+2nα(lnn)2,+∞[[)∩

[
n,n+ 2nα(lnn)2

]∣∣< εn1/2 lnn
}

= E
{

Pξnz
{
τ]n+2nα(lnn)2,+∞[ < εn1/2 lnn

}|S(ξn)� n+ nα(lnn)2}
× P

{
S(ξn)� n+ nα(lnn)2} (33)

avecα déf.= 5/(2ψ) si 5/2< ψ � 4, α déf.= 1/4 + 3/(2ψ) si 4< ψ � 6 et α déf.= 1/2 si
ψ > 6.

Sous l’hypothèseB(ψ), [9, Th. 4.3] donneE{|(Z(k) − kµz)k−1/2|ψ} <∞. Alors,
lorsqueS(ξn)� n+ nα(lnn)2,

Pξnz
{
τ]n+2nα(lnn)2,+∞[ < εn1/2 lnn

}
� Pz

{
τ]nα(lnn)2,+∞[ < εn1/2 lnn

}
� Pz

{
Z
(
εn1/2 lnn

)
> nα(lnn)2

}
� Pz

{
Z(εn1/2 lnn)−µzεn1/2 lnn√

εn1/2 lnn
>

1

2
nα−1/4(lnn)3/2

}
� c(ε)nψ(α−1/4)(lnn)−3ψ/2.

L’avant dernière étape vient du fait queα � 1/2. D’autre part, en utilisant (6), nous
obtenons

P
{
S(ξn)� n+ nα(lnn)2}� P

{
X> nα(lnn)2

}
E{ξn} � cn1−αψ(lnn)−2ψ.

Enfin, par (33), nous obtenons pour les marches aléatoiresSi (non-stoppées) intervenant
dans l’erreur externe,

P
{∃i � εn1/2 lnn t.q. (Si(ξn)� n+ nα(lnn)2) ou

(
Si(ξn)� n+ na(lnn)2,∣∣Si([ξn, τ i]n+2nα(lnn)2,+∞[

[ )∩ [n,n+ 2nα(lnn)2
]∣∣< εn1/2 lnn

)}
� cεn1/2 lnn

(
nψ(α−1/4)(lnn)−3ψ/2 + n1−αψ(lnn)−2ψ).
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Alors, nous vérifions que pour toutψ > 5/2, avec leα correspondant, le lemme de
Borel–Cantelli entraîne qu’avec probabilité 1, cet événement n’arrive jamais pourn

assez grand. Ainsi, chacune de cesεn1/2 lnn marches aléatoires non-stoppées visite au
moinsεn1/2 lnn points différents dans[n,n+ 2εnα(lnn)2]. Donc les marches aléatoires
stoppées s’arrêtent toutes avantn + 2εnα(lnn)2. Cela achève la preuve de l’erreur
externe. ✷
3.2. Cas multi-dimensionnel

Nous séparons la marche aléatoireS en deux :S1 et S2. La marche aléatoireS1 est
la projection deS sur l’axe de la dériveDµ, orienté dans le sens deµ, et S2 est la
projection deS sur l’hyperplanD⊥

µ , orthogonal à cet axe. La marche aléatoireS2 est
centrée et nous notons|Q2| le déterminant de sa matrice de covariance. Nous disposons
de peu d’informations sur le comportement asymptotique d’une marche aléatoire surZ

d ,
dès que nous nous éloignons de l’axe de la dérive. Ainsi, notre étude sera moins précise
que dans le cas centré, notamment, nous n’obtiendrons qu’une borne supérieure pour la
forme du nuage de l’“ALD” interne. Comme nous n’avons pas de propriété de couverture
pour le nuage, nous pouvons relâcher l’hypothèse d’irréductibilité. Nous supposerons
également queDµ correspond à un des axes deRd . Ainsi, S1 et S2 sont des marches
aléatoires surZ et Z

d−1 respectivement. Enfin, nous supposons que la marche aléatoire
possède des moments exponentiels et, de plus, queS1 vérifie la conditionE(r) de la
remarque 3.2.

Soitz ∈ Z
d , nous notonsxz

déf.= 〈z,µ〉 (où 〈·, ·〉 est le produit scalaire usuel deR
d ) etyz

la projection dez surD⊥
µ . Nous définissons lestronçons cylindriquessuivant (k ∈ N

∗)

T (k) déf.= {
z ∈ Z

d : αk ln k < xz � α(k+ 1) ln(k + 1),‖yz‖ � k1/2(lnk)3/2 + (lnn)2},
T −(n) déf.= {

z ∈ Z
d : −a lnn < xz � 0,‖yz‖ � (lnn)2

}
,

où‖ · ‖ désigne la norme euclidienne deR
d . La constantea doit vérifiera > 2/ ln r où r

est le réel définit par la condition (ii) deE(r) sur S1. Pour sa part, la constanteα doit
vérifierα > [2+ (d + 1)2/(2d)]/ ln r . Notre résultat est le suivant.

THÉORÈME 3.5. – Soit S(k) une marche aléatoire surZd , non-centrée et vérifiant
les conditions ci-dessus. Alors, avec probabilité1, pourn assez grand,

A
(
nd
)⊂ T −(n)

2n2d/(d+1)⋃
k=1

T (k).

Remarque3.6. – Pour une meilleure vision de ce résultat, nous remarquons que⋃2n2d/(d+1)

k=1 T (k)⊂ P(n), avec

P(n)=
{
z ∈ Z

d : 0� xz � α 2d

d + 1
n2d/(d+1) lnn,‖yz‖ �

√
xz

α
lnxz + (lnn)2

}
.

Démonstration. – Dans un premier temps, nous prouvons que les points deA(nd) avec
xz � 0 sont, avec probabilité 1, pourn assez grand, dansT −(n). D’après les hypothèses
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surS1, comme dans le cas uni-dimensionnel, nous avons

P
{∃j,1 � j � nd t.q. τ j1 (] − ∞,−a lnn[) <∞}

� n−c,

oùτ j1 (I ) est le temps d’atteinte de l’intervalleI par lajèmemarche aléatoireS1, etc > 1.
Donc cet événement n’arrive que finiment souvent presque sûrement. De plus,

P
{∃j � nd t.q.∃k t.q.Sj1(k)� 0 et‖Sj2(k)‖> (lnn)2

}
� nd

[
P
{∃k � (lnn)2 t.q.Sj1(k)� 0 et‖Sj2(k)‖> (lnn)2

}
+ P

{∃k > (lnn)2 t.q.Sj1(k)� 0 et‖Sj2(k)‖> (lnn)2
}]
.

Or, en notantξ2(n) le temps de sortie de la boule deR
d−1 de rayonn parS2, puisqueS2

a des moments exponentiels,

P
{∃k � (lnn)2 t.q.Sj1(k)� 0 et

∥∥Sj2(k)∥∥> (lnn)2}
� P

{
ξ2
(
(lnn)2

)
� (lnn)2

}
� cexp

(−c(lnn)2).
D’autre part, en notant̃S1(k)

déf.= S1(k)− ‖µ‖k, S̃1 est centrée et possède des moments
exponentiels. Donc̃S1 satisfait à un principe de grandes déviations de fonction de taux
I (x)� cx2. Ainsi,

P
{∃k > (lnn)2 t.q.Sj1(k)� 0

}
� P

{∃k > (lnn)2 t.q. |S̃1(k)| � ‖µ‖k}
� cexp

(−c‖µ‖2(lnn)2
)
.

Alors,

P
{∃j � nd t.q.∃k t.q.Sj1(k)� 0 et

∥∥Sj2(k)∥∥> (lnn)2}� n−2.

Donc, par le lemme de Borel–Cantelli, cet événement n’arrive que finiment souvent
presque sûrement.

Maintenant, nous regardons l’ensemble des points deA(nd) avecxz > 0, que nous
noteronsA+(nd). Nous adaptons la méthode utilisée dans [14]. Nous notonsτk le temps
d’atteinte (éventuellement infini) deT (k). Ainsi, par [5], pour toutJ > 0, pourk assez
grand

P{S(τk)= z} �G(O,z)� c‖z‖(1−d)/2 � Jk(1−d)/2.
Alors, pour tout ensembleU ⊂ T (k) (k assez grand),

P{S(τk) ∈U } � J#Uk(1−d)/2. (34)

Nous notonsτ1 = τ1([αk ln k,+∞[) et ξ2 = ξ2(k1/2(lnk)3/2). Ainsi,

P{τk �= τ1} = P{τk > τ1} � P{ξ2< τ1}
� P

{
τ1 � k(lnk)3/2

}+ P
{
ξ2< k(lnk)

3/2}
� P

{
S̃1(k(lnk)

3/2) <−k ln k
}+ P

{
ξ2< k(ln k)

3/2}
� cexp

(−c(lnk)3/2).
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Ainsi,

P
{∃j � nd t.q.∃k � n2d/(d+1) t.q. τk �= τ1}� nd

∑
k�n2d/(d+1)

P{τk �= τ1} � cn−β,

avecβ > 1. L’événement{τk �= τ1} n’arrive donc plus, pour aucune desnd marches
aléatoires, pourk assez grand. Il en est de même de l’événement{S1(τk) − αk lnk �
α lnk, τk = τ1} grâce au calcul suivant et au choix deα.

P
{
S1(τk)− αk ln k � α ln k, τk = τ1}� P{S1(1) > α lnk}E{τ1}

� ck(lnk)r−α lnk
∑
x∈Z

r−xp(x)= k1−α ln r lnk.

Nous définissonsZk(j)
déf.= #(A(j) ∩ T (k)), et νk(j)

déf.= E{Zk(j)}. Ainsi, pourk assez
grand,

νk+1(l + 1)− νk+1(l)� E
{
h
(
A(l)c,T (k+ 1)

)
1{τk = τ1}1{S1(τk)− αk lnn < α lnn}},

oùh(A(l)c,T (k + 1)) est la probabilité d’atteindreA(l)c à l’intérieur deT (k+ 1).
Or, en conditionnant parτk = τ1 et S1(τk)− αk lnk < α lnn, si une particule atteint

A(l)c dansT (k+ 1), alors elle a atteintT (k) à l’intérieur du nuageA(l). Donc, par (34)

νk+1(l + 1)− νk+1(l)� E
{
h
(
T (k),A(l)

)}
� E

{
JZk(l)k

(1−d)/2}= Jνk(l)k(1−d)/2.

Mais νk(0)= 0, donc en sommant ces sommes télescopiques, nous obtenons

νk+1(j)� Jk(1−d)/2
j−1∑
l=1

νk(l).

Or, pour k = n2d/(d+1), l’inégalité νn2d/(d+1)(j) � j est toujours vraie. Donc, par
récurrence, nous prouvons que, pourk � n2d/(d+1) et j fixé,

νk(j)�
[
Jnd(1−d)/(d+1)]k−n2d/(d+1) j k−n2d/(d+1)+1

(k− n2d/(d+1)+ 1)! .

Alors,

P

{
A+(nd) �⊂ 2n2d/(d+1)⋃

k=1

T (k)
}

� P
{
Z2n2d/(d+1)

(
nd
)
� 1

}
� ν2n2d/(d+1)

(
nd
)

� [Je]n2d/(d+1)
end(d−1)/(d+1).

Nous pouvons choisirJ < 1/e. Alors, le lemme de Borel–Cantelli donne le résultat.✷
Remarque3.7. – Si la marche aléatoireS1 est à portée finie, la largeur des cylindres

T (k) peut être réduite à une constante qui dépend de la portée.
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FIG. 1. Exemple pourn= 10000.

3.3. Exemple

Nous considérons un exemple bi-dimensionnel défini par la probabilité de transition
suivante :

p
(
(x, y), (x + 1, y + 1)

) déf.= 1/2 déf.= p((x, y), (x + 1, y − 1)
)
.

La marche aléatoire associée a une fonction de Green aisément calculableG((x, y)) =
px1(y), pour x � y avecpx1 la probabilité de transition itérée de la marche aléatoire
simple surZ. Alors, les méthodes utilisées dans le cas centré, permettent d’encadrer le
nuage au tempsn2 entre deux boules correspondant aux lignes de niveau de la fonction
de Green, à une constante multiplicative près. Ainsi, nous n’avons pas de preuve de
l’existence d’une forme limite pour le nuage. Néanmoins, des simulations informatiques
semblent montrer l’existence d’une forme limite (voir Fig. 1). Mais la forme qui semble
se dégager ne correspond pas à une ligne de niveau de la fonction de Green.
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