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RÉSUMÉ. - Nous étudions les flots browniens isotropes sur des espaces
homogènes et particulièrement sur la sphère 5~"~. Un flot brownien isotrope
est dirigé par ç un champ de vecteurs gaussiens isotrope et est donc
caractérisé par une matrice de covariance.

En utilisant les représentations irréductibles de S 0 ( d), nous calculons
cette matrice de covariance. Connaissant cette matrice de covariance,
nous calculons les exposants de Lyapounov du flot, qui décrivent son
comportement asymptotique. En particulier, nous voyons que pour d  5,
un flot de gradient est toujours stable. @ Elsevier, Paris

Mots clés : Flot stochastique, isotropie, représentation de groupe. 
’

ABSTRACT. - We study isotropic Brownian flows on homogeneous spaces
and particularly on the sphere An isotropic Brownian flow is directed
by ç an isotropic Gaussian vector field and therefore is characterized by
a covariance matrix.

Using the irreducible representations of we calculate this

covariance matrix. Given this covariance matrix, we compute the Lyapounov
exponents of the flow, which describe its asymptotic behavior. In particular,
we see that for d  5 a gradient flow is always stable. @ Elsevier, Paris

Classification A.M.S. : 60 G 60, 58 G 32, 60 H 10, 43 A 85, 43 A 90.
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INTRODUCTION

Dans cette article, nous étudions les flots browniens isotropes sur des
espaces homogènes M et plus particulièrement sur la sphère de dimension
d - 1, Sd-1. Les flots browniens isotropes sur IRn ont déjà été étudiés par
Y. Le Jan [13] et par P. Baxendale et T. Harris [5], une étude des flots
browniens isotropes sur le plan hyperbolique a aussi été faite dans [ 15] . Les
flots browniens isotropes sur Sd-1 ont aussi été étudiés par P. Baxendale
[4], mais ce travail n’a pas été publié. Les résultats sans preuve de ce
travail ont servis de base à cet article.

Dans une première partie, nous définissons ces flots. En particulier, nous
montrons qu’ils sont dirigés par ç, un champ de vecteurs gaussiens isotrope,
ce qui veut dire que si G est le groupe des transformations sur M, alors

pour tout g E G, E {ç(x); x E M}.
A l’aide des représentations irréductibles unitaires de G, nous pouvons

calculer la matrice de covariance du flot, ou du champ de vecteurs qui
dirige le flot. C’est ce que nous faisons dans un cadre général dans la

partie 2.1 et pour la sphère dans la partie 2.2. Pour calculer la matrice
de covariance des flots browniens isotropes sur Sd-1, il faut calculer des
éléments matriciels de représentations irréductibles de S 0 ( d), c’est ce qui
est fait dans l’appendice, où sont rappelés certains résultats de la théorie
de la représentation des groupes.
La matrice de covariance déterminant le flot, il est alors possible d’étudier

les propriétés asymptotiques d’un flot brownien isotrope sur Sd-1. C’est
ce qui est fait dans les parties 3 et 4. Dans la partie 3, nous calculons
le spectre de Lyapounov et dans la partie 4, nous étudions le processus
distance entre deux points transportés par le flot.
Le premier exposant de Lyapounov permet de discuter de la stabilité

du flot. Nous montrons que si d  5 et si le flot est un flot de gradient
(c’est-à-dire un flot dirigé par un champ de vecteurs qui est le gradient
d’un champ de scalaires), le flot est stable (Ai  0). Si d &#x3E; 5 et le flot

est de gradient, le flot est soit stable soit instable (Ai &#x3E; 0). Les flots de

divergence nulle (c’est-à-dire les flots dirigés par des champs de vecteurs
de divergence nulle et donc qui conserve le volume) sont toujours instables.

1. FLOTS BROWNIENS ISOTROPES

Soit M un espace homogène, c’est-à-dire un espace sur lequel un groupe
de Lie G agit transitivement. On a alors M = G/H, G est un groupe
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315FLOTS BROWNIENS ISOTROPES SUR LA SPHÈRE

de transformation sur M et H un sous-groupe de G laissant invariant un

point de M. La sphère et le plan hyperbolique sont des exemples d’espaces
homogènes.

Sur la sphère Sd-1 = {x E = 1 }, est la norme euclidienne

usuelle, le groupe orthogonal est un groupe de transformation et

où O(d) et SO(d) sont respectivement le groupe orthogonal et le groupe
spécial orthogonal. Soit (el, ..., ed) la base canonique de O(d - 1) et
SO(d - 1) sont respectivement les sous-groupes de O(d) et de SO(d)
laissant invariant ed.

Sur le plan hyperbolique H = (z e !R1 , (x, x) = -1}, 
est l’espace de Minkovsky muni de la métrique pseudo-euclidienne
(x, y&#x3E; = x1y1 + X2Y2 - z3y3, les groupes des rotations hyperboliques
O(2, 1) et SO(2, 1) sont des groupes de transformation et

SO(2) et O(2) sont respectivement les sous-groupes des rotations de

SO(2, 1) et O(2, 1) laissant invariant e3.
Nous allons maintenant définir les flots browniens isotropes sur M. On

notera (, ), la métrique sur M (induite par celle de G). Dans [10] et [14],
on définit un flot stochastique comme étant un flot de difféomorphisme pt
de M dans M tel que CPt (x ) est solution d’une équation différentielle

stochastique 
’ 

.

avec = x. W(x, t) est une semimartingale à valeurs dans les

champs de vecteurs et W (x, odt) est le noyau de Stratonovitch associé

à W, on notera W(x, dt) le noyau d’Itô associé. Par exemple, si

W(x, t) = ¿a ~V~ + V(x)t, où Va et V sont des champs de vecteurs,
¿a Va (x) 0 dB03B1t + V(x)dt.

On sait (voir [10] et [14]) qu’un flot stochastique est caractérisé par ses
caractéristiques locales {a, 6}. Un flot brownien est un flot stochastique
dont les caractéristiques locales sont indépendantes de t, c’est le cas si

W(x, t) = ¿a Va + V(x)t. En particulier, si pt est un flot brownien,
alors ~t (x) est un mouvement brownien sur M partant de x.

Les caractéristiques locales a et b représentent respectivement la matrice
de covariance et le coefficient de dérive du flot brownien, on a a(x, y) E
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316 O. RAIMOND

TxM x TyM et b(x) E TxM. Une expression de ces caractéristiques
locales est donnée par

où f et g sont des fonctions de C°° (lVl ) et pt est un flot brownien. On
remarque que si W(x, t) = ~ ~ + Y ( x ) t, alors a = ~ a Va @ Ya
et b = V -f- 2 03A303B1 0394V03B1 V03B1, où ~ est la connexion riemannienne sur M.

DÉFINITION 1 . 1 . - Un flot brownien pt sur un espace homogène M = G/H
est isotrope si et seulement si, pour tout g E G :

Un flot brownien étant caractérisé par ses caractéristiques locales, on peut
exprimer l’isotropie du flot sur ses caractéristiques locales.

PROPOSITION 1.1. - Un flot brownien de caractéristiques locales ~a, b~
est isotrope si et seulement si les propriétés suivantes sont vérifiées pour
tout g E G :

pour (u, v) E TxM x TyM et où g est vu comme une application
différentiable de M - M.

Preuve. - Soit pt un flot brownien isotrope sur M, il est immédiat de
vérifier que ses caractéristiques locales données par (1.2) et (1.3) vérifient
i) et ii). Réciproquement, soit pt un flot brownien dont les caractéristique
locales vérifient i) et ii). Soit = i) et ii) entraînent que
qbt est un flot brownien ayant les mêmes caractéristiques locales que pt.
Les flots pt et qbt ont donc la même loi, pt est donc isotrope. D
Comme ~pt est un flot brownien, ses caractéristiques locales sont

indépendantes de t et il existe ~ un champ de vecteurs gaussiens qui
dirige pt : a peut alors être définie comme étant la matrice de covariance
de ç et b comme étant l’espérance de ç. Une conséquence de la proposition
1.1 est la proposition suivante.
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317FLOTS BROWNIENS ISOTROPES SUR LA SPHÈRE

PROPOSITION 1.2. - Un flot brownien pt est isotrope si et seulement si
son champ de vecteurs gaussiens associé ~ est isotrope, c’est-à-dire si pour
tout g E G,

2. CALCUL DES CARACTÉRISTIQUES
LOCALES D’UN FLOT BROWNIEN ISOTROPE

2.1 Cas général

Soit pt un flot brownien isotrope sur un espace homogène M = G/H.
Les caractéristiques locales de pt, ~a, b~, sont déterminées par ç un
champ de vecteurs gaussiens isotrope sur M. On a (voir prop. 1.2)

~(dgx) 1~(gx); x E M~ 
~l~i~ 

~~(~); x E M~, pour tout g E G.
Soit U la représentation de H qui à h E H associe U(h) = dhp, où

p est un point de M laissé invariant sous l’action de H (pour Sd-1,
p = (0, ..., 0, 1)). Nous allons nous placer dans le cas où il n’existe pas
de vecteur u e TpM tel que U ( h ) ( u ) = u pour tout h EH. Cette
dernière hypothèse entraîne le lemme 2.1. Cette hypothèse est satisfaite
dans le cas de la sphère et de l’espace hyperbolique : Dans ces cas

h E SO(d - 1)} = SO(d - 1), TpM = et SO(d - 1) ne
laisse aucun vecteur non nul de /Rd-1 invariant. Elle n’est par exemple pas
satisfaite pour M = ?0(4)/~0(2).

LEMME 2.1. - b(x) = = 0 pour tout x E M.

Preuve. - Comme M = G/H, pour tout x e M il existe g E G
tel que x = gp. La relation d’isotropie entraîne que b(gp) = dgpb(p),
donc si b(p) = 0, alors b(x) = 0 pour tout x E M. Pour tout h E H,
b(p) = b(hp) = = U(h)b(p), ceci n’est vérifié que si b(p) = 0. fl
Pour simplifier, nous développerons la méthode de calcul des

caractéristiques locales uniquement dans le cas où G est un groupe compact
et dans le cas où U est une représentation irréductible de H (cette condition
est vérifiée si M = Sd-1 et d &#x3E; 4). Si U n’est pas irréductible, il faudra

décomposer U en représentations irréductibles de H. La méthode pour
calculer ces caractéristiques locales suit l’article de Yaglom [20].
Nous allons maintenant calculer la matrice de covariance du flot, ce qui

revient à calculer y) , la matrice de covariance d’un champ de vecteurs

Vol. 35, n° 3-1999.
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gaussiens isotrope ç, vérifiant la relation

pour tout g E G et pour (u, v) E TxM x TyM, avec (a(x, y), u 0 v) _
&#x3E; ù) (1 (Î/1 ’ ")1 °

Il est possible de définir ç sur G tel que g(g) = ç(gp) E 
pour tout g E G et tout h E H. Soit a(gl, y2), la nouvelle matrice de

covariance, l’isotropie de 03BE entraîne que pour (u, v) E Tg1pM x 

Le théorème de Peter-Weyl (voir l’appendice) de la théorie de la

représentation des groupes permet de décomposer en série de Fourier les
fonctions scalaires de C’est pourquoi il est pratique d’introduire le
champ gaussien 7~ avec = E TpM. Comme ~(g),

La relation d’isotropie (1.5) entraîne que g E G~ 
(~) 

~~(g),
g E G}, pour tout gl E G. En effet = o 

= r~(g). ~ est un champ gaussien homogène à gauche.
Soit C(gl, g2) = la matrice de covariance de q. Comme

q est homogène à gauche, pour tout g, gl et g2 dans G, on a

Nous voyons que nous pouvons nous limiter au calcul de C(g, e), pour
g E G. En effet, C(gl, g2) = e), où e est l’élément neutre de G.
Le groupe G étant compact, l’ensemble des classes d’équivalence des

représentations irréductibles unitaires T~ de G est dénombrable. Par le
théorème de Peter-Weyl, on a la décomposition

où Tmn (g) sont les éléments matriciels de T~(~), et
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où da est la dimension de EB l’espace de base de T~ et dg la mesure de
Haar de G. De plus, on a la condition de convergence

Nous allons maintenant étudier les conditions sur les qu’imposent les
relations (2.3) et (2.4).
Comme T~ restreint à H est une représentation unitaire de H, il existe

une famille de sous espaces vectoriels de EB E~‘~ tels que E~ = 
est stable par T~(h) pour tout h E H et si Q~(h) : E~‘~‘ ~ E~‘~‘,

avec = T~)(~) pour x E E~~, Q~~‘ est une représentation
irréductible unitaire de H.

Soit B~‘~‘ une base orthonormée de E~~, alors BÀ = est une base

orthonormée de E~. De plus, choisissons ces bases de telle sorte que si QÀj-t
et U sont équivalentes, alors Ti1(h) = Uij(h), où (resp. Uij(h))
sont les éléments matriciels de TÀ (h) (resp. de U(h)) dans (resp.
dans une base orthonormée de TpM). On notera A l’ensemble des classes
d’équivalence des représentations T~ qui contiennent une copie de U (i.e.
des A pour lesquels il existe JL tel que Q~‘~ et U sont équivalentes).
LEMME 2.2. - Les vecteurs znm de TPM vérifient la relation

avec zm = qui ne dépend pas de i.

Preuve. - Comme U est unitaire, U(h-1) = U(h)-1 = tU(h). Dans une
base de ( 2 . 3) s’écrit

La décomposition (2.5) entraîne que

En multipliant (2.9) par Uji(h)dh et en intégrant sur H, en utilisant les
relations d’orthogonalité (A.4) des éléments matriciels des représentations
irréductibles de H, on obtient

Vol. 35, n° 3-1999.
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Comme ~T~n (g) ~ forme une base orthogonale de L2 (G), 
D 

’

Remarque. - Le lemme 2.2 permet de caractériser les champs de
vecteurs ~ sur M. Si x = gp, = et 

Ainsi, ç == où ç~(x) -
avec T~ (g) _ ~i 

LEMME 2.3. - Soit = d~ fG C(g, les vecteurs znm de
TpM vérifient la relation

avec = 1(03BB)03B4ni03B4sjf03BB, où f03BB = qui ne dépend pas de m.
De plus, on a la condition de convergence ~a f ~‘  oo.

Preuve. - On a

En faisant le changement de variable g = obtient

Comme /~~ = lemme 2.2 permet de conclure. La
condition de convergence (2.7) devient ~~ f h  oo. 0

Ainsi, on calcule la matrice de covariance d’un champ gaussien homogène
à gauche sur M :

Connaissant C(g, e), il est alors facile de calculer la matrice de covariance
de ~.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Réciproquement, la donnée de réels /~ ~ 0 tels que LÀ f ~ ~ oo permet
de construire un champ de vecteurs gaussiens isotrope. Il suffit de se

donner des variables aléatoires gaussiennes centrées indépendantes z~ de
variance /B On peut alors définir par la relation

Connaissant ri, il est alors facile de calculer ç.

2.2 Cas où M = Sd-~

Le but de cette section est de montrer le théorème suivant, qui donne
une décomposition de la matrice de covariance d’un flot brownien isotrope
sur Par le lemme 2.1 nous savons déjà que le coefficient de dérive
du flot est nul.

THÉORÈME 2.1. - La matrice de covariance d’un flot brownien isotrope (ou
d’un champ de vecteurs gaussiens isotrope) sur pour d &#x3E; 3, s’écrit

avec t = (x, y) et

d d

où -yl (t) = ( 1 ). CP sont les polynômes de Gegenbauer définis
dans l’appendice. De plus, ai et bl doivent être positifs et satisfaire aux
conditions de convergence ~l al  oo et ~l bl  oo.

Remarque. - Comme = 1), on immergera Sd-~
dans et on identifiera alors dgx avec g, pour g E S O ( d ) .

2.2.1 Preuve du théorème 2.1 dans le cas d &#x3E; 4

Dans le cas d &#x3E; 4, la représentation U, telle que U(h) =’ h pour
h E SO(d - 1 ), est une représentation irréductible de SO ( d - 1 ) . On peut
donc appliquer les résultats de la partie 2.1. Nous avons donc, en utilisant
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les résultats de l’appendice donnant le calcul des éléments matriciels des
représentations de SO(d),

en notant t = gdd, cxi, /3§ , c~~ ~2, a et  sont respectivement donnés par
(A.33), (A.37), (A.38), (2.14) et (2.15).

Soit x et g deux points de 6~’B il existe gl et g2 tels que x = gip et
~ = avec p = (0, ..., 0,1) dans la base canonique de R~. En posant
9 = 92 191 ~

Ce qui achève la démonstration dans le cas d &#x3E; 4.

2.2.2 Preuve du théorème 2.1 dans le cas d = 3

Comme (a(x, y), u 0 v) = E~(~(x), u) (~(y), ~v)~ et ç est un champ de
vecteurs gaussiens isotrope, pour tout g E 0(3), (a(gx, gy), gu ~ gv&#x3E; =
(a(x , y) , u 0 v) .

Définissons ç sur O(3) tel que ç(gh) == 03BE(g) = 03BE(gp) E TgpS2 pour tout
g E 0(3), tout h E O(2) et p = (0, 0, 1). Soit a(gl, g2), la nouvelle matrice
de covariance. La relation d’isotropie (1.5) entraîne que (2.2) est satisfaite
pour tout g, gl et g2 dans 0(3).
De la même façon que dans la partie 2.1, on introduit le champ gaussien

homogène à gauche = E TpS2 = ~2 = Vect(el, e2). On a
= pour tout h E O(2) et C(gl, g2) = C(ggl, pour

tout g, gl et g2 dans 0(3).
Nous allons d’abord étudier la restriction de ~ à SO(3). En utilisant les

représentations irréductibles {T3~} de SO(3), définies dans l’appendice,
pour tout g E SO(3),
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où sont les éléments matriciels de dans la base canonique
de H31 et

avec dl = De plus, on a la condition de convergence

Nous allons maintenant étudier les conditions sur les qu’imposent
l’isotropie et la relation = /~7~) pour tout h E ~0(2). Pour cela, il
est utile d’immerger R2 dans C2 muni de sa structure de C-espace vectoriel
et de faire un changement de base dans C2 de telle sorte que tout h de SO ( 2 )
est diagonalisé. Ainsi, nous décomposons en représentations irréductibles
la représentation U de S O ( 2 ) telle que U ( h ) = h pour tout h E S O ( 2 ) .

Soient e~ = alors (e+, e_ ) est une base orthonormée de (:2.
Dans la base (el, e2), une rotation h de SO(2) s’écrit sous la forme

Dans la base (e+,c), h(p) = i, ) et zlnm = (zlnm,+, zlnm,-),
avec i == 

LEMME 2.4. - Les vecteurs zlmn vérifient la relation zlnm,03B6 == 
avec == z(m,, et ( OE {+, - }. 

’ ’

Preuve. - La preuve est identique à celle du lemme 2.2. D

LEMME 2.5. - Soit flns == di C(g, les vecteurs zlnm
vérifient la relation

avec f ns,~~, == l/ç’&#x3E; où f ~~., == E ~zm,~ z~,~., ~, qui ne dépend pas
de m. De plus, on a la condition de convergence ~.~++ + f l -~ ~ 00.

Preuve. - La preuve est identique à celle du lemme 2.3. 0
Connaissant ri sur SO(3), il est possible de connaître ri sur O(3), en

utilisant la rotation T de O (2) , où T = (1 0 0 -1) dans la base el e2 ) : Pour

Vol. 35, n° 3-1999.
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tout g G O(3), gT 6 SO(3), comme = on a = 

On vérifie facilement qu’avec une telle définition de 7~ = 

pour tout g e O(3) et tout h e O(2) (en effet, pour g e SO(3) et

h OE ?0(2), = 

Il faut maintenant que la famille de vecteurs soit telle que 7y ainsi

défini est un champ gaussien homogène à gauche sur O(3), c’est-à-dire

que la relation OE 0(3)} ~ G 0(3)} pour tout gl
dans O(3). On voit que cette relation est satisfaite si et seulement si

e ~0(3)} ~1~~~ e ~0(3)}. (En effet, si gl et g2 sont
dans ~0(3), on a ~(~2~) ~ = Cette

condition implique le lemme suivant.

LEMME 2.6. - La famille de vecteurs {z~"L} vérifie la relation 

~ ~~ B (1°1) i B

Preuve. - Dans la base (e+, e_), T = ( n r ~ relation 
implique que

En faisant le changement de variable gi = TgT, gl E SO(3),

On remarque que ’ ’_

LEMME 2.7. - Soit zm~ _ ~ (z?~,,.zl + i~z?l.,.z2 ), les complexes f ~~, vérifient
les relations

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Preuve. - Par définition de f ~~, ,

Par le lemme 2.6, = /.!__ et = ~-+~ i ce qui entraîne

que et Ainsi,
= = 0, d’où le lemme. []

Remarque. - On a donc f ++ &#x3E; ~ et ,~++ &#x3E;_ f+- ~ -.~++ et on peut
les choisir arbitrairement à condition qu’ils vérifient ces conditions et la
condition de convergence Ll ~++ ~ oo.
On peut maintenant calculer la matrice de covariance de q. Comme

= C(g, e) = C(g) où g = on peut se restreindre au
calcul de C(g). Il suffit en fait de calculer C(g) dans le cas où, dans la
base (el, e2, e3),

LEMME 2.8. - La matrice de covariance d’un champ gaussien homogène à
gauche sur O(3) tel que pour tout h E O(2), = est telle que

avec f++ &#x3E; f+- &#x3E; -.f++ tels que ~l f++  00.

Preuve. - Par définition de C~ç~ (g),

Comme T%% (g) = et = T3+(g), on peut conclure à l’aide
du lemme 2.7. D

A partir de la matrice de covariance de 7/, on peut calculer la matrice de
covariance de ç. (2.2) permet de se restreindre au calcul de a(g, e) pour
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g E SO(3). En fait, nous pouvons nous limiter au calcul de a(g(B), e),
donc au calcul de ~a(~c, y), u ~ v) pour x = et y = (0, 0, 1). On a
alors (a(~, y), u ~ v) =~[(~(~)~’~)(~(e),-~)]. Comme g-lu E TyS2 et
v E TyS2, g-lu = (u+, u_, 0) et v = (v+, v_, 0) dans la base (e+, e_, e3).
Ainsi

Du lemme 2.8 et de (A.34), on déduit que

Soit al = fl++-fl+- 2 = 1 2E[|zlm2|2] et bl - fl+++fl+- 2 = 1 2E[|zlm1|2], al
et bl sont des réels positifs pouvant être choisis arbitrairement tels que
Ll al  oo et Ll bl  oo. En développant les calculs et en posant
t = cos 0, on retrouve la matrice de covariance du théorème 2.1.

Réciproquement, pour construire un champ de vecteurs gaussiens isotrope
à partir de réels positifs al et il suffit de se donner des variables aléatoires

gaussiennes indépendantes centrées et telles que al = ~[!~2P]
et bl = on peut alors construire par la relation (on a

~ = ~(~Li +~~2))

On obtient par la relation = et ~(x) _ ~(g), pour
g E SO(3) tel que x = gp. Ceci achève la preuve du théorème 2.1. D

2.2.3 Les flots de divergence nulle et les flots de gradient
Soient (xi ,1  i  d - 1) et (x2,1  j  d - 1) deux systèmes

de coordonnées locales. On notera Xi = ~ ~xi1 et Yj = 0}j E
0 On note V’, la connexion riemannienne et 03931kij et 03932kij

les coefficients de Christoffel liés à ces deux systèmes de coordonnées
locales, on a alors = Si V est un champ de vecteurs, on
notera Vik = (Xk03B4ir + on a alors VikXi = V.
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Dans ces systèmes de coordonnées locales, a = aijXi 0 Yj. Soit Cijkl (x) =
+ + alors 

0 

LEMME 2.9. - Si les systèmes de coordonnées locales définis ci-dessus
sont identiques et normaux en x (on a alors ri~ (x) = (x) = 0),

Preuve. - Si les systèmes de coordonnées locales sont normaux en x,

Faisons les calculs pour x = p (on peut toujours s’y ramener par une rotation)
et les systèmes de coordonnées locales définis par xi (y) = = yi.
Alors, en identifiant Xi(y) et ei - d ed,

LEMME 2.10. - Soit ç, un champ de vecteurs gaussiens isotrope sur Sdm,
de matrice de covariance donnée par le théorème 2.1, ç est un champ de
gradient si et seulement si a’(t) _ ~3(t). ~ est un champ de divergence nulle
si et seulement si a’(1) + (d - 1)a(1) + = 0.

Preuve. - a) Soit ~ un champ de vecteurs isotrope. Une condition
nécéssaire et suffisante pour que div = 0 presque sûrement est que

= 0. Dans un système de coordonnées locales normal en x,
= Comme = 

Donc div g(x) = 0 presque sûrement si et seulement si a’(1)+
(d - + d/~(1) = 0.
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b) Soit ~ un champ de vecteurs isotrope qui est un champ de gradient,
c’est-à-dire tel qu’il existe un champ de scalaires W vérifiant ~ = VW.
L’isotropie de ~ oblige que

et donc = pour une certaine fonction de

covariance f.
Dans les systèmes de coordonnées (xi) et (r]), qu’on choisit

respectivement normaux en x et en y, ~’(~c) = XiW(x) et ~~(,y) = Yj W (y)
et si (u,v) E x 

d’où a = f’ et /3 = a’ = f".
Réciproquement, soit ~ un champ de vecteurs gaussiens isotrope tel que

sa matrice de covariance donnée par le théorème 2.1 vérifie f3 = a’. On
sait qu’il existe W et 7~ un champ de scalaires et un champ de vecteurs
de divergence nulle tels que ~ = VW + 7;. W et 77 sont isotropes. Il est

alors facile de voir que la matrice de covariance de ~ s’écrit de la façon
suivante = + Comme q est

de divergence nulle, (d- 1)~2(1) + (d+ = 0, ce qui n’est possible
que si 03B12 == O. On a donc ~ = 0 p.s. et 03BE = VW p.s. D

LEMME 2.11. - un champ de vecteurs gaussiens isotrope, de matrice
de covariance donnée par le théorème 2.1, alors

ç est un champ de gradient si et seulement si bl = 0 pour tout l &#x3E; 1.

ç est un champ de divergence nulle si et seulement si al = 0 pour tout
l &#x3E; 1.

Preuve. - Des expressions de a et de /3, données par (2.14) et (2.15), il
est clair que si bi = 0 pour tout l &#x3E; 1, alors /3 = a’. Par le lemme 2.10,
ç est alors un champ de gradient.

Si ai = 0 pour tout 1 &#x3E; = 0.

Par le lemme 2.10, 03BE est un champ de divergence nulle.

Enfin, soit £ un champ de vecteurs gaussiens isotrope, alors 03BE (loi) 03BE1 + 03BE2,
où Çl et ~2 sont des champs de vecteurs gaussiens isotropes indépendants
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ayant pour matrices de covariance ai et a2, avec

où (u, v) E x On a bien a = ai + cx2 et ,C3 = ,Ql + {32.
Ainsi, Çl est un champ de gradient et Ç2 un champ de divergence nulle.
Donc, si ~ est un champ de gradient, Ç2 = 0, et si ~ est un champ de
divergence nulle, Çl = o. 0
Le lemme 2.11 donne une décomposition des champs de vecteurs

gaussiens isotropes sur Sd-1 en une partie champ de gradient et une

partie champ de divergence nulle. Ces champs de vecteurs ne sont pas
forcément C°° .

LEMME 2.12. - Soit ~ un champ de vecteurs gaussiens isotrope, de matrice
de covariance donnée par le théorème 2.1, alors ~ est C°° si et seulement
si pour tout entier k, ~zl et bl vérifient  oo et  oo.

Preuve. - Nous avons vu qu’il était possible de trouver W et ri tels

que 03BE = VW + ri, où ~ est un champ de vecteurs gaussiens .isotrope de
divergence nulle et W un champ de scalaires isotrope. Comme AW = div ~,
si ~ est C°°, W doit l’être aussi. On voit donc qu’il faut que 
soit C°° . 

-

Pour que ç soit C°°, il faut et il suffit que a et /3 soient C°° . On voit alors
facilement qu’une condition nécéssaire et suffisante pour que ç soit C°° est
que ~l&#x3E;1 et bL’YL(t) soient C°°.

Par le lemme de Sobolev (voir [22]), il faut et il suffit que 
et bt’Yl (t) soient dans SZ~ _ ~ f : [- 1, 1] - R telle que Il f (t) ~ ~ L2 
~} pour tout entier k, (une
fonction C°° sur [-1,1] sera dans tout les 
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Donc, E S2~ si et seulement si

Par la relation d’orthogonalité (A.14) des polynômes de Gegenbauer,
cette condition de convergence est équivalente à

Pour l grand, le terme général de cette série est équivalent à 
On voit donc que pour que al’Yl(t) soit C°°, il faut et il suffit que

pour tout entier k, 03A3l a2llk  oo . Cette condition est équivalente à ce que
pour tout entier k on ait Ll allk  oo. De même pour bl . D

3. SPECTRE DE LYAPOUNOV D’UN FLOT BROWNIEN
ISOTROPE SUR Sd-1

Soit pt un flot brownien isotrope sur dirigé par le champ de
vecteurs W (t), solution de ( 1.1 ). Ses caractéristiques locales sont données
par le lemme 2.1 et le théorème 2.1. Nous allons calculer le spectre de

Lyapounov du flot en fonction de ces caractéristiques locales.

THÉORÈME 3.1. - Le spectre de Lyapounov ( ~ 1, ..., ~d-1 ) d’un flot
brownien isotrope pt, de matrice de covariance donnée par le théorème 2.1,
est, pour 1  n  d - 1,

Preuve. - Nous allons suivre une démarche analogue à celle de Le Jan
dans [13].
On utilise les notations de la section 2.2.3. Soit (~j,l  .7  n), n

champs de vecteurs. Soit ~t = A ... A où = 
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Pour calculer le spectre de Lyapounov, il suffit de calculer an = Ài
pour 1  n  d - 1. Par le théorème d’Osedelets (voir [12] et [2]),
an == t log où == çj) ».

Pour trouver l’équation différentielle stochastique satisfaite par il est

utile d’introduire le produit intérieur et l’opérateur où

Remarque. - En particulier, on a 03C4kiX1 A ... A X n = A

Xi A ... A X~ A ... A Xn. Tik remplace Xk par Xi dans 

LEMME 3.1. - == odt).

Preuve. - Comme

On peut écrire la version Itô de (1.1) :

où M(t) = W (t) + avec Tl (x) _ et 

ai~ (x, E M(t) est une martingale sur les champs de vecteurs
et l’isotropie entraîne que V = 0.

LEMME 3.2. - = 03C8t(x) ~03C8i(x)~, alors
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Preuve. - On a

En remarquant que dt) = dt) - on

montre le lemme. D

Afin de calculer Dt et pour un t donné, nous allons prendre
les systèmes de coordonnées locales identiques et normaux en et tels

que ~t = Xi A ... A Xn . Quitte à changer de base de IRd, il est possible de
faire les calculs comme si ~pt(x) _ ~ _ (0, ..., 0,1). Nous avons alors :

Preuve. - On calcule :

d’où le lemme. D

Preuve. - En notant = p,

Dans un premier temps, on a
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Soit = le tenseur de courbure en p, la

courbure étant constante, 1~2 j ~ (p) _ Comme a~(p,p) =

Enfin, on a = ~(1). D’où le lemme. D
Les lemmes 2.9, 3.3 et 3.4 permettent de calculer Dt :

LEMME 3.5.

Preuve. - On a

et, puisque (q, = on a

D’où le lemme. D

Preuve du théorème 3.1. - Mt est une martingale et

Mt est un mouvement brownien standard, ce qui entraîne que limt~~ Mtt = 0
presque sûrement et donc limt~~ log~03C8t~ t I I 

= D presque sûrement. On a

donc an = D = ~’~(1) - ~~~(1) - n~ 2 1~,C~(1). Il est alors

facile d’en déduire Àn = an - D

En particulier, Ài = d 2 3 a’ ( 1 ) - /3(1). Dans le cas où le flot
dérive d’un champ de gradient,
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possible de construire des flots stables, en prenant par exemple al &#x3E; 0 et

al = 0 pour tout l &#x3E; 1. Pour d &#x3E; 5, on peut construire des flots instables
en prenant par exemple ai = ... 

= a6 = 0, on a alors

Soit B = a’(1) - /3(1) et A = a’(1) + d~3(1) + (d - 1)cx(1), alors

a’(1) = et /3(1) = d+B - d+i~(1)~ B = 0 si le flot est
de gradient et A = 0 si le flot est de divergence nulle. A et B sont positifs
et peuvent être choisis de façon indépendante, B ne dépendant que des bl
et A ne dépendant que des al. On peut écrire Ai en fonction de A et B,

On voit que le terme de divergence nulle du flot (c’est-à-dire B) amène
de l’instabilité.

4. ÉTUDE DE LA DISTANCE ENTRE DEUX POINTS

Sur on définit d(x, y) la distance entre deux points x et y par la
relation cos d(x, y) == (x, y) et d(x, y) E [0,7r]. Dans cette section, nous
allons étudier la distance entre deux points transportés par un flot brownien
isotrope = En particulier, nous allons décrire son
comportement asymptotique en fonction de Àl, le premier exposant de
Lyapounov du flot.

THÉORÈME 4.1. - Soient x, y dans = est

une diffusion et

où Bt est un mouvement brownien standard et
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De plus, si 03BB1  0, limt~~ 8t = 0 et si 03BB1 ~ 0, P[lim sup Bt = 7r] ==

P[liminf 9t = 0] = 1.

Preuve. - On reprend les systèmes de coordonnées locales de la

section 2.2.3. Comme est un difféomorphisme, si 0, 0.

La distance entre deux points étant singulière quand cette distance vaut
7r, on a

où Nt est une martingale et Lt un processus croissant ne croissant

que quand 03B8t = yr. Pour un t donné, prenons les systèmes de

coordonnées locales respectivement normaux en et en Nous

aurons alors ] = = +

et en notant Ax = ~i X 2 et 

Comme

Comme

et
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On a alors

Par ailleurs,

Soit Bt = t0 dNt g(03B8t) Bt est un mouvement brownien. Pour montrer que 03B8t
est une diffusion solution de (4.1 ), il nous reste à montrer que p.s., Lt = 0
pour tout t, ce qui revient à montrer que = = oo p.s..

En regardant la fonction d’échelle s de (Jt, il est possible de discuter
du comportement asymptotique de (Jt en fonction du premier exposant de
Lyapounov, 03BB1. Soit p 

En général, 8 est finie sur ]0,7r[. Eventuellement, s(0+) et divergent.
Au voisinage de 0,
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O a donc 2f (e) _ (d-2)(a/(l)-0152(1» 1 ()n a onc 
g(9) 

- 

a’(I)-i-a(1)-~-2,Q(1) X ~ ~ 0(1) et pour une constante
strictement positive C l,

Ainsi, s(0+) = -oo si et seulement si 03BB1 ~ 0.

Au voisinage de 7r, ~~ - - a-2 -~- o ( 1 ) et pour une constante strictement
positive C2, 

Comme d &#x3E; 3, ~(~r2014) = +00. Ainsi, = 7r} = oo p.s. (ce qui finit
de montrer que 03B8t est solution de (4.1).)

Finalement, si Ai  0, limt~~03B8t = 0 et si 0,

En particulier, nous avons montré que le processus 03B8t est récurrent quand
le flot est instable. De plus, dans le cas où le flot est stable, on a la
propriété suivante.

PROPOSITION 4.1. - Si 03BB1  0, log (Jt = Ài ps.
Preuve. - En appliquant la formule d’Itô,

On sait que 0t tend vers 0 en +00, qu’au voisinage de 0, ’ ~
a’( 1 ) + a(l) + 2/3(1) et f~ - ~1 - Ai  0, donc presque sûrement,

A. APPENDICE

A.l Représentation de groupe

Une représentation unitaire T d’un groupe G est une application de G
dans l’espace des endomorphismes unitaires d’un espace de Hilbert E
telle que pour tout gl et g2 dans G, T(glg2) = et

T est dite irréductible s’il n’existe pas de sous-espace
fermé non trivial de E stable par T.
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Soient T et T’ deux représentations de G, d’espaces de base E et E’. T
et T’ sont équivalentes si et seulement s’il existe une application linéaire
inversible continue ainsi que son inverse de E dans E’, A, telle que
T’A = AT.

Si G est un groupe de Lie compact, les représentations unitaires

irréductibles sont de dimensions finies. Soit ~Ta ~ la famille des

représentations irréductibles non équivalentes de G, cette famille est

dénombrable.

Soit EA l’espace de base de TB notons les éléments matriciels de

T ~ (g) dans une base orthonormée de EB. Par le théorème de Peter-Weyl,
~T ~~ est une base orthogonale de L2(G). Nous pouvons donc décomposer
en série de Fourier les fonctions f de L2 (G) :

avec

où da = dim Ea et dg est la mesure de Haar de G. Réciproquement, si

on se donne la par (A.1 ) on peut construire une fonction
de L2 ( G) à condition que

En particulier, (A.2) donne la relation d’orthogonalité entre les éléments
matriciels :

A.2 Représentations irréductibles de SOC d)
Dans cette section, nous allons déterminer les représentations unitaires

irréductibles de SO(d) telles que leurs restrictions à SO ( d -1 ) contiennent
une copie de la représentation naturelle T, telle que T (h) = h pour tout
h E SO(d - 1), l’espace de base de T étant 
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On sait que (voir [1]) les représentations de SO(d) sont caractérisées
par leurs plus hauts poids (ml, ..., mv), où v = [d/2] et m1 ~ m2 &#x3E; ... &#x3E;

les mi sont tous simultanément entiers ou demi-entiers et
si d est impair il faut de plus que 0. Ainsi, dans les cas d = 2
ou 3, v = 1 et les représentations irréductibles de SO(2) et SO(3) sont
caractérisées par un entier ou un demi-entier l.

Soit Tdm la représentation irréductible de SO(d) de plus haut poids m,
m étant un v-uplet. Si on regarde la restriction de à SO(d - 1),
on peut décomposer l’espace de base de Tdm en sous-espaces tels

que Tdm restreint à chacun de ces sous-espaces est une représentation
irréductible de 5’0(c!- 1). On obtient ainsi des représentations irréductibles
de SO ( d - 1) de plus au poids p, où p est un [(d - 1 ) / 2] -uplet, avec

p1 ~ m2 ~ p2 ~ ... ~ mv ~ pv ~ -mv si d est impair et
~2 ~ ... ~ si d est pair. De plus,

ces représentations de SO(d - 1) n’apparaissent qu’une seule fois dans la
décomposition en représentations irréductibles de Tdm restreint à SO ( d -1 ) .
Nous nous intéresserons seulement aux représentations irréductibles Td"2

de SO(d) telles que leurs restrictions à SO(d - 1) contiennent une copie
de la représentation naturelle, qui est de plus haut poids ( 1, 0, ..., 0). On a
donc soit m = (l, 0,..., 0), soit m = (l,1, 0, ..., 0), où l est un entier positif.
Si d = 3, on remarque que l’on n’obtient qu’une série de représentations
irréductibles.

On peut réaliser, comme dans [ 1 ], ces représentations dans respectivement
l’espace des tenseurs symétriques sans trace de rang t et l’espace des
tenseurs sans trace de rang 1 + 1 de symétrie de Young (l, l, 0, ..., 0). (Un
tenseur T est dit sans trace si et seulement si pour tout p et q, on a

~i = 0). Une rotation g de SO(d) agit sur les
tenseurs de la façon suivante

On obtient les tenseurs de symétrie de Young (l,1, 0..., 0) à l’aide de
l’opérateur idempotent QP, où

où Sl+1 est le groupe des permutations de l + 1 éléments, e l’élément neutre
de Sl+1 et ( 12) la permutation qui permute 1 et 2. Soit F un tenseur de rang
l + 1, alors T = QP(F) est un tenseur de symétrie de Young (~ 1,0,..., 0).
Vol. 35, n° 3-1999.
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A.3 Étude des tenseurs symétriques sans trace de rang l

Remarquons que l’espace des tenseurs symétriques peut être identifié
à l’espace des polynômes homogènes à d variables et de d°l, appelons
cet espace Le sous-espace des tenseurs sans trace correspond aux

polynômes harmoniques de Notons Hdl l’espace des polynômes
harmoniques de On munit Rdi du produit scalaire (/,~) =

f(x)g(x)dx. On sait (voir [16]) que

Hdl et sont orthogonaux. Ainsi si f E Rdl, il existe hl E Hdl
et fl E Rd,l-2 tels que f(x) = hl est la projection
harmonique de f, on la notera H f (pour une expression de cette projection
harmonique, voir [16]).

SO(d) agit sur Rdl de la façon suivante :

où g E s0(d) et f E Rdl. Il est clair que Rdl et Hdl sont invariants sous
l’action de SO(d) et que SO(d) agit de la même façon sur les polynômes
homogènes et sur les tenseurs symétriques correspondants. Cette action
laisse aussi invariant le produit scalaire défini ci-dessus, de telle sorte que
la représentation ainsi définie est unitaire.

Pour d &#x3E; 3, à correspond une représentation de plus haut poids
(s, 0, ..., 0), et pour 0  s  l, ces représentations n’apparaissent qu’une
seule fois dans la décomposition en espaces irréductibles par S 0 ( d - 1) de
1tdl, on a donc dim Hdl = dim . Comme

en prenant la projection harmonique dans (A.8), on obtient

avec Hdls = Hdls est invariant par SO (d - 1 ) , irréductible
de plus haut poids (s, 0, 0, ..., 0). Soit hs E alors
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..., et sont les polynômes de Gegenbauer, obtenus
en prenant la projection harmonique de xd :

Dans le cas de la dimension 3, les représentations irréductibles de SO ( 2 )
étant de dimension 1, n’est pas irréductible. Une base orthogonale
de est {(X2 + Nous noterons dans la suite

= et %~3,1,~s = 
Ainsi, H31 = 

A.4 Les polynômes de Gegenbauer

Dans cette section, nous allons résumer les différentes propriétés des
polynômes de Gegenbauer, que l’on peut trouver dans [ 16] . Les polynômes
de Gegenbauer sont définis par (A.11). Comme est harmonique, en
prenant le laplacien de ~(~), on trouve l’équation différentielle satisfaite
par les polynômes de Gegenbauer :

où p est un entier ou un demi-entier, par exemple p = d;2. Nous pouvons
aussi voir que

Pour l  3, on peut facilement calculer Cf(t) :

Nous avons aussi la relation d’orthogonalité

et

Remarquons aussi que pour p = 2 , Cl2 est le polynôme de Legendre
de degré l.
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A.5 Étude des tenseurs de symétrie de Young ( l ,1, 0, ... , 0 )
On remarque que est un tenseur symétrique en i2, ..., 

On peut donc voir ce tenseur comme une 1-forme a :

où Pi E Rdl. Comme T = QPF, alors Tili2...il+l = (P F)ili2...il+l -
On peut voir ce tenseur comme une 2-forme exacte w :

il est trivial de vérifier que 

Ainsi, on voit que les tenseurs de symétrie de Young (l,1, 0, ..., 0)
peuvent s’interpréter comme des 2-formes homogènes exactes. Soit Ydl
l’espace de ces 2-formes exactes. On remarque que les 2-formes de Ydl
qui correspondent à des tenseurs sans trace sont les 2-formes cofermées,
c’est-à-dire telles que 8w = 0, où 03B4 est la codifférentielle. En effet, il faut

que ~i = 0 et ~i = 0, or

donc = 0 si T est sans trace. Soit A + 8d, le laplacien de De
Rahm, on a

On voit donc que T est sans trace si et seulement si 8w = Aw = 0.

Une forme exacte et cofermée étant harmonique, les tenseurs sans trace
de symétrie de Young (~, 1,0,..., 0) correspondent aux 2-formes cofermées
de Soit Fdl l’espace des 2-formes cofermées de On munit 

du produit scalaire :

SO(d) agit sur 9~ de la façon suivante :
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où 03C9 E Fdl et g E SO(d) . On peut définir de la même façon l’action de
SO ( d) sur n’importe quelle forme différentiable. Muni de cette action et de
ce produit scalaire, Fdl est l’espace de base de la représentation irréductible
de plus haut poids (l,1, 0, ..., 0), l’action sur Fdl étant la même que celle
sur les tenseurs sans trace de symétrie de Young (l,1, 0, ..., 0).

Afin de trouver une expression de la projection orthogonale sur Fdl
et de caractériser les 2-formes de nous allons d’abord chercher son

orthogonal dans Nous noterons cet orthogonal FdTth et nous noterons H
la projection orthogonale sur 

LEMME A.1. - = E il existe une 1-forme homogène
a telle que w = d(r2a)~. De plus, si h E H( dxi /B dh) _
dx 2(~-3)~ ~ d(a2h).

Preuve. - On sait qu’il est possible de voir Ydl comme un sous-espace de
l’espace des tenseurs de rang l + 1. Dans [ 1 ], on trouve la décomposition
de tous tenseurs T sous la forme T = T ° + Q, où T ° est sans trace et
Q i == "" 8i i avec

R étant un tenseur de rang l + 1. T° et Q sont orthogonaux pour le produit
scalaire (T1, T2~ _ T i...i~+1T2...i1+1. Ce produit scalaire coïncide
avec celui défini sur On voit ainsi que si à T correspond une 2-forme
de Ydl, à T° correspond une 2-forme de Fdl et il est facile de voir qu’à
Q correspond une 2-forme de ~di de la forme r2wl + dr2 A a. On voit
donc que Fd[th = {w E y dl tel qu’il existe E ~a,l-2 et une 1-forme a
telle que w = r203C91 + dr2 A o;}.

Soit w E alors il existe a = a2 dxi, avec ai E tel que w = da.
Comme Rdl = Hdl C il existe hi E ?-Cdl et gi E tels

que ai = hi + r2gi’ On a donc w = d03B1i A dxi = dhi A dxi + d(r2gidxi).
Comme d(r2gidxi) E H(w) = H(dhi /B dxi). On remarque ainsi
que Fdl = /B dxi), hi E 

Soit wi = 6~ n dh - 2(d+l-3) dr2 n d(aZh), comme dr2 /B d(âih) E 
pour montrer que = H(dxi n dh), il suffit de montrer que cvi est

cofermée. D’une part,
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D’autre part,

On vérifie bien que úJi est cofermée.

Comme pour toute 2-forme ~ de Ydl, il existe hi et g2 tels que

on a donc cv = H(úJ) + d(r2a), où a est une 1-forme homogène, et

donc Fd[th = {úJ E il existe une 1-forme homogène a telle que
w = d(r2~x)~. D

Avant d’étudier les sous-espaces de Fdl invariants par SO(d - 1), nous
établissons le lemme suivant.

LEMME A.2. - Soit g E SO(d) et w une forme différentiable, alors

Preuve. - immédiate. D

Soit Fdls = {H(dxd Â dhs), avec hs E On a F1dl0 = {O}, car si
h E il existe une constante C telle que h = = + 

pour f E donc n dh) = CH(dxd n = 0, car

d(r2.~)~ _ = 0.

LEMME A.3. - Pour s ~ 0, F1dls est stable, irréductible par SO(d - 1 )
et de plus haut poids (s, 0,..., 0).

Preuve. - Soit p, l’application de Hdls dans qui à hs associe

H (dxd A p est une application linéaire surjective. De plus, on a pour
tout g E SO(d - 1), = Ainsi, on voit que F1dls est stable
par S 0 ( d - 1). On voit aussi que Ker p est stable par S 0 ( d - 1). Comme
Hdls est irréductible par so(d - 1), soit Ker p = {0} soit Ker p = 
Pour s ~ 0, F1dls / {0} et Ker 03C6 = {0}. cp est donc surjective et

= entraîne que SO ( d - 1) agit de la même façon sur

Fdls et d’où le lemme. D

Soit le sous-espace de Fdl engendré par n dhs), 1  i 

d - 1, hs E étant stable par SO(d - 1), F2dls est stable par
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S 0 (d - 1). Par contre, contrairement à F2dls n’est pas irréductible.
En tout cas, puisque Hdl = 

Dans la suite, on ne s’intéressera qu’aux sous espaces de qui ne
sont pas orthogonaux à F1dl1. Pour déterminer ces sous espaces, on utilisera
le lemme suivant.

LEMME A.4. - Soit F un sous espace de irréductible par ,S’O(d - 1).
Soit G un sous-espace de stable par SO ( d - 1) tel que F n G == {O},
alors F et G sont orthogonaux.

Preuve. - Soient pi et p2, les projections orthogonales sur G et sur
l’orthogonal de G. Pour tout x E F, Vy E G, (x, y) = y). Soit
g E SO(d - 1), alors (g.x, g.y) = pour tout y E G, d’où

= 9.p1 (x). De même, on a = 

F étant irréductible, si F n’est pas orthogonal à G, alors les

représentations associées à pi (F) et à F sont équivalentes. Comme
F n G = ~0~, les représentations associées à p2 (F) et à F sont équivalentes.
On voit ainsi que cette représentation apparaît au moins deux fois dans
la décomposition en représentation irréductible par S 0 (d - 1) de la

représentation associée à ce qui n’est pas le cas, il faut donc que
F et G soient orthogonaux. D
Ce lemme nous sera très utile dans la suite pour montrer qu’un espace

est orthogonal à il suffira en effet de montrer que son intersection

avec F1dl1 est réduite à {0}. Il est facile de voir que pour s ~ 1, F1dls
et F1dl1 sont orthogonaux, ces deux sous espaces étant irréductibles par
SO(d - 1), leur intersection est réduite à ~0~ (sinon ils sont équivalents,
ce qui n’est pas le cas).
Nous allons étudier l’intersection entre F1dl1 et On voit que si

H (dxi A dhi) E F2dls est aussi dans alors il existe hd E 
tel que

Nous allons donc chercher des solutions à (A.22).

LEMME A.5. - Soit des polynômes harmoniques de alors

l~ dhi) = 0 si et seulement s’il existe fl+1 E et

E tels que
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Preuve. - On sait que H(dxi A dhi) = 0 si et seulement si

dhi E donc s’il existe une 1-forme a telle que

hidxi) = d(r2a) = d(r2 aidxi), où ai E Cette
condition est satisfaite si et seulement si

où / e (on vérifie facilement que si /? = ~~=1 vérifie ~ = 0
et 03B2 e alors /3 = df, pour / ~ 

Comme 7~+i = e~’~~~~+i-2~ alors / = ~~~ r~~+i.2~
avec ~ e Comme ~, = + 9,/ et r~~~_2 est orthogonal à

en prenant la projection harmonique (notée de + 81 f, on
trouve que hi = ~ifl+1 + En particulier, si = 0, alors

~ = o. a

LEMME A.6. - hs G pour z  c! 2014 1, on a

On a noté H’ la projection harmonique sur et cs la constante

On a donc
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ce qui montre i). De même, on a

ce qui montre ii). iv) est évident et iii) vient de

Maintenant nous pouvons montrer le lemme suivant :

LEMME A.7. - Si s est différent de 0 et 2, alors F2dls et F1dl1 sont

orthogonaux.

Preuve. - Nous allons montrer que n F1dl1 = {0} pour k # 0, 2, ce
qui est suffisant pour montrer que et F1dl1 sont orthogonaux.

Soit hd = alors /B dhd) E F1dl1. Un élément de
s’écrit sous la forme dhi), avec hi E Si

{0}. F1dl1 étant irréductible, alors F1dl1 C F2dlk et donc

H(dxd /B dhd) E F2dlk, il y a alors une solution à l’équation (A.22).
Le lemme A.5 entraîne qu’il existe hl et h2 respectivement dans 

et tels que pour 1  i  d, on a hi = ~ih1 + 
Comme hl = = ~~ o avec

h; et hs des polynômes de Pour 1  i  d - 1, en utilisant le

lemme A.6, on a

De (A.27), comme hd E on déduit que pour s ~ 1, + hs = 0
et d1h11 + h i = xi. (A.26) entraîne que pour s # k,
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Dans (A.28), on a pris ~ = 0 pour ~ &#x3E; / et ~ = == /~ = 0
pour ~ &#x3E; ~ + 2.

Comme ~ / 0, pour 5 == 0 et z  ~ - 1, û~i~~~ - = 0, ce
qui entraîne que /~ = ~-/~. Comme + ~~ = ~i, ~~ = où
~ = °

Comme ~ 7~ 2, pour ~ = 2,

De plus, h3 = -~3~. donc pour i  d - 1, = 

avec  = (ci - bi ) 03BB a3+b3d3. Pour i ~ 1, H’(xixl) = xix1, et donc

hl - J-L ’" d-l 2 

1 a3 3 

3 

3 

P 
. 

- 1 H’ ( 2) - 2 2 d-l 2

!:} 1 - ( 2 d-1 x2 - d-2 2 J-L d-1 2 D,

~1~ = 2 + 3cxf. Il faut donc que J-L _ - d-1, ~‘ ce qui n’est
pas possible,  étant différent de 0. Il n’y a donc pas de solutions à
l’équation (A.22) , ce qui achève la preuve de ce lemme. D

A.6 Calcul des éléments matriciels
des représentations irréductibles de SO(d)

Nous allons commencer par montrer la formule d’addition des polynômes
de Gegenbauer (voir formule 3 page 486 dans [16]) : pour p un entier ou
un demi entier et l un entier,

CP (cos 0 cos cp + sin 8 sin cp cos 9 ) =

l 

03A3 C(l, p, (cos 0 ) sinm 0 (cos 03C6) sinm p Cp+1 2m (cos 
m=o

Pour montrer cette formule, nous introduisons la base orthogonale de
lM (voir [16]) où M = (rni, ..., avec l = m0 ~ m1 ~

7~2 ~ ... ~ 0 et

~2. Il est clair que pour M # (0,..., 0) = 0, 0 si

p = (0, ..., 0, 1) et ~M (9 lx) _ ~~ et donc 
où Tdl = Ta,(l,o,...,o). On peut donc calculer Pour
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g = tel que

0 si et seulement si M = (m, 0,..., 0) et 0  m  l. Enfin,

en notant m = (m, 0, ..., 0). Comme lm(g-1p) = 

(cos 8) sin m B, on en déduit la formule d’addition des polynômes de

Gegenbauer.
Dans la suite, nous aurons uniquement besoin de connaître l’action de

SO(d) sur Hdl1 et sur F1dl1 pour d &#x3E; 3 et sur H3l1 et H3l-1 pour d = 3.
Nous allons commencer par chercher une base orthogonale des espaces Hdl1
et pour d &#x3E; 3. Pour d = 3, on a = 

on notera l±(x) = zxl), avec Ai tel que

~l± Il == 1.

On sait que 1tdll = 
. Or une base de 

est On vérifie facilement que les polynômes li(x) =
pour 1  i  d - 1 forment une base orthogonale

de on choisit A2 tel que cette base soit orthonormée.

De la définition de on trouve que les 2-formes wli = A

dE/), pour 1  i  d - 1, forment une base orthogonale de On

choisit A3 de telle sorte que cette base est orthonormée.

Nous allons calculer (g.ûi, 3} ). En fait, il suffit de calculer les
éléments matriciels pour g = g(03B8). On a donc g.li(x) = 

Pour i  d-1, en notant = la formule d’addition

donne

avec ho E qui est orthogonale à et ( Td )xd-1xi E
Donc pour i  d - 1, 
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Comme pour 0 = 0, (g(o)) = 1, c = 1 et pour i  d - 1,

Si i = d - 1, on montre facilement que = 0 pour i # j, et si
i = j (c ne désigne pas toujours la même constante)

En multipliant par (cos~) sind-3  = C cos ~ sind-3  la formule
d’addition des polynômes de Gegenbauer et en intégrant entre 0 et 7r, par
la relation d’orthogonalité (A.14) on obtient

En tenant compte que 1, on en déduit que

En effectuant un changement de base, on trouve la forme générale des
éléments matriciels de 

avec aiM = et ,~i~t) _ 
Pour d = 3, par un calcul analogue, on a pour g = g(0)

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



351FLOTS BROWNIENS ISOTROPES SUR LA SPHÈRE

Notons Qdl la représentation Td,(t,l,o,...,o). Comme précédemment, nous
allons calculer les éléments matriciels dans le cas où g = g ( 8 ) . Pour

D’une part, l’équation (A.30) entraîne que

avec cve E est orthogonal à D’autre part, (A.30)
entraîne aussi que

avec E qui est orthogonal à F1dl1 par le lemme A.7.
On connaît l’équation différentielle satisfaite par 03B3l :

Pour t = 1, comme ~yl (1) = 1, on a ~yl (1) _ ’

Soit a le coefficient du terme de degré 1 - 1 du polynôme qi, alors

On a donc
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Soit cv = H d 3" - r2d-1xi d+1) n cv E qui est orthogonal à
d’où

On a donc

Finalement,

pour z  d - 1. Pour i = 0.

Nous allons maintenant calculer (~.~-i?~-i). Tout d’abord, on

remarque que dxd A = n ce qui permet de calculer
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c ne désignant pas toujours la même constante. Comme /B 

d~d A 

Comme qui est orthogonal

En effectuant un changement de base, on trouve la forme générale des
éléments matriciels de 

Nous avons ainsi montré le théorème suivant :

THÉORÈME A.l. - Une représentation irréductible de SO(d) telle que sa
décomposition en représentation irréductible de SO(d - 1) contienne une
copie de la représentation naturelle U de SO(d - lj telle que U(h) = h est
équivalente pour d &#x3E; 4 à une des représentations Tdl ou avec l &#x3E; 1,
et pour d = 3 à une des représentations T3l, avec l &#x3E; 1. Des éléments

matriciels de ces représentations sont donnés par (A.33), (A.36) et (A.34).
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