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Sur le passage de certaines marches aléatoires planes
au-dessus d’une hyperbole équilatère

P. VALLOIS

Laboratoire de Probabilités,
Tour n° 56, 3e étage, 75252 Paris Cedex 05

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. 25, n° 4, 1989, p. 443-456. Probabilités et Statistiques

RÉSUMÉ. - On étudie le passage de certaines marches aléatoires planes
au-dessus d’une hyperbole équilatère. Il est alors possible de réaliser

presque sûrement, l’équation de convolution de Barndorff-Nielsen et Hal-
green :

où Il (v, a, b) [resp. y (À, c)J désigne la loi Gaussienne inverse généralisée
(resp. gamma) de paramètres v, a > 0 et b > 0 (resp. À > 0 et c > 0).

Mots clés : Marches aléatoires, loi Gaussienne inverse généralisée.

ABSTRACT. - We study the crossing of some planar random walks over
an hyperbola. We can give an almost sure realization of the convolution
equation of Barndorff-Nielsen and Halgreen:

where Jl (v, a, b) (resp. y (À, c)) denotes the generalized inverse Gaussian
distribution (resp. gamma distribution) with parameters v, a > 0 and b > 0
(resp. 7~ > 0 and c > 0).

Classification A.M.S. : 60 E 99, 60 J 15, 60 J 75.
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444 P. VALLOIS

1. INTRODUCTION

On considère la loi Gaussienne inverse généralisée II (À, a, b), définie
par :

avec À réel, a et b > o.
Cette distribution a été introduite par Good [3]. Barndorff-Nielsen et

Halgreen [1] ont montré qu’elle vérifie la relation :

où y (03BB, a) (dx) = a03BB0393(03BB)exp-(x/a) 1{x> 0} dx.

Si 1 est une suite de réels positifs, on note ([yl, y2, ..., yn])n~ 1

la suite définie par récurrence de la manière suivante : 

Letac et Seshadri [5] ont établi le résultat d’approximation suivant :
Soient (Un)n > 1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles

que 2/b), 2/a) pour 0, avec
b > 0, a > 0, À > 0. Alors la suite ([U l, U2, ..., Un~)n >_ ~ converge en loi
vers une variable de loi p (À, b, a).

Soient ai et oc2 deux réels positifs, o et (~,~)~ > o deux marches
aléatoires indépendantes définies par :

où (X (t); t >_ 0) et (~ (t); t >_ 0) sont deux processus indépendants, à
accroissements indépendants et stationnaires, caractérisés par leur trans-
formée de Fourier :

Pi et [32 désignant deux réels strictement positifs (X et Y sont deux
processus de sauts purs ([2], VI, (4-2)), nuls en zéro et pour tout t > 0,
X (t) (resp. Y (t)) a pour loi y (t, (31) (resp. y (t, B2)))’ On note o la
marche aléatoire à valeurs dans (~ +, définie par ~,~), pour tout
n >_ 0, (H) la branche d’hyperbole équilatère incluse dans ~ + :
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445PASSAGE DE MARCHES ALÉATOIRES AU-DESSUS D’UNE HYPERBOLE

On s’intéresse au temps d’entrée de o dans l’ensemble (H+). On
introduit :

avec la convention 

On a :

Soient

et

Alors les deux ensembles E et EÎ sont disjoints 
On peut donner une traduction géométrique des deux événements Ê et

Et de la manière suivante :

Si ZN désigne le point de coordonnées (XN, y N - 1)’ le cas Ë (resp. E~) est
celui où l’hyperbole (H) coupe le côté horizontal (resp. vertical) du triangle
ZN-l ZN ZN. 

_

Conditionnellement à E, on introduit les trois points M, Mi et M2 du
plan :

1°

et

lorsque a2 > ai + 1.
2°

Vol. 25, n° 4-1989.



446 P. VALLOIS

et

lorsque ai > a2.
On a alors le schéma suivant :

On note ml et m2 les projections respectives de M sur les axes Ox et Oy.
Le résultat essentiel de cet article est le

THÉORÈME. - Soit al > a2 > 0 ou oc2 > al + 1. Alors conditionnellement
àc E :

1° Les variables aléatoires ml M, MM1 et N (resp. m2 M, MM2 et N)
sont indépendantes.
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On peut donner une traduction géométrique de la caractérisation de loi
Gaussienne inverse généralisée, donnée par Letac et Seshadri [5].

PROPOSITION 1. - Soient M un point (aléatoire) appartenant à (H-), mi
et m2 les projections de M sur les axes Ox et Oy, Ml (resp. M2) le point
de (H) appartenant à la droite (ml M) (resp. (m2 M)). On suppose de plus
que ml M et MM1 sont indépendantes, m2 M et MM2 sont indépendantes,
MM 1 et MM2 ont pour lois respectives y (a, [i2) et y (a, [il). Alors m2 M
et rnl M ont pour lois respectives p (- a, 2/[31, 2/(32) et p (- a, 2/~32, 
On a alors la figure suivante :

2. RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES

Le résultat clé est le suivant:

LEMME 1 . - Soient a > 0, fl > 0, Y une variable aléatoire de loi y (OE, #)

et A un événement tel que P (A ] Y = y) = c(1 y)03B1’ exp(-103B2’y) avec c > 0,

#’ > 0, a’ > 0. Alors:
1 ~ P dy ( A) ~ Il (~ ~ 2/fl’ 2/ @’) (dy). °
2° Si a’ > a et Y’ désigne une variable aléatoire indépendante de Y et de

A, de loi y (a’ - ce, @), on a :

(ii) On en déduit que conditionnellement à A, Y + Y’ (resp. Y, Y’) a pour
loi y {a’ - a, 2/03B2, 2/03B2’) (resp. (oc - oc’, 2/03B2, 2/03B2’), Y (oc’ - oc, 03B2)).

Démonstration. - Soit f une fonction borélienne et bornée.
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448 P. VALLOIS

1 ° On pose A = E (1 (Y) 1 A). On en déduit :

d’où le 1°
2° (i) Soit A’= E ( f (Y + Y’) 1 A). On a :

avec

On pose t = y + y’, il vient :

avec :

Pour calculer B)/ (t), on fait le changement de variable 1 = z + 1 :
y t

D’où :

avec

COROLLAIRE 1. - Soient a > 0, a’ > 0, j3 > 0, [3’ > 0, Y, X et X’ trois
variables aléatoires de lois respectives y (a, y (oc’, ~3’), y ( 1, j3‘), et A
l’événement A = ~XY  1  (X + X’) Y~ . Alors :
1 P (A ( Y= y) _ 

r (03B1’

1

+ i ) 1 03B2’03B1’(1 y)03B1’ exp-1 03B2’y. On en déduit que la loi

de Y conditionnellement à A est égale à (ce - a’, 2/03B2, 2/03B2’).
2° Conditionnellement à A, la variable aléatoire X + X‘ -1 /Y est indépen-

dante de Y et a pour loi y (1 , (3’).
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Démonstration:

on intègre par rapport à x’ il vient :

2° Soient f et g deux fonctions boréliennes bornées et

Ona:

d’où :

LEMME 2. - Soient ce > 0, @ > 0, @’ > 0 et Y une variable aléatoire de
loi y (a, @).

1° Si A est un événement tel que P (A [ Y = y) = c i - a, exp - , , 1 c > 0,

ce’ > a, @’ > 0 et Y’ une variable aléatoire indépendante de Y et je A, de
loi y (a’ - ce, @) , on a : conditionnellemen t à A, 1- 1

= 

Y’ 
, 

est
Y Y + Y’ Y (Y + Y )

indépendante de Y + Y’ et a pour loi y (u’ - ce, fl’).
2° Si u’ > 0, u > u’ + 1 , X, X’ et X" désignent trois variables aléatoires

indépendantes et indépendantes de Y, de lois respectives y (u’, fl’), y (1 , #’)
et y (u - u’ - 1 , @’) et A = (XY  1  (X + X’) Y), on a : conditionnellement

à A, les deux v , a. Y - ) et X + X’ + X" sont indépendantes et on t
X + X + X

pour lois y (u - ce’, @) et p (u - u’, 2/fl’, 2/fl).

Vol. 25, n° 4-1989.
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Démonstration. - Soient f et g deux fonctions boréliennes bornées,
1 ~ _ _ - , .

et

avec ci = c (~i°‘~ r (cx’ - cx) r (a)) -1.
On pose

Le 1° du lemme 2 est ainsi établi.

2° D’une manière identique, on a :

avec c2 = [(~~’)°‘ r (a) r (a’) r (a - a’ -1 )~ r 1-
On fait le changement de variables x = x, t = x + x’, v = x + x’ + x" et

u = y - (soit x = x, x = t - x, y = u + 1 /v, x" = v - t), il vient :
x+x’+x"
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avec

On intègre par rapport à x :

On en déduit :

d’où le 2° du lemme 2.

3. APPLICATIONS

Soient (Xi et cx2 (resp. Pl et deux réels positifs (resp. strictement
positifs), et o deux marches aléatoires indépendantes telles
que :

(4) Xn (resp. Yn) a pour loi Pi) (resp. y (a2 + n, ~i2)), pour tout
n ?_ 0 (où y (0, P) désigne la masse de Dirac en zéro).
On note o la marche aléatoire à valeurs dans [R~ définie

par Zn = Yn), n ?_ 0, (H) la branche d’hyperbole équilatère incluse
dans 

Soient N = inf ~n >_ avec la convention inf0=0,

et

Alors les deux ensembles É et E sont disjoints E l ,
(On a donné dans l’introduction, une traduction géométrique des deux
événements Ê et El .)
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452 P. VALLOIS

Soient n ? 0. Les deux marches o et

(~n)n >_ o sont indépendantes et vérifient (4) avec ce[ = a2; oc2 = a + 1,
(3 i = ~32 et ~32 = (31. On note N’ = inf ~n > > 1 ~ . Alors E T = É’ et sur
cet ensemble on a N’ = N. Par conséquent :
(5) Le changement de ocl en oc2, oc2 en ocl + 1, (31 en 03B22 et 03B22 en 03B21, X en
, en ~, permet de ramener l’étude du cas Et à celle relative à Ê.
Dans la suite de cette note, on raisonnera conditionnellement à E.

PROPOSITION 2. - Soient o une marche aléatoire véri, f ’iant les
conditions (4) et N = inf ~n >_ Alors :

1 ° N es fini presque sûrement.
2° Conditionnellement à E :

(a) est indépendante de N et a pour loi (a2 - 03B11, 2/03B22, 2%(31).
(b) 1 est indépendante de N et de et a pour loi y (1 , 
On peut représenter les trois variables aléatoires intervenant dans

l’énoncé de la proposition précédente sur le dessin suivant :

Démonstration. - Puisque Xn et Yn tendent vers +00, lorsque n tend
vers + oo, il est clair que N  + oo presque sûrement.

Soient f, g et h trois fonctions boréliennes bornées et

On a :

où Il suffit alors d’appliquer le corollaire 1 avec :

X=Xn et 
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Remarque. - La probabilité de l’événement E est donnée par :

où ~i=1/, Jj3~ ~2~
D’après la remarque (5), on a :

Rappelons que

On en déduit que, lorsque 0, on a :

Mais Ka2 (z) + Ka2 ~ 1 Ia2 (z) = 1/z. d’où P (E) + P = 1.

Remarquons que 1 ); en particulier lorsque
a,=0, on a Xo=0 et 1.

Pour réaliser l’équation de convolution (1), il est commode de représen-
ter les deux marches aléatoires (Xn)n > o et o à l’aide de deux

processus à accroissements indépendants et stationnaires ((2), (3)).

Démonstration du théorème. - 1 ° On suppose oci > oc2 > 0.

(a) On a mi M = ~ (a2 + N -1 ) qui a pour loi, d’après la proposition 2,
(03B12- 03B11, 2/03B22, 2/03B21).

M) h (N) l~), alors :

D’où A = E [/ (Y (ai - a2))] E [g (Y (CX2 + N - 1)) h (N) 1 É]. D’après la propo-
sition 2, on en déduit que les v. a. ml M, MM 1 et N sont indépendantes
et le 3° du théorème.

(b) Alors :

Soient ~i=~i2, P= P2~

et A= ~XY  1  (X + X~) Y}. Il suffit

alors d’appliquer successivement le 1 ° du corollaire 1, le 1 ° du lemme 2 et

le 2° (ii) du lemme 1.
2° Supposons à présent : a2 > al + 1.

Vol. 25. n° 4-1989.
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(a) D’après la proposition 2, pour loi

~. ( - (oc2 - ocl), 2/~il, 2i(32), a pour loi

’Y (1, et conditionnellement à E, les trois v. a. m2 M, Z et N sont
indépendantes.
Mais

on en déduit que conditionnellement à E, la variable aléatoire
est indépendante de N, Z et m 2 M et a

pour loi y (oc2 - a 1-1, Pi). De plus

(bl On on a :

Soient 0=~ + ~ - 1. j3’=(31, (3=~i2, 

Y = ~ (a2 + n -1 ) et A = ~XY  1 On applique alors le 2°

du lemme 2; on en déduit l’indépendance des v. a. mi M, MM1 et N et la
loi de mi M et MM1, conditionnellement à Ë.

Démonstration de la proposition 1 . - On rappelle le résultat de Letac
et Seshadri [5] : .

Soient U2 et U trois variables aléatoires strictement positives,
indépendantes, U1 de loi y (a, [il), U2 de loi y (a, (32) et telles que les deux

variables aléatoires U et 1 aient même loi. Alors :
U2 + 1/(U1 + U)

(6) U a pour loi Jl ( - a, 2/[31, 2/(32).
On a :

De plus mi M et MM; sont indépendantes, i =1, 2, MM 1 (resp. MM2) a
pour loi y (oc, 03B22) (resp. y (a, Soient Ui, U2 et U trois v. a. indépen-

dantes telles que Ui = MM2, U2 = MMl et U = m2 M. On applique (6),
on en déduit que m2 M a pour loi 2/(31, 2/[32). Par raison de
symétrie, la loi de ml M est égale à 2/[32, 2/[31).
Remarque. - Afin de donner une extension aux théorèmes de Ray et

Knight sur les temps locaux du mouvement brownien ([4], [6], [7]), j’ai
introduit le temps d’arrêt T : T = inf { t > 1}, où L et L" désignent
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respectivement le temps local au niveau 0 (resp. a > 0) d’un mouvement
brownien (Br; t >_ 0) réel, issu de 0. Alors : BT = 0 ou oc, et

(7) conditionnellement à (resp. L~ (resp. LT) a pour loi
~ (o, 1/ce, 1/ce) (resp. Jl(I, l/cx, l/cx)).
Le lien avec les marches aléatoires est le suivant :

- On introduit la suite de temps d’arrêt o de passages successifs
du mouvement brownien aux niveaux 0 et a : 60 = 0, et

Alors :

(i) L62 n pour tout t de 
n, 03C32 n+ 1], Lt=L03C32n+ 1 pour tout t de

[cr 2 n + 1 03C32n+2], n~ 0. 

(ii) Soient 
n > (ii) 0. Soient X0= Y0 = o , Xn+1 = L03C32n+2 - L03C32 n, Yn+1 = L03B103C32n+2 - L03B103C32 n,
i2>_0.

D’après le (i), pour tout n >__ 0 on a : Xn + 1= La2 n + 1- La2 n et

Yn + 1- L’â2 n + 2 - I’â2 n + l’ et de plus la famille de variables aléatoires

1} est formée de variables aléatoires indépendantes, équidistri-
buées et de loi y ( 1, 2 a) .

n

On note et les deux marches aléatoires : Xn = L Xp

et Yp, n >_ 0. Ces deux marches vérifient la propriété (4) avec
p=o

et de plus et ~n = Lâ2 pour tout n > 0.
(iii) D’après (i) on a : 1 

~ ~~ ~ ~ ~ ~

(resp. = oc, T  + oo~ = U ~62 n+ ~ ’~ T  62 + 3~)~ et~ ~ 

et sur cet ensemble on a : (resp.

d’où :

et sur cet ensemble on a :

Soit N=inf{n~ 0/Xn Yn > 1}, alors :
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et sur cet ensemble, on a :

(resp.

et sur cet ensemble, on a :

La propriété (7) résulte alors de la proposition 2.
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