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Probabilités et Statistiques

ABSTRACT. - We obtain a precise relation between the three-parameter
Brownian motion and the Gaussian process whose covariance coincides
with the Green function of the first kind for the bilaplacian A2 defined on
the half-space R + x 1R2. Some consequences of this result are mentionned.

RÉSUMÉ. - On obtient une relation précise entre le mouvement
brownien à trois paramètres de P. Levy et le processus gaussien, admettant
pour covariance la fonction de Green de première espèce du bilaplacien
42 restreint au demi-espace x 1R2. Des conséquences de ce résultat sont
indiquées.
Mots clés : Mouvement brownien à plusieurs paramètres, fonctions biharmoniques, pro-

priété de Markov-simple, prédiction.

1. INTRODUCTION ET PRÉSENTATION DES RÉSULTATS

Découvert par P. Levy en 1945 [10], qui fonde sur lui de grands espoirs
(voir [11]), le mouvement brownien à plusieurs paramètres B (P), P E f~n,

Classification A.M.S. : 60 G 25, 60 G 60, 60 J 65, 35 J 40.
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352 A. GOLDMAN

n >_ 2, a connu jusqu’à présent un destin modeste; on pourra consulter la
bibliographie figurant à la fin de cet article pour un aperçu général des
travaux anciens et récents sur ce sujet. Comparé à l’essor formidable du
mouvement brownien indexé sur la droite, il fait indéniablement figure de
« parent pauvre ». La raison de cet insuccès relatif se situe à deux niveaux.
Au niveau conceptuel, une interprétation physique comparable à celle dont
on peut faire état pour le mouvement brownien indexé sur la droite

(théorie de la chaleur, théorie du potentiel, etc.) fait défaut. Au niveau
purement technique, une approche analytique manque également; les
méthodes habituellement employées pour l’étude des champs gaussiens ne
permettant pas de rendre compte des particularités de ce processus. En
conséquence, de nombreuses questions (dont certaines furent posées par
P. Levy lui-même, voir [12]) restent à ce jour non résolues. Plus particulière-
ment, les propriétés des trajectoires du mouvement brownien à plusieurs
paramètres sont incomplètement connues (voir [3], [6], [7] et [16]) la plupart
des recherches menées sur ce sujet n’ont conduit que vers des réponses
partielles, les quelques résultats « fins » dont on dispose ayant nécessité la
mise en place de moyens très élaborés masquant le plus souvent la véritable
nature du phénomène étudié (voir [6], par exemple).
Dans l’actuel travail nous établissons une liaison, qui nous semble

particulièrement prometteuse, entre le mouvement brownien indexé sur un
espace de dimension n >_ 3 impaire, et le laplacien itéré (n + 1 )/2-fois
(que nous noterons lo~). L’existence d’une relation de cette nature a
été pressentie depuis longtemps par H. P. McKean [8] sans être jusqu’à
présent explicitée. Nous ne traiterons que le cas n = 3, qui présente l’avan-
tage de simplifier les calculs, des extensions au cas n = 2 k + 1 quelconque
pouvant être également obtenues.
Pour comprendre la démarche qui nous a guidé, commençons par

rappeler que le mouvement brownien de P. Levy à n paramètres est le

processus gaussien centré, indexé sur f~n et caractérisé par la covariance :

(1.1) 
En prenant n = 1 on retrouve, bien évidemment, le mouvement brownien

« ordinaire » à temps réel et en particulier, lorsque s, l’écriture
habituelle :

(1 .2) E(B(t)B(s))={1/2)[~ t~+~s~-~ t--s~]=inf(s, t).
Malgré l’analogie apparente entre (1 . 1) et ( 1. 2) il existe entre ces deux

formules une différence tout à fait essentielle. Elle tient au fait que le

noyau Go (s, t) = inf(s, t) est la fonction de Green du « laplacien » sur R,
Do = cf- / dt2, associée à l’intervalle 1= [0, 1] et au problème aux limites
u (0) = (du/dt) ( 1 ) = o. Cette propriété, qui est responsable du caractère
markovien du mouvement brownien B (t), t >_ o, ne se retrouve pas au
niveau de l’expression (1.1). En effet, le noyau E (P, Q) = E (B (P) B (Q))
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353MOUVEMENT BROWNIEN À TROIS PARAMÈTRES

n’est pas une fonction de Green d’un opérateur différentiel elliptique défini
sur un domaine de l’espace Cela étant, on peut tout de même remarquer
que la distance euclidienne intervenant dans l’écriture de E (P, Q)
est, lorsque la dimension n est impaire, la solution élémentaire du laplacien
itéré 102, en particulier pour n = 3 il s’agit de la solution élémentaire
du bilaplacien A~. Cette particularité conduit à penser qu’une relation
entre le mouvement brownien B (P), et un second processus qui
serait canoniquement associé au bilaplacien, pourrait exister. Il est intéres-
sant de noter à ce propos qu’une situation semblable se présente dans le
cas scalaire pour le processus stationnaire d’Ornstein-Uhlenbeck
U (t) = e -~t B (e2’~t), t >_ 0, ~, > 0 fixé, dont la fonction de covariance

est une solution élémentaire de l’opérateur
D~ = a~ jdt2 - ~,2 sans être pour autant une fonction de Green. Cependant
si on introduit le processus gaussien centré non stationnaire O(t),
admettant pour covariance E (0 (t) 4 (s)) = exp ( - ?~ ~ t - s ~) - exp (~, (s + t))
la fonction de Green de l’opérateur Dx relative à l’intervalle I = [o, +oo[ [
et au probléme aux limites u (0) = u ( + CIJ) = 0, alors on voit immédiatement
que, à condition de prendre le processud O (t), t >_ 0, indépendant de la
variable aléatoire U (0), l’identité en loi

(1. 3) U (t) = e-’~t U (Q) + ~? (t), t >_ 0,

est satisfaite. Il en résulte, en particulier, que pour une version convenable
les trajectoires du processus U ne diffèrent de celles de 0 que par des
dérives « harmoniques » t - a exp ( - Àt) .
Nous démontrons qu’une situation analogue à ( 1 . 3) se retrouve au

niveau du mouvement brownien B (P) indexé sur le demi-plan
Hô = ~2 X [0, + oo [. Plus précisément, considérons le processus gaussien
centré V (P), P E Hci, défini par V(P)=0 lorsque et de

covariance

(1.4) 

P, Q E Hô BHo, où Q = (x, - t) est le symétrique du point Q = (x, t) par
rapport au plan Ho : à une constante multiplicative près, cette covariance
est la fonction de Green de première espèce du bilaplacien A~ restreint au
demi-plan Il existe alors deux autres processus Z (P), Y (P), P E Hô
vérifiant les propriétés suivantes :

(a) Les trois processus V, Z, Y sont mutuellement indépendants.
(P) On a l’identité en loi

(y) Les trajectoires du processus Z sont des fonctions harmoniques sur
celles du processus Y étant biharmoniques (c’est-à-dire elles sont

solution de l’équation A2 u = 0).

Vol. 25, n° 4-1989.



354 A. GOLDMAN

Cette identité reliant B et V sur Hri se prolonge à ~3 tout entier, avec
la formule

( 1. 6) B (P) = V’ (P) + t Z (P) + Y (P), 
le processus V’ étant une copie de V indépendante du triplet V, Z, Y. On
voit ainsi apparaître une propriété de réflexion, par rapport au plan Ho,
pour le mouvement brownien B (P), 
Dans la suite de notre travail nous explicitons une propriété de Markoff-

simple pour le processus V (P), P E Hri, sous la forme de l’identité en loi :

( 1. 7) V (P + (o, a)) = V’ (P) + WQ (P), 
dans laquelle :

(ce) le point est fixé;
(P) le processus V’ est une copie de V indépendante de la tribu ~ a

engendrée par les variables aléatoires V (x, t), xE!R2, 0 __ t __ a;
(y) les variables aléatoires W (P), P E Hri, sont mesurables pour la tribu

les trajectoires du processus Wa étant presque sûrement des fonctions
biharmoniques sur 

Les preuves des identités (1.5), ( 1 . 6) et (1 . 7) reposent, principalement,
sur deux types de résultats intermédiaires : (a) des formules de représenta-
tion de fonctions biharmoniques sur Hri à partir de leurs valeurs au bord
Ho; (b) des critères classiques assurant la continuité et précisant le compor-
tement asymptotique des trajectoires des processus gaussiens. Concernant
le point (a), l’unicité de la représentation, qui est un facteur essentiel ici,
pose quelques problèmes (le domaine n’étant pas borné). Il ne nous a
donc pas semblé inutile de détailler cette question au paragraphe prélimi-
naire (2.1). Indiquons également que l’identité (1.7) rejoint, dans une
certaine mesure, un travail fondamental de L. D. Pitt ([28], proposition
7.1; on pourra consulter également A. Benassi [23] et Yu. Rozanov [29])
développant une étude de la prédiction pour des processus gaussiens
associés, au travers de leur covariance, à des opérateurs différentiels
fortement elliptiques restreints à un domaine de l’espace euclidien. Cela
étant, les travaux de ces auteurs ne visent pas à étudier les trajectoires des
processus (ni, a fortiori, à utiliser leurs propriétés) les trajectoires envisagées
se limitant à des domaines à frontière bornée (ce qui ne correspond pas
au cadre de notre article).

Les décompositions canoniques ( 1 . 5) et ( 1 . 7) soulèvent à leur tour de
nombreuses questions. Ainsi par exemple, on voit d’après ( 1 . 5) que les
trajectoires du processus V ne diffèrent de celles du mouvement brownien
B que à des dérives biharmoniques près. On peut alors s’interroger sur
l’influence que peut avoir une telle dérive sur le comportement de la

trajectoire du processus V. Nous conjecturons qu’elle est de peu d’effet.
Pour être plus précis, considérons deux processus V = (V 1, ... , Vp),
B = (B1, ..., Bp) constitués respectivement de p-copies indépendantes de V

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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et B, alors il nous semble raisonnable d’énoncer :

CONJECTURE. - Soit K une partie compacte de RP, p >__ 1, on a

l’équivalence :

En d’autres termes les processus V et B ont les mêmes ensembles polaires.
Un autre point important auquel il serait bon de répondre, concerne

l’évaluation des probabilités de visite du processus V. Est-il possible de
caractériser [en s’appuyant par exemple sur la propriété de Markov ( 1. 7)]
les compacts K c RP, p >_ 1, qui sont visités avec une probabilité non
nulle? Existe-t-il un lien entre les probabilités de visite et l’équation
biharmonique (qui serait analogue à celui que l’on connaît entre
le mouvement brownien à indice scalaire et l’équation de Laplace Au = 0) ?
Quelle est la distribution du maximum de la restriction du processus V à
une partie bornée de Hri ?
Indiquons pour finir une conséquence facile des identités (1 . 5) et ( 1 . 7)

qui nous semble particulièrement frappante. On sait (voir [27]) que toute
fonction h qui est biharmonique sur un domaine U c 1R2, satisfait la
formule de la moyenne :

la boule B (P, E) de centre P et de rayon E>O étant inclus dans U, da
désignant la mesure de surface de la sphère S (P, E) = ôB (P, E).
Fixons E, a vérifiant 0  2 E  a. On voit alors avec ( 1. 5) et ( 1. 7) que

les processus

sont indépendants et identiquement distribués. Cette propriété est à rappro-
cher de l’énoncé analogue pour le mouvement brownien indexé sur la
droite, découlant de l’indépendance des accroissements et faisant intervenir
la moyenne « harmonique », notamment :
Les points E, a étant fixés, les processus

,
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sont indépendants et identiquement distribués.
Notons qu’une expression un peu différente de ( 1 . 9) peut être obtenue

en remplaçant la moyenne ME (h, P) figurant dans (1 . 8) par :

la boule B (P, R) de centre P et de rayon R étant inclus dans U, d~~ et
d6R désignant les mesures de surfaces normalisées des sphères S (P, r) et
S (P, R) centrées au point P et de rayons respectifs r et R. Finalement, on
pourrait songer à exploiter la propriété (1.9) pour construire une

« intégrale stochastique » associée au mouvement brownien à trois paramè-
tres ; une telle étude reste à faire.

2. PRÉLIMINAIRES

2.1. Quelques rappels concernant l’opérateur différentiel A2

L’essentiel de ce travail se situe dans le cadre des fonctions définies
continues sur un demi-espace fermé Hâ = I~2 x [a, + oo[, et biharmo-

niques sur le demi-espace ouvert Hâ = f~2 x ]a, + ce[. Nous poserons
encore : Ha = (~2 ~ ~ a ~, H~ _ ~2 ~ I - oo, ©] 
Pour tout point nous noterons P = (x, t), x e [R2, t >__ a. La distance

euclidienne entre deux points P, Q E H: s’écrit donc

avec

Convenons de désigner respectivement par Di, i = 1, 2, 3 les opérateurs
de dérivation partielle a/au, et P = (x, t), x = (u, v) ~ 1~2. Si f est
une fonction définie sur un demi-espace H: et P = (x, a) un point situé
sur l’hyperplan affine Ha, alors D3f(P) correspond à la dérivée à droite
au point P. Finalement, pour tout point P appartenant à la frontière au
(de classe C~) d’un domaine U c Hri, nous noterons par Dnf(P) la dérivée
au point P suivant la normale unité intérieure au domaine.
Une part importante de nos résultats repose sur le fait qu’une fonction

f définie continue sur Hri et boharmonique sur Ho peut se représenter,
sous certaines conditions que nous allons préciser, à partir de ses valeurs
limites :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



357MOUVEMENT BROWNIEN À TROIS PARAMÈTRES

selon la formule :

les noyaux de Poisson Ki (P) et K2 (P), intervenant dans cette expression
se présentant sous la forme :

Une étude assez complète des fonctionnelles obtenues en prenant des
produits de convolution de noyaux de Poisson par des fonctions définies
au « bord » d’un demi-espace, est présentée en [20] et [21]. Cela étant, les
résultats qui se trouvent exposés dans ces travaux ne permettent pas de
vérifier que les fonctions biharmoniques que nous allons considérer admet-
tent la représentation (2 .1.1 ). Les complications proviennent, bien évidem-
ment, du fait que le domaine Hô n’étant pas borné le problème de
Lauricella pour le bilaplacien n’a pas de solution unique. Commençons
par donner un critère assurant, sous certaines conditions de régularité, la
validité de la formule (2.1.1). Précisons, tout d’abord, quelques notations.

Soient, B (R) la boule ouverte centrée au point 
et de rayon R > 0, S (R) sa frontière et I : B (R) -~ B (R)~ c 1R3 l’inversion
de centre C (R) et de puissance R2. La fonction de Green du bilaplacien
f!2, pour le problème intérieur de Lauricella relatif à la boule B (R), s’écrit
([27], p. 37) :

Le point PeB(R) étant fixé, le laplacien de l’application Q -~ L (P, Q)
se calcule selon :

avec :

Vol. 25, n° 4-1989.
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et

la notation ( , ) désignant le produit scalaire de l’espace euclidien ~3.
Plus particulièrement, en prenant Q E S (R) on obtient :

Pour tout nous poserons

Ces points appartiennent à la sphère S (R) et on vérifie facilement les
propriétés suivantes :

et

si et R >_ c2, les constantes cl > 0 et c2 > 0 ne dépendant que
de 

si et la constante ne dépendant que
de P;

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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pour tout et les constantes c4 > 0 et cs > 0 ne dépendant
aue de P:

constantes et ne dépendant que de P.
Nous en déduisons le lemme suivant :

LEMME (2 . 1). - Soit f : Hô -~ f~ une fonction mesurable, bornée et

vérifiant :

Notons

où da (Q) désigne la mesure de surface de la sphère S (R). Alors on a :

Preuve du lemme. - Notons sRJ.
S+ (R) = { (y, s) E S (R); s > R } et soit (p (t) la fonction indicatrice de l’inter-
valle [0,1[ [ (cp (t) =1 si 4  t  1, cp (t) = 0 si t >_ 1). L’intégrale I (R, P) peut
se décomposer sous la forme :

avec :

Vol. 25, n° 4-1989.
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ou:

et: o

!

ou:

et

La fonction f étant bornée, on obtient, en appliquant le théorème de la
convergence dominée de Lebesgue, les valeurs limites suivantes :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
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Concernant les intégrales I+, I1 , M et N2, les conditions de domination
résultent respectivement de (2 .1 . 9) (i), (b), (g) et (e) et l’on conclut d’après
l’hypothèse (a) du lemme. Dans le cas de l’intégrale N1 la condition de
domination est assurée par (d) [en notant que l’on a :

R/(~2 _ ~ ~ ~’ I I 2) 1/2 c ~ /~ pour 2R y ~ ~ 2 ~ t si R > 2 t/3] la limite se déduisant
alors de (1) et de l’hypothèse (p) du lemme.
Considérons maintenant l’application Q - ~1L (P, Q). Le point

P - B (R) étant fixé, la dérivée normale D~ ~L (P, Q), calculée en un point
Q appartenant à la sphère S (R), s’écrit :

avec :

et

On établit, à partir des inégalités (2.1.9) une nouvelle série d’estimations
concernant les noyaux Ai(P, Q) et B ~ (P’, Q) . Les constantes 

i =1, ..., intervenant dans les expressions qui suivent ne dépendent que
du point P E Hci .
(2.1.19) (a) Ai (P, Q) = C i (P, Q) + D, (P, Q), avec :

et

(à) 
pour R >__ d3 et Il y Il  1 [on aura utilisé les majorations (2. 1 . 9) (a) et (ci ’)];

Vol. 25, n° 4-1989.
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si et R>_dlo;

fixés;

si 

(k) lim R3D2(P,RQ-(R,y))= lim 
R+oo 

P e Hô et 0  Il -_ 1 étant fixés;
(~ lim 

R ~ + ao

(m) ~ ~l’)) I si R >_ d21.
Les inégalités (2. 1 . 19) vont nous permettre de démontrer le résultat

suivant :

LEMME (2 . 2). - Soit f : R une fonction mesurable, vérifiant:
(oc) (. f (RQ) ( = O (R) lorsque R - + ~, pour tout Q E Hô ;
((3) limf(y, E) = f (y, 0) pour presque tout y E 1~2;

E 1 0

(y) Il existe Eo > 0 et fl : (~2 --~ (~+, une fonction intégrable pour la mesure
de Lebesgue sur fl~2, de sorte que l’on ait :
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Notons

en prenant pour da (Q) la mesure de surface de la sphère S (R). Alors on a :

Preuve du lemme. - Considérons à nouveau les sphères S - (R) et S + (R)
introduites lors de la preuve du lemme (2 .1). Soit cp (t), t > 0, la fonction
indicatrice de l’intervalle [0, 1[. L’intégrale J (R, P) se décompose sous la
forme :

avec :

avec :

Vol. 25, n° 4-1989.
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et

avec :

et

En appliquant le théorème de la convergence dominée de Lebesgue on
voit, avec l’hypothèse (a) du lemme (2.2), que les intégrales J+ (R, P),
J 1 (R, P), Mi(R,P), Ni(R,P), et N~ (R, P) convergent, lorsque
R -~ +00, vers zéro. Cela découle respectivement des points : (m), (b) et
(.~, (c) et (e), (d) et (/). (h) et (k), (j) et (k), de (2.1.19).
De même, les hypothèses (P) et (y) associées aux estimations (i) et (/)

de (2.1.19) conduisent, via le théorème de la convergence dominée de

Lebesgue, vers :

ce qui termine la preuve du lemme.
Les lemmes (2 .1 ) et (2 . 2) permettent, à leur tour, de formuler un critère

assurant la validité de la représentation (2 . 1.1 ) pour une fonction f
biharmonique sur le demi-espace H~ .
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PROPOSITION (2 . 1). - Soit f une fonction définie sur Hô et biharmonique
sur Hô . On suppose les conditions suivantes réalisées :

(oc) f(RQ) = O (R), lorsque R - + ~, pour tout Q E Hô .
(~i) Pour presque tout y E f1~2, la fonction ,f’(y, E) converge, lorsque E ,~ 0,

vers une limite g (y) E R.
(y) Il existe Eo > 0 et fl : ~2 --~ f~+, une fonction intégrable pour la mesure

de Lebesgue, de sorte que l’on ait :

( f (y, E) I (y) (I ~ y ~f 2 + 1~~~2 pour tout 0  E  Eo et tout y E ÈI~2.

(S) Les dérivées partielles Dif(Q), i = 1, 2, 3, sont bornées sur Hô et

l’on a :

{E) Pour presque tout y E f~2 la fonction f admet une dérivée à droite
0) = h {y) telle que :

Alors, dans ces conditions, la représentation (2. 1.1) est satisfaite.
Preuve. - Fixons P E Hô ; pour R pris suffisamment grand

{R > ~ I P ( ~ 2/2 t) le point P appartient à la boule ouverte B (R). La fonction
/ étant, en particulier, biharmonique sur le domaine borné B (R), sa valeur
f(P) au point P E B (R) se calcule explicitement à partir des valeurs limites
f (Q) et Q E ôB (R) = S (R) (d’après la solution du problème de
Lauricella, voir [27], p. 36, ou [22], p. 183) selon :

avec :

et

Les hypothèses (a), (p), (y), (3) et (E), figurant dans l’énoncé de la

proposition, impliquent que les conditions d’application des lemmes (2.1)
et (2.2) sont réunies, par suite il vient :
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et

ce qui démontre le résultat annoncé.
Précisons les représentations qui vont nous être utiles dans la suite de

ce travail. Soit :

la fonction de covariance du mouvement brownien de P. Levy indexé sur
1R3. Considérons également la fonction de Green de première espèce, pour
le bilaplacien, relative au domaine elle s’écrit :

où Q = {y, - s) est le symétrique du point Q = (y, s), s>O, par rapport à
l’hyperplan Ho.
Notons encore :

La fonction f (P, Q) étant biharmonique, séparément en P et Q, sur H;
nous allons établir, comme conséquence de la proposition (2.1), la formule
suivante :

PROPOSITION (2 . 2). - Pour tout choix de P = (x, t), Q = (y, s),
P, Q E Hri, on a :

Preuve. - Fixons la fonction Q -; f (P, Q) est définie continue
sur Hri et biharmonique sur Hri. En outre, des calculs simples permettent
de voir que l’on a :

(ce) f(P, RQ) = O (R), lorsque R -~ + oo, pour tout Q e Hô ;
(13) lim f (P~ (3’~ E)) =f(P, (y, 0)) = E (P, 0));

(Y) I(P, + 1), pour tout y E [R2 et tout 1, la constante
c > 0 ne dépendant que de P. Ainsi, la majoration (y), figurant parmi les
hypothèses de la proposition (2.1), est satisfaite (avec le choix

.Înl’) = 2 c/[~~ y ~~2 + 1]2).
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- "

avec P = (xi, x2, t) et Q = s). Il en résulte, en particulier, que :

(E) Pour tout y E (~2, la fonction Q - f(P, Q) admet une dérivée
adroite :

avec :

et :

On en déduit facilement que :

et

Toutes les conditions d’application de la proposition (2.1) étant réunies
on obtient l’identité :

Fixons maintenant Q E Hô puis considérons l’application P - fCP, Q).
Cette fonction est continue sur Hri et biharmonique sur Hri. Par ailleurs,
on remarque que l’expression intégrale figurant dans l’égalité (2 .1. 34) est,
pour tout x E 1R2 fixé, une fonction continue de t >_ o. Par suite, il vient :

De même, en dérivant l’expression intégrale (2 .1. 34)) (par rapport à t >_ 0)
on obtient :
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Notons finalement la symétrie f(P, Q) _, f (Q, P), P, Q E Hri. Une de ses
conséquences est de garantir (via l’étude qui vient d’être effectuée) que la
fonction P -i, f ’(P, Q) satisfait (Q E Hri étant fixé) aux conditions d’applica-
tions de la proposition (2.1). La représentation (2.1. 33) découle donc de
(2.1.1), (2.1.35) et (2.1.36).
La même démarche permet d’obtenir d’autres identités remarquables

qui nous seront utiles. La démonstration de ces résultats ne présentant
aucune difficulté nouvelle : pour l’essentiel il suffira de reprendre le raison-
nement indiqué dans la preuve de la proposition (2.2) en s’appuyant sur
les estimations qui s’y trouvent établis, nous nous contenterons simplement
d’en donner l’énoncé.

PROPOSITION (2.3). - (a) Pour tout 

on a :

(b) Pour tout P = (x, t) E Hô et on a :

(c) Posons : " > avec

P = (x, t), P, On a :

avec

et

Terminons ce paragraphe en rappelant que la fonction de Green du
bilaplacien, défini sur un demi-espace de 1R3, est une fonction de covariance
d’un processus gaussien. Cette propriété, qui est un cas particulier d’un
résultat général démontré par L. D. Pitt [28] (voir également [23]) dans le
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cadre des équations de type fortement elliptique, s’énonce comme suit :

PROPOSITION (2 . 4). - Soit Q - (o, a)j, P,
Q E Hâ , la fonction de Green du bilaplacien pour le demi-espace Hâ , a > o.
Fixons une suite finie Pi E Hâ , i =1, ..., n, de points distincts. On a alors :

(a) La forme quadratique ~ ~,i ~,~ Ga (Pi, Pj), ~,1, ...., ?~n E R, est définie
positive.

(b) La forme ~,1, - .. , ~,~ E (~,
est définie positive. 

~ ~ ~ 

Preuve. - Donnons une démonstration succincte : pour plus de détails
on se reportera à [28], chap. 3, 4, 5. Désignons par ~â « l’espace de
Sobolev » obtenu en complétant l’espace Cô {H~ ), des fonctions de classe
C~° à support compact inclus dans Hâ muni du produit scalaire:

la norme associée. L’espace de Hilbert (~â , ~ ~ . ~ lia) ainsi obtenu
admet un noyau reproduisant qui coïncide précisément avec la fonction
de Green Ga (P, Q). En particulier, pour tout point Q E fixé, la fonction
P - Ga (P, Q) = Ga (Q, P) appartient à La propriété de reproduction
implique trivialement l’identité

~ _i 
- - 

-7 
_ 

7 - - -7--7

d’où il résulte que la forme quadratique envisagée est positive. Pour voir
qu’elle est définie positive on fait appel à des fonctions {Hâ )
vérifiant : est le symbole de Kronecker) i, j = l, ... , n; les
points Pi, i =1, ... , n étant distincts de telles fonctions existent. Par suite,
on a :

ce qui, conjointement avec (2. 1.41), prouve notre assertion.
Pour démontrer le point (b), on considère le sous-espace vectoriel norme

~ô~ a ~ ~°ô~ obtenu en prenant l’adhérence dans de l’espace des
fonctions qui sont biharmoniques sur H: (c’est-à-dire vérifiant
02 cp = 0 sur Hâ ). On montre alors facilement que Go (P, Q) - G« (P, Q)
est le noyau reproduisant de l’espace de Hilbert (Yf5, a, ~ ~ ~ ~ ~ o) [on prolonge
Ga (P, Q) à Ht en posant On en déduit,
comme précédemment, que la forme quadratique
(2 .1. 43) ~ ~ ~ ~~ (Go (~’~~ ~ ) - Ga )) ~ ~ ~ _ ~ ~i ~; (Go Ga 

i = l, ..., n, est positive, puis qu’elle est définie positive à partir
des identités :
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les fonctions satisfaisant les relations ~r~ (Pi) = i, j, ..., n.

2.2. Propriétés des trajectoires de quelques processus auxiliaires

(A) Désignons par B2 (x), x E U~2, le mouvement brownien de P. Levy
indexé sur le plan. A une version du processus près, nous pouvons supposer
que les trajectories sont continues. La loi du loga-
rithme itéré de P. Levy ([13], p. 456) assure que l’on a :

Par suite les fonctions x ~ B2 (x; ~) K1 (x, t), t > o, sont pour presque
tout ~ E Q, intégrables sur 1R2 et le processus

est bien défini (trajectoire par trajectoire), en outre on établit trivialement
les propriétés suivantes :

PROPOSITION (2. 5). - (a) Le processus Y (P), P E Hô , est gaussien centré
avec, pour fonction de covariance :

(b) Les trajectoires P - Y (P, ~) sont, pour presque tout biharmo-

niques sur Hô et vérifiant :

(B) Le noyau

intervenant dans la formule (2.1.33), s’écrit plus simplement:
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Pour le voir, on peut faire appel aux transformées de Fourier classiques
(voir par exemple [30], p. 6) :

L’identité (2. 2. 7) (b) montre également que le noyau

[on note Q = {x, - s) lorsque Q = (x, s)], P, est une fonction de

covariance, la forme quadratique 03A303BBi03BBjH(PiPj) associée à un choix

Pi E Hci, i =1, ... , n de points distincts étant définie positive. Soit
Z (P, ~) = Z (P), P E Hô , le processus gaussien centré de covariance

E(Z(P)Z(Q))=H(P,Q). Posons U (P) = t Z (P), U(P)=0
pour PeHo. La covariance du processus U (P), P E Hri, coïncide évidem-
ment avec le noyau C (P, Q) et on vérifie facilement [cela découle triviale-
ment de (2.1.33) et (2. 2. 3)] les inégalités :

(2.2.8) , P, QEHci.
En vertu de (2 . 2 . 8) on peut supposer que les trajectoires P - U (P, o)

sont continues sur Hri (on pourra consulter [7] ou [25] pour des critères
usuels assurant la continuité des trajectoires). Il en résulte en particulier
que les trajectoires du processus Z (P), P E Hô sont continues également.
Cette propriété peut se renforcer considérablement. En effet, on a :

PROPOSITION (2. 6). - Les trajectoires du processus Z (P), P E Hô , sont
(presque sûrement) des fonctions harmoniques sur Hô .
Preuve. - Démontrons, dans un premier temps, le lemme suivant :

LEMME (2 . 3). - Pour tout a > 0 il existe SZa E E, P = l, de sorte que
l’on ait :

p

pour tout et tout En particulier, pour tout ~ E la

trajectoire P - Z (P, ~) est harmonique sur Hâ .
Preuve du lemme (2.3). - Commençons par établir que l’intégrale

intervenant dans la formule (2 . 2 . 9) est, pour presque tout bien
définie. En effet, les inégalités -(2.2.. 8) impliquent. l’existence (vair par
exemple ~25]; p: 48) de deux constantes a-> 0, A >=4, telles que l’on ait :

(2 . 2 .10) pour tout A > Ao,
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en posant

En se reportant vers l’écriture (2.2.6) de la covariance C (P, Q) on voit
immédiatement que pour tout b >_ 0, fixé, les processus b U (P) et U (b2 P),
P E Ht, sont identiques en loi. Par suite, avec (2.2.10), il vient :

Avec un choix de A >Ao, assurant la majoration oc A > l, la série de

terme général est convergente ce qui, avec les inégalités (2 . 2 .12) et
le lemme de Borel-Cantelli (partie triviale), implique aisément :

Comme par ailleurs on a pour tout et que
les trajectoires P - Z (P, co) sont continues sur H~ , nous déduisons de
(2.2.13) qu’il existe SZa E ~, P = 1, de sorte que pour tout S2â et

pour la fonction soit inté-

grable sur 1R2, l’intégrale

étant, pour tout (D E une fonction harmonique sur H~ .
Pour terminer la preuve du lemme (2. 3) il reste à établir l’égalité presque

sûre Z (P) = ZQ (P), P E HQ . Les trajectoires de ces deux processus étant
continues (presque sûrement) il suffit donc de voir que pour tout P EH:,
fixé, on a p. s., soit, ce qui revient au même, que
E (1 Z (P) - Za (P) 12) = 0. Un calcul explicite, reposant sur l’identité [pouvant
se déduire de (2. 2 . 7) (a) et (b)]
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donne:

ce qui, avec (2. 2. 6), permet de conclure aisément.
Le lemme (2. 3) implique la conclusion de la proposition (2. 6). En effet,

pour tout entier n >_ 1, il existe Q~ ci ~, P (5~,~) =1 de sorte que les trajectoi-
res soient harmoniques sur H ~~. Les trajectoires
P - Z (P, M e (~ sont donc harmoniques sur Hô tout entier.

(C) Désignons par V (P), P E Ht , le processus gaussien centré admettant
pour fonction de covariance :

La proposition (2.4) (a) assure qu’un tel processus existe effectivement.
Pour PeHo nous poserons V (P) = 0. D’après (2 .1. 33) il résulte [en notant
l’identité (2 . 2 . 3) et en tenant compte du fait que le noyau C(P, Q) défini
par (2. 2. 5) est positif] que l’on a :

Par suite nous pouvons supposer, à une version du processus près, que
les trajectoires P -~ V (P, o) sont continues sur Hri. On voit également, à
partir de l’écriture explicite de la covariance Go (P, Q), que pour tout b > 0
fixé, les processus b V (P) et V (b2 P), P E Hri, sont identiques en loi. On
peut donc reprendre, sans changement aucun, le raisonnement développé
au cours de la preuve du lemme (2. 3), duquel il ressort que l’on a :

Fixons maintenant a > 0, puis posons :
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D’après ce qui vien d’être dit, ces intégrales sont bien définies et les
propriétés suivantes peuvent être facilement vérifiées :

PROPOSITION (2. 7). - (a) Le processus Ra (P), P E Hô , est gaussien
centré, avec pour fonction de covariance :

avec

(b) Les trajectoires P - sont, pour presque tout 03C9~03A9, biharmo-
niques sur Hô avec :

(D) Le noyau

est, comme cela apparaît clairement d’après l’écriture de l’intégrale, une
fonction de covariance, la forme associée à
un choix de points distincts étant définie positive. Soit 

P E Hci, E (Sa (P) Sa (Q)) = S (P, Q) le processus gaussien centré correspon-
dant. Un calcul facile [reposant sur les formules (2 . 2. 7) (a) et (b)] permet
de voir que la covariance du processus t Sa (P), coïncide
avec le noyau

intervenant danns la formule (2.1 . 39).
Une version explicite du processus t Sa (P), P E Hô , est obtenue (on le

vérifie par un calcul de covariance) en posant (trajectoire par trajectoire)
t Sa (P, ~) = V (P + (o, a), ~) - V (P, ~) - Ra (P, c~) . On en déduit que Sa (P),
P E Hô , admet une version à trajectoires continues et que pour tout b > 0
et presque tout 03A9~ Q, les intégrales
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sont bien définies. Finalement, en reprenant l’argument de la preuve de la
proposition (2. 6), on obtient :

PROPOSITION (2. 8). - Pour tout b > o, il existe P (S~b) =1 de sorte
que l’on ait

pour tout et tout En particulier les trajectoires du
processus Sa (P) sont presque sûrement) des fonctions harmoniques sur Hô .

3. LE PRINCIPE DE RÉFLEXION POUR LE MOUVEMENT
BROWNIEN DE P. LEVY INDEXÉ SUR 1R3

Considérons les quatre processus gaussiens, centrés, indépendants,
suivants :

(a) E (BZ {x) BZ Cv)) - ( 1 I2) est un

mouvement brownien à deux paramètres;
(P) V (P), V’ (P), P E Hri, sont deux processus identiquement distribués

de covariance :

(y) Z (P), PeHoB E (Z (P) Z (Q)) = C (P, Q) est le processus à trajectoires
harmoniques introduit au point 2. 2. B.

Soit encore Y (P), P E Hci, le processus associé à B2 (x), x E f~2, selon la
formule (2 . 2 . 2). Nous pouvons alors énoncer :

THÉORÈME (3. D. - Le Drocessus B (Pl. P E f1~3_ défini Dar :

est un mouvement brownien de P. Levy à trois paramètres.
Preuve. - II suffit de vérifier que la covariance du processus B (P),

coïncide avec celle du mouvement brownien. En distinguant les
différents cas, cela revient à voir que l’on a [avec la notation (2 . 1. 31 )] :

Ces trois identités découlent, respectivement [tenant compte de la discus-
sion du paragraphe (2.2)] des formules (2.1.33), (2 .1 . 38) et (2 . 1 . 37).
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Indiquons quelques conséquences de ce résultat qui vont nous permettre
de percevoir plus nettement sa signification. On désignera par L (H +),
L (H-) les sous-espaces vectoriels fermés de L2 (Q) engendrés respective-
ment par les familles de variables aléatoires {B(P),P~H+0} et

THÉORÈME (3 . 2). (a) Le point P = (x, t) E Hô étant fixé, la variable
aléatoire Y {P) + t Z (P) appartient à L(H+)~L(H-) et coïncide avec la
projection de B (P) sur le sous-espace L (H-). Symétriquement,

n L (H - ) est la projection de B (P) sur L (H + ).
(b) Condi tionnellemen t à L (H + ) ~ L (H - ) les processus B (P), P E 

sont indépendants.
(c) Pour tout choix de points Pi E Hô et de scalaires ~,~ E R, i =1, ..., n,

la distance du vecteur au sous-espace L (H - ) vaut

exactement :

en particulier, avec le choix X = B (P), P = (x, t) E Hô , on obtient:

d (X, L (H - )) = t/2.

Preuve du théorème (3 .2). - Toutes les propriétés décrites par l’énoncé
du théorème (3 . 2) découlent de la décomposition (3.1) une fois vu que
les variables aléatoires Y (P) + t Z (P), appartiennent à

l’espace L’expression (2 . 2 . 2) montre clairement que
Y (P) appartient à la difficulté se situe donc au niveau
de la variable aléatoire Z(P). Examinons ce problème. Le point
P = (x, t) E Hô étant fixé, rappelons l’identité (2 . 2 . 9) :

r

D’après la formule (3 . 1), nous pouvons écrire Z (u, E), Me f~~, sous deux
formes possibles : 

.

En insérant ces expressions dans la formule intégrale rappelée ci-dessus
on obtient
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avec :

Les estimations données au paragraphe (2.2) montrent que toutes ces
intégrales sont bien définies, les variables aléatoires AÉ (P) et A; (P)
appartenant respectivement aux espaces L (H + ) et L (H -). Pour conclure à
l’appartenance L (H-) il suffit de vérifier que les variables
aléatoires C~~ (P) convergent vers zéro (lorsque 0) dans l’espace L2 (Q).
Cela ne présente pas de difficulté, car

et le dernier terme de cette inégalité converge (lorsque E ,~ 0) vers zéro.
On pourra noter que la formule (3.2) (c) permet de calculer le coefficient

de corrélation

mesurant le degré de dépendance entre B(P), P~H+0 et L (H -), soit

explicitement :

On constate que le coefficient de corrélation est toujours supérieur à

J2/2, il est constant sur les surfaces coniques d’équation t = a ~ ~ P ~ I,
~  rx  l, finalement il atteint son minimum sur la droite x=O où il vaut
exactement J2/2.
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4. PROPRIÉTÉS MARKOVIENNES DU PROCESSUS V (P), P~H+0

Fixons a > 0, le noyau g (P, Q) = 4 ~ Go (P + (0, a), Q (0, a)) - Go (P, Q)
est, d’après la proposition (2.4), une fonction de covariance. En termes
de processus ce fait se traduit par :

PROPOSITION (4. 1 ). - Soit V (P), P E Hô le processus gaussien centré de
covariance E (V (P) V (Q)) = 4 x Go (P, Q). Il existe alors :

(ce) Un processus gaussien centré Wa (P), P E Hô , de covariance

Un processus V 1 (P), P E H4 , identique en loi à V et indépendant du
couple (V (x, t), 0 _ t _ a; Wa (P), P E Hô );
tels que l’identité suivante soit satisfaite (égalité en loi entre processus).

On voit ainsi se profiler une propriété de type markovien. Notre objectif
consiste à identifier convenablement le processus Wa. La formule (2.1. 39)
permet de montrer que Wa est entièrement déterminé par le comportement
local de V (P), P = (x, t) 0  t _ a, au voisinage du plan Ha. Plus précisé-
ment, reprenons le processus Ra (P), défini par (2 . 2 .19) puis
considérons intégrale;

en vertu de (2.2. 19) et de la continuité des trajectoires du processus V,
ces intégrales sont bien définies. On obtient alors :

LEMME (4.1). - (a) Le point étant fixé, la suite (Sâ (P)), 0  E  a,
converge, dans l’espace L2 (Q), lorsque E ,~ 0, vers une variable aléatoire
S° (P).

(a) Le processus gaussien centré S° (P), P E Hô , ainsi construit, admet

pour fonction de covariance le noyau S (P, Q) défini par (2 . 2 . 22).
(y) En posant P = (x, t) E Hô , on obtient une

copie du processus Wa.
La démonstration de ce lemme repose sur des « manipulations

élémentaires » assez fastidieuses à écrire mais ne présentant pas, en fait,
de difficulté. Ainsi par exemple, pour établir le point (a), on introduit la
fonctionnelle
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puis on explicite l’écriture de l’intégrale

ce qui permet de voir que cette dernière converge vers zéro (lorsque s,

£’ -~ 0). Il en résulte que la suite (S4 (P)), E > 0, est pour tout

de Cauchy dans L 2 (Q) et converge donc vers une variable
aléatoire S° (P). Les points (P) et (y) se déduisent, de même, du calcul
explicite des espérances E (Sâ (P) Si (Q)), E (Sâ (P) Ra (Q)), P, Q E Hô , suivi
d’un passage à la limite.
Les processus Ra et Sa sont adaptés à la famille de variables aléatoires

~ a = ~ V (x, t), plus précisément, pour tout P E Hô , les
variables aléatoires Ra (P) et Sa (P) appartiennent au sous-espace vectoriel
fermé de L2 (Q) engendré par cette propriété découle directement du
procédé de construction.
Au niveau des trajectoires, nous savons d’après la proposition (2. 7) que

celles du processus Ra sont des fonctions biharmoniques sur Hri. Nous
avons vu également, au paragraphe (2.2), que le processus S2 admet une
version à trajectoires continues. Une telle version Sa peut être obtenue
directement à partir de S~ (consulter par exemple [25]) ce qui présente
l’avantage qu’elle sera encore adaptée à la famille ff a. Finalement, la

proposition (2.8) nous enseigne que les trajectoires de Sa sont, presque
sûrement, des fonctions harmoniques sur 
Résumons l’essentiel de cette discussion.

THÉORÈME (4. 1). - Pour tout a > 0, il existe une copie V1 de V, indépen-
dante de la famille et un processus Wa (P) = Ra (P) + t Sa (P) ,

adapté à tels que l’on ait l’identité en loi des processus :

(4 . 3) V (P + (o, a)) = V 1 (P) + Wa (P), 
Le processus Ra est entièrement déterminé par la restriction de V au plan

Ha (le présent). Le processus Sa ne dépend que du « passé immédiat ». Les
trajectoires de Wa sont des fonctions biharmoniques sur Hô vérifiant
V (P) = Wa (x, 0) p. s. pour P = (x, a) E Ha.
Terminons ce travail par un énoncé mettant en relief le rôle particulier

joué par la moyenne biharmonique des trajectoires.

THÉORÈME (4 . 2). - Fixons E, a tels que l’on ait 0  2 ~  a, alors les deux
processus suivants sont indépendants et identiquement distribués :

Preuve. - Pour les notations relatives à la moyenne biharmonique,
nous renvoyons à l’introduction. En vertu du théorème (3 . 1 ) et des
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propositions (2.5) et (2.6), les trajectoires du mouvement brownien
B (P), P E Hô , diffèrent de celles du processus V que à des fonctions

biharmoniques près; par suite on a l’identité presque sûre
V (P) - ME (V, P) = B (P) - ME (B, P), P E HE+ . Il suffit donc d’établir le théo-
rème (4.2) en prenant V à la place du mouvement brownien B. En
changeant au besoin de version du processus V, on peut supposer que
l’identité en loi (4.3) est en fait une identité presque sûre. L’application
P -~ V (P + (o, a)) - V1 (P) = VVa (P) est alors biharmonique sur H~ ce qui,
avec le choix E _ t [garantissant l’inclusion de la boule B (P, E), P = (x, t)
dans Hri] implique l’égalité

V (P + (0, a)) - V 1 (P) = ME (V, P + (o, a)) - ME (V I, P)
soit encore :

V (P + (0, a)) - ME (V, P + (0, a)) = V 1 (P) - ME (V I, P) p. s.,
d’où l’identité annoncée. La propriété d’indépendance repose sur la condi-
tion qui assure que la moyenne M~(V,P), P = (x, t), ne fait
intervenir que la restriction du processus V à la bande 1R2 x [0, a]; par suite
les variables aléatoires V (P) - M£ (V, P), P = (x, t) E sont adap-
tées à la famille ff a: elles sont donc indépendantes du processus V l’
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