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RÉSUMÉ. - Soient H une fonctionnelle réelle d’indice d’Hermite k et

X = ~Xt, un processus gaussien stationnaire sur IR- de covariance R (t)
vérifiant : 1- R (t) = t~ L (t), où L est à variation lente en 0 et 0  [i  2.

Si 1tn est la partition régulière de pas de l’intervalle fixe [0, 1] et V H, n
la H-variation de X le long de 1tn, nous étudions la convergence faible de

convenablement renormalisée, lorsque n --~ oo : si k (2 - (3) > 1, la
limite est gaussienne; si k (2 - [i)  1, la limite existe appartenant au k-
ième chaos de Wiener.

Mots clés : Processus gaussien stationnaire, H-variation, convergence faible, chaos de
Wiener.

ABSTRACT. - Let H be a real functional of Hermite index k,
X = {Xt, t E f~~ a stationary gaussian process with covariance R verifying:

Classification A.M.S. : Primaires : 60 F 05 et 60 G 15. Secondaire : 62 M 99.
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266 X. GUYON ET J. LEON

1- R (t) = t~ L (t) with L slowly varying at t = 0 and 0  (3  2. If 1tn is the

regular partition of mesh 1/n of the fix interval [0, 1], we study weak
convergence of the H-variation of X along well reduced, as n - oo: if

k (2 - [i) > 1 the limit is gaussian; if k (2 - ~3)  1 the limit is in the k-th
Wiener chaos.

Key words : Gaussian stationary process, H-variation, weak convergence, Wiener chaos.

I. INTRODUCTION

Soit X = {Xt, t E f~~ un processus gaussien à temps réel, centré stationnaire,
de covariance R. Soit a~n la partition régulière de [0, 1] :

et 0" X le processus à temps discret :

de covariance rn (~~ = rn (o)), de corrélation sn. Soit H une fonction mesura-
ble de I~ dans R. Décomposant H sur la base des polynômes d’Hermite
{Hj, on définit l’indice d’Hermite k de H comme le premier indice 1 tel

que la coordonnée de H sur H j est non nulle.
La H-variation de X le long de 1tn est définie par :

Nous étudions ici la convergence en loi, lorsque n - oo, de la variation
convenablement renormalisée. Suivant les cas, la loi limite sera non

gaussienne (dans le k-ième chaos de Wiener) ou gaussienne : le résultat

dépend d’une condition jointe sur X et H, X étant caractérisé par le

comportement local en 0 de sa covariance. Plus précisément, décrivons les
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267CONVERGENCE EN LOI

hypothèses sur X qui nous seront utiles :

On notera (~) la conjonction des trois hypothèses H-1-2-3. Les résultats
sont les suivants :

(i) si k (2 - [3)  1, X vérifiant {~P), la H-variation converge en loi vers
un élément du k-ième chaos de Wiener. De plus, la H-variation est

réductible à la ak Hk-variation où ak Hk est le premier terme du développe-
ment de H sur les polynômes d’Hermite (théorèmes 1 et 2).

(ii) si k (2 - [3) > 1 et si de plus X satisfait à la condition (H - 4), il y a

convergence gaussienne (théorème 3).
Nous traduisons ces résultats dans le cas particulier de la p-variation

(H (x) = ( x,p). Dans le cas de la variation quadratique (p = 2), nous don-
nons, dans le cas de la convergence non gaussienne (ici, k = 2, 3/2  p  2)
une caractérisation de la loi limite via ses cumulants (remarque II-3-1).

Cette étude repose sur les travaux de M. Rosenblatt ([3], [6]), M. Taqqu
([5], [8]), R. L. Dobrushin et P. Major [7], P. Major [10], P. Breuer et

P. Major [11] : ceux-ci portent sur l’étude de la convergence en loi de

fonctionnelles (non linéaires) d’un processus gaussien à temps discret, fixé;
la situation que nous étudions passe par l’examen d’une suite ~0" X~ de
processus à temps discret « approchant » le processus dérivé X [2] (de
covariance - R") de X sur le compact [0, 1]; les hypothèses que nous
faisons sur le comportement de la covariance R de X en t = 0 sont, en un
certain sens, duales de celles faites, dans les travaux ci-dessus cités, sur le
comportement, à l’infini, de la covariance r du processus à temps discret
étudié.

La convergence en moyenne quadratique de certaines H-variations est
étudiée dans [12], traitant également le cas où X est un champ sur R 2.
J. Ortega [13] généralise ces résultats en levant l’hypothèse de régularité
de la partition 1tn, donnant un critère de convergence presque sûre, et

examinant de nouvelles variations spatiales.
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268 X. GUYON ET J. LEON

II. NOTATIONS ET RÉSULTATS

IL 1. H-variations

Soit Y une variable gaussienne, réduite, H une fonction mesurable de
R dans [? vérifiant :

et sa décomposition sur la base des polynômes d’Hermite :

k (ici k > 2) est l’indice d’Hermite de H.

1er cas : k (2-03B2)  1 : Réduction de la H-variation à la ak Hk-variation et
convergence dans le k-ième chaos de Wiener

Notons :

THÉORÈME 1 (Réduction). - Soit X un processus gaussien sur R, station-
naire, vérifiant (H), H une fonction de R dans R satisfaisant (2-1), d’indice
d’Hermite k vérifiant:

Alors :

Soit P une mesure de probabilité, gaussienne, stationnaire, sur f~, de
mesure spectrale réelle G, de mesure aléatoire Za. Soit h : ~k -~ ~ une
fonction mesurable vérifiant :

Sous ces conditions, l’intégrale de Ito-Wiener de h

peut être définie (cf [10]). Remarquons que 

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



269CONVERGENCE EN LOI

Le théorème 1 nous conduit à étudier la limite en loi de la H-variation
renormalisée -

Si R" est intégrable sur I~, on notera Go la mesure spectrale admettant la
densité

Notons d’autre part Ko la fonction de R dans C :

THÉORÈME 2 (Convergence dans le k-ième chaos de Wiener). - Suppo-
sons que X, H vérifient les hypothèses du théorème 1, R" étant intégrable
sur R, Go, Ko définies par (2-6), (2-7).

Alors :

V [/Q

(b) Sn converge en loi vers ak Ik.

Pour j > 1, définissons la suite {p (j)} par :

~ p (j), j >_ 0~ est la covariance du processus des accroissements
du mouvement brownien fonctionnaire B d’indice

a (cf [9]).
Alors dès que l’indice d’Hermite k, de H, vérifie :

la série L p OY converge dès que l >_ k.
j ? 1

Notons alors :

Étant donnée la forme de ~p (j~~ et (2-1), on a :
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270 X. GUYON ET J. LEON

On a alors le résultat :

THÉORÈME 3 (convergence gaussienne). - Supposons que X vérifie (H)
et (H4), H vérifiant (2-1) d’indice d’Herminte k vérifiant :

Alors :

où 62 est donné par (2-11 ).
Par exemple, la condition (H4) est satisfaite pour

L (t) = a ( + o ( 1)) avec C  1 si oc > 0 et C  b°‘ si a  0.

IL2. p-Variations

Spécifions la forme de H :

Il est facile de voir que le rang d’Hermite de H est toujours k = 2, avec
pour premier coefficient a2 sur H2 :

On a :

Notons la p-variation pondérée de module de X par :

On a comme conséquence immédiate des théorèmes 1, 2, 3 :

COROLLAIRE. - Si H, bp sont définies par (2-12), si VPp, n représente la
p-variation pondérée (2-13) de X, si X vérifie (~), on a :

oû ~2 est défini par (2-11).
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271CONVERGENCE EN LOI

où I2, dans le 2e chaos de Wiener, est défini par le théorème 2.

II-3. Quelques remarques

II-3.1. Description de la variation quadratique limite par ses cumulants

Comme observé en II-2, la p-variation est réductible à la variation

quadratique dans le cas de convergence non gaussienne. Notons :

et W n la variable réduite, J la limite en loi de W n pour 3   2 et,
2

pour k >__ 2 :

Alors J est caractérisée par ses cumulants 2 :

Un calcul de ces cumulants directement à partir de la forme de J dans le
2e chaos de Wiener n’est pas aisé. Nous indiquons plus loin le schéma
d’obtention de cette caractérisation s’apparentant à la méthode développée
en [3] et [6] par Rosenblatt pour le temps discret.

11-3.2. La condition (H3) peut être affaiblie : par exemple, examinant

la variation quadratique sous la condition - 3  p  2, il suffit de supposer

R concave (ou convexe) sur [0, 1]. En effet, si t°‘ 1 Li (t) Ir n’est pas intégrable
en 0, on a :

On obtient cet ordre en remarquant que, pour la fonction à variation

régulière à l’infini

Vol. 25, n° 3-1989.



272 X. GUYON ET J. LEON

(cf théorème 1. 2.1 de [14]).

Il-3.3. L’examen du cas frontière : k (2 - [3) =1 peut conduire aux deux
types de convergence suivant l’intégrabilité ou non de ( R ") k en 0. Par

exemple, sous les conditions et (H-4) et dans le cas de la variation
quadratique, on a :

( R" ) 2 intégrable en 0, P= -: 3 convergence non gaussienne décrite dans
2

le théorème 4 vitesse inchangée par rapport à P > - J.
( R" ) 2 non intégrable en 0, P== -1 3 convergence gaussienne mais la vitesse

_

III. DÉMONSTRATIONS DES RÉSULTATS

On se place donc sous les conditions (~f) pour X et (2-1) pour H.

III-1. Démonstration du théorème 1 : (réduction si k (2 - j3)  1)

Ce résultat est l’analogue, à temps continu, de celui établi par M. Taqqu
([5], [7]) pour un processus X à temps discret. Si (Y, Z) est un couple
gaussien, à marginales réduites, et corrélé à p, rappelons que l’on a [4] :

Notant :

on obtient, sur la base de (3-1) :
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Quand il n’y aura pas ambiguité, on notera :

On a, d’après ( ~) :

Puisque k > 1, (2-3) implique P > 1 et donc la positivité de ( - R") au
voisinage de t=0. Soit 0  ~  1 t. q. sur ]0, ô[, R" soit positive
décroissante.

Soit ko + 1 le premier entier s t. q. : s (2 - (3) > 1.
Examinons la situation : k _ 1 __ ko

( - est alors intégrable et on a l’encadrement :

Sur [03B4 2, 1 , la continuité de R" et les conditions uniformes : |03B8nj|~ 1,

permettent d’approcher l’intégrale de ( 1- x) ( - R" (x))t sur [b, 1] par la
somme de Riemann (de [n ~] + 1 à n) définie comme en (3-5). On en
déduit :

(i) en ko :

Cette égalité jointe au fait que ~n = r~ (o) = 2 h~ L (h) permet de conclure
la partie (a) du théorème 1.

Si ~ ~o+l, (2014R/’)~ n’est plus intégrable et la partie dominante de la

est donnée par la somme en j = 2, j/ï5].
J=2, n n 

~ 

Utilisant alors la partie majoration de l’encadrement (3-5), on obtient,
pour n assez grand :
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et donc :

(3-1), (3-7), (3-8) conduisent alors à b)..

III-2. Démonstration du théorème 2 : (convergence non gaussienne de la
H-variation vers un élément du k-ième chaos de Wiener)

Le résultat du théorème 2 est, en partie, l’analogue, à temps continu,
de celui donné par R. L. Dobrushin et P. Major [7] pour un processus
fixe à temps discret. La situation diffère ici du fait que On X est un

processus à temps discret dont la structure évolue avec n. Dans la démarche

proposée en [7] les lemmes 2 et 3 restent inchangés, par contre le lemme 1
et la propositon 1 doivent être repris. La mesure spectrale Go par rapport
à laquelle sera définie l’intégrale de Ito-Wiener [10] ne possède pas, ici, de
propriété d’Auto-similarité. Go sera décrite en terme de R ".

Puisque la condition : k (~ - (3)  1 est réalisée, le théorème 1 permet
de réduire la H-variation à la ak Hk variation. Notons alors :

la mesure spectrale (sur ] - ~t, ~t]) de A"X
la mesure spectrale sur R, portée par ] - n x, n 7i:],

Utilisant la formule de Ito (c£ [1 0], p. 30) pour Hk (0394njX 03C3n), un calcul

direct conduit à :

avec

Soit la modification de la transformée de Fourier de la mesure :
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275CONVERGENCE EN LOI

Un calcul direct montre que :

LEMME 1. - Soit g 1 Rk ~ R la fonction définie par 1

Alors si : k (2 - ~i)  1, g est bien définie, continue partout et :

uniformément sur tout compact.

PROPOSITION 1. - Si R" est dans L1 ( (1~), alors tend localement

faiblement vers la mesure Go, localement finie, définie par la densité

spectrale :

si ~.o sont localement finies, on dit que ~,n tend localement faiblement

vers ~,o si pour tout fonction f continue â support compact,

J ‘~ J 
Le théorème 2 résulte alors, dans les mêmes termes que ceux de [7], de

la représentation (3.10) de Yn, des trois lemmes et de la proposition 1.
Démonstration du lemme 1. - Soit f : [ -1, 1]k x [ -1, 1] --~ ~ définie par:

Notons :

A ... , tk fixés, l’inégalité de Holder en x donne :

Vol. 25, n° 3-1989.
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g est donc bien définie. D’autre part, pour 0  E  1, fixé, on a :

dès que : ... , ~ tk I  M. g est donc continue partout.
Soit la fonction : [ -1, 1]~ x [ -1, 1] -~ (F8 ainsi définie

Un calcul direct donne :

Choisissons : 0~1/2, 0M~ et définissons :

L’égalité (3-4) montre alors que fn - f unif ormément sur E ( E, M). D’autre
part, f étant intégrable en x, on a, pour tout l = l, k :

On va obtenir un même contrôle relatif à fn, uniformément en

t1, t2, ... , tz. Sur [ - M, M], on a la première estimation :

ou
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Majorant ~(p) par ~(0) si /? ~ 2, par 2~ R (~2014~-~B " / /
3~|p|~ [n(M+1)] et n assez grand, on obtient :

et donc, uniformément en t1, t2, ... , tk sur [ - M, M]~,

où C ( E) - 0 si s -~0.
La deuxième partie du lemme 1 est alors une conséquence de (3-15), (3-

16), de la convergence uniforme de fn vers f sur E(E, M) et de la majoration
uniforme sur [ - M, M]k:

Démonstration de la proposition 1. - L’intégrabilité de R" sur R

implique : L n 1 r n (j)  oo . La mesure spectrale de A"X admet donc

une densité g~n~. Soit alors f une fonction réelle continue à support compact
et

Faisant le changement de variable y = nz, on obtient :

où : t

notant :
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le remplacement de g(n) par son développement dans donne :

Soit alors :

v uo

( - R "), qui est intégrable, est la covariance du processus généralisé Xt,
dérivée de X ’([2], p. 263), et donc go est la densité spectrale d’un processus
généralisé. Cette propriété peut s’obtenir également de façon directe : soit

..., am) E ~m, t 1, t2, ... , tm m-points distincts de lR, alors :

Il reste avoir que :

Soit E > 0. Cette convergence résulte directement des trois propriétés
suivantes, qui s’obtiennent en utilisant (3-4) :

uniformément en y sur tout compact (E > 0 fixé).

uniformément en y, sur tout compact..

111.3. Démonstration du théorème 3 (convergence gaussienne)

Par rapport aux théorèmes 1 et 2, on supposera que X vérifie l’hypothèse
supplémentaire (H-4) et : _

Pour un processus à temps discret, la convergence gaussienne d’une fonc-
tionnelle (non linéaire) d’un processus gaussien est démontrée par
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P. Breuer et P. Major [11]. La normalité limite de V H. n s’obtient en
identifiant les moments de V H. n. Le processus {xj,j= 1, n} considéré dans

[11] doit être remplacé, au pas n, par {x(n)j=0394njX 03C3n, j=1, n . La démons-
tration de [11] reste inchangée quant à sa partie combinatoire (formule
du diagramme). L’existence de la limite de la suite (n-1 Var(Vn n)) et la
non contribution, dans la formule du diagramme, des graphes irréguliers
résulteront des lemmes 2 et 3 ci-dessous; la démonstration du théorème 3
découlera alors de ces deux propriétés.

Soit pn (j), j ? 1, la corrélation du processus D’après (3-4) et ~f,
on a :

LEMME 2. - Supposons que X vérifie (H-4) et k (2 - ~i) > 1.
Soit s > 0 t. q. : k E  k (2 - (3) -1, et soit :

Il existe alors K (E), No (E) finis t. q. :

LEMME 3. - (a) Sous la condition pour X, pn (j) -~ p (j), j >_ 1 où
n

p (j), j >_ 1 sont définis par (2-8).
(b) Si de plus, X vérifie (H-4) et si k (2 - (3) > 1 et 1 > k, alors :

où c~j est définie par (2-10).
Démonstration du Lemme 2. - Soit b donnée par (H-4) et a= I-b,
Oa1

2  j _ [na] : on a, d’après (H-4), pour n assez grand
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[na]  j  n : soit E > 0 choisi comme indiqué dans le lemme 2. On a :

puisque : j-~  2 ha E.

pour n assez grand..
Démonstration du lemme 3. - (a) D’après (3-4) et (H1), j étant fixé

on a :

L étant à variation lente, on a :

(b) Il suffit de vérifier que :

L’existence de L (I) étant assurée par (3-17).
Or on a, d’après le lemme 2 :

avec (r (j)‘) sommable. La convergence recherchée résulte du théorème de
la convergence dominée et de (a).

IIL 4. S ur la remarque IL 3.1 : calcul des cumulants de la loi limite de la
variation quadratique réduite
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~ ~~, n Ci~~ 1 -1) [3], [6]) où les x2 sont indépendants. Un calcul
i=1, n

direct de la fonction cumulant de V2, n réduite donne :

avec

L’identification de la loi limite s’obtiendra à partir de l’étude de :

Pour ce faire, il faut d’une part démontrer l’existence des ck, d’autre part
vérifier que lim Ck. Le premier point est une conséquence de

n

l’intégrabilité en 0 de ( R ") 2. Quant au deuxième il s’obtient en remarquant
que l’on peut représenter :

avec

où fn converge uniformément, en dehors de l’origine, vers la fonction g
définissant c~, étant convenablement contrôlés autour de l’origine.
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