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Théorie du renouvellement pour des chaînes semi-

markoviennes transientes
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RESUME. - On considère des processus de Markov sur un espace
d’états M, invariants sous l’action d’un groupe de transformations sur M,
isomorphe a (~d.
Dans le cas de transience, un equivalent a l’infini du noyau potentiel

est obtenu, et ce en toutes dimensions, généralisant ainsi les theoremes de
renouvellement de Blackwell et de Ney-Spitzer pour les marches aleatoires
sur (~d.

Ceci s’applique a la fonction de Green d’un revetement abelien de variete
riemannienne compacte et a une large classe de marches aleatoires sur les
extensions compactes de f~a.

ABSTRACT. - We consider Markov processes with state space M, which
are supposed to be invariant under the action of a group of transformations
on M, isomorphic to [Rd.

In the transient case, an equivalent at infinity of the potential kernel is
given, in all dimensions. This extends the classical Blackwell’s and Ney-
Spitzer’s renewal theorems for random walks on This applies to the
Green function of an abelian covering of a compact riemannian manifold,
and to a large class of random walks on compact extensions of (~d.
Key words : Potential kernel, random walk, Martin boundary, semi-Markov processes.

Classification A.M.S. : 60 J 45, 60 K 05, 60 K 15, 60 J 50.
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508 M. BABILLOT

INTRODUCTION

Apres le grand développement des marches aleatoires sur [Rd au cours
des annees 60, est apparue la necessite d’etudier des processus dont les
accroissements ne sont plus independants, mais gouvernes par l’évolution
d’une chaine de Markov sur un espace de base X. Telles sont en effet les
marches aleatoires avec degres internes de liberte de Kramli et Szasz, les
fonctionnelles additives de chaines de Markov de Nagaev et Kesten, les
marches de Markov de Guivarc’h. On adoptera ici la terminologie de
chaine semi-markovienne, introduite par P. Levy dans le cadre de 1’etude
des sauts d’un processus additif, et reprise par Jacod :

Soit (X, L) un espace mesurable, une chaine de Markov homogene
(xn, d’espace d’etats X x [Rd est dite semi-markovienne si pour tout
état (x, 03BE), la loi de 03BE1 sous P(x, 03BE) est identique a celle de ç + Çl sous
P(x, 0) ~
Une marche aléatoire sur [Rd n’est alors autre qu’une chaine semi-

markovienne de base réduite a un point.
Les resultats de transience et de recurrence pour de tels processus,

obtenus par Jacod en dimension 1 et par Guivarc’h en dimension supe-
rieure fournissent le point de depart de cet article. Se plaçant dans une
situation de transience, et sous Fhypothese fondamentale de forte ergodicité
de la chaine de Markov sur la base, on developpe ici une theorie du
renouvellement pour les chaines semi-markoviennes. Notons pour cela P
le noyau de transition de (x", ~n)n >_ 0 et U le noyau potentiel :

Le nombre U ((x, ~), A x B) mesure alors le nombre moyen de visites de
la chaine semi-markovienne dans A x B, partant de (x, ~). Le principal
resultat de cet article est une estimation asymptotique de U ((x, ~), A x B)
lorsque B est un compact de [Rd et ç se trouve loin de B. Nous etendons
ainsi les theoremes de renouvellement de Blackwell (en dimension 1) et de
Ney et Spitzer (en dimension superieure) pour les marches aleatoires

sur I~d.
Decrivons a ce sujet les resultats classiques. En 1964, Spitzer donne un

equivalent du noyau potentiel pour une marche aléatoire centrée sur Zd,
d >__ 3. Le cas decentre est atteint deux ans plus tard par Ney et Spitzer.
Leur demonstration repose sur un théorème central limite local dont la

precision, et donc la difficulty se doivent d’augmenter avec la dimension
de l’ espace. Dans le cas centre (d >_ 3), le noyau potentiel

tend vers 0 comme lorsque x s’en va vers le
o
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509THEORIE DU RENOUVELLEMENT

point a l’infini de Dans le cas décentré (d ?_ 1), intervient de plus la
direction de convergence a l’infini : U (x, . ) se comporte comme x ~~1-d)/2
dans la direction de la moyenne, et tend exponentiellement vite vers 0
dans les autres directions. Ney et Spitzer obtiennent de plus un equivalent
uniforme en direction, ce qui leur permet d’identifier par homeomorphisme
la frontiere de Martin d’une marche aléatoire decentree a la sphere unite
de En 1965, Doney, et en 1969 Stam donnent ce meme equivalent sur

Ces resultats sont repris en 1984 par Carlsson et Wainger qui develop-
pent la notion de « cone de convergence » autour d’une direction. Mais
ils ne s’interessent pas au caractère uniforme de 1’equivaient, point crucial
pour obtenir la frontiere de Martin. Notons de plus qu’une hypothese de
bonne decroissance a l’infini de la fonction caracteristique de la loi de la
marche leur est necessaire; celle-ci n’intervenant pas sur le groupe discret

dont le groupe dual est compact.
Le passage des marches aléatoires aux chaines semi-markoviennes, decrit

dans une premiere partie, s’effectue grace a l’introduction de certaines
familles d’opérateurs. Ainsi, les opérateurs de Fourier generalisent la
notion de fonction caracteristique d’une probabilite et traduisent de
maniere concrete la structure abelienne du groupe (~d. Les operateurs de
Laplace, qui apparaissent de maniere naturelle pour des chaines semi-
markoviennes décentrées, permettent quant a eux la relativisation d’un
processus semi-markovien. Les proprietes de type probabiliste des chaines
(apériodicité, ergodicite) se transposent alors en proprietes spectrales
(valeurs propres simples, quasi-compacite) de ces operateurs. Grace a cette
traduction, le noyau potentiel peut s’exprimer comme la transformée de
Fourier de fonctions presentant certaines singularites a 1’ origine.

L’étude de telles intégrales fait l’objet d’une deuxieme partie. On y
enonce tout d’abord les principaux théorèmes [(2.6), cas centre, et (2.9),
cas décentré], puis, en vue de leur preuve, on decompose le noyau potentiel
en somme de deux termes :
- le terme principal, qui n’est autre que le potentiel d’un mouvement

brownien dans le cas centre, et celui d’un mouvement brownien avec
« drift » constant dans le cas decentre;
- et d’un terme résiduel qui s’étudie suivant les cas par integration par

parties ou au moyen du decoupement dyadique des integrales.
Cette approche, directe, ne repose donc pas sur un theoreme limite local,

comme chez Spitzer. Elle autorise de plus, dans le cas decentre, une etude
uniforme en direction, ce qui permet de decrire, sous des hypotheses de
nature topologique, la frontiere de Martin des chaines semi-markoviennes.
Elle permet enfin de retrouver les resultats sur le cone de convergence de
Carlsson et Wainger, tout en supprimant 1’ hypothese de decroissance a
l’infini de la fonction caracteristique.
Deux applications sont proposées dans une troisieme partie : la premiere

est une estimation a l’infini de la fonction de Green sur un revêtement
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510 M. BABILLOT

abélien de variété riemannienne compacte; la seconde donne un equivalent
du noyau potentiel pour une classe de marches aleatoires verifiant de
faibles hypotheses de regularite relativement a la mesure de Haar du

groupe sur les extensions compactes de On élargit ainsi a cette classe
la determination de l’ensemble H des fonctions harmoniques positives : H
etait connu pour des marches aleatoires de loi ayant une densité a support
compact.

Je suis très heureuse de pouvoir remercier ici Mme L. Elie et

M. P. Bougerol pour leur aide et leurs tres utiles conseils. Je remercie

également M. Y. Meyer pour le long entretien qu’il m’a accorde afin de
m’expliquer la methode du decoupement dyadique des integrales.
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NOTATIONS :
- produit scalaire sur ( ou x. y;
- 

- si a est une matrice définie positive, on note x I6 le nombre

- transformee de Fourier :

- si F est une fonction sur un espace produit X et ~ un vecteur
de F~ designe la translatee de F par S, : F~ (x, ~’) = F (x, ~ + ~’);
- pour tout élément a d’un banach E et tout a’ de son dual, on note

1’ operateur sur E :
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511THEORIE DU RENOUVELLEMENT

Si E est un espace de fonctions, et a’ = f ~ un element du dual ayant une
densite relativement a une mesure de reference x, on notera souvent pour
simplifier f p a au lieu de 

PREMIERE PARTIE :
LES CHAINES SEMI-MARKOVIENNES

A. Definitions, exemples

(1.1) Si (X, E) est un espace mesurable, on dira d’une chaine de Markov
(xn’ d’espace d’etats X x [Rd, homogène de noyau de transition P
qu’elle est semi-markovienne de base X si pour toute fonction F positive
sur X x [Rd et tout vecteur ç de [Rd,

C’est ainsi la propriété fondamentale des marches aleatoires d’invariance
par translation qui est étendue aux chaines semi-markoviennes. Cette

propriete a pour consequence les deux faits suivants : la chaine est

une chaine de Markov sur X dont le noyau de transition P apparait
comme l’image de P par la projection canonique (X X); l’accroisse-
ment 03BEn+1-03BEn a l’instant n ne depend du passe que par xn.
Une marche aléatoire sur [Rd n’est donc qu’une chaine semi-markovienne

de base réduite a un point. Donnons-en main tenant quelques exemples
non triviaux. Le premier apparait dans l’étude des chaines de Markov
elles-memes. Si est une chaine de Markov sur X, on peut s’intéresser
au nombre de passages de (xi) dans un ensemble mesurable A de X avant

n

l’instant n, soit a l’expression ~n = ~ fait, pour toute fonction
~=o 

/ n B

f mesurable de X dans il est aise de voir que le couple 

est semi-markovien (Nagaev [35]). Un tel couple peut etre mis en evidence
lors de 1’etude de series lacunaires : xn est la chaine de Markov associée a
la transformation z -~ z2 du cercle unite et la fonction f est prise égale a
l’identité de IRd (Guivarc’h [21]).

C’est dans le cadre des produits de matrices aleatoires que Kesten [31]
introduisit les « fonctionnelles additives » de chaines de Markov. Cher-
chant a estimer la quantité reelle X1x| I ou est

une suite de variables aleatoires indépendantes et de meme loi sur le

groupe lineaire GL (d, R) et x un vecteur de il fut amené a introduire

Vol. 24, n° 4-1988.



512 M. BABILLOT

la chaine de Markov auxiliaire sur la sphere unite de 

De la decomposition en somme

et de l’indépendance de Xn + ~ et de x" résultait le caractère semi-markovien,
de base Sd -1, du couple S (x)).

(1.2) Enfin, les chaines semi-markoviennes apparaissent de maniere
naturelle des lors que l’on s’interesse aux marches aleatoires sur les groupes
de Lie. Donnons-nous en effet un groupe de Lie connexe G et une suite

de variables aleatoires independantes et de meme loi a valeurs
dans G. Supposons de plus que le groupe G soit produit semi-direct de
deux sous-groupes S et T : T est distingue dans G et S agit par automor-
phismes sur T de telle sorte que la loi du groupe est donnée par la
formule : (t, s) (t’, s’) = (t (s . t’), ss’). Considérons alors les deux situations
suivantes :

(a) le sous-groupe T est isomorphe a La marche aléatoire droite
... Xn, dont le noyau de transition commute avec les transla-

tions a gauche par les elements de G, est en particulier invariante sous
l’action des elements de (~d. Puisque ceux-ci operent par translation :

( t, 1 ) (t’, s’) _ (t + t’, s’), la marche R n peut se voir comme une chaine semi-
markovienne de base S. La chaine de Markov en projection sur la base
est alors une marche aIéatoire droite sur S. Le groupe des dépIacements

ainsi que toutes les extensions compactes de [Rd offrent
un champ d’utilisations de cette situation. Ceci sera développé dans la
troisième partie.

(b) le sous-groupe S est isomorphe a C’est maintenant la marche
aleatoire gauche Ln = X n ... X 1 qui peut être vue comme une chaine semi-
markovienne, de base T. Ce cadre sera développé ultérieurement en vue
d’une etude de la compactification de Martin des espaces riemanniens
symétriques.

Venons-en maintenant a l’ensemble de conditions sous lesquelles nos
resultats ont lieu. Elles reprennent celles de Guivarc’h [21], Kesten [31].

B. Forte ergodicite de la chaine sur la base

( 1.3) On suppose qu’il existe une mesure de probabilite 7c sur l’espace
X qui soit P-invariante. L’operateur de transition P induit alors une
contraction de L1 (X, x), pour laquelle on exige que l’équation 
n’ait d’autres solutions que e‘g = l, et f constante 03C0-p. s. Cette hypothese

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



513THEORIE DU RENOUVELLEMENT

entraine Fergodicitc relativement de la chaine ( x")n > o : la tribu des

invariants est grossière. Le theoreme ergodique assure alors que la suite
des operateurs P" converge au sens de Cesaro pour la topologie faible des
operateurs vers le projecteur 03C0~1 (la fonction constante egale à 1 sur X

est notee 1). Une notion de forte convergence nous est necessaire, mais
ceci sur un espace de fonctions qui peut être restreint.

(1.4) DEFINITION. - Soit E un sous-espace de Banach de L1 (X, x),
contenant les fonctions constantes. Une chaine de Markov sur X, admet-
tant pour probability invariante x, est E-fortement ergodique si son noyau
de transition P obeit aux deux conditions suivantes :

(i) l’opérateur P laisse stable E;
(ii) la suite Pn converge en norme d’ operateurs vers le projecteur 03C0~1.

(1.5) Lorsque la chaine de Markov verifie Fhypothese (1.3), la condition
(ii) est réalisée si l’opérateur P est quasi-compact sur E, c’est-à-dire s’il

existe un entier no et un operateur compact K tels que On

sait en effet que de tels operateurs possedent les deux proprietes suivantes :
- toute valeur spectrale peripherique est une valeur propre et un pole

d’ ordre fini de la resolvante;
- les projecteurs spectraux associés a ces poles sont de rang fini

(Brunel-Revuz [10]).
Ainsi, si l’on sait de plus que P a pour seule valeur propre peripherique 1,

et que celle-ci est simple [condition (1.3)], le spectre de P (dans E) est

reunion disjointe du singleton {1}, et d’une partie de C contenue dans
une boule de rayon strictement inférieur a 1 [15]. Le calcul des operateurs
permet alors d’ccrire P comme la somme

ou Q est un opérateur sur E de rayon spectral inférieur strictement a 1.

En iterant l’égalité précédente, on obtient pour tout n de N :

d’où la forte ergodicite de P.
La réciproque est vraie de maniere évidente, la forte ergodicité de P

donnant simultanement la condition ( 1. 3) sur E et sa quasi-compacite.

(1.6) L’ espace de Banach E peut varier suivant les situations que l’on
envisage. Donnons-en quelques exemples :

(a) Si le noyau de transition P admet une densite p relativement a la
mesure invariante x strictement positive, alors P obeit a la
condition (1.3) [22]. Supposons de plus p bornée; dans ce cas, P est de
carré compact dans E = L°° (X, x). Si maintenant p est de carré intégrable,
I’opérateur P est de Hilbert-Schmidt, donc compact dans E = L2 (X, x).
Enfin, si pest minorée partout par une constante strictement positive,

Vol. 24, n° 4-1988.



514 M. BABILLOT

l’opérateur de transition P obeit à la condition de Doeblin et est quasi-
compact sur l’espace des fonctions bornées de X (Revuz, [38]).

(b) Lorsque X est un groupe compact, et P le noyau de transition d’une
marche aleatoire de loi  sur X, la forte ergodicité de la chaine 
sur l’espace des fonctions continues est équivalente a 1’etalement de la
mesure ) sur X [23].

(c) Supposons enfin que X soit un espace metrique compact et que P
possede la propriété de contraction de Doeblin-Fortet. Le théorème de
Ionescu-Tulcea-Marinescu donne la quasi-compacite de P sur l’espace E
des fonctions lipschitziennes (Norman [37], Guivarc’h [22]).

(1.7) Cette dernière situation ne sera pas envisagée dans le present
travail. Sauf mention du contraire, E est un espace « usuel » de fonctions,
a savoir LP(X, x), pour 1 _p  oo, ou les fonctions bornées ou encore

l’espace des fonctions continues sur X, si X est topologique compact. Dans
ce cas le cone des fonctions positives ou nulles permet de munir E d’un
ordre partiel qui en fait un treillis de Banach au sens de Schaeffer [41], a
savoir :
- pour tout couple de fonctions positives ( f, g) de E x E telles que

- pour tout couple ( f , g) de E x E, les deux fonctions max ( f , g) et

min ( f , g) appartiennent a E.
Cette remarque aura d’importantes consequences sur le spectre des

operateurs qui seront positifs sur E, c’est-à-dire ceux qui conserveront le
cone des fonctions positives.

C. Adaptation, changement de section et operateurs de Fourier

( 1. 8) Changement de section.
Soit une chaine semi-markovienne sur X x Si g

est une fonction de X dans les propriétés de transience et de

~n - g (xn) sont essentiellement les mêmes. Ceci conduit a introduire la

notion de g-changement de section. On appelle ainsi la nouvelle chaine
semi-markovienne construite a partir de g de la manière suivante :

Un g-changement de section correspond donc a un changement d’ origine
sur chaque fibre. On considérera plus particulierement les g-changements
de section réguliers, c’est-à-dire ceux pour lesquels les coordonnées de g
appartiennent a E.
On notera les objets attaches a cette nouvelle chaine avec un g en

exposant a gauche. Ainsi, ~P désigne le noyau de transition :

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



515THEORIE DU RENOUVELLEMENT

(1.9) Adaptation.
Il apparait naturel de supposer que, a un changement de section près,

la chaine ne reste pas dans un sous-espace de [Rd. On dit que
la chaine semi-markovienne (xn, 03BEn)n~0 est adaptée, (resp. apériodique),
(resp. irréductible), si, pour toute fonction g intégrable de X dans et

pour tout sous-espace vectoriel (resp. sous-espace affine) (resp. demi-
espace) H de on a :

(1.10) Operateurs de Fourier.
Lorsque ( ~n)n > o est simplement une marche aléatoire de sur [Rd,

1’aperiodicite de j se lit sur sa transformee de Fourier ~, : celle-ci ne vaut
1 en module qu’au point 0 de [Rd. C’est sur les propriétés spectrales de
l’opérateuf de Fourier P03BB, qui generalise 1’ operateur de multiplication par
~, ( ~,), que l’on pourra voir 1’ aperiodicite de la chaine semi-markovienne.
On definite pour tout A de P’ par :

(1.11) Supposons que la chaine semi-markovienne ne soit pas aperiodi-
que. Il existe donc une fonction g integrable de X dans un sous-espace
H, et un vecteur A orthogonal a H tels O)-p. s. Ie

produit scalaire  ~, ~ ~ 1- g (x 1 ) + g (x) ~ soit constant. Soit 8 ce nombre.
Pour un tel A, on a :

et la fonction e-i03BB.g apparait comme un vecteur propre de l’opérateur de
Fourier P’. On trouve de fait les deux equivalences suivantes
(Guivarc’h [22]) :

Soit une chaine semi-markovienne dont la chaine en projection
sur la base verifie la condition ( 1. 3).

(a) P est adapté si et seulement si, pour tout A non nul, 1 n’est pas
valeur propre de P’~.

(b) Pest aperiodique si et seulement si, pour tout A non nul, P’ n’admet
aucune valeur propre de module 1.

(1.12) Condition S (E).
L’apériodicité de P interdit donc l’existence de valeurs propres de

module 1. On cherche maintenant a eliminer les valeurs spectrales de
module 1, en se restreignant éventuellement a l’espace E sur lequel la
chaine de base est fortement ergodique [cf ( 1.4)J. D’ou la :

Condition S (E) : pour tout 03BB de l’opérateur de Fourier P03BB définit
une contraction de E pour laquelle toute valeur spectrale peripherique est
valeur propre.

(1.13) Rayon spectral de l’opérateur de Fourier.

Vol. 24, n° 4-1988.
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La condition S ( E) se trouve realisee des que P’ est quasi-compact
sur E (1.5)]. Notons que l’application (03BB ~ P03BB) étant une pertubation
continue de 1’ operateur P, 1’ operateur P’ reste quasi-compact
lorsque A est proche de 0. Ainsi, la condition S (E) ne porte que sur les
valeurs de A qui sont loin de 0. D’apres ce qui precede, nous avons :

Si P est un noyau semi-markovien apériodique vérifiant la condition S (E),
pour tout A non nul, le rayon spectral de l’opérateur de Fourier P03BB est

strictement inférieur d 1 (sur E).

(1.14) Une propriété importante de la transformee de Fourier sur [Rd
est qu’elle transforme la convolution des mesures en multiplication des
fonctions caracteristiques. De l’invariance par translation des noyaux semi-
markoviens, resulte un phenomene analogue : 1’ operateur de Fourier asso-
cie au noyau itere Pn est 1’ operateur de Fourier itéré n fois. On montre en
effet par recurrence sur n que :

(1.15) Terminons ce paragraphe sur la remarque suivante : si l’on rem-

place le noyau de transition P par le nouveau noyau 1, le

noyau potentiel est tres peu modifie : U 1 = Id + U. Cette trans-
o

formation n’affecte pas non plus les proprietes de P. Par exemple, les

noyaux en projection P1 et P sont simultanement E-fortement ergodiques,
les opérateurs de Fourier se deduisent l’un de l’autre par la meme trans-
formation (( 1.14)), et obéissent en meme temps a la condition S (E).
Son interet est le suivant : en utilisant la caractérisation (1.11), on peut
montrer [2] que, si P est adapte, P1 est aperiodique. Ainsi, quitte a
remplacer P par Pi dans 1’etude du noyau potentiel, on pourra utiliser
1’ hypothese d’ adaptation au lieu de celle d’ aperiodicite.

D. Moments et Operateurs de Fourier

(1.16) Moments, hypothese de centrage.
On fixe maintenant un espace de fonctions E contenu dans L~ (X, x)

sur lequel la chaine de Markov est fortement ergodique
[Definition ( 1.4)]. Nous dirons qu’une chaine semi-markovienne admet un
moment d’ordre p, p si pour tout element f de E, la fonction de x

E(x, o~ [ ~ ~ 1 ~ appartient a E.
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Lorsque p = 2, on note M ( resp. 03A3), l’ opérateur moyenne ( resp. énergie) :

Si l’on ecrit l’influence d’ un changement de section g sur 1’ operateur M,
on trouve la relation :

Le vecteur gM1|03C0~ est par consequent un invariant de la chaine semi-
markovienne.

Lorsque la chaine est E-fortement ergodique, nous avons l’égalité

l’indusion Im (Id - P) c Ker ~Q 1 étant vraie des que Ia mesure x est P-
invariante. Il est donc possible dans ce cas de trouver un changement de
section régulier g tel que ( Id - P) g =  M 1 ~ ~ ~ - M 1, soit

~M 1 = : M l l ~ ~. Ceci justifie la

(1.17) DEFINITION. - Soit une chaine semi-markovienne de

base X ayant un moment d’ordre 1. Si la chaine est E-fortement

ergodique, il existe un et un seul element g de E tel que l’image de la
fonction 1 par l’opérateur moyenne associe au g-changement de section
soit identiquement egale au vecteur ( M de Ce vecteur sera

appele moyenne de la chaine semi-markovienne, et sera note m. La chaine
sera dite centree si sa moyenne est nulle.

(1.18) On veut maintenant preciser le lien entre l’hypothèse d’adaptation
et l’inversibilité de la matrice ( E C’est le but de la :

PROPOSITION. - Soit une chaine semi-markovienne adaptée ayant
un moment d’ordre 2. Pour tout g-changement de section régulier, la matrice
symétrique g03A31|03C0~ est définie positive.

Preuve. - Si est adaptée, est adaptée [cf
definition (1.9)]. II suffit donc de montrer la proposition pour (X")" > o.
Soit donc la matrice (L consideree comme forme quadratique sur

et appliquons lui un vecteur h de Nous avons

L’existence d’un vecteur h non nul tel 1 I ~ ~ (h) = 0 entraine l’exis-
tence d’un sous-espace vectoriel H, a savoir (h)~, tel 

Ptx, o~ P. s., ~ 1 eH, ce qui est contraire a l’hypothèse d’adaptation.

(1.19) Matrice energie.
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La definition (1.18) dit essentiellement que l’on peut associer a une
chaine semi-markovienne vérifiant de bonnes hypotheses un g-changement
de section canonique pour lequel la moyenne est constante. On appellera
matrice énergie (notée 6) la matrice g 03A31|03C0~. Celle-ci est définie positive
si la chaine semi-markovienne est adaptee, d’apres la proposition ( 1. 18).

(1.20) La regularite de la transformation de Fourier est reliée a I’existence
de moments de la chaine. Si P admet un moment d’ordre p entier,
l’application a valeurs opérateurs ~, --~ P’~ est de classe CP, et pour p
superieur ou egal a 2, nous avons, en notant D la differentiation par
rapport a ~, :

(1.21) Pertubations
Ce lien peut être affine en faisant usage de la theorie des pertubations

d’operateurs (Kato [29]) : supposons P fortement ergodique, alors

[c. f. (1.5)]. Puisque l’application (~, -~ P’~) est une pertubation continue de
P, les prorpietes spectrales de P’ sont essentiellement les memes que celles
de P, si A est proche de 0. En particulier, il existe un voisinage U de 0
dans [Rd tel que, pour tout A de U, on ait :

ou:

- k (À) est la valeur spectrale de plus haut module de l’opérateur de
Fourier P’~. C’est une valeur propre, et elle est isolée dans le spectre de
P’.
- p~ est le projecteur spectral associé à k (~,). Il est de rang egal a 1, et

s’ecrit donc p03BB = 03C003BB Q of est un générateur du sous-espace propre, et
~t~ un élément du dual de E, P~-invariant normalise pour cp~ ~ =1.
- Q~ est un opérateur de rayon spectral strictement inférieur a 1.

L’étude du renouvellement introduit la somme Lpn. L’intérêt de la

decomposition ci-dessus reside dans le fait qu’elle permet une ecriture
explicite de la singularite en 0 de la resolvante

(cette resolvante est bien definie, pour ~, non nul, des que le noyau P

semi-markovien est apériodique et vérifie la condition (S (E)), puisque l’on
sait alors que le rayon spectral de P’ est strictement inférieur a 1 (1.13).

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



519THEORIE DU RENOUVELLEMENT

En effet :

et:

(1.22) La proposition suivante donne le développement en 0 de la

fonction ~, -~ k (À).

PROPOSITION (Guivarc’h [22]). - Soit une chaine semi-marko-
vienne adaptée, ayant un moment d’ordre 2. On suppose la chaine 
de base E-fortement ergodique. Soit k (~,) la valeur propre de plus haut
module de l’opérateur de Fourier définie au voisinage de 0. Alors :

oli o est la matrice énergie introduite en (1.19).
Si de plus la chaine admet un moment d’ordre p, l’application k est de

classe Cp.

E. Moments exponentiels et transformee de Laplace

Nous aurons egalement besoin de la notion de moment exponentiel, que
nous définissons maintenant.
On se donne E un treillis de Banach [cf (1.7)] sur lequel la chaine de

base o est fortement ergodique.

(1.23) DEFINITION. - On dira d’une chaine semi-markovienne (xn, 
qu’elle admet un moment d’ordre exponentiel si pour tout r 

l’application qui a toute fonction f de E fait correspondre la fonction Erf:

15

est un opérateur borne de E.

( 1.24) Transformee de Laplace.
Lorsqu’une chaine semi-markovienne admet un moment exponentiel, il

est possible de definir un prolongement analytique de la transformation
de Fourier, a savoir la transformation de Laplace : a tout z de ~a, on
associe 1’operateur de Laplace, PZ, defini par :

ou:

si z = u + i X, ~, E u E f~d.
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Lorsque z est imaginaire pur, on retrouve 1’ operateur de Fourier P’~
(Attention ! Par contre, si z est reel, on obtient de nouveaux
opérateurs, qui sont positifs.

Interessons-nous au spectre de ces opérateurs. Supposons en effet que
l’on connaisse un vecteur u de (~d pour lequel il existe une fonction cpu
strictement positive et PU-invariante. De l’invariance par translation des
noyaux semi-markoviens résulte que la fonction produit sur

X x f~d : Hu (x, ç) = cpu (x)eu ~ ~ est harmonique pour le processus initial, et

que le noyau relativisé defini par :

reste semi-markovien. L’étude de ces noyaux peut donc conduire a de
nouvelles informations sur P. Nous sommes par consequent amenés a
introduire le rayon spectral de l’opérateur Pu, que l’on note r(u). Les
propriétés de r sont énoncées dans la :

( 1.25) PROPOSITION. - Soit une chaine semi-marko-
vienne adaptée ayant un moment d’ordre exponentiel. Supposons la chaine
de base o E-fortement ergodique. Alors :

(a) la fonction u -~ r (u) est logarithmiquement convexe;
(b) si m est la moyenne de la chaine (1.17), et a la matrice énergie (1.18)

de la chaine r’ (0) = m, r" (0) = ~;
(c) si o est irréductible [définition (1.9)], la norme de Pu tend vers

l’ infini lorsque u tend vers l’ infini.
Preuve - (a) Soit donc E l’espace de Banach sur lequel est

fortement ergodique; on rappelle, suivant ( 1. 7), que E est égal a LP (X, 03C0),
1 -_p _ oo, ou bien a C (X) si X est topologique compact. Pour toute
fonction cp positive de E, pour tout couple (u, u’) appartenant a ( f~d) 2 et
pour tout t de [0, 1], nous avons :

en vertu de l’inégalité de Holder. Puisque E est un treillis de Banach, qui
de plus verifie

on peut encore ecrire 
II

d’ ou la log-convexite de 1’ application Le (a) découle mainte-
nant des deux egalites:
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(b) I1 suffit de se placer au voisinage de 0, pour lequel on sait que
l’opérateur P" reste quasi-compact. Ainsi, le spectre de P" est constitue
d’une valeur propre isolée k (u) et d’une partie de C contenue dans une
boule de rayon strictement inférieur a 1. Puisque l’opérateur P" est positif,
k (u) est un nombre reel positif, et est donc égal a r (u). Un calcul analogue
a celui de la proposition ( 1.22) conduit aux deux egalites du (b).

(c) Il est aise de voir que pour qu’une fonction convexe f tende vers
l’infini, il suffit que pour tout s de la sphere unite, on ait :

Soit donc s fixe. D’apres l’irréductibilité de la chaine semi-markovienne, il

existe un ensemble A de x-mesure positive et deux nombres El et E2 tels
que, pour tout x de A :

Onaainsi:

Donc tend vers l’infini lorsque t tend vers l’infini. Maintenant,
de l’inclusion continue de E dans L~ resultent les incgalites:

et donc ~Pts ~ tend vers l’infini en même temps que t.
De la remarque ci-dessus découle le (c) de la proposition.
La proposition (1.25) conduit a differencier entre les cas centre et

decentre. Si en effet m = 0, la fonction convexe r voit son gradient s’annuler
en 0. Comme r"(0) est definie positive, r a pour minimum 1, atteint au
seul point 0. Si par contre m est non-nul, l’ensemble D des u de jRd tels
que le rayon spectral de 1’operateur Pu soit strictement inferieur a 1 est

un ouvert convexe non vide. Tout element du bord

donne lieu a un opérateur Pu susceptible d’admettre un element invariant,
et donc éventuellement a une fonction Hu harmonique. L’étude du renou-
vellement de la chaine semi-markovienne montrera la trivialite des fonc-
tions harmoniques positives dans le cas centre, et au contraire l’existence
de fonctions harmoniques positives non constantes dans le cas decentre.
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(1.26) Il faut maintenant associer a tout element u de a D un element

03C6u qui soit Pu-invariant. Pour cela, on considère le sous-ensemble de ~D :

a D* _ ~u E a D; Pu est quasi-compact sur E~.
Nous avons le :

THÉORÈME. 2014 Soit E = Lp (X, 03C0), avec F = Lq (X, 03C0), où 1 + 1 =1 ( F est
p q

~e dual de E si p  + oo ).
Soit o une chaine semi-markovienne ayant un moment exponentiel,

et dont la chaine de base (x")n > o est E-fortement ergodique. Soit ~D*
l’ensemble défini ci-dessus. Alors, pour tout u de a D* :

(a) r (u) =1 est valeur spectrale de Pu et est un pole de la résolvante.
(b) 1 est l’unique valeur spectrale de module I de l’opérateur Pu. Le sous-

espace spectral associe est de dimension 1, et est engendré par un element
s. strictement positif

On note cpu le générateur positif tel que x ( cpu) =1.
(c) L’opérateur adjoint de Pu dans le dual topologique de E laisse stable

F. Sa restriction a F admet un unique élément 03C8u, invariant, 03C0-p. s. stricte-
ment positif, et normalise pour que ~ =1.

(d) L’opérateur Pu s’écrit comme la somme :

oli ~u @ cpu est le projecteur spectral de rang I associe d la valeur propre
1, et Q’u est un opérateur de rayon spectral strictement inférieur a 1 tel

que : 

Preuve. - (a) Puisque 1’ operateur de Laplace P" est un operateur positif
sur E, son rayon spectral r (u) est valeur spectrale (Schaefer [41]). La quasi-
compacité de P" lorsque u appartient à ~ D* en fait un pole de la resolvante,
d’ou le (a).

(b) Plaçons nous tout d’abord dans E = LP(X, n) pour 1 _p  oo. L’e-
space F est alors égal au dual de E. Le (b) decoule du théorème 5.2, p. 329
de Schaefer et de son corollaire, si l’on sait que 1’ operateur P" est irreduc-
tible au sens de Schaefer, c’cst-a-dire:

ce qui est le cas ici. En effet, l’irréductibilité de pu est equivalente a :

Or, remarquons que si = 0, alors

soit encore
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par consequent, f(xn) = 0, s. et finalement on obtient P"/(x) =0.
Il suffit donc de montrer que :

Notons a le nombre strictement positif 03C0(f). La forte ergodicité de P
donne :

Introduisons les ensembles et A = n Am. Alors :
m>_1

Soit encore, pour tout n :

Donc x (A) = 0, ce qui prouve l’irréductibilité de Pu.
Lorsque E = L°° (X, ~), F s’identifie au sous-espace du dual de E forme

des mesures absolument continues par rapport a x. L’adjoint de Pu laisse
stable F, car la mesure x pu est absolument continue par rapport a ~.
La notion d’irreductibilite de Pu peut être reduite au couple (E, F), et

on peut montrer aisement que le theoreme de Schaefer reste valable dans
ce cas, car F est sequentiellement fermé dans le dual de L ex) (X, x) (theoreme
de Vitali-Hahn-Saks, cf p. ex. [4]). Le (b) du theoreme est alors vrai
dans L~.
Le (c) vient du fait que la restriction de l’adjoint de Pu a F reste

encore quasi-compact irreductible dans F. On applique alors a nouveau le
theoreme de Schaefer.

(d) On sait main tenant que le spectre de Pu est reunion disjointe de 1 et
d’une partie de C contenue dans une boule de rayon p strictement inferieur
a 1. Le sous-espace spectral associe a 1 etant de dimension 1, le projecteur
spectral pu s’ecrit, pour tout f dans E :

de plus, le rayon spectral de Q~ est au plus egal a p.
Signalons que la stricte positivité des elements invariants decoule directe-

ment de l’irréductibilité de 1’operateur de Laplace.

(1.27) Remarque
Lorsque X est un espace métrique compact, on peut egalement se placer

sur l’espace des fonctions continues sur X. Dans ce cas, il faut des
conditions supplementaires sur l’adjoint de Pu. On peut, par exemple,
demander sa quasi-compacite sur un sous-espace de fonctions convenable
du dual; le theoreme reste valide.

( 1.28) Etude de la chaine relativisée en projection sur la base.
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On reprend les notations du théorème ( 1.26). Pour tout u de on

note H" la fonction harmonique sur X x [Rd :

et R" le noyau semi-markovien relativisé de P par Hu [cf (1.24)]. Alors
l’image de R~ par la projection sur X, que l’on note Ru, est le relativise de
pu par Il admet comme unique mesure invariante la mesure definie

par : ~u (dx) = ou (x) (x) 7t (dx).
On introduit l’espace de Banach Eu des fonctions sur X qui sont quotient

d’un element de E par cpu. Si gEE, on definit la norme de f
comme etant egale a Dans ces conditions, le (d) du theoreme (1.26)
s’ecrit encore :

ou Qu est l’opérateur relativisé de Q’u par cpu. On note pu le projecteur
On obtient ainsi :

Ceci entraine que R’~ est E~-fortement ergodique.

(1.29) Opérateurs de Fourier de la chaine relativisee.
Tous les objets attaches a une chaine semi-markovienne peuvent etre

redefinis ici pour la chaine semi-markovienne relativisee. En particulier,
1’ operateur de Fourier n’est autre que 1’ operateur de Laplace 
relativise par Il definit sur l’espace de Banach Eu une contraction qui
a les memes proprietes spectrales que Donnons-en un exemple :
Grace a la caracterisation (1.11) de Faperiodicite d’une chaine semi-

markovienne, il est possible de montrer que la chaine relativisee est aperio-
dique en meme temps que la chaine initiale.

Supposons en effet qu’il existe un vecteur ~ non nul de jRd et un element
g = de Eu tel que

ce qui s’ccrit encore :

On a alors : (p I __ Pu| cp j.
En integrant par rapport a la mesure 03C8u(x)03C0(dx), qui est Pu-invariante,
on obtient
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Et par consequent = c cp" (x), ce qui montre que I g est constant. Par
consequent :

Puisque e" . 03BE1
°" 

est positif et d’intégrale I par rapport £ et
Ou (X) 

’

que ei03BB|03BE1~g(x1) est de module I, l’égalité ci-dessus impose:
g(x)

et g apparait comme vecteur propre de 1’ operateur de Fourier PB ce qui
est impossible du fait de Fapcriodicite de P. Ceci prouve l’apériodicité de
la chaine relativisée.
De la meme fa~on, la condition spectrale (S) sur le noyau semi-marko-

vien R" se lit sur l’opérateur de Laplace Pu + i ~., et peut s’ écrire :

. Condition S (Eu)
Pour tout ~, non nul, toute valeur spectrale de module 1 de Pu + ~’~ est

valeur propre.
Si la condition est realisee, et modulo l’apériodicité de la chaine

semi-markovienne, le rayon spectral de 1’ operateur de Fourier { Ru)’~ est
strictement inferieur a 1 [cf. egalement (1.13)].

( 1. 30) Moyenne et covariance de la chaine relativisee.
Par pertubation continue de l’opérateur R.u, on obtient encore la decom-

position spectrale, pour ~, dans un voisinage de 0:

ou k (u + i ~,) est la valeur propre de plus haut module de (Ru)’~, strictement
inferieure a 1 d’apres ce qui precede.

Signalons que k (u + i ~,) est également la valeur propre de plus haut
module de l’opérateur et par consequent fournit un prolongement
analytique de (~, -~ k (~,)) pour lequel

Les derivees premiere et seconde de k par rapport a ~, font apparaitre les
moyenne et energie de la chaine relativisee. Notons :
- mu le vecteur :
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- gu le changement de section tel que gu M" 1 soit identiquement egal
a YYIu;
- au la matrice

Nous avons les relations analogues a ( 1.22) :

(1.31) Comparaison entre a D et a D*.
La propriete de quasi-compacite de 1’operateur de transition P n’est pas

stable par passage a Pu, autrement dit l’ensemble a D* peut etre strictement
inclus dans a D, comme Ie montre l’exemple suivant :

Considerons le groupe affine dont la loi est donnee

par :

et fixons nous une probabilité  sur G. La marche aleatoire gauche de loi
~, sur G definit une chaine semi-markovienne dont la chaine (xn) sur la
base B a pour noyau de transition :

On note ~ l’image de ~ par la projection canonique B x A -~ A. Lorsque

est fini et strictement négatif, lorsque Log + a) est fini,

est récurrente (L. Elie [17]) et admet comme unique mesure inva-
riante la loi 03C0 de la série convergente Z = 03A3 a1 ... ai-l bi, ou (a;, b;) est
une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi ~. Il suffit d’une

hypothèse de densité sur la loi pour rendre cette chaine fortement

ergodique. [On peut prendre par exemple un mouvement brownien sur le
groupe affine (Bougerol [8])].

Relativisons la marche par une exponentielle.
Le noyau P" est alors donne par :
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si Jlu est la mesure donnee par : a). L’ensemble a D

est ici constitue des deux points 1 et uo de R tels (a) soit egal

al.

Par convexite de la transformee de Laplace, le 

est strictement positif, ce qui implique que la chaine relativisee est tran-
siente (L. Elie [17]). Par consequent, l’ensemble a D* est ici reduit au

singleton {1}.

(1.32) Lorsque a D est egal 
Supposons, a l’inverse de l’exemple precedent, que pour tout z de Cd,

I’opérateur de Laplace P~ soit quasi-compact sur E [on dit d’un operateur
T de rayon spectral r (T) qu’il est quasi-compact si 1’operateur T/r (T) est
quasi-compact au sens de ( 1.5)]. Dans ce cas, les ensembles a D et a D*
coincident. De plus, le rayon spectral r (u) est valeur propre isolee de Pu
et s’identifie a la norme de cet operateur. On voit ainsi que r (u) tend vers
Finfini lorsque u tend vers l’infini [prop. (1.25)], ce qui implique que
I’ensemble D = ~u; est compact.

Par ailleurs, la derivee seconde de r est en tout point une matrice
strictement positive des que la chaine semi-markovienne est adaptée
[cf. (1.30)]. Ainsi, r est strictement convexe, et a D est le bord d’un ensemble
compact et strictement convexe. Si la moyenne m = r’ (0) est non nulle, D
est d’interieur non vide, et l’application qui a tout u de a D associe le
vecteur norme :

est par consequent un homéomorphisme D sur la spere unite de (~d.
Ceci a pour consequence que mu decrit toutes les directions de [Rd

lorsque u varie dans ð D. L’étude du renouvellement des chaines relativisées
correspondantes permettra d’identifier dans ce cadre la frontiere de Martin
de la chaine semi-markovienne avec la sphere unite de [Rd.

DEUXIEME PARTIE :
THEOREMES DE RENOUVELLEMENT ET INTÉGRALES

S INGULIERES SUR [Rd

Cette partie étudie le noyau potentiel U d’une chaine semi-markovienne
de noyau de transition P, soit Pour toute fonction positive F

n?0
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sur X x on a :

Si A est un ensemble mesurable de X x U lA (x, ç) mesure le nombre
moyen de visites de la chaine dans A partant de (x, ~). Ce nombre peut
etre fini ou infini suivant que la chaine semi-markovienne est transiente
ou non.

A. Transience, recurrence et theoreme limite local

(2.1) L’étude de la transience et de la recurrence des chaines semi-

markoviennes a tout d’abord ete traitée en dimension 1 par Jacod [28] en
1971. Il donne un critère base sur l’existence d’un moment d’ordre 1 et

d’une mesure invariante x pour la chaine de Markov en projection sur la
base X :
- si la moyenne m de la chaine semi-markovienne [cf. (1.17)] est nulle,

la chaine est recurrente;
- sinon, la chaine est transiente : partant de tout point (x, ç) elle sort

de tout ensemble produit de X et d’un compact de [Rd au bout d’un temps
fini.

De plus, si l’on suppose dans ce dernier cas que la moyenne m est

strictement positive, pour tout pave A x B de X x le nombre

U(x, 03BE) (A x B) converge vers (1/m) 03C0 (A) d ç (B) lorsque 03BE tend vers - 00.
[On note d ~ la mesure de Lebesgue sur (~d.] C’est ce theoreme que nous
voulons generaliser en toute dimension.
En dimension supérieure ou egale a 3, Hennion [24] en 1981 etablit la

transience des chaines semi-markoviennes dont le noyau de transition P

obeit a une condition de régularité (étalement) relativement a la mesure
invariante x Q d ~.

Lorsque l’espace d’etats X est fini, Kramli et Szasz ([32], 1984) repren-
nent les travaux de Nagaev [35] et montrent un theoreme central limite

pour des chaines semi-markoviennes centrees, qui etend celui de Sinai

( 1981) obtenu pour certaines chaines semi-markoviennes symetriques.
Enfin, le passage a un espace X quelconque mais sur lequel la chaine

de base est fortement ergodique [cf ( 1.4)] a ete effectue par Guivarc’h [22]
en 1984; il donne dans le cas centre un theoreme limite local: lorsque n
est grand,

P(x, 0) j(x , § ) e A x B] est équivalent à 03C0(A)d03BE(B) nd/2
sous les hypotheses supplementaires d’apériodicité et de condition S (E)
[cf (1.12)].
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Ce theoreme redonne donc la transience des chaines semi-markoviennes
en dimension plus grande que 3, et montre leur recurrence dans le cas
centre en dimension inferieure ou égale a 2.

(2.2) Nous nous plaçons dorenavant dans une situation de transience :
notre but est d’etudier le comportement à l’infini du noyau potentiel. Nous
verrons que les resultats de renouvellement, enonces dans les parties B
(cas centre) et C (cas decentre) reprennent ceux, classiques, des marches
aleatoires sur Leur preuve fera l’objet des parties suivantes.

B. Enonce du theoreme de renouvellement dans le cas centre

(2.3) Les classes de fonctions ~f et 
Afin d’eviter les problemes d’integrabilite a l’infini des transformees de

Fourier, on introduit la classe ~f des fonctions définies et integrables sur
dont la transformée de Fourier est de classe C~ à support compact.

Cette classe vérifie les hypotheses du lemme de Breiman [9], p. 218, a
savoir :
- elle contient un element continu et partout strictement positif: la

fonction p dont la transformée de Fourier est donnee par :

(cf annexe 1 de [2]);
- elle est stable par multiplication par une exponentielle complexe.
Le résultat suivant est alors vrai :
Soit une suite de mesures de Radon sur de masse finie ou

infinie. S’ il existe une mesure v pour laquelle les fonctions de sont v-

intégrables et telle que vn (f) converge vers v pour toute f de , alors la
suite de mesures converge vaguement vers v.

Considérons maintenant une chaine semi-markovienne (xn, d’e-
space d’états X x Supposons que la chaine de Markov admette
une mesure de probabilité 03C0 invariante et qu’elle soit fortement ergodique
sur un sous-espace de Banach E de L1 (X, ~) (definition 1.4). On définit
la classe ~x de fonctions sur X x I~d par :

On peut alors énoncer le théorème de renouvellement dans le cas centré:

THÉORÈME. 2014 Soit une chaine semi-markovienne d’espace
d’états X x d ? 3, adaptée [definition (1.9)]. On suppose l’existence d’une
mesure de probabilité 03C0 sur X et d’un sous-espace de Banach E de L1 (X, 03C0),
contenant les constantes, tels que la chaine de Markov soit E-
fortement ergodique [definition (1.4)]. Si la condition S (E) [cf. ( 1.12)] est
remplie, si la chaine semi-markovienne admet un moment d’ordre supérieur
a max (d - 2,2 + E), pour un certain £ > 0 [definition ( 1.16)], et si la chaine
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est centrée ( 1.17), alors :
Il existe une matrice 03C3, définie positive, telle que pour toute fonction F

de et tout point x de X, on ait :

converge, lorsque ( ~ I tend vers l’ infini, vers :

On rappelle que la notation ] § |03C3 désigne le nombre (03BE)|1/2.

(2.4) Par densité des fonctions de on peut énoncer le :

COROLLAIRE. - La convergence dans le théorème (2.3) a lieu pour les
fonctions F de la forme : F (x, ~) =g (x) f (~), ou g appartient a l’espace de
Banach E et f est continue d support compact. Si E = LP(X, x), 1 _p  oo,
elle s’étend aux fonctions mesurables sur X x bornées, et dont le support
est contenu dans un pave X x K, oic K est un compact de ~d.

(2.5) Détaillons sous forme de corollaire une situation favorable :

COROLLAIRE. - Soit 03BEn)n~ o une chaine semi-markovienne adaptée sur
X x d >-_ 3 admettant un moment d’ordre max (d - 2,2 + E), pour un E > 0
et centrée. Si la chaine sur la base admet une densité bornée

strictement positive par rapport d une mesure invariante de masse finie ~,
alors le noyau potentiel de la chaine semi-markovienne se comporte d l’infini
comme dans le théorème (2.3).
En effet, on se trouve dans la situation de l’exemple (a) de (1.6), ce

qui donne l’ergodicité du noyau de transition P de sur l’espace
E = L°° (X, 03C0). La quasi-compacité de P se trouve préservée par passage a
l’opérateur de Fourier (Guivarc’h, [22]). La condition S (E) se trouve ainsi
réalisée et l’on peut appliquer le théorème ( 2. 3) .

(2.6) Remarque.
Le théorème de renouvellement dans le cas centre prolonge donc celui

de Spitzer a propos des marches aléatoires sur Zd. La méthode que nous
utiliserons ne repose pas, a la difference de Spitzer, sur un théorème

central limite « fort », mais sur l’étude asymptotique directe d’une intégrale
singulière, dont on mettra en evidence l’analogie de comportement avec
celui du potentiel newtonien en dimension >_ 3 ( Potentiel du mouvement

brownien) :
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Cependant, l’outil de base reste la transformation de Fourier : dans le
cas d’une marche aléatoire de loi Jl sur ou A = 7~d), le noyau

potentiel peut s’ecrire de la maniere suivante :

des que la fonction sous le signe somme est integrable sur le groupe dual
A. Ainsi, on voit que l’introduction de la classe ~f~ (/a support compact)
permettra de supprimer Fhypothese de bonne decroissance a l’infini de la
fonction caracteristique de p, qui n’intervient que si l’on se place sur 
le groupe dual de 7Ld est compact.

(2. 7) Frontière de Martin dans le cas centre.
Supposons que X soit un espace topologique compact et que P laisse

stable l’ensemble des fonctions continues sur X x Supposons d’autre
part que P admette un adjoint, note P, sur l’espace des fonctions continues
sur X x La théorie de la frontière de Martin affirme alors que toute
fonction P-harmonique positive extremale peut etre atteinte comme valeur
d’adhérence du noyau de Martin :

pour une fonction de reference r convenablement choisie, lorsque (x, ç)
tend vers le point a l’infini (Revuz [38]). Dans le cas centre, et lorsque E
est egal a C (X), la convergence du theoreme ( 2 . 3) est uniforme en x.

Notre theoreme montre donc que quelle que soit la façon d’aller a l’infini,
le noyau de Martin converge toujours vers la meme limite. On en deduit
qu’il n’existe pas de fonctions harmoniques positives autres que les constan-
tes. Il n’en sera pas de meme pour une chaine decentree.

C. Theoreme de renouvellement, cas decentre

(2. 8) Notations et hypotheses.
(a) Soit une chaine semi-markovienne sur X x IRd

adaptee [cf. (1.9)], possédant un moment exponentiel (1.23), decentree.
On suppose que le noyau de transition P de la chaine de Markov 
est E-fortement ergodique relativement a une mesure x P-invariante
[def. (1.4)]. L’espace E est pris egal a LP (X, x), 1 p _ oo (1.4).

(b) A tout z = u + i ~, de Cd, on associe 1’operateur de Laplace P~ ( 1. 24).
On note aD l’ensemble des points u de IRd tels que le rayon spectral de
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1’ operateur de Laplace positif Pu soit egal a 1, et le sous-ensemble de

aD constitue des u tels que pu soit quasi-compact.
(c) Le théorème (1.26) associe a tout u de ~D* une unique fonction cpu

strictement positive x-p. s., P" invariante, telle que 03C0 (cpu) = l, et une fonc-
tion Bj~ du dual de E, invariante par l’adjoint de Pu.

(d) La fonction Hu (x, ~) = tpu (x) eu ~ ~ est harmonique, et strictement

positive x (dx) @ d~-/?. s. Le noyau semi-markovien de la chaine relativisee

est note R" :

Le noyau en projection sur la base Ru admet comme mesure invariante la

mesure 03C0u : 03C0u (dx) = Wu (x) cpu (x) x (dx) (1.28).
(e) On suppose que pour tout u de aD* les seules valeurs spectrales

de module 1 de 1’ operateur de Fourier-Laplace sont des valeurs propres
[condition ce qui assure que le rayon spectral de Foperateur de
Fourier de la chaine relativisee est strictement inferieur a 1 (1.29).

( f ) Enfin, on note mu (resp. au) la moyenne (resp. la matrice énergie)
de la chaine relativisee [cf. 1.30)] et c (u) le nombre ) det ~u ~ - il2 ~ mu 

(g) La classe de fonctions ~f~ a ete introduite en ( 2 . 2) .
On peut maintenant décrire le comportement du noyau potentiel U de

la chaine semi-markovienne le long de certaines directions de 

(2. 9) THÉORÈME. 2014 Avec les notations et sous les hypotheses précédentes,
pour toute fonction F de et pour tout compact C* contenu dans aD*,
la quantité :

converge lorsque le nombre reel positif t tend vers + oo uniformément en u
variant dans le compact C* vers :

En particulier, si u est nul, la convergence de U dans la direction de la

moyenne m est polynomiale :

si t tend vers +00.

Remarque. - Lorsque X est un espace topologique compact, le theoreme
reste valable sur C (X) si 1’on suppose de plus que, pour tout u de aD*,
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l’adjoint de P" dans le dual de C (X) reste quasi-compact sur un sous-
espace de fonctions (cf remarque 1. 27), auquel appartiendra 

(2. 10) Convergence dans toutes les directions.
Si maintenant on considere une chaine semi-markovienne irréductible

[def. (1.9)] possedant un moment exponentiel, decentree, et telle que pour
tout z de Cd, 1’operateur de Laplace P~ soit quasi-compact sur l’espace E,
on a vu en ( 1. 32) que l’ensemble est homeomorphe à la sphere
unite de [Rd par l’application :

Ainsi, mu decrit toutes les directions de f~d.
De plus, la condition S (Eu) se trouve realisee grace a la quasi-compacite

des operateurs pu. L’ unif ormite en u de 1’ equivalent obtenu au

theoreme (2. 9) permet alors de décrire le comportement du noyau potentiel
U F (x, ç) lorsque § tend vers l’infini et ~/ ~ ~ ~ I tend vers un vecteur s fixe
de la sphere unite de IRd (ç n’est plus astreint à rester sur la demi-droite
I~ + s).

Ceci est décrit dans le corollaire qui suit, ou l’on note I I’homéomor-

phisme inverse de celui defini ci-dessus, et cs le nombre c (u) |mu |(d-1)/2,
lorsque I (s) = u [cf (2 . 8 . f )].

COROLLAIRE. - Sous ces hypotheses, la suite de mesures

converge vaguement vers la mesure sur X x 

lorsque I ç tend vers l’infini et 03BE/|03BE| tend vers - s.

Remarques.
(0) Le théorème 2. 9 redonne en dimension 1 le théorème de Jacod et,

lorsque X est réduit a un point, le théorème de renouvellement des marches
aléatoires décentrées de Ney et Spitzer.

( 1 ) Lorsque

l’exponentielle exp ~ ~ ( ~/ ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ est équivalente a On
retrouve ainsi le theoreme de convergence a 1’interieur d’un cone autour
d’une direction de Carlsson et Wainger [11].
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(2) On verra (partie H) que le theoreme de renouvellement dans la seule
direction de la moyenne ne necessite qu’une hypothèse faible de moment :
l’existence d’un moment d’ordre max ( d -1 /2, 2 + £) . Il n’ est plus necessaire
en effet de relativiser le processus.

(3) L’existence d’un moment d’ordre 2 + E est technique : elle permet
une majoration explicite des différentes fonctions intervenant dans la

preuve du theoreme (2. 9). Peut-être n’est-elle pas necessaire. Par contre,
l’existence d’un moment d’ordre d - 2 dans le cas centre et (d-l)j2 dans
le cas décentré est imperative : Stam donne un exemple de marche aleatoire
sur [Rd dont la loi n’a pas de moments assez grands et dont le noyau

potentiel n’a pas le comportement voulu.
(4) Dans le cas décentré, 1’hypothesc selon laquelle E est un bon espace

de fonctions (LP (X, x)) n’intervient que dans la demonstration de l’exis-
tence des fonctions cpu, PU-invariante, et Wu’ Pu-invariante, et de la forte
ergodicité de la chaine relativisée.

Si l’on connait par avance un espace de Banach E sur lequel Pu soit
quasi-compact, et admette une decomposition spectrale du type :

alors, les autres hypotheses etant conservées, le théorème de renouvellement
( 2 . 9) reste valide.

(2. 11) Frontière de Martin.
Pla~ons-nous dans un cadre topologique : X est compact, E = C (X), Ie

noyau semi-markovien P laisse stable C (X x (~d). Si P a un noyau adjoint
sur C (X), pour tout u, le noyau relativisé Ru a un adjoint sur C (X x 
Supposons que, pour tout z de Cd, P~ et son adjoint soient quasi-compacts
sur C (X). Le corollaire (2 . 10) implique que toute fonction harmonique
positive extremale s’écrit comme le produit d’une fonction 03C6u positive sur X
et d’une exponentielle eu|.~, ou u varie dans un compact homéomorphe a
la sphere unite de ~d.

D. Ecriture du noyau potentiel comme intégrale singulière

Dans toute cette partie, la resolvante en z d’un operateur borne T sera
notee R (z, T).

(2. 12) Soit donc (Xn) une chaine semi-markovienne adaptée, ayant un
moment d’ordre 2, dont la chaine de base est E-fortement ergodique, et
vérifiant la condition S (E). Pour toute fonction de la classe
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par application successive de la formule d’inversion de Fourier sur [Rd, de
l’invariance par translation des noyaux semi-markoviens, et de l’égalité
( Pn)~’ _ (P~’)" ( 1. 14) .
Découpons 1’espace [Rd en un voisinage U adequat de 0 et en son

complémentaire. Sur le complémentaire de U, le rayon spectral r (~,) de P’
est strictement inferieur a 1 [cf. (1. 13)]. C’est une fonction continue de X
qui atteint donc son maximum sur le support compact de 1 prive de U.
Par consequent, il existe p  1 tel que :

D’autre part, d’aprcs ( 1. 21), lorsque varie dans U :

Puisque pour tout ~, dans U, le spectre de QÀ est contenu dans une boule
de rayon p’ strictement inferieur a 1, la norme de R (1, QJ peut être
majorec unif ormement en ~, de U par 1 /( 1- p’) .

Soit maintenant la fonction definie au voisinage U de 0 par :

Elle possède une singularité en 0 (k (o) =1 ), différente suivant que l’on se
trouve dans le cas centre ou le cas decentre.

1 er cas : m = 0, d ? 3.
On sait que k’(0)=0 et k" (o) _ - ~, ou a est la matrice energie

[cf. ( 1. 22)]. Puisque 03C3 est définie positive, la fonction 1/1- k (03BB)) peut etre
majoree au voisinage de 0 par c/ I ~, I2 (pour une certaine constante c), qui
y est intégrable (la fonction I ~, I -S est integrable en 0 si et seulement si s
est strictement inférieur a d).

2e cas : m ~0, d>_-2.
Dans ce cas, 1- k (A) = - im. A + (cF (~,)/2) + o ~), et par suite, il existe

une constante c telle que
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Le lemme suivant donne alors le critere d’integrabilite de la fonction de
A : ( im . ~, + c I ~, ( Z) -1. Dans ce lemme, on prend premier vecteur de
base, et c =1.

(2.13) LEMME. - La fonction (03BB ~ ‘i 03BB1 + 03BB|2|-s) est intégrable en 0
pour tout s  (d + 1)/2.
En consequence, la fonction ( 1- k (~,)) -1 est integrable en 0.
Preuve du lemme. - Considérons l’inégalité (I) :

ou c est une constante qui depend uniquement de (a, P).
En posant s = [(d + 1 ) /2] - E et À’), ~,1 E R, on ales

inegalites suivantes :

Sur cette derniere ligne apparait le produit de deux fonctions, dont la
premiere est integrable sur [R et la seconde sur l~d -1, ce qui prouve le
lemme.

(2.14) Conclusion.
Les majorations que l’on vient d’établir permettent d’ appliquer le théo-

reme de convergence dominee aux trois suites de fonctions :

Le noyau potentiel U de la chaine semi-markovienne (X~) contre la fonction
F s’ccrit donc comme la somme de trois termes

Ainsi, si l’on remplace la fonction caractéristique 1 U par une fonction gU,
C °°, valant 1 au voisinage de 0, et nulle en dehors de U, on se trouve en
presence de la transformec de Fourier de trois fonctions a support compact.
Deux sont regulieres sur i. e. de classe Ck si la chaine semi-markovienne
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admet un moment d’ordre k, ce sont 

( 1- gu ( ~) ) R ( 1 ~ P~’) g {x) .f { - ~).
La troisieme est singuliere en 0 et de classe Ck en dehors de 0. Pour

continuer, il nous faut savoir relier la régularité de ce type de fonctions
au comportement a l’infini de leur transformee de Fourier. C’est ce que
se propose de faire le paragraphe qui vient. 

’

E. Integration par parties ; les espaces Cr (K)

On utilisera les notations de Landau o et 0 pour décrire le comporte-
ment des fonctions a l’infini et au voisinage de 0.
Dans cette partie, K designe un compact de C (K) [resp. Ck(K)],

1’espace des fonctions continues (resp. de classe Ck) a support dans K.
On munit ces deux espaces de leur norme naturelle.

Le point de depart de cette etude est la :

(2. 15) Propriété a l’ordre k.
Soit Dk l’espace des fonctions continues sur f~d en o ( ~ x ~ -k) a l’infini,

muni de la norme :

Alors la transformee de Fourier definit un opérateur continu de Ck (K)
dans Dk.

Cette propriete se montre de maniere elementaire par integration par
parties : xk g s’ecrit en effet comme la transformee de Fourier de 

(2.16) On recherche maintenant une condition suffisante sous laquelle
une fonction dérivable k fois, sauf sur un ensemble de mesure nulle, et
dont la derivee k-ième est integrable sur voit sa transformee de Fourier

en o ( ~ x ~ -k). Pour cela, il suffit de montrer que l’on peut effectivement

integrer par parties. La proposition suivante fournit cette condition, pour
des fonctions qui sont régulières partout sauf eventuellement en 0, et dont
la singularité en 0 n’excède pas avec s  d-1.

(2. 17) PROPOSITION. - Soit h une fonction définie sur d >_ 2, a support
compact, de classe C1 sur Rd - { 0}, dont la dérivée est intégrable, en

en 0, pour un Alors

(a) la fonction h est intégrable sur et

est continue en 0 ;
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(b) H est derivable sur ~°- f 0 } et :

En consequence, si h verifie les hypotheses de la proposition, 
verifie egalement. L’integration par parties est licite, et h appartient a D1.
Montrons la proposition.
Posons y = (y 1, y’), et M = sup ( y Is h (y).

Y

Unif ormement en est maj oree par la fonction 

integrable sur puisque s  d -1. La fonction H est donc bien definie,
et le théorème de Lebesgue donne sa continuite. La dérivabilité est claire
puisque l’on se place en dehors de 0. Quant au (c), il suffit d’écrire :

Le premier terme est egal a H ( - E) - H (E) qui est donc petit lorsque E
tend vers 0 d’après ( a). Le second terme est egalement arbitrairement petit
puisque l’on intègre sur l’ensemble une fonction

intégrable sur Ceci acheve la preuve de la proposition.

(2.18) COROLLAIRE. - Soit h une fonction d support compact, de classe
Ck sur Rd privé de 0, dont les dérivées jusqu’à l’ordre k -1 sont en O ( ( y| -S)
en 0 pour un s  d -1, et dont la dérivée k-ième est intégrable.

Alors, la transformée de Fourier de h est un o ( I x I - k) a l’ infini.

(2. 19) Le passage a un ordre r non entier.
On s’interesse donc ici aux fonctions qui voient leur transformee de

Fourier se comporter en o ( ~ x ~ -’’) a l’infini. Contrairement a ce que nous
venons de faire nous n’allons pas chercher a connaitre l’effet simultane
d’une singularite en 0 et d’une certaine regularite ailleurs sur la transformee
de Fourier. En effet, une integration par parties « fractionnaire » est

possible mais difficile a manier. De plus, on verra que la methode du
decoupement dyadique des intégrales, plus souple, permet de séparer les
deux problèmes. Nous allons donc ici preciser le lien entre une regularite
Cr et le comportement asymptotique de la transformée de Fourier - pour
des fonctions a support compact sur I~d.

(2. 20) Condition de Holder fine.
On se donne r=m+cx, a E ]0, 1 [.
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Les fonctions a support compact, m fois differentiables et dont la

différentielle m-ieme I est höldérienne d’ordre a, i. e. telles que la quantite

soit finie, pourraient generaliser les fonctions de classe Ck. Cependant, leur
transformee de Fourier est en O(|x|-r) a l’infini [6], et non pas en

Nous sommes donc amenes a definir une condition de Holder

plus fine sous laquelle les transformecs de Fourier auront le comportement
voulu :

DEFINITION. - On dira que la fonction I definie sur [Rd est finement
hölderienne d’ ordre a si :

( 1 ) l est holderienne d’ ordre a;
(2) pour tout y fixe. le rapport tend vers 0 lorsque

t tend vers 0.

(2.21) Propriete a l’ordre r.
Soit K un compact de [Rd. On note l’espace des fonctions à

support dans K, dont la différentielle d’ordre m est finement holderienne
d’ ordre a. L’espace cr (K) est muni de la norme :

On note par analogie avec le cas entier Dr l’ensemble des fonctions
continues sur IRd en o ( ~ x ~ -r) a l’infini. La norme sur Dr est donnee par :

La propriété a l’ordre r s’cnonce ainsi :

PROPOSITION. - La transformation de Fourier est une application continue
de cr (K) dans Dr, pour les normes correspondantes.

Preuve. - Montrons que l’image de cr (K) est bien contenue dans Dr.
La propriété a l’ordre k entier permet de supposer m = 0, soit r = a. On

s’inspire ici de Katznelson [30], p. 25. Soit donc h un element de C°‘ (K).
Alors :
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Par consequent,

Mais le rapport tend vers 0 simplement, puisque h est finement holde-
rienne et, h etant supposée a support dans K, il est majoré par lK+ 1 (y)
des que x I est superieur a x. Le théorème de Lebesgue permet ainsi de
conclure.
La continuite de la transformation de Fourier decoule immediatement

des estimations ci-dessus. Ceci acheve la preuve.

(2.22) Remarques.
(a) Les espaces cr(K) que l’on vient d’introduire sont très proches des

espaces de Besov de [6], la condition de support etant usuellement rempla-
cee par une condition d’intégrabilité du module de continuite.

(b) Quelques proprietes des espaces traditionnels Ck (K) s’etendent aux
espaces En particulier, est stable pour le produit et le

quotient au sens suivant : si hi appartient a C’ et ne s’annule pas sur

un compact K de alors pour tout h2 de le quotient h2/h1
appartient encore a cr (K).

F. Potentiel du mouvement brownien et du mouvement brownien decentre

(2.23) Revenons a l’expression (2. 14) du potentiel d’une chaine semi-
markovienne comme somme de trois transformees de Fourier, et plaçons-
nous dans le cas centre. La propriete a l’ordre (d - 2) (2 . 16) montre que
les transf ormees de Fourier des deux dernieres fonctions sont en o ( I ~ l 2 - d)
a l’infini. Le terme principal est donc celui qui fait intervenir la fonction

Cette fonction est de classe Cd-2 sur l’intersection du support de J avec
tout complémentaire d’un voisinage de 0. C’est par consequent le comporte-
ment de k (03BB) en 0 qui determine celui du noyau potentiel d l’infini.

(2 . 24) Dans le cas centre, on sait que : 1- k (~,) = 6 (~,)/2 + o ( ~ ~, I2)
(1.22), et la fonction C ci-dessus est équivalente en 0 a la fonction 

avec
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Nous allons commencer par etudier la transformee de Fourier de

gu (À), en remarquant que ce type de fonction intervient naturellement
dans l’étude d’un mouvement brownien sur f~d.

Pour cela, notons que gv étant une fonction C~ a support compact sur
~d, sa transformee de Fourier est a decroissance rapide a l’infini, et donc
intégrable sur En particulier, iv appartient a la classe [cf (2.3)].
Ceci motive la proposition suivante, où h pourra etre prise égale a )u, et
a egale a 1’ identite de o ( ~,) _ ‘ ~, ~ 2.

(2. 25) Potentiel du mouvement brownien.

PROPOSITION. - Soit (Bt)t>o un mouvement brownien d-dimensionnel,
d ~ 3, et h une fonction de la classe ~.

(a) Le noyau potentiel Uo de Bt pris en h est égal a :

(b) ( ~ Do h (~) converge vers cd h (~’) d~’, lorsque § tend vers l’infini,
ou ca est la constante qui apparait au théorème (2. 9).

Remarque. - Cette proposition n’est autre que le théorème de renouvel-
lement dans le cas « limite » d’un mouvement brownien.

Il suffit main tenant d’ un changement de variable pour prouver le :

(2.26) COROLLAIRE. - L’expression

converge, lorsque § tend vers l’ infini, vers 
] cd |det 03C3 ] 1/2 Jg (y) f (03BE’) 03C0 (dy) d03BE’.

Preuve de la proposition (2 . 25). - On désigne par le semi-groupe
de transition du mouvement brownien sur f~d : 

-

Ainsi :
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La deuxième partie de 1’egalite (a) résulte d’un théorème classique
d’analyse de Fourier vrai des que ~C/ ( ~, I2 et Id - 2 dont intégrables sur
[Rd (Stein [45]) (la transf ormee de Fourier est au sens

des distributions).
L’ assertion ( b) est claire lorsque h est a support compact. Lorsque h est

a decroissance rapide, on utilise la technique de decoupage suivante :

partons de 1’egalite

et fixons s > 0. Il existe alors un compact K tel que Kc |h| ~ e, et sur ce

compact, le rapport I ç / |03BE-03BE’| converge uniformement vers 1. Donc :

pour tout ç assez grand.
On decoupe le complementaire de K en deux zones :
I 1- ~ ~ , ( ~ - ~ ( >_ ( ~~2 ~ j n K~ pour laquelle

et IZ = ~ ~~, I ~ - ~~ I _ I ~~2 I ~ (~ K‘. Sur I2, I ~~ I >_ I ~ I ~2, et on peut utiliser
la décroissance de h :

Ainsi, l’intégrale sur 12 se majore de la maniere suivante :

On obtient finalement :

qui est petit si ç est grand. Ceci termine la preuve de la Proposition.

(2 . 27) Cas décentré; domaines convenables.
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Nous nous plaçons sous les hypotheses du theoreme (2. 9). En particu-
lier, rappelons que pour tout u tel que l’opérateur de Laplace soit quasi-
compact et de rayon spectral egal a 1 (u E aD*), k (u + i ~.) représente la
valeur spectrale de plus haut module de l’opérateur de Fourier associe a
la chaine relativisee ( 1. 29).

Si l’on utilise l’écriture du noyau potentiel comme intégrale singuliere
(2.14), pour le noyau Ru, un raisonnement analogue au cas centre montre
que le terme principal est celui qui fait intervenir la transformee de Fourier
de la fonction :

Nous savons ( 1. 30) que k (u + i ~,) admet en 0 le développement limité
suivant :

Par consequent, la fonction ci-dessus est equivalente en 0 a :

avec

Pour étudier la transformée de Fourier de ~u, observons que 
(resp. est continue de aD* dans (~a (resp. dans l’ensemble des
matrices symétriques definies positives). Puisque mu est le gradient en u
de la fonction convexe r (1.30), il ne s’annule pas (sinon, r atteindrait son
minimum sur èD*, ce qui n’est pas vrai dans le cas decentre). Ainsi,
lorsque u est astreint a rester dans un compact de le couple (mu, au)
reste dans un domaine convenable A de Rd  +, c’est-à-dire un domaine
pour lequel il existe deux constantes reelles non nulles c et C telles que :

pour tout a = (m, a) de A et tout ~, de f~d.

(2. 28) Potentiel d’un processus gaussien décentré.
Introduisons pour tout a = (m, o) de un processus 

additif, d’espace d’états [Rd, de loi gaussienne decentree ~V’ (m, a). Le semi-
groupe de convolution s’ecrit :
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Ce processus est transient en toute dimension, et son noyau potentiel Uo
se calcule explicitement comme le montre la :

PROPOSITION. - Soit A un domaine convenable au sens ci-dessus. Avec

les notations précédentes, on a pour tout element h de la classe  :
(a)

converge, uniformément en a de A, lorsque t tend vers + oo, vers h (0).
Montrons ce resultat, classique (voir [26]) lorsque, d’une part le couple

(m, a) est fixe, et d’autre part la fonction h est a support compact sur (~d.

(a) Grace a la forme d’ inversion de Fourier,

et le (a) rcsultc de la definition de Uo = ~ Patdt et du fait que la fonction
o

de ~, : 1 /( - i ~, . m + 6 (~.)/2) est intcgrabic au voisinage de 0 [lemme ( 2 . 13) ].
(b) Comme dans le cas de 1/~ ~, I2, la fonction 1/( - i ~, . m + ~ (~,)/2) admet

une transformee de Fourier au sens des distributions. Celle-ci s’exprime
en fonction de la fonction de Bessel modifiec K~d~2~-1 ou :

Il suffit en effet de calculer

pour obtenir, si a = (m, a):

en notant R la racine carree de la forme quadratique Rt R = a-1.
Or on connait le comportement a l’infini de K~ (s) losque s est grand : il

est equivalent a [48]. Formellement, Uo h (~) est donc equivalent
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a:

Si l’on pose maintenant ~ _ - tm, m tendant vers l’infini,
- d’une part, l’exponentielle

converge simplement vers 1, en ~’, uniformement sur tout compact et
uniformement en (m, Rr R) appartenant au domaine convenable;
- d’autre part, le rapport ( , R ~ ~ / I R ( ~ - ~’) , ) ca -102 converge simple-

ment vers 1.

Ainsi, est equivalent à ( 1 / ~ R m I ) (1/ I det R I) ( 1 /2 ~ t) ~d -1 »2.
11 faut maintenant justifier le passage a la limite. La formule suivante

[47], p. 206 precise le terme d’erreur E entre K~d/2) -1 et son equivalent.

Il est aise de voir que E verifie les deux proprietes suivantes :
(i) convergence : E (s) tend vers 1 lorsque s tend vers l’infini,
(ii) domination : il existe une constante numerique b telle que :

Lorsque d = 3, E est identiquement egal a 1; le noyau potentiel s’ecrit alors
de maniere exacte :

ou la fonction est definie par :

(a) les majorations c  I m I  C et c I ~, I2  (~,) = I R ~, I2  C I ~, I2, pour
tout ~, de et tout (m, a) de A permettent de montrer que la fonction
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03BE’ ~ 03A6a(03BE’, - tm) converge vers 1, lorsque t tend vers l’infini, uniforme-
ment sur tout compact de Rd et unif ormement en ( m, cr) de A. Par suite,
si K est un compact de f~d,

(b) Choisissons main tenant K tel que J) ( h (~’) I d~’ _ E, et decoupons
KO

le complementaire de K en deux zones, comme dans la preuve de la

proposition ( 2 . 25)

et

L’intégrale de |h(03BE’)|.|03A6a(03BE,03BE’)| sur I1 est majoree par 2 03B4 2(d-1)/2 ~.
D’autre part, en utilisant la decroissance de h a 1’infini

(M = sup |03BE’|d+1|h (03BE’) |est fini], un calcul identique a celui de
la proposition (2.25) montre qu’il existe une constante M* telle

que l’intégrale sur I2 de h(03BE’)03A6a(03BE, 03BE’) se majore par

M*(1 |R03BE| + (1 |R03BE|)(d-1)/2 ) .

Ainsi, lorsque 03BE = - tm, ce dernier terme tend encore vers 0, lorsque t
tend vers rinfini, uniformcmcnt en a = (m, o) de A. Ceci acheve la preuve
de la proposition (2. 28).

(2.29) COROLLAIRE. - Si D~ est la fonction correspondant au terme
principal, introduite en (2. 27),

converge uniformément en u variant dans un compact de aD*, lorsque t tend
vers l’ infini, vers

ou c (u) est la constante du théorème de renouvellement, introduite en (2. 8 . f ).

G. Preuve du theoreme de renouvellement dans le cas centre, d >_ 3

(2 . 30) Soit donc une chaine semi-markovienne adaptée, posse-
dant un moment d’ordre superieur a max (d - 2, 2+e), centree. On suppose
que le noyau P verifie la condition S (E), et que sa projection sur X est E-
fortement ergodique. Enfin, soit F (x, ~) = f(x) g (~) un element de la classe
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Nous avons vu que sous ces conditions, en notant R ( l, T) la résol-
vante de Foperateur T en 1, et en utilisant la decomposition spectrale au
voisinage de 0 de Foperateur de Fourier P’~ = k (~,) p~ + Q~, le noyau poten-
tiel s’ecrivait :

of l’on note :
- gu une fonction C°° valant 1 au voisinage de 0, et nulle en dehors

de l’ouvert U sur lequel la decomposition spectrale de P’ est valable et tel
que 1_k~~,)~>c~~,~2~
- h la fonction définie par :

.., - .

Le corollaire (2. 26) montre que le premier terme a le comportement voulu,
lorsque ) § ) tend vers l’infini : il est equivalent a :

De plus, la fonction de À intervenant dans le troisieme terme est de classe
Cd - 2 sur Sa transf ormee de Fourier est donc en o ( ~ ~ ~ 2 - d). Il ne nous
reste plus qu’a montrer que la transformee de Fourier de h a aussi le
meme comportement a l’infini.

Pour cela, nous allons montrer que la fonction h, qui est a support
compact sur singuliere en 0, et de classe Cd - 2 en dehors de 0, verifie
les hypotheses du corollaire (2. 18). C’est le but de la :

(2.31) PROPOSITION. - Soit fonction ci-dessus. Pour tout

k _ d - 2, il existe une constante dk telle que

En particulier, la fonction h(d - 2) est intégrable sur Rd.
Le corollaire (2 . 18) implique alors que h est bien en 0 (I ç a l’infini,

ce qui terminera la preuve du theoreme de renouvellement dans le cas
centre.

Preuve de la proposition (2. 31). - Elle repose sur l’idée suivante : la
fonction (1-k(03BB))-1 étant en |03BB|-2 en 0, ses dérivées a l’ordre k vont
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etre de l’ordre de ~, ( - 2 - k. Par contre, si on lui soustrait son equivalent
en 0, la singularite de h en 0 va etre moindre que celle de ( 1- k (~,)) -1.
Puisque la chaine admet un moment d’ordre 2 + E, nous avons :

Posons :

Nous avons, pour tout X dans U :

Ainsi, la fonction h s’ecrit encore :

Par application de la formule de Leibniz, a des constantes pres :

Le lemme suivant permet d’estimer en 0 les dérivées de I /a et de 1 /( 1- k) :

(2.32) LEMME. - Si I est un domaine de f~ et g une fonction de classe
Ck ne s’annulant pas sur I, la fonction ( 1/g)~k~ est la somme de termes de la
forme :

ou : - Les nombres sont des constantes indépendantes de g - Les
sont des polynômes indépendants de g - Le couple d’entiers (i, j) vérifie

2i-j_k+2.
La preuve du lemme se fait sans difficult[ par recurrence sur k.

En utilisant ce lemme, les minorations suivantes (données a une

constante multiplicative pres) :

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



549THEORIE DU RENOUVELLEMENT

on obtient :

La proposition (2. 31) résulte alors des majorations sur E. 
Ceci acheve la preuve de la proposition (2. 31), et par consequent, celle

du theoreme de renouvellement dans le cas centre.

H. Preuve du theoreme de renouvellement, cas decentre

On reprend les notations et les hypotheses introduites en (2.8). En
particulier, on sait que l’on peut associer a tout u de aD* une fonction cp"
définie sur la base X et strictement positive telle que

Hu (x, ç) = cpu (x) exp u . ~ soit harmonique pour la chaine semi-marko-
vienne. Soient Ru le noyau de la chaine relativisée [voir (1.28) et seq.], et
UU le noyau potentiel correspondant :

Pour demontrer le theoreme de renouvellement dans le cas decentre, il
faut estimer la quantité

lorsque :
- x est un point fixe de X;
- ~ _ - tmu et t tend vers + oo;
- u varie dans un compact C* inclus dans aD*;
- F appartient a la classe de fonctions ~) =g (x) f (~), gEE,

[cf. (2 . 2)J.

(2 . 34) Observons tout d’abord que F(x, 03BE) = g(x) f(03BE) exp-u. ç.
H, ~u (x)

La fonction f est la transformee de Fourier d’une fonction a support
compact. Elle se prolonge donc sur Cd en une fonction analytique a
croissance exponentielle, soit f (z). La fonction f (z) exp u. z etant encore
analytique a croissance exponentielle, c’est la transformee de Fourier d’une
fonction a support compact (theoreme de Paley-Wiener). Ceci permet de
montrer que
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appartient encore a la classe ~.
On utilisera le fait suivant :
Pour tout compact C* de il existe un compact K tel que l’application

qui d tout u de C* fait correspondre la transformee de Fourier de .f’u est

continue de C* dans C~d-1)/2 (K).
[voir en (2 . 20) la definition de C~d-1»2 (K), si d est pair.]

( 2 . 3 5) Régularité de PZ.
On sait que si une chaine semi-markovienne admet un moment d’ ordre

k entier, la transformation de Fourier est de classe Ck. Si maintenant elle
admet un moment exponentiel, on peut définir pour tout z = u + i 03BB de Cd,
pour tout entier k et pour tout multi-indice m = (m 1, ..., de taille
k (03A3 mi = k) l’ opérateur ~m Pz :

Par application du théorème de Lebesgue, il est aise de voir que

l’application :

est continue.
Cette régularité reste conservée lorsque l’on considère les fonctions

construites a partir de P~. En particulier, seront de classe C~ [et par
consequent de classe Cr au sens de (2. 21) pour r reel positif], de maniere
continue en u, les trois fonctions :

qui interviennent dans la decomposition de l’opérateur de Fourier 
de la chaine relativisee [voir (1.30)]. Signalons que ces fonctions ne sont
definies que dans un voisinage de 0 qui peut etre pris independant de u
lorsque u varie dans un compact C* de aD*. De plus, on choisira ce
voisinage U tel que :

Le compact K qui intervient dans (ii) est celui qui a été mis en evidence
en (2. 34).

(2. 36) Pour resoudre le problème (2. 33), utilisons 1’ecriture du noyau
potentiel comme intégrale singuliere, et ce, pour le noyau semi-markovien
relativisé R". La quantité a estimer Du (~) apparait comme la somme de
trois termes (2. 14) :
- le terme principal, qui fait intervenir la fonction ( 1- k ( u + i ~,)) -1,

pour X variant dans un voisinage U de 0;
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- et deux termes residuels, qui font intervenir respectivement la resol-
vante de l’opérateur de Fourier associe a RU pour X dans l’intersection de
K et du complémentaire de U, et la resolvante de 1’ operateur pour
À variant dans U.

Ces deux derniers termes s’expriment comme la transformee de Fourier
de fonctions de classe C~d-102, de façon continue en u [voir (2. 35)]. Ce fait,
et les majorations (i) et (ii) ci-dessus montrent qu’ils sont en o (~ ~ I~1-d»2) a
l’infini [cf. (2.21)], uniformement en u de C*.
Le terme principal TIu (03BE) peut lui-même être decompose comme suit :

ou gu est une fonction de classe C~ valant 1 au voisinage de 0 et nulle en
dehors de U, et hu est la fonction analogue a celle du cas centre [cf.
(2.30)]:

L’etude du potentiel d’un mouvement brownien « décentré » menee en
( 2 . 27) et ( 2 . 28) permet maintenant d’estimer le premier terme dans la
decomposition de IIu ci-dessus -~ + oo, et le corollaire

(2. 29) fait apparaitre 1’equivalent annonce au theoreme de renouvellement
dans le cas dccentre.

(2. 37) Comme dans le cas centre, il reste donc a montrer que la fonction
hu (ç) est en o (|03BE I (1 -d)/2 ) a l’infini, de manière uniforme en u. Lorsque la
dimension d de 1’espace est impaire, (d -1 )/2 = do, on peut envisager de
procéder par integrations par parties successives, en utilisant le critère

(2 . 31) pour écrire |03BE (do hu (03BE) = (03BE) [2]. Cette méthode n’est plus appro-
priee en dimension paire. On utilise alors le découpement dyadique des
integrales : on découpe l’espace (~d en couronnes ~k, qui se rapprochent
de 1’ origine, et dont la geometric est adaptée au type de singularite envisage.
La singularite de la fonction hu se traduira alors au moyen d’une f amille
de coefficients qui decrira le comportement de hu sur chaque
couronne.

On introduira egalement un groupe de dilatation (Dk)k E ~, tel que l’appli-
cation Dk fasse passer de la k-ième couronne a la couronne 0. C’est sur
cette couronne que l’on pourra lire les proprietes de regularite de hu.

(2. 38) Construction des couronnes.

Vol. 24, n° 4-1988.



552 M. BABILLOT

La singularité en 0 de la fonction hu (~,) est en [- imu. ~, + 6u (~,)~2] -1.
Puisque le couple (mu, 6u) varie dans un domaine convenable de IRd 
[cf (2.27)], il est possible de trouver deux constantes c et C, indépendantes
de u, telles que, pour tout X dans U, on ait :

ou :

designe le vecteur unitaire mu I,;
- ~,u designe la projection orthogonale sur l’espace (eu)1.
Si e est un vecteur unitaire fixe de ~d, on note la decomposi-

tion d’un vecteur y relativement a celle de (~d : l~d = ( e ~ ~+  e )~.
Soit ru une rotation de telle que r u eu = e, et choisie pour que 

soit continue. L’estimation (E1) s’crit encore, pour tout X dans U :

On peut maintenant introduire les couronnes :

et :

Ces couronnes se rapprochent de l’origine k grandit. Il est donc possible
de trouver un rang no tel que soit contenu dans le voisinage U de

0, c’est-a-dire tel que les estimations (E2) soient valables. Ainsi, pour
k >_ no, la fonction ( 1- k (u + i ~,)) -1 est de l’ordre de 4k 

+ 1 
sur ~k.

Ce rang no peut etre pris indépendant de u.
D’autre part, on suppose U assez petit pour que U Wt.

uEC* k?0

(2. 39) Construction du groupe de dilatation associe.
On considére la dialtation D dont la matrice sur (~8d est :

soit D ( y 1, y’) _ (y 1 /4, y’/2). On a donc I ~ D I I =1 /2; ~ I D -1 I ~ = 4, et Ie

determinant de D est égal a 1 /2d + ~ .
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La dilatation D itérée k fois envoie bijectivement 0 sur k, et par
consequent Dk ru est une bijection de ~o sur ~k.

( 2 . 40) Decoupage de I~d au moyen des couronnes.
Puisque le voisinage U de 0 est contenu dans n U ~, on peut ecrire

u k>_o

Pour ne pas creer de singularité artificielle, on introduit une fonction p,
C °°, a support compact dans un voisinage en tube autour telle

que :

La fonction pest essentiellement la fonction caracteristique regulari-
see au bord de 0.
Pour tout u de on a egalement :

ou pu est l’image de p par la rotation ru : pu (z) = p (ru z). Le support de pu
est alors un voisinage de ~o.

(2. 41) On peut désormais etudier hu (03BE); rappelons que hu a ete définie
en (2. 36). On a donc :

ou l’ on a pose pu, k ( ~) - pu (À) hu (Du a’)~
La fonction pu, k a pour support celui de pu, qui est essentiellement la

couronne Soit K = ~ uk. C’est un compact, contenu dans le comple-
k

mentaire d’un voisinage de 1’unite. La proposition suivante étudie les

proprietes de pu, k sur K :

(2.42) PROPOSITION. - (a) Pour tout u de Pu k appartient a
C~d- 1)J2 (K)~ et l’application u H pu, k est continue. 

~
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(b) Il existe un nombre M, indépendant de u variant dans un compact de
aD*, et un nombre E’ strictement positif tels que :

Preuve. - Les fonctions de ~, : 1- k (u + i ~) et - imu . ~, + ~ (~,)/2 ne
s’annulent pas sur (~dB~ 0 ~. Ainsi, hu est de classe C~d-1»2 sur tout

compact contenu dans le complementaire d’un voisinage de 0, et ce, de
manière continue en u. Puisque pu, k est l’image de pu (D-k ~,) hu (~,) par la
dilatation le (a) resulte du fait que, lorsque X varie dans K, (~,)
varie dans D;k K, qui est contenu dans le complementaire d’un voisinage
de 0.

La maj oration de la norme de pu, k repose sur le meme principe que
dans le cas centre [proposition (2. 31)]. On pose :

La fonction s’ecrit donc l’abaissement de la

singularite proviendra du terme Eu.
Les inégalités ci-dessous sont valables a une constante multiplicative

pres, indépendante de u variant dans un compact de aD*.
Tout d’abord, il est immédiat de voir que, les dérivées de pu pouvant

etre maj orees uniformemcnt en u, on a :

ou :
- tous les indices sont entiers si d est impair;
- deux sont entiers et le troisieme demi-entier si d est pair.
Puisque la chaine semi-markovienne admet un moment d’ ordre 2 + £, la

fonction E est deux fois differentiable, et l’on a :

Ceci permet d’estimer la norme-a de a. Distinguons entre les cas a=0,
1 /2, 1, 3/2, 2, et a >__ 5/2.

(1) a=0. On a :

(rappelons que ~Dku~ ( =1 /2k).

Annales de l’lnstitut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques



555THEORIE DU RENOUVELLEMENT

(2) a =1 /2. On ecrit :

( 3) a = l. Alors :

On trouve le meme resultat lorsque a =3/2 et 2. Si maintenant a ? 5/2, on
a toujours :

Dans tous les cas, il existe 8’=mf(e, 1/2) tel que 
Montrons maintenant et que 
Nous savons que la dérivée n-ième de la fonction 1/v est la somme de

termes de la forme20142014-2014’.’ ’ ’’20142014-, , avec 2f2014j~~+2 [lemme (2.32)].
~’

De plus, Ie degré de derivation dans P(t/’, ... , v(k)) est égal a M2014/. Ainsi,
si P est entier, la dérivée P-icmc de va être majorée par la somme
de termes du type :

Mais si z est proche de 0, k’ (u + iz) est proche de mu, et Du (k’ (u + i Du ~,))
est proche de Dkumu = 

D’autre part, si Du ~, E ~o, et si k >_ no, l’estimation (E2) est

valable :

et chaque terme est de Fordre de 1/(4k)j 1/(2k)~-’ (4k)‘ 4k.
Le meme calcul peut etre fait si P est non entier. Ainsi ]] 1/vu ~03B2 _ 4k, et

de maniere identique, on a : ~ ~ ~,~  4k.
Dans tous les cas, nous avons donc :

ce qui termine la preuve de la proposition (2. 42).

(2.43) Fin de la preuve du theoreme de renouvellement dans le cas
décentré.
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Il nous faut montrer que la transformee de Fourier de hu est en

o(|03BE lu -d)/2) a l’infini. Pour cela, rappelons l’égalité de découpage obtenue
en (2. 41) :

(a) Il resulte de la proposition (2.42) et de la continuite de la trans-
formation de Fourier de C~d -102 (K) dans D~d - l 02 [proposition (2 . 21)]
que pour tout k >_ no, nous avons :

et ceci, uniformement en u variant dans un compact de aD*.
Par suite, les majorations suivantes ont lieu :

puisque la norme de est égale a 4k.

( b) Fixons 03B4 strictement positif, et N tel que

Nous avons alors :

ou Ru(ç) est majoré uniformement en u par b.

(c) Pour tout k fixe, k inférieur a N, la proposition (2.42) donne la
continuité de 1’ application

Par composition avec la transformation de Fourier, continue de

C(d-1)/2 (K) dans D(d-1)/2, nous déduisons la continuité de l’application de

aD* dans l02 qui a tout u associe pu, k. Ainsi, pour tout k fixe,

i x |(d-1)/2 pu, k (x) tend vers 0 lorsque x tend vers l’infini, et ce continûment
en u. Par suite :
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lorsque § tend vers Finfini, uniformement en u de C*. Par consequent, 8
etant pris arbitrairement petit dans ( b), I ~ ~ ~d -1 )~2 hu (~) est encore arbitraire-
ment petit lorsque I tend vers l’infini, et ceci achève la preuve du
theoreme de renouvellement dans le cas decentre.

(2.44) Remarque.
Cette demonstration montre que pour obtenir 1’equivalent du noyau

potentiel d’une chaine semi-markovienne decentree dans la seule direction
de la moyenne, il suffit de supposer, en plus des hypotheses usuelles de
forte ergodicité, adaptation et condition S (E), l’existence d’un moment
d’ordre egal a pour un E strictement positif
quelconque.

TROISIEME PARTIE
APPLICATIONS

A. Mouvement brownien sur un revetement abélien de variete
riemannienne compacte

Les variétés que nous considerons ici sont supposées de classe C3.

(3.1) Le mouvement brownien comme chaine semi-markovienne.
Guivarc’h [20].

Soit ( M, g) une variété compacte et connexe, munie d’ une structure
riemannienne g. On se donne un revêtement riemannien ( M, g, p) de

( M, g), dont on suppose la fibre isomorphe a Z~ avec d >__ 3. Le groupe
abelien Z~ s’identifie alors a un groupe d’isometries sur M.

L’operateur de Laplace-Beltrami ~M etant un invariant de la metrique,
il commute avec les isométries de M. Notons le semi-groupe ayant
pour generateur i. e. le semi-groupe de transition du mouvement
brownien sur M, et pour tout t, p (t, x, y) la densité de Pt relativement a
la mesure sur M canoniquement attachée a la metrique riemannienne g.
La propriété d’invariance sous l’action des isométries s’ccrit encore :

d Y E 7~d, p (t~ y x, Y y) =p (t~ x, .Y)~

Ainsi, si l’on se fixe un domaine fondamental X de l’action de Z~ sur M,
le mouvement brownien a temps entiers sur M s’identifie mesurablement a
une chaine semi-markovienne sur X x De plus, la chaine de Markov
sur la base X est l’image par cette identification du mouvement brownien
sur M. Enfin, la distance sur M est equivalente a la norme euclidienne,
i. e. il existe deux constantes c et C telles que pour tout point x de M et
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toute isometrie y de 7Ld on ait :

Les constantes c et C dependent de la geometric de M.

( 3 . 2) Propriétés.
La chaine sur la base a une densite continue strictement positive, bornee

par compacite de M, d’ ou sa forte ergodicite sur 1’ espace des fonctions
bornées sur X [voir ( 1. 6)].
La stricte positivite de p sur M implique 1’ adaptation de la chaine semi-

markovienne sur X x De plus, les theoremes de comparaison de [34]
s’ appliquent : il existe une constante c 1 telle que :

ce qui assure l’existence de moments de tous ordres de la chaine semi-
markovienne.

L’hypothese de centrage est acquise grace a la symetrie du noyau Pt sur
L2 (M).
Nous nous trouvons donc sous les conditions d’application du

corollaire (2. 5) du theoreme de renouvellement (2. 3). En consequence,
nous pouvons donner le comportement du noyau potentiel de la chaine
semi-markovienne.

(3.3) Potentiel du mouvement brownien.
On note xo un point origine de M fixe, U le noyau potentiel :

U = et Q le noyau Pt dt.
De l’égalité :

et de l’invariance sous Q de la mesure dx Q dy sur X x Zd résulte le :

THÉORÈME. 2014 Il existe une matrice définie positive 03C3 telle que pour toute

fonction F d support compact sur M, U F (y xo) est equivalent lorsque y tend
vers l’ infini dans 7~d a :

On a noteé y (a le nombre 6 -1 (y) 1/2, et c est la constante r ((d - 2)/2) . .2 

Signalons que la matrice 03C3 depend uniquement de la geometrie de M.
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En corollaire, donnons une estimation du comportement de la fonction
de Green sur M :

On note F : G lorsque F = O (G) et G = O {F) a l’infini.

COROLLAIRE. - Soit M un revetement abélien d’une variété riemannienne

compacte, de fibre Zd, d > 3. Si p (t, x, y) designe le noyau de la chaleur sur
_

IVI au temps t et g (x, y) = ~0 p (t, x, y) dt la fonction de Green sur M, alors

pour tout point origine xo fixe de M.

B. Marches aléatoires sur les extensions compactes de ~d

(3.4) Structure de ces groupes.
Soit G un groupe topologique localement compact a base dénombrable.

On dit que G est une extension compacte du groupe vectoriel (~d s’il existe
un sous-groupe V distingue de G et isomorphe a fRd tel que G/V soit
compact. On sait alors (Hochschild [25], p. 44) que V est facteur semi-
direct de G, c’est-a-dire qu’il existe un sous-groupe compact K de G tel
que :

soit un homeomorphisme. Si l’on note Ad la representation de K dans
GL(V) qui a tout k de K associe l’automorphisme interieur (ç ~ k ~ k -1)
restreint a V, alors G s’identifie au produit semi-direct V x K muni de la
loi :

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguite, on note encore Ad k (~) = k . ç.
Par compacité de K, il est possible de munir [Rd d’un produit scalaire

qui fait de Ad(K) un sous-groupe du groupe U (d) des isometries de (~d.
L’action de K sur [Rd est alors semi-simple : s’il laisse stable un sous-

espace de il laisse stable son orthogonal. On notera W l’espace des
points fixes de ~’action de K sur On obtient ainsi une decomposition
de IRd en somme directe orthogonale :
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On notera la decomposition correspond ante d’un vecteur
Y de f~a.

Signalons que l’espace W peut etre réduit a ~ 0 ~ : si G est le groupe des
deplacements de 1’ espace euclidien, le sous-groupe compact K est egal au
groupe des rotations de L’action de K est transitive sur jRd et n’admet

par consequent pas d’autres points fixes que 0.

(3.5) Marches aleatoires sur G et centrage.
Soit une suite de variables aleatoires independantes et de

meme loi J.1 sur G et

la marche aléatoire droite de loi  sur G, prise a l’instant n issue de (k, 03BE).
On a montre en (1.2) qu’elle peut être vue comme une chaine semi-
markovienne sur K x ~d, de base compacte K. La chaine de Markov

o est la marche aléatoire droite sur K qui a pour loi , image de j
par la projection La mesure de Haar sur K fournit une

probabilite invariante pour 
Supposons qu Jl admette un moment d’ordre 1, et estimons la moyenne

de la chaine semi-markovienne. Nous avons :

Par suite :

puisque pour tout vecteur Y de W1 le vecteur k dk. Y est nul : c’est un
point fixe sous K qui appartient a W1.
On voit ainsi que le non-centrage de la chaine semi-markovienne ne

peut provenir que de la partie de ~d of l’action de K est triviale. Ceci
nous conduit a poser la :

DEFINITION. - Soit G = (~a X K une extension compacte de (~d, et W

l’espace des points fixes de ~d sous l’action de K. Soit pw la projection
orthogonale sur W.

Soit  une probabilité sur G ayant un moment d’ordre 1. On appelle
moyenne de  le vecteur :

La loi  sera dite centrée si m = 0, et décentrée dans le cas contraire.
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(3.6) Étalement de la mesure , opérateurs de Fourier.
Dans toute la suite, la mesure ~, image de J.1 sur K, sera supposee

verifier les deux conditions suivantes :

(1) Le support de ~ n’est pas contenu dans un translate d’un sous-
groupe distingue strict de K.

(2) La mesure  est étalée, c’est-à-dire qu’il existe une puissance de
convolution de ~ non singuliere relativement a la mesure de Haar sur K.

Lorsque K est connexe, la seconde condition implique la premiere.
Il decoule classiquement de ces deux hypotheses que la marche aléatoire

de loi ~ sur K est fortement ergodique sur l’espace des fonctions continues,
relativement a la mesure de Haar 1t sur K [23].

Cette regularite se transmet aux opérateurs de Fourier, comme le montre
1’etude qui suit :

Pour tout X de l’opérateur de Fourier de la chaine semi-markovienne
est ici donne par :

soit, si  = ~k ~ ~k do (k) est une désintégration de j suivant K (cf [3]) :

v

On a alors la :

PROPOSITION. - est une probabilité sur G = K X telle que la
projection de  sur K soit étalée, alors P’ est quasi-compact sur l’espace
des fonctions continues.

Preuve. - Soit p  l. Quitte a considérer une puisance de , on peut
supposer que

ou pest une mesure sur K de variation totale inferieure a p. Ainsi, P’ est
somme de deux operateurs A et B, ou :

Remarquons tout d’abord que :
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puisque ~r~ (7c ~) ~ 1.
Montrons que A est un opérateur compact de C(K).
Pour cela, d’après Ascoli, il suffit de montrer que :

tel que :

L’operateur A possede un noyau, note encore A, relativement a dk,
c’est-a-dire :

Soit donc ko fixe dans K. On a :

Tout d’abord,

Mais est continue en u, ainsi tend vers 0 lorsque k
tend vers ko, par application du theoreme de Lebesgue.

Ensuite, puisque k’ - A (ko, k’) est mesurable, il est possible de cons-
truire une fonction continue, telle que :

On peut alors écrire :

avec :
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Maintenant :

et puisque cpo est continue, ce dernier terme tend vers 0, lorsque k tend
vers k o, proposition.

(3.7) Rayon spectral de l’opérateur de Fourier.
On suppose que  est irreductible sur G, c’est-a-dire que le semi-groupe

ferme engendré par son support est egal a G. On a alors la :

PROPOSITION. - Pour tout À non nul, le rayon spectral de l’opérateur de
Fourier P’ est strictement inférieur a l.

Preuve. - Supposons au contraire r(P’) =1. Puisque P’ est quasi-
compact, et quitte a considerer la mesure § = £ ~*n~2" + 1 [cf ( 1. 15)), on

n?0

peut supposer que 1 est valeur propre de P’. II existe donc une fonction

continue f telle que :

Mais ceci implique :

Puisque converge vers J K , on a J K If I et ceci impose a
d’etre constant.
L’egalite (1) s’ecrit alors :

soit pour tout k, d~. (k’, ç)-p. s., = 1.

Maintenant,

est un semi-groupe de G, et il contient le support de jLL.

Puisque ~, est supposee irreductible, ceci impose H = G. Mais, si ~, est
non nul, le point (1, ~, I2) n’appartient pas a H (prendre k =1), il y a

donc contradiction. Ceci acheve la demonstration.

Remarque :
Lors de 1’etude d’une chaine semi-markovienne, l’hypothèse d’aperiodi-

cite du noyau semi-markovien et la condition S (E) ont ete introduites
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dans le seul but d’assurer que le rayon spectral de P’ soit strictement
inferieur a 1 pour X non nul. Elles apparaissent dans ce cadre comme
proprietes de la loi , a savoir : l’etalement de  qui donne la quasi-
compacite de P’, et en particulier la condition S (E), et l’irréductibilité

de Jl, qui entraine 1’ adaptation de la chaine semi-markovienne.

( 3 . 8) Operateurs de Laplace.

On dira que ~ admet un moment exponentiel si ~)  +00,

pour tout 

On definit alors 1’operateur de Laplace sur C (K), pour tout 
de Cd :

qui correspond a l’opérateur de Laplace de la chaine semi-markovienne
[ c f ( 1. 24)].

PROPOSITION. - Soit  une probabilité sur K x admettant un moment

exponentiel, et dont la projection sur K a une densité relativement a la

mesure de Haar sur K. Alors, pour tout z de Cd, l’opérateur PZ est compact.
La preuve de la proposition est semblable a celle de la proposition

( 3 . 7), le point crucial étant que si A désigne le noyau de PZ par rapport a
dk’, on a :

Or, si cp est la densité de  relativement a dk :

Mais F application k H e ~ Z ~ k ~ ~ ~ est continue en k, et donc la difference
tend vers 0 simplement.

D’autre part, I e  Z I k . ~ > _ e ~ Z ~ ko . ~ > (  2 e I u I. I ~ i, qui est integrable rela-
tivement a J.l, ce qui permet de conclure.

(3.9) Theoreme de renouvellement (cas centre).
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Nous pouvons desormais décrire, en application du theoreme (2. 3) dans
le cas centre. le comportement du noyau potentiel d’une marche aleatoire
de moyenne nulle.
On sait en effet que si la projection de la loi sur K est étalée, la chaine

(xn) sur K est fortement ergodique. D’autre part, on a vu en (3. 7) comment
la condition S (E) et 1’aperiodicite de la chaine semi-markovienne pouvaient
etre remplacees par l’étalement de  et l’irréductibilité de . Ceci conduit

par consequent au :

THÉORÈME. 2014 Soit G = K X [Rd une extension compacte de Rd, avec d > 3.
Soit )Li une probabilité irréductible sur G telle que la projection de p sur K
soit étalée, admettant un moment d’ordre max (d - 2, 2 + E), centrée. Il existe
alors une matrice 03C3 définie positive, telle que la suite de mesures :

converge vaguement vers cd|det 03C3 |-1/2 dk Q d03BE, lorsque g tend vers l’infini.
On a note ( 6 1 (~) ~ 1~2, pour g=(k, ~) et cd la constante

r ((d - 2)l2)l(2 ~)dl2 ~
Remarques. - ( 1) La matrice 03C3 est donnée par :

ou de telle sorte que
~M 1 (k) = k E soit identiquement nul.

(2) Lorsque G est le groupe des déplacements de l’espace (auquel cas
une marche aleatoire est automatiquement centree), ce resultat precise
celui de Roynette [40] qui montrait, par la méthode des fonctions barrières,
la majoration :

( 3 .10) Théorème de renouvellement. Cas décentré.

THÉORÈME. 2014 Soit G une extension compacte de d >_ l, et p une

probabilité sur G, irréductible, admettant un moment d’ordre exponentiel,
décentrée. On suppose que la projection de  sur la base compacte K admet
une densité relativement a la mesure de Haar sur K.

Alors, pour tout u de aD = ~ u; r (P") =1 ~ , il existe, a une constante

multiplicative près :
- une unique fonction cpu, continue, telle que soit p-

harmonique;
- une unique fonction continue, telle que e-u.03BE 03C8u (k) soit -harmoni-

que.
Ces fonctions sont strictement positives sur K.
D e plus, si l’ on note
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l’application de aD* dans la sphere unite de l~d qui a u associe I mu ( est

un homéomorphisme.
Le comportement du noyau potentiel est alors décrit de la manière

suivante :

Pour toute fonction F continue a support compact sur G,

converge uniformément en u de aD, lorsque t tend vers + oo vers :

oli c (u) est une constante reliée aux moments d’ordre 1 et 2 de la chaine

relativisée.

Ce théorème se deduit simplement du théorème (2.9) et du corollaire
(2.10), qui precise le cas ou pour tout z de Cd, 1’operateur P~ est compact.
II faut simplement verifier que 1’ adj oint de pu dans le dual de C ( K) est
quasi-compact sur C (K). Ceci decoule du fait suivant : radjoint de pu
peut être construit a partir de la probabilite ~,, image par le passage
a l’inverse. En effet, on peut écrire, pour toutes f et g continues sur K :

On voit ci-dessus que est un opérateur de Laplace associé a la

mesure ~. Or Jl et  ont les memes proprietes, et en particulier, P - u est

quasi-compact sur C (K).

(3.11) Frontière de Martin.
Le theoreme precedent permet de decrire le comportement du noyau

potentiel, lorsque ç tend vers l’infini et que ~/ ( ~ ( tend vers - s, of s est
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un vecteur de la sphere unite. Nous obtenons l’équivalent suivant :

of est 1’homeomorphisme inverse de

De cet equivalent découle le :

COROLLAIRE. - Soit  une probabilité irréductible sur G = K x dont
la projection sur K est étalée.

1 er cas : si la moyenne de  est nulle et si  admet un moment d’ordre
max (d - 2, 2 + E), la frontière de Martin est triviale.

2e cas : si la moyenne de ~, est non nulle, si ~. admet un moment exponentiel,
et si , ou une de ses puissances, admet une densité relativement a la mesure
de Haar sur K, alors les fonctions -harmoniques positives extrémales
s’écrivent comme produit d’une fonction cpu continue positive sur K, et d’une
exponentielle eu.03BE, ou u varie dans un ensemble homéomorphe a la sphere
unite de f~d.

Ceci généralise dans le cadre des extensions compactes de Rd les résultats
de Conze-Guivarc’h [13], qui étudient la frontière de Martin des lois 
ayant une densité a support compact relativement a la mesure de Haar
sur G.
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