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ABSTRACT. — We describe a convenient method for proving weak conver-
gence of a sequence of markovian time-homogeneous pur jump processes X"
to a diffusion process in a closed subset G of R® with a boundary éG which
is piecewise smooth.

Basically it is shown that the limit solves a continuous sub-martingale
problem.

Because the state space has a boundary, we think it is not very adapted to
apply the classical approach developped by Kurtz and based on semi-
group theory: in particular, it is difficult to find a dense class of test functions.
With our martingale and sub-martingale approach, we do not need to deal
with this problem and the proofs are relatively simple.

We study also an important example in queueing theory, which is not of
Jackson-type.

INTRODUCTION

Déja de nombreux auteurs se sont intéressés a la convergence d’une suite
de processus de sauts vers un processus continu, convergence en probabilité
uniforme ou convergence faible.
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352 C. DE ZELICOURT

Du point de vue pratique, I’intérét de tels résultats est évident : remplacer
un modéle stochastique dont I’analyse est difficile par un modéle plus simple.
Dans [9] Kurtz approche le nombre de particules d’une population, « lorsque
ce nombre est suffisamment grand », par un modéle déterministe. Les théori-
ciens des files d’attente, Kobayashi [7], Reiman [/9], Lemoine [/2], Igle-
hart [6], Gelenbe [5], ... développent la méthode dite d’approximation-
diffusion lorsque la file considérée est proche de la saturation.

L’objet de cet article est d’établir un théoréme de convergence d’une suite
de processus de sauts purs, markoviens, homogenes dans le temps, a valeurs
dans un fermé G de R® de frontiére réguliére par morceaux, vers une diffu-
sion continue, convergence au sens faible dans I’espace de Skorokhod cor-
respondant.

METHODES ET OUTILS

Le principe physique d’approximation est celui de Feller [4] : & partir
d’un processus de saut donné on procéde & une diminution de I’amplitude
des sauts, a une augmentation du nombre de sauts par unité de temps et a
une compensation jusqu’a saturation entre sauts positifs et négatifs.

Ce changement d’espace d’états et cette dilatation de 1’échelle des temps
sont 4 la base de ’approximation du mouvement brownien par des marches
aléatoires, exprimée dans le théoréme de Donsker [/]. Dans un tel cas de
processus a valeurs dans I’espace RP tout entier, la méthode utilisée par
Kurtz [11] consiste & montrer :

1) La compacité faible ou étroite de la suite des lois correspondantes.

2) La convergence des générateurs infinitésimaux des processus de sauts
vers le générateur infinitésimal d’une diffusion, identifié pour un ensemble
de fonctions dense; le théoréme de Trotter-Kato ([22], [8]) implique alors
la convergence faible des distributions finies des processus de sauts vers
celles de la diffusion. Cette diffusion est alors unique et la convergence faible
de la suite des processus est obtenue.

La méthode que nous utilisons ici dans le cas de processus avec frontiére
suit ces deux étapes, mais

1) nous simplifions les problémes de compacité en utilisant des résultats
récents sur la compacité des semimartingales,

2) au lieu de manipuler les semigroupes des processus, nous caractérisons
chacune des lois comme solution d’un probléme de martingale ou de sous-
martingale au sens de [/3] et [3].
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CONVERGENCE D’UNE SUITE DE PROCESSUS DE SAUTS MARKOVIENS 353

Cette méthode semble beaucoup plus appropriée et d’usage plus souple
dans ce nouveau cadre. D’autre part on peut espérer 1’étendre au cas non
markovien.

NOTATIONS ET RAPPELS

Soit G un ouvert convexe de R® dont la frontiére est la réunion d’un nombre
fini de variétés suffisamment réguliéres (au sens de [3]) de dimensionp — 1.

L’espace Q° des trajectoires est I’ensemble D(R*, G) des applications
continues a droite et limitées & gauche. Il est muni de la topologie de Sko-
rokhod et de la tribu borélienne #° associée. (X,),>o désigne le processus
canonique sur (Q°, #°), (#7),5, la filtration associée.

Pour tout n e N considérons 1’opérateur intégro-différentiel

Lof(x) = £(x)-5,(x) + f

ue RP\{0

}(f(x +u) = f(x) = Lguj<nf'(x) - )S,(x, du)

b, : G — RF est borélienne, bornée sur tout compact

S, est un noyau positif borélien défini sur G x (R?\ {0}) qui intégre
| u |2A1 uniformément sur tout compact; de plus pour tout x le sup-
port de la mesure S,(x, .) est contenu dans ’ensemble { u : x + ue G }.

Pour un état quelconque x, € G une probabilité P sur
Q% Z°, XDz 0, (F )iz 0)
est dite solution au probléme des martingales issu de x, lorsque ([/3]) :
a) Pr (X, = x0) = 1.
b) (Vfe C(G)) ou (Vf e CX(G)) ou (Vfe Cy(G))

FOX) = flxo) — f(:L..f((Xs)dS

ou

est une P} martingale locale.
b) Peut étre remplacé par b') :

t R
YM; =X, — xo — ~[b,,(Xs)ds - Z AX1( ax,|>1; €st une P, mar-
0 0<s<t
tingale locale vectorielle telle que, pour tout 8 € R la martingale réelle 6. M"
est localement de carré intégrable de processus croissant

(O.M", 0.M"), = f 'ds f (0.4)*S,(X., du).
0 lul<1

I1 est montré dans [/3] que ’existence et I’unicité de P? pour tout xe G
implique pour le processus (Q°, #?, X,, P") d’étre fortement markovien.
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354 C. DE ZELICOURT

Nous allons établir la compacité étroite relative de la suite (P},),ey ainsi
définie, pour un x, quelconque dans G, puis donner une propriété commune
a toutes les valeurs d’adhérence de cette suite en termes de solution d’un
méme probléme de sous-martingales continues, et enfin démontrer 1’unicité
d’une telle valeur d’adhérence P,,.

1. RELATIVE COMPACITE FAIBLE DE (P"),.
Soit x, € G.

THEOREME 1. — HI : (36, — 0)P; {sup | AX,| > 4,} =20

t20

H?2 : la suite n — uu*S, (., du) est uniformément bornée sur G.
Jul<1

H3 : la suite n — b,(.) est uniformément bornée sur G.
H4 : (V)(3K, > 0)(K, Z20)(¥(s, 1), s < 1)(Vx € G).

— t
lim E:(J‘ | Bu(X,) | l{x.,eac)dl’) < K-g
n— oo s

CONCLUSION. — (P} ), est faiblement relativement compacte.

De plus toute valeur d’adhérence P, est telle que P, (X, = x5) = 1, et
P,, presque toutes les trajectoires du processus X sont continues.

Démonstration. — Le probléme des martingales sous sa forme b')
(cf. Notations et rappels) fait apparaitre la suite de semi-martingales (X, P ) :

t t
X, —xo=M" + f Ba(X ) xcc)dS + E AX a1y + jobn(xgl{x,em,ds
(1]
0<s<t

Nous allons utiliser des résultats de compacité de [1], [/5] et [/8] sous une
forme adaptée a notre probléme.
La suite (X, P} ), est C-tendue si

Ve > 0 V¥p >0 VNeN*
i) 3a>0VneNPL[|X,|>a]l<n.
i()36 > 03ngeNVn=n, Py [ sup [X,—X,|=¢]<n.
s,t€[0,N]
|t—s|<é
La condition suffisante suivante, due a2 Aldous, pour que (X, P} ), soit
D-tendue, est étudiée dans [15] :

Ve > 0Vn > 0VNeN*
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CONVERGENCE D’UNE SUITE DE PROCESSUS DE SAUTS MARKOVIENS 355

iy 3a>0sup Py[sup [X,|>al<n.

neN 0<t<N
ii’)36 > 0 lim sup P [| X1+, — X | = €] < pour tout temps d’arrét T
n—»ow se[0,d]

sur (Q°, (F)rz0)-

Enfin, citons le corollaire II-3.6 de [18] :

Si (M", P} ), est une suite de martingales locales sur Q° possédant les
deux propriétés :

i") il existe une suite ¢, —> 0 tq P [sup | AM?| > ¢,] —>0.

t20
ii") il existe g : R, — R, croissante tq g(u) \0 qd u N0, et

P [sup [ {M", M"), — (M, M) | > g(l = s D122 0,
s,t

n— o

alors (M", P} ), est C-tendue.

On sait qu’une somme de suites de processus D-tendues n’est pas néces-
sairement D-tendue. Mais si chacune des suites est C-tendue sauf peut-€tre
I’une d’entre elles, alors la somme est D-tendue.

C’est le cas qui se produit ici : (X, P}), vérifie a ’évidence i) et

( f bu(X ) (x.cc 5, P;o) vérifie if) grice & H3,
0

n

( Z AX L iax,)> 13 P';.o> grice a HI.

0<s<.

et

Pour le processus | ,(X,)](x,co6;d4, si T un temps d’arrét quelconque,

0
I'utilisation de I’inégalité de Bienaymé-Tchébycheff nous améne au calcul
suivant :

T+s T+s
E[ f | ,(X,) | 1<x..eac,du] - E[E[ f | 6.(X0) | l(xuew)du/f%]]

- e B ([ 16001 Loxaord )|

puisque le processus X est markovien pour les tribus &7 et les lois P}, et
I’hypothése H4 permet de conclure.
t
Enfin ’expression de { M", M"), = f J- uu™*S,(X,, du) et ’hypothése H2
0Jul<1

montrent que { M", M" ) est C-tendue.
La suite des semi-martingales M" + f.b,,(Xu)l(xueag,du est alors D-tendue

par un résultat de [18].
(X, P%,) est donc finalement D-tendue, et par conséquent C-tendue grace
a ’hypothése HI sur les sauts. W
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356 C. DE ZELICOURT

2. IDENTIFICATION DES VALEURS D’ADHERENCE DE (P"),..
AUX SOLUTIONS D’UN PROBLEME
DE SOUS-MARTINGALES CONTINUES

C’est la formulation b) du probléme des martingales (cf. Notations et
rappels) qui intervient maintenant pour caractériser les P,. En fait nous
allons plutdt utiliser un probléme de sous-martingales équivalent. Cette
méthode permet d’éviter I’utilisation de la notion de temps local.

Gréce a la formule de Ito, toute solution P} du probléme des martin-
gales b) (cf. Notations et rappels) est solution des problémes suivants :

VfeCI(G x R,)f(X, 1) — f(xg, 0) — f [ T (X, 8) + Lof(Xs, s)]ds

est une P} martingale locale, et donc :
(VfeCH'(G x R+))(Vt 0, Vx € 0G, f(x, 1) + L, f(x, ) >0)

S 1) = f(xg0 0) — f G(xo[ P (X, 5) + Lf(X,, s)] ds

. . 0
est une P} sous-martingale ; (51 5]; + L,f =0 sur G x R,, c’est une
martingale locale).

Alors, pour x, € G on a le théoréme :

THEOREME 2. — Nous faisons les hypothéses HI et H4 précédentes ainsi
que les suivantes :

UH S,(. du)™22

f u 38, du) "2
AT |

A2 : Pour tout ne N les restrictions a G des fonctions b, etf uu*S,(., du)
. Jul<1
admettent un unique prolongement par continuité a G tout entier, noté respec-

0 0
tivement b, et f uu*S,(., du).

lul <1

Al uniformément sur G,

n( ) =2 b(.)
*S,(., du) =% a(.)
A3 fmquu u a

b:G—RPeta:G— My, (R) bornées,
\ a strictement elliptique uniformément en x € G.

uniformément sur G
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CONVERGENCE D’UNE SUITE DE PROCESSUS DE SAUTS MARKOVIENS 357

A4 : la suite n -~ | b, | converge dans R, uniformément sur 0G.
On note la limite% , (v, 8) étant un couple de fonctions définies sur 0G et
prenant ses valeurs dans R3\ { (0, 0) }.

A5 : la suite matricielle n — uu*S,(., du) converge uniformément
lul<1
vers O sur (61 (0))° et est uniformément bornée sur 5~*(0).

. . b . ;
A6 : la suite vectorielle n — —"— converge uniformément vers V sur

| by
(y~Y(0))°, V définissant un champ de vecteurs intérieurs a G.
A7 (hypothese de « régularité » sur la frontiére) :
0 0
ot ov
soit minorée uniformément sur 0G x R, par une constante strictement posi-
tive.

1l existe une fonction g e C}''(G x R,) telle que ’expression &

Alors : toute valeur d’adhérence P, de la suite (P} ),y est solution du pro-
bléme des sous-martingales continues issu de x, et associé au sens de (3] a
Popérateur de diffusion L dans I'ouvert G et a la condition frontiére (I, 6)

sur 0G,
I3 P
1 0* 0
L= 2 Za” 0x,0x; * Zbié}_i
avec ij=1 i=1
I3}

REMARQUES 3. — 1) L’expression de I’opérateur limite sur la frontiére fait
apparaitre trois sortes de condition limite sur 0G :

une réflexion pure sur d!(0), une absorption sur y71(0),
une partie élastique sur (6 1(0))° N (y~1(0))°.

2) 1l est naturel que le vecteur V(x) ne soit défini qu’en des points x ou
il n’y a pas absorption.

3) A7 est a vérifier dans chaque cas particulier (cf. 4).

LEMME 4. —
t
E}, [ fol‘,_l(o)(xs)ds] n~ o

Démonstration. — Cela résulte de H4 et de la définition de § dans A4. M|
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358 C. DE ZELICOURT

LEMME 5. — Pour tout te R, il existe une fonction C(g) qui tend vers 0
avec g > 0, telle que :

tim B2 | [[1nse 060 < €@

n—oo 0
ot 0G, = {xeG :d(x,0G) < &}.
Démonstration. — Nous appliquons la formulation ) du P}, probléme

des martingales avec une fonction f, de C}(G) appropriée :
t t ,

B 400~ £i0%0) - [ tonaoatX oL, x)ds - [[1s6x£.0%)-,0¢)ds
0 0o

- f or L6n06(Xs)f d(X) - By(X )ds — f 0'1aca(XS)ds f 1 eXs +u) = (X))
lul Sx. d
—_ éftlace(xs)ds js(Xs + Ow’g,“u)'ussn(xs, du)

0 Jul<1

B %f;l"“(m(xs)fg(xs). (f

luj<1

1 [t .
) f L5-10pe(Xof e (X)) (f uu™S, (X, du))ds]
lul<1
1
2

uu™S,(X,, du))ds

0
E" [ J(:lcﬁmc(xs) F1(X). ( fl » ws, (X, du))ds} :

Le premier membre de I’égalité est majoré par C(g) pour n assez grand grice
au lemme 4 et aux hypothéses 41, 43, H4, A5 du théoréme 2, si [, est iden-
tiquement nulle sur G N (8G,)° et si elle est bornée sur 0G, ainsi que sa
dérivée par une fonction tendant vers 0 avec e.

Enfin, vu le second membre de ’égalité, il suffit que f”, soit minorée uni-

formément sur une bande 0G,(k € N*) par une constante strictement

k
positive. W

Démonstration du théoréme 2. — D’aprés [3] il s’agit d’établir que
(VfeC3' (G x R+))(Vt >0, Vx e dG, 6(x)g—{(x, )+ If(x, t) > 0)
of

1% 1) = 165 0) = [1600)(L X0 9+ LK, 9) s

est une P, sous-martingale continue.
Nous démontrons d’abord ce résultat pour les fonctions C3*'(G x R,)
puis nous utilisons un critére de densité.
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CONVERGENCE D’UNE SUITE DE PROCESSUS DE SAUTS MARKOVIENS 359

Pour simplifier les notations nous supposons que P} = P, . La démons-
tration se fait en plusieurs étapes :

A) Soient s < ¢, F positive continue bornée &, mesurable.
Nous allons montrer ’inégalité suivante :

En [P 70 0=F 0 5) = [1600(Z Xor0) + LX,0 0 )|
> tim B4, [F( 100 0 =0 )= [16)(Z X0 0) + Luf X )|

n— oo
pour toute fonction f de C3'}(G x R.).
Pour cela nous établissons simultanément les deux résultats suivants :

tim B2 [F( 0% 0 = 1069 = [1660(5 009 + L, 0) e )|
< tim B2 [F( 10X ) = 1% 9) = [1600)(F X0 0 + 170, )|

<;E:[F(f(X,, 0 = f(Xy 5) — f G<xv>( X,y 0) + LA(X,, 0 ) )]

a) Par les hypothéses A/ et A3 et le caractére borné de f et de ses dérivées,
L,ftend vers L f uniformément sur G, de sorte que :

(Ve > 0)@N,)(Vn = N,)(V(o, 1) eQ° x]s, 1])
G(X.,(w»[ D Xo@), v) + L f(X(o), v)]
> 104(@)| 3 (Xu(@), 0) + LK, (@), 0)] ¢

donc aussi, pour n > N,,

E" [F( fKpo 1) = Ky 5) = f G<Xv)(af

X,,v) + L,f(X,, v))dv)]
— &(t — s)E (F)

af(X v) + Lf(X,, v))dv)] R

< E:O[F(f(x,, £ = f(Xy 5) — f 1o(X, )(
d’ol, pour toute > 0 :
tim B2 [F( 106 0 = 060 9) = [1600(Z 00 0) + L/, ) ao)]

o — ot — S)E EL(F)
< ;1% E, [F( fX ) = f(X,, 5) — J;‘IG(XD)(g(XU, v) + Lf(X,, v))dv)]

et la premiére égalité est ainsi obtenue.

Vol. XVII, n° 4 - 1981.



360 C. DE ZELICOURT

b) Pour la seconde, considérons, pour ¢ > 0 arbitraire, une fonction g, de
Cy’(G) qui vaut 1 sur (0G,)°, 0 sur G et est comprise entre O et 1 sur G N 0G,

Eal (06 0 = 0% 9 = [16000(Z 0% 00 + LX)
= B [F( 10t 0= 1069 = ['e0x0( L0 0 + L1k, ) )|
= Eu[F[e - 2000)(L 0% 0+ 1705, ) o) |

Les coefficients a et b de I’opérateur L étant bornés, F positive et bornée,
lg — g, positive et majorée par la fonction 15,56, on a :

Ea|F [0 - 2000 (L 06000+ LK, o))av| <KE,| [ TansaX)do]
GNIG,={xeG:0<d(x,0G) <e} est un ouvert de R?, donc

E., [ f 'lcﬁaoe(xv)dv] < lim E', [ f '1Gnacs(x,,>dv]

n—oo
et le second membre est lui-méme majoré par C(e) d’aprés le lemme 5.
D’autre part, la convergence faible de P} vers P, , la continuité de P,
presque toutes les trajectoires du processus canonique (cf. théoréme 1)
et la continuité et bornitude de toutes les autres fonctions utilisées permettent
d’écrire :

E., [F(f(x,, 0 - f(X, 5) = f 2L %o ) + LK, v))dv)]
= tm L [F( 70X 0~ JX, ) - [eoo(Z %0 + 11050 )av)]

n—o

> tim L, [F( /X, 1) = X 9) = [1e00(Zex. 0+ 1, o))

n- o0

+ lim E7, :Ff(lc - gg)(X.,)(Z—{(X.,, v) + Lf(X,, v))dv] )

n— o

Ainsi, en appliquant une seconde fois le lemme 5 et I’inégalité

0<1g — g <lgnac,
on obtient, pour tout ¢ > 0,

E,, [F(f(x,, £) — f(X,. ) — f G(xu)( (X, v) + LA(X,, v))dv)]
— 2K'C(¢) + lim EXO[F(f(X,, 1) — f(X,, )
- j '1G(xv>( x5+ LK, v))dv)]

d’ou la seconde inégalité escomptée.
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CONVERGENCE D’UNE SUITE DE PROCESSUS DE SAUTS MARKOVIENS 361

B)Sife C,f"(_C:x x R,), la formule de Taylor-MacLaurin permet d’écrire,
pour (x, t) e 0G x R, fixé :

Lft, 1) = L (x, 0. 0+ f Lo [ wrsyx, duy
lul<1
[ U 1) = G 08, )
lul>1
+lf 3f(x+6,,,,,u 1).u3S,(x, du)
6 lul<1 ax
Ainsi

8(x) % o 15 D)+ S0IL,S(x, )22 8(x) 5 4 - (x, 1) + Tf(x, 1)

uniformément sur ((5“(0))c x R,

_1 g
[B.(x) [ 0 [8a(3) 1 b"( )|

. uniformément sur 6 '(0) x R,.

LG, 1)"2.800 L (x, 1) + Tf(x, 1)

(x, 1) + 5

O Soit donc fe C)''(G x R,) telle qu’il existe o > 0 pour lequel,
en tout

(x,1)e G x R,, o(x) g(x, H+If(x,t)=a>0.
Alors, d’aprés B), pour 1 assez grand
(=N L e, ) 4+ Lofe )

est positif en tout (x, ) de G x R,, et I'inégalité établie dans A) permet
d’affirmer que :

10 D= fts0, 0 = [[160X0(Z 0 9) + 11X, )
est une P,  sous-martingale (avec les hypothéses du théoréme, & chaque

rang n on n’a plus seulement une P} sous-martingale locale mais une vraie
sous-martingale).

D) Soit fe C;*'(G x R,) telle qu’il existe « > 0 pour lequel, sur tout
G x R,

d(x) f(x N+ TIf(x, )=

Elle peut étre approchée uniformément par des fonctions f, de

C)'(G x R,) telles que% + Lf, et 6(3)—}? + If, convergent uniformé-
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362 C. DE ZELICOURT

) d
ment versa—j; + Lfetd a—{ + T’ f. Pour ces fonctions, il existe N, tel que

of,, o
(n>Na)»(5at +Fﬁ,2§>0).

L’utilisation de C) et du théoréme de convergence dominée étendent ainsi

le résultat de P,, sous-martingalité a toutes les fonctions de C2''(G x R.,)
dont la condition frontiére limite est uniformément minorée.

E) Soit fe C2''(G x R,) telle que 5%"' Ff>0 sur G x R, et
soit g vérifiant I’hypothése HS.

On applique D) a la fonction 4, = f + kg, ke RY. Le théoréme de
convergence dominée, utilisé quand k — 0, permet de conclure. W

3. UNICITE DE LA VALEUR D’ADHERENCE

Nous désignons par dG, I’ensemble des points de la frontiére qui sont
réguliers au sens suivant ([3]) :

pour tout x € G, il existe un voisinage ouvert 0, de x dans G et une fonc-
tion ¢ € C3(R") tels que

Vyed0, NG, ¢'(y) £0
(R) GNO, = P P
L= {yeR, ¢(») >0} , dGNO,={yeR", ¢(y) =0}

On note G, = G U 8G,, dG, = 0G\0G,.

Nous supposons toujours que 0G est la réunion finie de sous-variétés
fermées de dimension inférieure ou égale & p — 1 : 9G, est donc fermé et
(~}, localement compact. On peut alors trouver une suite croissante d’ouverts
0, de G, vérifiant (R) et recouvrant G,.

THEOREME 6. — X est un point de G U 0G, tel que I’on ait les hypothéses
HI et H4 du théoréeme 1, Al, A2, A5, A7 du théoréme 2 et les hypothéses
suivantes :

0
b,(.)=%b(.) _
A'3 0 © uniformément sur G
f uu*S,(., du) ——a(.) |
lul<1 i

xa:G—> M »x p(R) strictement elliptique uniformément en x € G, les coeffi-
cients de sa racine carrée o étant localement lipschitziens bornés,

*x b appartient en tout point au sous-espace vectoriel engendré par les
vecteurs colonnes de a, ou est lipschitzien; les coefficients de b sont bornés.
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A'4 : | b, | converge dans R uniformément sur 0G vers 23—’01‘4 (y, 6) est un

couple de fonctions définies sur 0G et prenant ses valeurs dans R%\{(0,0)},
y étant de plus soit strictement positive, soit identiquement nulle sur 0G,,
bornée, localement lipschitzienne, et & continue bornée.

A'6 : |Z” i converge uniformément vers NV sur (y~'(0))°, V étant un champ

de vecteurs Héﬁni sur (y~1(0))° tel que

Vx € (y~1(0))° N 0G,V(x) est strictement intérieur a G
Vx € (™ 1(0))° N 0G,V(x) est intérieur ¢ G

A8 (condition sur V(x) pour les x « voisins » de 0G;) : Il existe une fonc-
tion @ € Cg(é,) telle que vy Z—("} = 0 sur 0G,, ¢ <0 sur é,, Lo = 0 sur G,

et pour tout x € 0G, lim ¢(y) = — oo.
yox
yeGr
Alors : la suite (P} ),y converge vers la loi P, unique solution du probléme
des sous-martingales continues issu de x, et associé au sens de [3] aux opéra-

teurs (L, T, 9).

Démonstration. — Par les chapitres 1 et 2 précédents, on sait que le pro-
bléme des sous-martingales continues associé a (L, I', 4) et au point initial
X, € G\0G, a au moins une solution. La convergente sera démontrée s’il y a
unicité de cette solution.

Pour cela, considérons une suite croissante d’ouverts 0, de G qui recou-
vrent (~}, et vérifient (R).

Pour x, € G,, X € 0, & partir d’un certain rang. Si 7, est le temps de sortie
de 0, du processus canonique, & partir de toute solution P,  du probléme
des sous-martingales continues associé a (xo, L, I, ) on construit une
solution P}» au probléme des sous-martingales arrété a la sortie de 0,
au sens suivant :

(VfeCH'(G x R+))(52—1;+ If>0 sur (0,ndG,) x R+)
tAt, af
S 102 = 50, 0) = [ [16(Z + 1) | 0% 51

0

est une P sous-martingale.

Soient P, et Q,, deux solutions du probléme (L, T, d) issu de x,. Soient
T, et 5, des prolongements a 0, des restrictions de I" et 6 4 0, N G, tels
qu’il y ait unicité de la solution du probléme des sous-martingales continues
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associé a (L;g;, [, 6,) et X, : ceci est possible ([3] : I1.2.3) grace aux hypo-
théses faites sur I’ouvert 0, et sur les coefficients des opérateurs.
A partir de P}; (resp. Q) et pour tout 7, on peut construire une proba-

—t t
bilité P} (resp. Qn ) qui coincide avec Py (resp. Q) sur & ‘,’A,n et qui est

solution du probléme des sous-martingales associé a (L, T, 9, et x,.

—t —_—t
On a donc P}y = Q» pour tout ¢ et par conséquent P = Qu sur F,
et P, = Q,, sur Vg"o

™"

n

Si Q =4R,, (N},) est ’ensemble des trajectoires 4 valeurs dans G,,
et Q, = 4(R,,0,) I'ensemble des trajectoires arrétées a la sortie de 0,
(ou I'ensemble des trajectoires a valeurs dans 0,), Q, s’identifie 4 la limite
projective des Q,, de sorte que 1’on en conclut I'unicité de la solution Py
(sur Q,) du probléme des sous-martingales continues a valeurs dans (~},.

Enfin on aura unicité pour le probléme sur Q tout entier si I’on n’atteint
P,, (ou Q,,) presque jamais les points singuliers de la frontiére de G.

Or, d’aprés A8 il existe une fonction ¢ € C%(E},) telle que

/

<0 sur

Lo=0 sur

T'p>=0 sur G,
Vnz=Dp<—n sur 0,.

Q ‘Qz

r

Puisque ¢ appartient a Cf,(f},) et satisfait a la condition frontiére sur 0G,,

o(X)) — plxg) — f;(lcwxxs)ds

est une P} sous-martingale. Par le théoréme d’arrét on a donc, Vne N :

B, [— 0(X,)] < — 0(xo) — E( fo'"(laup)(xs)ds) < — o(xo)
et donc
Pt < ©) < = 1 0(xo);

lim P, (7, < ©)=0. m

n—oo

COROLLAIRE 7. — Supposons que Ion ait toutes les hypothéses du théo-

réme 6 pour tout x € é,. Alors, pour tout x € C~},, les lois (PY),.n des processus
de saut convergent faiblement vers P, et la famille (P,),.. définit un processus

de Markov unique a durée de vie infinie et & trajectoires continues dans G,.
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REMARQUES 8. — 1) L’existence de la fonction ¢ s’étudie sur les exemples.
Elle impose certaines hypothéses sur les V(y) pour y voisin d’'un méme
point x € 0G; ([2)).

2) Dans la pratique, la convergence de (P}),.y vers P, uniquement pour
les états x réguliers est suffisante ([2]).

4. EXEMPLE

Considérons d vecteurs (d = 2)e,, e,, ..., ¢; de R et p suites de réels
AP AP, Aﬁ,”’.
Définissons sur G les applications suivantes (ne N, ie{1,2, ...,p}) :
\ Vxe G AM(x) = A

0 si x+e¢G

VxedG A(x) = —
[ A i x+e,eG

Introduisons les générateurs
d
L) = D KU + 3ye) = 09
i=1
avec §, — 0, c’est-a-dire :
d

Bax) = 5, Zz,f"’(x)ei

i=1

d
( S,(x, du) = Zz,f")(x)e,,",,.

i=1

Le probléme des martingales associé 4 L, permet de définir un processus
(X0, P,) fortement markovien et un seul sur (Q°, (#9),; ,) (cf. Notations
et rappels).

On peut traiter de la sorte le cas des files M/M/1,sip = 1,d = 2,G = R,
(voir [2], ch. 2).

Ici nous allons illustrer cette situation générale avec deux exemples de
deux files en tandem (p = 2, d = 3) : la deuxiéme file est, dans le premier
exemple & capacité illimitée, dans le second & capacité limitée.
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—— A

T .

—l[[l—=—

file d'attente a capaciteé
illimitée ou limitée

A) Dans le premier cas G est le quart de plan positif.
THEOREME 9.
BI : pour tout n, A{¥ < A9 < AP
B2:4,—-0

1(10 _ l(")
B3 : le vecteur drift 5,,( !

2 ) converge vers b
Les quatre hypothéses A9 — AP

(n) (n) )
B4 : la ma‘rice 5ﬁ<l‘ + 4 4 ) converge

=2 AP+
vers a, matrice a termes non nuls,

entrainent la convergence de la suite de processus de sauts associés aux para-
métres (8,, A", A, A vers la diffusion de G qui est de générateur

p P
1 0 i
L = § Zaij a—Xixj + bla_xl

i,j=1 i=1
dans G et qui est réfléchie sur la frontiére 0G suivant le champ de vecteurs V
représenté sur la figure.

AY 1 -1 0
e2 e = < )
0 1 -

\ > e,

vV(0,y) Le,

\ A x,0)
V(0,0 T T l
) A
7

7 X

(0]

Démonstration. — On voit immédiatement que les fonctions y et § définies
dans le théoréme 2 sont égales a 1 et 0 respectivement.

t
Pour montrer que E?Xo,yo)(f laG(Xs)ds) tend vers O pour tout
]

(x5 yo)s 1) €G x R, en restant de 1’ordre de J,, nous faisons un calcul
préalable sur les files d’attente M/M/1.
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IR S

i o g

Soient A et u les taux d’entrée et de service d’une telle file X(4 < p).
On désigne par n, le nombre de renouvellements avant ¢, par Tk = 1) les
durées des « idle periods » successives, 7,(k > 1) des « busy periods »,
T, = 1," + ‘rk

Par propriété de la loi exponentielle, les variables aléatoires (7});
(resp. (7)) sont indépendantes entre elles et de méme loi et les deux suites
7’ et ©” sont indépendantes.

L’égalité de Wald est donc applicable :

net+1
t -y
EO(f 1(xs=0)ds) < EO(ZTk) = [Eo(n,) + 1]Eo(7")
0 k=1
ZTk St= Eo(sz) = Eo(n)Eo(r) <t
k=1 k=1

‘ E,(¢')
Eof | 15 cods) <t ——22 L E (2.
- °(jo *:=0) s) B (@) + Eg@@) o(™)

La longueur d’une idle period est de loi exponentielle de paramétre A,

=-

donc Ey(7') = - ; d’autre part Ey(t") = ——. Ainsi

A m—d
u

t A 1
= < - -
B[ tocco) < (1= Z)e 5

pour tout x, € R, d’aprés la propriété de Markov.
Maintenant, pour la file en tandem, nous avons :

t t "t
En — n n
(%o ,yo)(folac(xs)ds) E(xo .yO)(Jlol(m = O)ds) + E(Xo .yo)(J 01<X?.= 0,X5> O)ds)

(n) (m)
St[(l—%)+2<1—%>]+—(l;)+ —(~2"—)
A3 A2 A2 A

S
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quantité qui est bien de I’ordre de 8, d’aprés B3 et B4 et qui est de la forme
requise par I’hypothése H4 du théoréme 2.

D’autre part la fonction g(x, y) = 1sin (x +y) — e 0t

— e ¥ vérifie
2

1
I'g > 5 sur 0G, T étant I’opérateur —
la figure.

2
pour le vecteur V représenté sur
v P

Il nous reste alors a étudier I’existence d’une fonction ¢ satisfaisant a

I’hypothése 48 du théoréme 6, qui assure 1’unicité du probléme des sous-
martingales limite.

LeMME 10. — Si Popérateur de diffusion limite L n’a que des termes du
second ordre (b = 0), on peut exhiber une fonction ¢ vérifiant A8.

Démonstration. — En fait on peut méme résoudre le systéme
' o* 0* 0*
‘ (6x2 oy? 6x6y)(p
(j% =0 si y=0
do ¢ .
7x e =0 si x=0.
2 al 2
Pour diagonaliser 1’opérateur —; + —; on est amené a faire
0x oy*  9x0y 0y
un changement de variables linéaires (X, Y) et le systéme s’écrit :
! 52 al
— + [E——
oX* = aY? -
\ PR (@a=2-4/3<1)
) 05(+'5—Y‘=0 sur Y =aX
0 0 .
XY 0 sur X =a¥
Dans ce nouveau repére nous prenons les coordonnées polaires (r, 6) :
? 19
— =0
or? * ror

10 2a 0 ( 1)
- = —=0 ur 0=0|tgb, =-
r0 T T—dar po =y

et pour 0 =0,(tg 0, = a)

. 2 . \
On vérifie que la fonction Log r — 1_a_2 0 est solution de ce systtme. ®H
—a

Annales de I’ Institut Henri Poincaré - Section B



CONVERGENCE D’UNE SUITE DE PROCESSUS DE SAUTS MARKOVIENS 369

11 reste & montrer I’unicité du probléme des sous-martingales limite lorsque
le vecteur b de I’hypothése 43 n’est pas nul.

11 existe pour cela une solution purement analytique. Mais il est beaucoup
plus intéressant ici d’utiliser un théoréme du type Girsanov. Cependant cela
nécessite d’établir auparavant un probléme de martingales continues équi-
valent au probléme de sous-martingales considéré, par construction du
temps local. Nous ferons cette étude en commun avec le deuxiéme exemple.

B) Pour la file en dimension 2 dont la seconde salle d’attente est a capacité
limitée (« blocking queue ») le convexe G et le vecteur limite V sont ceux
représentés sur la figure :

Y

' NONN N R

VA

JE— Y
0 - X

Le théoréme 9 s’applique sans aucun changement.

(o)
- 6nl(3n)
fonction J est encore identiquement nulle.

Le temps que passe la file X2 (la seconde coordonnée du processus X)
en son maximum M, est inférieur au temps passé en cet état par une
file M/M/1 de paramétres 4, et A5 et a capacité limitée (c’est-a-dire avec
refus des clients quand le seuil est atteint). Or, pour cette derniére file, M
est un point de renouvellement, donc :

En effet | b,(x, M) | = tend vers I'infini avec n et donc la

1 |4
t () (n)
E" 1y oy ods <A AT
(x0,y0)\ Jo (X =M, X >0) 1 1 lg") /1(2") ,1‘3”’
—_— + — _——
l(a‘n) A(sn) . /1(2") A(an)

expression de 1’ordre de d, (par A43).
La fonction

gux,y) = sin(x + y) — e 4 e~ M*P
vérifie Tgy = oy > 0 dés que M > 2.
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L’ensemble 0G, des points singuliers est formé de (0, 0) et (0, M). V(0, M)
est strictement intérieur & G, par contre V(0, 0) est seulement tangent; il
y a discontinuité en (0, 0) de 'opérateur I'"'.

La matrice constante a est définie positive : elle admet la racine carrée

SU+v3)  S0-v3)
%(1 —4/3) g(l +14/3)

ou
o = lim 6,0/ = 1im 8,/ = lim 3,/ > 0.

n—oo n—oo n—o

Une fonction ¢ qui répondrait & A8 du théoréme 6 serait : ¢ € C3(G,)
négative, tendant vers — o a I’approche des points (0, 0) et (0, M) et telle
que

2 2 2
az((j_ip ¢ 6qo)+b6(p

de
+b,—>=0
ox*  oy*  oxoy

0 6y

g—f (x,0)=0 pour tout x>0
¢ d¢
—-— =
% ©, y) R 0,y) =0 pour tout O<y<M
0o o0
—_— - —— > ,
Ix (x, M) 3 (x, M)=0 pour tout x>0

Pour la singularité (0, M) on vérifie que la fonction suivante convient :

o(x, ) = M Jog (x* + (M — 3)* — x(M — »))
ou

1-2b, -5 1+2b,+ b

C) Existence du temps local pour la diffusion limite.

PrOPOSITION 11. — Soit P une solution sur (Q°, #?, X,) au probléme des
sous-martingales

1~ R 2
(=3 oumgg* Db T=v2=9)

ij=1 i=1
défini sur 'ouvert G = R¥ x {y:0 <y < M} de R%
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Il existe un processus unidimensionnel croissant continu A, adapté, unique
tel que :
* Ay, = 0 Pps, E(A,) < o« pour tout ¢.

* A, = ftlaG(Xs)dAs Pps pour tout ¢.
0

* pour toute fonction f de C;(G),

JX) —f(Xo) - f;lc(XS)Lf(X,)ds - fotrf (X)dA

est une martingale continue
t
]

Démontration. — On suit [3] (I.1.2 th. 2). La décomposition de Doob et
Meyer permet d’exhiber un processus croissant A/ localement intégrable
continu adapté unique pour toute fonction f de CA(G) telle que Tf >0
sur G, et en particulier A®™ qui est associé & gy(x, y) = sin (x + »)
— e 4+ e~ ™M™ et au minorant ay > 0 de son opérateur frontiére
I'gy = grad gy.V.

En introduisant la suite croissante d’ouverts

0, =

B oV 1
x.’—1<x<nsx?y.’;<y<M—’—1

(relativement compact dans 0, ;) on obtient, tout comme dans [3],
t
f 14(X,)dAf = 0 Pps pour tout ¢,
0

c’est-a-dire que A’ ne croit que sur 9G.

Toutes les mesures dA’ portées par dG sont absolument continues par
rapport a ’'une d’entre elles, dA®™. En effet, soit fe CZ(G) telle que T f >0
sur 0G; notons m = sup L f(x,y)etf= n gu — f. f est dans CZ(G)

B (x,»)€0G M
et vérifie I'f > 0 sur 0G de sorte que :

m
0 <Al < —AM

Im
/.
Calculons alors la densité aléatoire a] = —— .
dAM
. . If(x, y) -

Si (x, y) € 0G est fixé, posons f = ———; f et étant continues,

Tau(r, ) * 7 & &
pour tout 0 < ¢ < f il existe un voisinage ouvert U de (x, y) dans R?

tel que
0<T((B—ogw <STS/ST(B+2e)gw sur UNIG.
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Avec le lemme 2.5 de [2/] on en déduit que

t
w—@fmmwﬁM<fM&MM?<w+@fmmwﬁm
0 0 [4]
et donc

B-9ly<ally < (B +oly
ou encore

B—e<a’ <P+e pourtout &< pB.

(X
On en conclut donc que of = L,
b Tagm(X)
An . t gM . . .oy
insi, en posant A, = J; o) on a D’existence et 1’unicité du temps

local ainsi que les trois premiéres propriétés de la proposition. Pour la
quatriéme, on utilise comme dans [3] la fonction

lp(t’ ) =1+ gm(.)-

t
Le processus (t - f IG(XS)ds) , qui est a la fois un processus a variations
0 t

bornées et une P-martingale locale, est nul. W

PROPOSITION 12. — Le temps local A, est indépendant de la solution P
du probléme des sous-martingales précédent.
ProposITION 13. — i) M, = X, — X, — bt — J'V(Xs)dAs est une P mar-

0
tingale locale continue telle que, pour tout 6 € R* la martingale réelle
{0, M) est localement intégrable de processus croissant 0, af ) t.

ii) V0 e R? exp§<0, X, — X, — bt — ftV(Xs)dAs> - %<9, a0 ts
\ 0 ;
est une P martingale locale.
iii) Les deux problémes de martingale i) et ii) sont équivalents.

Démonstration. — i) Montrons tout d’abord que pour toute f e C*(G)

fm%ﬂm—ﬂmmumm—ﬂmmws

est une P martingale locale continue.
Pour cela soient T, les temps de sortie respectifs des ouverts

1
0,={x:=-<x<n
n

x%y:;l’<y<M—-;l

Si fe C*G) il existe une suite (g,), dans C%(G) telle que pour tout n,
g, soit identique a f sur O,.
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En appliquant la proposition 11 a g, on conclut que

tAT, tAT,
1) = 10%0) = [ 100 - [ TrdA,
0 o
est une martingale.
Considérons alors les fonctions f, : (x, ) € G — <0, (;) > pour tout

0eR? : on obtient que M, est une martingale locale. Avec g, = fi on
obtient que :

(0, %, — (0, X, ) — 2<e,b>f’1c<xs><o, X, ds
0

— 2f0'<9, X, )¢ 0, V(X)) dA, — {0, ad) t

est une P martingale locale continue.
On montre enfin par les techniques classiques d’intégration par parties
que

[<o, XS = (0, Xo) = (0, bYt— L’<9, V(Xs)>dAs]2
= [€0.%57 = 0. %057 = 2¢0,8) ['16) <0 X, ds
- 2£<0, X, )¢ 0, V(Xs)>dAs]

est une P martingale locale.

ii) On applique a i) le résultat bien connu suivant :
Si M et A sont deux processus réels continus adaptés sur (Q, #,) et si A
est un processus croissant, alors dire que M est une martingale locale de pro-
. L s 3 0*
cessus croissant A équivaut a dire que pour tout 0 € R, exp % oM, — > A, $
est une martingale locale.

D) Convergence des schémas d’approximation.

ProrosITION 14. — Le probléme des martingales introduit dans la pro-
position 13 i) a une solution P et une seule si b = 0.

Démonstration. — Si on applique la formule d’Ito a la P-semi-martingale
t
X, =Xy + M, + bt + fV(Xs)dAs
0

on voit immédiatement que le probléme des martingales défini dans la
proposition 13 7) est équivalent a celui introduit dans la proposition 11
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pour toute fe CZ(G); enfin toute solution de ce dernier est i 1’évidence
solution du probléme de sous-martingales introduit dans le théoréme 2.
Nous concluons alors avec le théoréme 6 et le lemme 10. W

THEOREME 15. — (Formule de Cameron-Martin).

Le probléme des martingales posé dans la proposition 13 i) a une solution Q
et une seule quel que soit le drift b.

Q est défini de la facon suivante a partir de la solution P du probléme sans

drift :
dQ
(Vte R+)El—9 /f(3 = exp

(a'b, X, - X,) —-;<b, a b1

Démonstration. — L’existence est établie par le théoréme de convergence 6.
Pour démontrer 1’unicité nous suivons [/7] (chapitre V) : a partir d’une
probabilité Q; sur (Q°, #?) solution du probléme avec drift, nous construi-
sons une solution P; au probléme sans drift.

D’aprés les propositions 12 et 13 §) le processus

M, = X, — X, — bt — ftV(XS)dAs
0
est une Q; martingale locale, et d’aprés la proposition 13 ii)
Z, = exp?( —a'b,M,) — %(a_lb, b)t%

en est une aussi et ne dépend pas de I’indice i. Donc nous pouvons définir
une probabilité P; sur (Q°, #?) par :

(V1) Zg / o Z,

Cette probabilité P, est solution du probléme des martingales sans drift :
en effet posons

X0 = exp3<0, X, — Xy — f'V(Xs)dAs> - %(0, a1
(4]
pour 0 € R?;

X°.Z, = exp 3 < 0 —a'h, X, — X, — bt — ftV(Xs)dAs>
0

1 1 _
_§<0—a b,a(0 —a lb))tg

est une Q; martingale locale.
Soit alors s < t et Ae F? :

J. X%dP; = f X%Z.dQ; = f XZ.dQ; = f X%dP,
A A A A
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de sorte que P; est bien une solution cherchée grice a la caractérisation
de la proposition 13 iii).

Soient donc Q; et Q, deux solutions du probléme des martingales avec
drift. Les probabilités P, et P, ainsi construites sont alors égales d’apres la
proposition 14 et on termine la démonstration comme [/7] (p. 100). m
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