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INTRODUCTION

Il est connu qu’un processus stationnaire continuy : R — L, «7’, P’)
admet une représentation spectrale

(1) e = Lei"ldﬁo(ﬂ»)

oufy:R — L&Y, ./, P’) est une mesure orthogonale.

L’importance de cette représentation (1) due au théoréme d’isomor-
phisme de Kolmogorov (cf. [/3]) conduit & considérer des processus
x:R - L&Q, .o, P) ayant une représentation analogue a (1) mais rela-
tive & une certaine mesure stochastique f qui n’est plus orthogonale. Ils
sont appelés par [24] et [15], processus harmonisables. Or ceux-ci ont un
autre sens pour Loeve (voir [9]). Aussi, pour éviter des confusions, nous
les appelons processus V-bornés, suivant ainsi Bochner [31

Les études sur ces processus ont concerné essentiellement leur prédiction
linéaire (cf. [4], [24], [19]) et leurs caractérisations (cf. [3], [17)) en
particulier la propriété importante que tout processus V-borné x: R
— L&(Q o, P) est a dilatations stationnaires i. e. il existe un processus
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32 B. TRUONG-VAN

stationnaire y : R — L&(Q, &', P’) tel que x(t) = Projy,y(t) pour tout ¢
réel, ol projyy, est la projection orthogonale sur le domaine temporel H(x)
de x (cf. [1], [15], [18], [19], [21]).

Seulement toutes ces études ont été faites pour des processus unidimen-
sionnels. Notre étude, par contre, considére des processus V-bornés g-dimen-
sionnels pour g € N* U { oo } (cf. définition 4). Pour de tels processus, nous
obtenons d’une part des résultats analogues a celui précédent, concernant
lexistence des dilatations stationnaires (voir Théorémes 8 et 9), d’autre
part une étude de leur domaine spectral (cf. Théoremes 3, 4 et 5) et un
théoréme d’isomorphisme analogue a celui de Kolmogorov (Théoreme 6).
Or pour parvenir aux deux objectifs précédents, nous avons besoin du
Théoréme de factorisation de Kolmogorov-Aronszajn. Une étude de ce
dernier nous donne ’occasion d’en proposer une nouvelle généralisation,
dans les Théorémes 1 et 2 qui correspondent a une synthése des travaux
de [10], [11], [12]etde [67], [7]. Les noyaux considérés dans les theorémes 1
et 2 sont les noyaux de corrélation de trajectoires a valeurs dans des espaces
de Loynes H, i. e. des familles (X(4));.o d’opérateurs linéaires continus
définis sur un espace vectoriel topologique W dans H, trajectoires consi-
dérées par Weron (cf. [27]).

L’ensemble des résultats et des démonstrations de I’étude présentée ici,
est développé dans [28] et les principales références y sont aussi indiquées.

1. GENERALISATION DU THEOREME DE FACTORISATION
DE KOLMOGOROV-ARONSZAJN

D’abord nous rappelons ci-dessous les notions d’espace admissible Z
et de Z-produit, introduites par [/0].

DEFINITION 1. — (cf. [10], p. 373). Un espace vectoriel topologique (e. v. t.)
Z est admissible s’il vérifie les axiomes suivants :

(A1) Z a une involution d’espace vectoriel z € Z — z¥el.

(A2) Il existe une relation d’ordre < sur Z, définie par un cone convexe
saillant fermé Z . dont tout élément est *-invariant.

(A3) La topologie de Z est compatible avec Z ., i. e. il existe un systéme
fondamental de voisinages de 0, dans Z, formé de parties fermées, disquées,
absorbantes noté ¥ 4(0) tel que

VN e ¥7,(0) VxeN et Vy0<y<x alors yeN.
(A4) Z est un espace uniforme complet.
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UNE GENERALISATION DU THEOREME DE KOLMOGOROV-ARONSZAJN 33

DEFINITION 2 (cf. [10], p. 374). — i) un espace vectoriel E est dit Z-préhil-
bertien si E admet un Z-produit i. e. une application (x, y)eE x Er [x, y]eZ/

(Zpl) [x,x]=0 et [x,x]=0< x=0
(Zp2) [x,y]= [y, x]*  Vx,yeE
(Zp3) x — [x,y] est linéaire

ii) si E est complet, on dira que E est Z-hilbertien.

Le Z-produit garde les propriétés essentielles du produit scalaire (sesqui-
linéarité hermitienne, positivité) et il définit la topologie sur E, qui le rend
continu et dont un voisinage U de 0 dans E s’écrit

U ={xeE/[x,x]eN; pour un Ne¥750)}

(cf. [10], p. 374-376).

Exemple (structure gammienne) (cf. [28], ch. I. [2.4.]). — Etant donné
un espace hilbertien H, soit ge N* U { 0 }, alors la somme

q
Hq = ®H1,
ji=1

de q espaces hilbertiens H; = H, est Z-hilbertien pour

[x, y] = ({x; Vj >H)i,j=1 ,,,,, q

matrice grammienne dont les composantes sont formées de produits
scalaires  x;, y;» dans H ot z = (z))1_, e H et o0 Z = NS, = N F(I?),
I'espace des opérateurs nucléaires sur

2= {(aj)jl:, e@"/Elocjlz < oo},
=1

est admissible si on le munit de la topologie faible des opérateurs.

On remarque que I’espace H? est aussi hilbertien pour {{ x, y >> =tr [x, ],
trace de 'opérateur nucléaire [x, y].

Considérons, pour la suite de ce paragraphe, un espace admissible Z,
un ensemble A et un espace de Banach W. Alors notre généralisation
consiste & prendre des noyaux K définis sur A x A, a valeurs dans #(W ; Z)
ou #(W, Z) est I'espace des applications *-sesquilinéaires a valeurs dans Z.

Vol. XVII, n° 1-1981.



34 B. TRUONG-VAN

DEFINITION 3 (cf. [28], p. 31). — Une application K : A x A — S (W, Z)
est dit un noyau Z-non-négatif sur A si on a

Z K(4;, A)us, up) = 0 ; VneN*, VieA, VueW  i=1,...,n
i,j=1

et
K(4, v)(u, v) = [K(v, 2)(v, u) ]* Vi,veA Yu,veW.

Le résultat suivant généralise le théoréme de Kolmogorov-Aronszajn.

THEOREME 1 (Factorisation de Kolmogorov-Aronszajn-Loynes). — Si K
est un noyau Z-non-négatif et si ¥2.e A, K(4, 4) est continu i. e. pour tout
Sfiltre { u, },ea dans W convergent vers 0, Lli\m K(A, AXu,, u,) = 0. Alors

i) il existe un espace Z-hilbertien # et une famille { X(4) } ;e = L(W, H#)/
(1) K(4, v)(u, v) = [X(L)u, X(v)v]e Vi,veA; Yu,veW.

ii) on a lunicité a une équivalence unitaire prés, de # et de X si A est
minimal.

Notation. — E, F étant deux espaces vectoriels (resp. topologiques)
on note L(E, F)) (resp. #(E, F)) l'espace des applications linéaires (resp.
continues) de E dans F.

Démonstration. — i) Soit
" 0si ¢4

) G= S, u;/i.eN, u,e W ou 0 = .

: {2 R } 9 {lsxé=/i
j=1

Pour tout n,meN, tout A,v,eA et tout u,ueeW; j=1,...,n;

k=1,...,m On pose

(4) [Z 5;”_”1', Z 5vku;(j| = Z z K(}.], Vk)(uj', u;c) .
ji=1 k=1 j=1k=1

Il est immédiat de vérifier (cf. [28], p. 65) que (4) définit un Z-produit
sur Iespace vectoriel G et que I'application X(4):ueW — ,ueG est
linéaire de W dans G.

Soit # I'espace Z-hilbertien complété de G, a un isomorphisme pres,
i.e. un complété séparé de G pour la structure uniforme déduite du Z-produit
(cf. [10] théoréme 2).
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UNE GENERALISATION DU THEOREME DE KOLMOGOROV-ARONSZAJN 35

D’aprés la définition de la topologie de # (cf. [10]), le filtre { X(A)u, }uea
convergent vers 0 équivaut a dire que le filtre { [X(A)u, , X(A)u,] }zea cONverge
vers 0, d’oul la continuité des applications linéaires X(4) ; 4 € A.

ii) La preuve de cette partie est classique (cf. par exemple [28], p. 67). [

Le résultat précédent permet de déduire de fagon immédiate (cf. [28], p. 68)
le théoréme suivant de dilatation du noyau K.

THEOREME 2 (Théoréme général de dilatation du noyau K). — Si, en plus
des hypothéses du Théoréme 1, A est un semi-groupe unitaire d’élément
neutre ¢ et si K est un noyau continu i. e. vérifie la condition

(2) VaeAVNe?7(0) INGe v 2(0)/VneN* Vu,eW,VieA;j=1,....n

Z Z K(A, A)uy w) e N = Z Z K(oh, a1, ) € N
jk=1 Jk=1

Alors il existe un espace Z-hilbertien # et un semi-groupe
{T() }ren = L(H)

A3)
[T(AX(e)u, T(v)X(e)] = K(4, v)(u, v) VA, veA, Yu,veW.

Notons que les résultats obtenus dans les théorémes 1 et 2 se généralisent
aussi au cas ou W est un espace vectoriel localement convexe (cf. [28], § 3).

Les théorémes 1 et 2 donnent une synthése de divers résultats obtenus
sur la factorisation et la dilatation des noyaux non négatifs K car si Z = C
on retrouve en particulier les résultats de [6], [7], [/6], si W = C, on
obtient immeédiatement les résultats de [/0], [//] en considérant

K(4, v)(u, v) = utK(4, v) Vi, veA, Yu,veC.

Donnons ci-dessous le schéma de notre synthése :

K:AxA - PW;0
Généralisation type Gorniak-Weron

K:AXxA C(=ZC;0) K:AXA > FW;2Z
Noyau scalaire Notre synthése

K:AXxA- Z
Etude de Loynes

Vol. XVII, n° 1-1981.



36 B. TRUONG-VAN

Une des applications importantes du Théoréme 1 est le résultat suivant :

CorOLLAIRE 1 (cf. [28], I. Th. (4.6)). — Considérons un espace mesurable
(D, @), un espace vectoriel W et un espace admissible Z.

i) Soit A un espace Z-hilbertien et une mesure o-additive pour la topologie
faible B :(D, 2) — LW, ).
Alors la relation suivante

4)  uA x BYu,v) = [fAw, fBpl, Yu,veW, VA,Be?

définit une bimesure spectrale unique 1 i. e.

(BM1) un noyau p:9 x @ — L(W ; Z) défini Z-positif tel que :

(BM2) u est additive.

(BM3) A x BeZ x 2 - wA x B)u, v) est continu supérieurement vers
¢ x ¢ pour tout u, ve W,

ii) Réciproquement, soit une bimesure spectrale p:2 x 9 — S (W ; Z)
alors il existe un espace Z-hilbertien # et une mesure dite stochastique
B (D, 2) — LW, #) vérifiant (4).

II. DOMAINE SPECTRAL
DE PROCESSUS V-BORNES g-DIMENSIONNELS

Soit H un espace hilbertien (en général H = LY(Q) = LA(Q, o, P)) et
geN*U{w}.

Soit T un groupe abélien localement compact (L. C. A.) de mesure de
Haar m et de groupe dual T.

On désigne par { 4/. ) un caractere de T et @,& sont les tribus boré-
liennes de T, T resp.

DEFINITION 4. — x : T +— H? est dit un processus V-borné q-dimensionnel
pour ge N* U { o0 } s'il existe une mesure stochastique f:(T,©) — H?
telle que

1) x(t) = j CAt>dp)  VeeT

La bimesure spectrale associée a f§ est dite bimesure spectrale du processus x.

De fagon plus générale, soit (D, Z) un espace mesurable; g € N* U {0},
considérons une bimesure spectrale u:2 x 9 — A&, il lui est alors
associé (voir corollaire 1) une mesure stochastique f : (D, 2) +— H%
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UNE GENERALISATION DU THEOREME DE KOLMOGOROV-ARONSZAJN 37
Pour définir le domaine spectral % ,(u), pour pe N* U { 0 }, on se
heurte aux difficultés suivantes :

i) 4 n’étant pas une mesure, on ne peut plus utiliser la méme méthode
que pour des processus stationnaires (cf. [/3]),

if) I'étude de I'intégration relative a u pour g = 1, de [/7] peut difficile-
ment se généraliser aucasou g > 1.

En conséquence on est conduit & définir & (1) grace a une intégration
relative a f§:

On définit sur l'espace ¢,(%) des fonctions Z-étagées, & ,.-valuées
une intégrale f(¢) = jd)dﬁ et une structure gramienne relative a A%,

de la maniére suivante :

n

B(P) = Zajﬁ(Aj) pour ¢ = Zalejeepq (@) ou %, =212
(PeN*u {0 })

¢, ¥], = M D¢(i)du(ﬂv, 0)*(6) = Z Z a;u(A; x Byb

j=1k=1

on vérifie aisément que ces définitions ont un sens et que I'on a
O (V] = [B@), B VP, Y e, (P), ¥p,geN* U {0 }.

Alors le probléme consiste a étendre la structure grammienne [, ], et
I'integrale B(¢) a un sous-espace, le plus grand possible de .#,(2), espace
des fonctions Z-mesurables £, -valuées, tout en conservant la relation (5).
Aussi nous sommes amenés a la méthode suivante d’extension de B(¢) :

Considérons pour toute la suite une mesure v non-négative finie sur
(D, 2) telle que v(IRi)rPo [l B(A) |lga = O (il suffit de choisir pour v une mesure

de contrdle de la semi-variation ﬁ de f, définie par

(6) P(A) = sup {H Z %A

{Aj } "~y est une Z-sous partition finie de A}

/ozjeC; lo;l<1,j=1,...,n et

Ha

Vol. XVII, n° 1-1981.



38 B. TRUONG-VAN

Nous introduisons une nouvelle notion de semi-variation de f relative
a & ,, définie pour tout A e % par

7 PA) = sup { 1| B(@) llua : D€ ep @) | @ llgpg < 14}

et nous supposons pour toute la suite que B(D) < 0. Alors

DEFINITION 5. —

* f € 'gpq(u) had 3 { d)n }neN < 8pq(@)/

{(El) Gu iz [ VPP
(E2) VA€ 9, 'I:’}'xorcl KL pula, dla ) existe.

. Une telle suite { ¢, },en est dite une suite de f-approximation de f dans
£,(9).
Il est immédiatement vérifié que 'on a :

Ep(D) < F o) et B (D) = F 1)

ou 4,(2) est 'espace des fonctions Z-mesurables £, -valuées a image
compacte.

Les propriétés de .Z ,,(u) sont décrites dans les théorémes et proposition
suivants :

PROPOSITION 1. — i) Soit { @, }pen © £,(2). Alors une CNS pour que
{ @, Juen vérifie (E2) est que pour tout A de 9, la suite { ¢,15 }nen SOit de
Cauchy pour la semi-norme || ||,, associée au produit scalaire {{,>>, qui
est la trace de [, ],. Dans ce cas, VA€ D { f(P,la) }nen €St une suite de
Cauchy dans H,(B) qui est la fermeture hilbertienne de I'espace vectoriel

{B@); peey(D)}.

ii) Soit f € F 1) et { b, }nen une suite de f-approximation de f dans
€p(D). Alors d’une part pour tout A de 9,

}j:lrgcl [d)nlA’ ¢m1A]u

existe dans # S, et est un élément de NS, d’autre part on peut définir sans
ambiguité, pour tout A de 9

®) Mﬂy=Jﬂw=qumw
A
(9) [flA’ flA]p. = ']‘_«'1"1’;1 [¢n1Aa ¢m1A]u
ot on a noté par #S,, 'espace des opérateurs H ilbert-Schmidt sur I2.
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UNE GENERALISATION DU THEOREME DE KOLMOGOROV-ARONSZAJN 39

Preuve. — i) La démonstration de la CNS est immédiate tandis que la
derniére assertion de cette partie se prouve par le méme procédé que dans [5]
p. 324 (cf. [28], p. 98-99).

ii) Soit f € F,, et { ¢, }.n une suite de f-approximation de f dans ¢,,(2)
alors Vh, I,m,ne N. VA € & on a, en posant ¢, = ¢,1, V... = [, O1]:

() I Vir = Vo le <1V — Valg + I Vot = Vam [e
<l én = onllull O1l + 1l Gullll b1 — Pl

D’apreés (i), { Vam fmmen? €St une suite de Cauchy dans HS, qui est
complet pour | |g, par conséquent cette suite admet une limite. Cette limite
est un élément de A'F, car [f1,, f15] = Lim [}, ¢,], € /',

noo

Par ailleurs, soit { £, },.n une autre suite de S-approximation de f dans
£,,(2), 1l suffit alors d’appliquer le méme procédé qu’en (*) pour conclure que

1—']{2} [¢n1A’ ¢m1A] = }-"1,13;1 [gnlA’ émlA] ’

d’ou (9) tandis que (8) se déduit de (i). O
On déduit immédiatement le théoréme suivant (cf. [28], IL. propr. (2. 15),
th. (2.17)).

THEOREME 3. — Soit ﬁ"pq(u) = Z W)/ Uespace quotient de F,(u) par
la relation d’équivalence déduite de {{ ¢ = O0[u] < [¢, ¢, =0>>. Alors

i) F,(1) est un espace prégrammien relatif a N Sy tel que e,(D) y soit
dense pour la semi-norme || ¢ ||, = (tr[¢, ¢],)"/%.

ii) La fermeture de 7 »a() et H,,((B) sont deux espaces grammiens isomorphes
par extension de [8].

Ce theoréme signifie que I'on a prolongé la structure grammienne a F o)
et donne un prélude a une généralisation du théoréme d’isomorphisme de
Kolmogorov.

THEOREME 4. — Soit { f, },en © F,pi() telle que on a

{(E’l) Joiz /0 vpp
(E2) VAe2 'Indilorol L Sl as [ulla DD existe
Alors ’

i) feFp) et Lim|| f,la — f14ll, =0, VAe2
i) [/1a flaly = Lim [fula fila], dans #,,  VAe9.
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40 B. TRUONG-VAN

Ce théoreme indique d’une part l'arrét du procédé d’extension de l'inté-
gration, a l'espace Z,,(u) et d’autre part que 'on peut permuter I'intégra-
gration et la limite i. e.

tim [ g = | 1im .

Preuve. — Comme f,e %, (u) et YAe 2, LimJ fdp existe (d’aprés
noc A

I'hypothése (E2)) il s’ensuit de la proposition 2.19 de [28] qu’il existe
une suite { g, jen de £,,(2) telle que on ait

(1) fo—8 — 0  vpp

et

(*2) Lim j g.dp = Lim J f.dp.
noc A noc A

Par conséquent d’apres (E'1), (1) et (¥2), f € F,(u) et

j.fdﬁ - nngafg,.dﬁ = L"gnj FAB ie (= flall, 2 O
A T JA A

d’ou (i) tandis que (ii) se démontre a partir de (i) de maniére analogue a la
proposition 1. O

En application du théoréme 4, aux processus V-bornés (définition 4),
on a le théoréme suivant :

THEOREME 5 (cf. [28], IL. prop. (3.3)). — Soit

Poi(T) = Sm, ({{A/t>;teT}) = {Zaj<-/tj>;aje$pq}

j=1

Alors tout élément de F,(u) est une suite de B-approximation dans 2,,(T)
donc 2,(T) est dense dans F (1) pour || ||,.

Ce résultat signifie, pour un processus V-borné g-dimensionnel

x(1) = L CAES dp2),

Iégalite de H,(f) = H,(x) = 2,/(T).
En genéral I'espace Z,,(u) n’a aucune raison d’étre complet. Cependant
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UNE GENERALISATION DU THEOREME DE KOLMOGOROV-ARONSZAJN 41

il existe des classes de processus V-bornés particuliers dont le domaine

spectral % ,,(u) est complet :

DEFINITION 6. — Un processus x : T +— (LAQ)*; ge N* U { o0 } est dit
linéairement stationnarisable (L.S) s’il existe un couple (y, A) dit similarité
stationnaire de x, tel que y : T +— (L&(Q'))? est un processus stationnaire et
tel que A est une application &,,-linéaire continue de H,(y) dans H,(x),
a inverse continu et vérifiant
(10) x(t) = Ay(t) VteT.

Les processus L.S ont été étudiés par [/4], [26] et [20] exclusivement
dans le cadre unidimensionnel (i. e. pour p = g = 1) et dans le point de
vue de leur prédiction linéaire.

Notre travail considére le cas ou leur dimension est supérieure a un et
s’intéresse aussi a leur domaine fréquentiel :

THEOREME 6. — Soit x : T > (LZ(Q))? un processus L.S continu.

Alors

i) x est un processus V-borné. Soit y sa bimesure spectrale.

il) F,4(1) est complet pour la semi-norme || ||, et F, (1) = LZ(F,) pour
toute similarité stationnaire (y,A) de x; ou F, est la mesure spectrale du
processus stationnaire y et ou L2(F)) est 'espace des classes d’équivalence
de fonctions ¢, &-mesurables, a valeurs opérateurs linéaires de I} dans I et

telles que tr ﬁd)qub* < 0.
T

Preuve. — i) Cette partie est évidente d’aprés la définition 6 et la conti-
nuité¢ de x.

ii) Soit (y, A) une similarité stationnaire de x et Fy la mesure spectrale
du processus stationnaire y qui est continu car x I'est. De la définition 6,
on déduit que

(*) p=A-f, et p,=A"'op
ou B, B, désignent les mesures stochastiques de x, y resp. et
1
FA——I_H”Q“‘”S QI <A N1QIl,
ou YA,Be# u(A x B) = Fy(A N B).
Il s’ensuit de (*), (**) et du théoréme 5 que F (1) = F,,(1,).
Par ailleurs d’apres le théoreme (3.17) de [28] on a I'égalité des deux

(*) Qe Z,(T)

espaces normés Lﬁq(F,,) et #,,(u,), d’ou le théoreme est achevé car Lf,q(Fy)
est complet et les normes || ||, et || ||, sont équivalentes d’apres (**). O

Vol. XVII, n° 1-1981.



42 B. TRUONG-VAN

Remarque. — On montre facilement que pour les processus du Théoréme

précédent, le domaine spectral 9'71,‘1(;1) est isomorphe au domaine tempo-
rel H,(x). En fait plus généralement le théoréme d’isomorphisme de

Kolmogorov se généralise a des processus V-bornés a domaine spectral
complet (cf. [28], p. 129).

III. DILATATIONS STATIONNAIRES
DE PROCESSUS V-BORNES ¢-DIMENSIONNELS

Considérons un groupe L. C. A. T de groupe dual T et, pour ge N* U { o0 }
un processus V-borné x : T — (LZ(Q))? i. e.

x(t) = J At Y dB(2), VieT.
T
Le probléme consiste a savoir s’il existe un processus stationnaire
y:T > (LAQ)) tel que
(11) x(t) = Projy,,)(1) ; VteT, VpeN* U {0 }.

La solution a ce probléme a été donnée par [/], [18], [19], [21] et [I5],
seulement pour p = g = 1 et pour T = R. Nous montrons qu’elle se géné-
ralise aussi aux processus V-bornés g-dimensionnels ci-dessus décrits.

PROPOSITION 2. — Pour n > 2 considérons I'espace euclidien R" et la
mesure de Haar m, normalisée sur la sphére unité A, de R".
Soit t;e R" et x;e H Vje N, ou H est un espace de Hilbert. Alors on a

(12) Z Z (t 1) { X x; D < gj Zvi(r)xi

i=1j=1 i=1

2

dm,(r)

H

pourvu que 'on ait les 2 conditions suivantes :
(13) Zlyj(r)l2 < oo VYreA, avec yjr)=sgnlt,r)| ]l
j=1

ot (-, *),|l || sont le produit scalaire et la norme usuels de R et sgn o désignant
le signe du nombre réel o et

(14) lejlﬁ<oo.
=1
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Preuve. — D’abord soit geN et j =1, .. ., g. Alors en systématisant la
méthode de [23](théoréme 1) on montre facilement cf. [28], p. 158 que'on a
q
4 H

(12%) zz(tia t) < X X ou < gj

i,j=1 J=

2

dm,(r).

Maintenant considérons le cas ou g est infini,on a :

’Z?j(r)xj < ZI)’,(T) |? ZIleﬁ <
=1 =3 i=1

o

Z [(tnt) < xpxjou ] < <Z|V;(") l2><2|xj |1%{> < ®©
ij=1 =1 1

j:

Par conséquent (12) se déduit de ce qui précede et de (12'). O

Remarque. — La condition (14) nous incite pour I’étude des dilatations
stationnaires a nous limiter a la considération des processus V-bornés
a valeurs dans H? (ge N* U { o0 }).

Nous avons besoin pour le théoréme suivant d’introduire une nouvelle
notion de semi-variation de g (cf. [28], IL. § [2]), définie pour tout A € & par

q_ _n a
(15)  B(A) = sup {‘? ZV'EIMAC:) ; VV'.EGC/ZW'E P<1;¢=1,...,n
= H k=1

k=1¢&=1
pour toute Z-sous-partition finie { A, }_, de A.}

Notons que pour g = 1 on a B(A) = B(A) et que I'on a toujours
(16) BA) < B(A) < f(A)  VAeD.

Le théoréme suivant généralise le théoréme 1 de [23] et le lemme 3
de [15].

THEOREME 7. — Soit pour g€ N* U { o0 } une mesure f:(D,2) — H?
telle que

(17) B(D) < oo,
ou (D, 9) est un espace mesurable quelconque.
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Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que pour toutes suites finies
(A, Yoo de 2, {¢3 }oo1..s de e, (D), on ait pour tout pe N* U { oo }
a=1,...,n

U]

(18) z z C[#% #214AD Ay >z < csup 2 CHUOFUONAN A, i
c=1a=1 o=1a=1
Démonstration. — Soit une suite finie { ¢J },=;, ., de &,(2), alors il

a=1,..., s

existe une méme Z-partition finie { A; }. telle que

¢: = Za(a.a);ilAg

&eL

Ol g gye € Lpg Yo =1,...,n, Yo =1,...,5;VCeL.

i) Supposons d’abord que ai¥ ,,.. € Ret A € R pour tout 7, &, &, i, k variant
dans leur domaine respectif, ou (a”*), (1;) sont resp. les représentations
matricielles, dites canoniques de ael,, A€l; i e. relatives aux bases
canoniques de I2, I

q> 'p*
Posons
A, = Z [¢%. 03], A= Z CALA,) A, >
a=1 c=1
et
p N
b{ca,a);é = Z)‘gafﬁ,a);é 4
i=1

alors un calcul élémentaire permet d’obtenir que

q S no
A = z 2 [ Zb:‘a,a);{b{a,z);n] < Bk(AE_)’ ﬁl(Ar’) >H
(Emel2kl=1 o=1a=1

Comme b = { b* . eR"avecn = n_ il vient d’aprés proposition 2
4 1 Y(o,0);¢ S(a,2) a
que

o=1

z ZV'E(t)ﬁk(Aé)

el k=1

2
dm(t)
H

A< n/ZJ
An
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ou yi(t) = sgn(b, t) || b || puisque

Z |78 1* = Z Z CPLONPLON (Ao) Ag Dz
k=1 o=1a=1

< N No

I A(o,a);¢ ”.2?,,,, | A, |122p
c=1a=1
ou ¢3(0) = a, ) pour OeA..
Par conséquent la relation (18) est prouvée car

2 > ~
dm(t) < sup [Z Z | [920]%A,) IEJ(B(D))Z
c=1a=1

ii) Cas général ou af¥ ;¢ € C et A7 € C pour tout g, o, ¢, i, k variant dans
leur domaine respectif.
D’une part on décompose les fonctions @3 = (§2)R + i($2)' en partie
réelle et imaginaire et on montre facilement que

(+1) [#2, d2]u < 2([d2)" (2] + [(#3) (¢9)']. (cf. [28], p. 169)
(+2) 0 < ¢AO[UD]* = ($FONFLO) + (62)'0) (¢a) (Cf [28], p. 170).

YEOBUA)

D’autre part, décomposant aussi A, = A® + iA} en partie réelle et
imaginaire, on obtient (cf. [28], p. 170)
(3) CDUOBIONAN, A, Dy = < (SIROAPIOAD), A >y
+ <(¢Z)R(9)(?Z)R(0)(Ai), Az D + {(D2)(ON@2)(ONAT), AT D1z
+ (@2)'(O)2) (0NAS), A >3

Il s’ensuit de (*1), (*2) et de (*3) que

() A<4 Z [ CARAR), AR S + ¢ AX(AL) AL S

+ CAAR) ALY + CALAY) AL ]

ol AR, A} sont les expressions analogues 4 A correspondant a (2, (d3)
resp. Le théoreme est alors achevé en appliquant i) a chaque terme du
membre de droite de (+4). O

Le résultat essentiel de ce paragraphe est contenu dans le théoréme
suivant qui généralise celui de [22].
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THEOREME 8. — Supposons que D soit localement compact, 9 étant sa
tribu borélienne et que la mesure B : (D, 9) — H? soit telle que (D) < o
pour ge N* U { 0 }. Soit u la bimesure spectrale de p.

Alors il existe une mesure positive finie © sur (D, D), appelée mesure
2-majorante de f i. e. telle que Ion ait

(19) [¢,¢1usfb¢(9)q§(0>dr(0> Ve L2r), VpeN* U {0}

ou L} (1) = {f :D > AL, mesurable/Jl f0) 13y, 41 < 0 } et

HS g = HSL,17) étant lespace des opérateurs Hilbert-Schmidt de [
dans 2.

Démonstration. — Pour généraliser le résultat de [22], nous modifions
la fonctionnelle sous-linéaire S de Pietsch de la facon adéquate suivante :
Vg e Cy(R)

| sup [£(0) + A({ A, ; ¢Z};0)]; pour toutes suites finies
S(g) = inf (ArJims de et {67}, y...p, de #,49)

,,,,,

ou o
A( { Aa 5 ¢g } 5 0) = z < [C . ¢g(6)(£g(0) - [¢ga d)g]u](Aa)’ Aa >lf, .

c=1a=

i) Alors par un procédé analogues a [22] on montre (cf. [28], p. 178-179)
qu’il existe sur I'espace Cj(D) des fonctions réelles continues bornées sur D,
une forme linéaire positive L telle que (x1) L(g) < S(g), Vg € Cy(D).

Il est immédiat que la forme linéaire positive se prolonge en une forme
linéaire continue positive unique L sur Cy(D), I'espace des fonctions
complexes continues sur D et s’annulant a I'infini (cf. [/5], lemme 4). Par
conséquent d’apreés le théoréme de représentation de Riesz(cf. [25], Th.6.19),
il existe une mesure positive réguliére 7, telle que

(+2) L(f) = Lf(z)droa) Vf e Cy(D).

ii) Soit ¢ € C(D, #¥,,), I'espace des fonctions continues sur D & support
compact et a valeurs dans #%,,. Alors pour tout A de [2 la fonction

8r 10 = CHOPHONA), A I
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est un ¢lément de C(D) (cf. [28], corollaire (26)) et ¢ € F,,(u) car ¢ est &
image compacte dans .#%,,. Pour ces fonctions g,, on a

(+3) S(= c.g0) < sup [— ga(0) x ¢ + ¢ CHOFONA) A ¥y
- < (o, d)]u(A)a A >l}, = —-< [d)a d’]u(A), A >lf, .
On déduit de (i) et de (*3) que

L< HOPONA), A pdt = Lic.ga) = — S(— c.g) = < [§, LA A Dy
1. €.

(19') (6, 1, < Ld»(e)qﬁ(mdr Ve C(D, #5,,)

en posant t = C.1,.

iii) On montre maintenant que I'inégalité précédente (19’) se prolonge
aux fonctions de L7 (7) qui est I'espace des fonctions f définies sur D, H S py

valuées telles que | | f |3dt < oo.
D

En effet soit f € L (1), d’aprés le théoréme de Lusin (cf. [8], § 55), pour
tout ¢ > 0, il existe un ensemble C qui soit G;-compact dans D' tel que
7(D\C) < ¢ et tel que la restriction de f a C soit une fonction continue,
donc il existe une suite { f, },.n dans C(D, #%,,), convergente vers f
t-pp et telle que | f, |z < | f |z. Comme f e L2/(1) alors

L"igcnj | o= Julpds =0
D
donc f, - f B-ppcarr »> B(cf. [28], p. 181). Il s’ensuit d"aprés le théoréme 4

que f € #,,(PB). Le théoréme est donc achevé car B(Z, # S,,) = Lf,q(r). O

Remarque. — Quand g est fini, il est récemment montré dans [23 bis] que
le théoréme 8 précédent est encore vrai pour un espace mesurable (D, 2)
tout a fait quelconque.

Enfin la réponse au probléme posé au début du paragraphe est dans le
résultat suivant dont la démonstration découle de maniére évidente du
Théoréme 8 précédent (cf. [28], p. 191).

THEOREME 9. — Soit x : — LZ(Q)? tel que
x(t) = J Aty dp(A), VteT
T

ou T est un groupe L. C. A. de groupe dual T et ge N* U {0},
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Si B(T) < x alors il existe un processus stationnaire continu

y:T = 22, LYQ))
tel que

x(t) = Projy, (),  VteT, VpeN*U {0},

Remarque.— Abreu (cf. [/])a donné dans le cas ot g = 1 une construction
« pratique » d’une mesure 2-majorante de f8 a partir de u en supposant
que p est une mesure sur la tribu produit 2 ® 2. Cette construction peut
se généraliser 2 g€ N* U { oo } en supposant dans le cas de g infini que y
est a variation totale finie (cf. [28], p. 208).

Par ailleurs on peut noter que pour des processus L. S. de dimension
qeN* U { o0 } on peut construire aisément une de leurs dilatations sta-
tionnaires. En effet soit un processus x : T (LAQ))? pour T = Z ou R
etqgeN* U { oo },sila fonction d’auto-corrélation moyenne R de x existe i. e.

R() = Lim s~ J R(t + 7, )dm(t)
0

et si R est continu (i. e. x est a spectre) alors R est la fonction de corrélation
d’un processus stationnaire y : T +— (L)% De plus, du point de vue
de la prédiction linéaire, il est important que la nature (déterministe ou
réguliére) de x soit la méme que celle de y. Pour que cette propriété soit
vérifiée il suffit de supposer que x soit un processus L. S., il existe alors un
opérateur hermitien positif B : H,,(y) — H,p,(x) et une constante M > 0
avec M™! <||B|| < M tels que (y,B) soit une similarité stationnaire
de x (cf. [20)).

De la relation (x1) de [28], p. 137, on déduit aisément que M. F, est une
mesure 2-majorante de f ou F, est la mesure spectrale de y.
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