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Sur l’espérance
des variables aléatoires vectorielles
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Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

RÉSUMÉ. On examine quelques propriétés des v. a. intégrables au sens
de Pettis à valeurs dans des espaces de Banach, on étudie ensuite les modes
de convergence des suites de v. a. générales ou adaptées, on donne diverses
applications : lois des grands nombres, théorie des amarts.

SUMMARY. - Some properties of Pettis-integrable variables with values in
Banach spaces are examined. Différent types of convergence are studied for

general or adapted r. v. We give some applications : laws of large numbers,
theory of amarts.

INTRODUCTION

Nous développons ici certains résultats annoncés dans les notes [7], il

s’agit d’étudier les notions d’espérance et de convergence en moyenne et en
probabilité des variables aléatoires à valeurs dans les espaces de Banach,
notions introduites il y a près de cinquante ans mais dont les études récentes
sur les martingales asymptotiques et les mesures vectorielles ont relancé
l’intérêt.

Certains des résultats que nous présentons ont sans doute été bien connus
jadis, peut-être le sont-ils encore, ils ne semblent cependant pas tous figurer
sous cette forme dans la littérature probabiliste classique et nous avons
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178 B. BRU ET H. HEINICH

essayé de les rassembler dans un exposé qui se suffise, autant que possible,
à lui-même.

L’espérance d’une variable aléatoire réelle X définie sur un espace pro-
babilisé (Q, ~ , Pr) intervient d’au moins deux façons différentes et complé-
mentaires :

1) comme moyenne sur les événements de ff; elle définit une mesure
réelle sur (Q, /F) : A --~ 

2) comme limite dans Li et presque sûre des moyennes arithmétiques

successives x1 + ... + Xn n d’une suite de réalisations Xi, ..., X , ... de
la v. a. X.

Nous étudions ces deux aspects de l’espérance dans le cas des espaces de
Banach généraux, nous donnons ensuite des critères d’équivalence des
espérances et des convergences introduites, enfin nous appliquons ces résultats
à l’étude de certaines suites adaptées.
Récemment, en effet, sont parus des résultats surprenants, en théorie des

amarts vectoriels : des contre-exemples extrêmement ingénieux [2] [13]
ont montré que, dès que l’espace sous-jacent est de dimension infinie, on
peut trouver des amarts uniformément bornés qui ne convergent pas p. s.,

alors qu’on sait bien que, dans tous les bons espaces, les martingales uni-
formément bornées convergent p. s. [9].
En dimension infinie, les martingales asymptotiques ne se comportent

pas à l’infini comme leurs asymptotes.
Pour essayer de comprendre ce comportement anormal nous avons cher-

ché à donner des démonstrations directes, n’utilisant pas de contre-exemples,
suivant en cela l’adage bien connu : « qu’ils soient pour ou contre les
exemples sont comme les arbres ils cachent souvent la forêt », à quoi on

peut du reste objecter qu’une forêt a davantage de chances de cacher un
arbre que l’inverse. Nous espérons avoir suffisamment débroussaillé notre
forêt pour que le lecteur éventuel y trouve son chemin et son agrément.

1. INTÉGRATION
DES VARIABLES ALÉATOIRES VECTORIELLES,

MESURES VECTORIELLES

Soit E un espace de Banach. Nous noterons toujours Il.11 sa norme, E’ son
dual et E" son bidual, nous noterons également Il.11 les normes canoniques
de ces deux espaces, ce qui ne présente pas d’inconvénients majeurs.
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179SUR L’ESPÉRANCE DES VARIABLES ALÉATOIRES VECTORIELLES

a ) Mesures, définitions, propriétés élémentaires

- Soit un espace probabilisable, on appelle mesure vectorielle
à valeurs dans E, toute application additive de ; dans E, vérifiant

Il Jl(An) ~~ -~ 0 dès que An ~, 0 dans ~ . On sait qu’alors p est ~-additive et

qu’elle vérifie en outre la propriété suivante :

Démonstration. On montre que la tribu engendrée par les An est iso-

morphe à le résultat s’en suit.

On notera ~ , E) ou plus simplement l’ensemble des mesures

à valeurs dans E. On le munit de la norme S :

dénombrable mesurable de Q}.
Pour cette norme est un espace de Banach, cela résulte du théorème

de Vitali-Hahn-Saks, mais on remarque que, si Q = N et ~ _ 

= Jl(lE) = ensemble des suites sommables d’éléments de E et la

norme S est la norme B [19] :

que /BE) soit complet pour ~. ~ figure déjà dans [5].
On introduit également la norme équivalente P : P(Il) = ,u(A) Il,

AE~

il est classique et on vérifie aisément que 
On adopte en outre la notation habituelle |  pour désigner la mesure 

restreinte à une sous-tribu % de !F.

- On appelle mesure à variations bornées, toute mesure telle que

B/ 03A3 ~ (An)~  oo, la borne supérieure étant prise sur toutes les par-
n

titions mesurables dénombrables (An) de !F.
On notera E) ou l’ensemble des mesures à variations

bornées à valeurs dans E. On le munit de la norme B :
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180 B. BRU ET H. HEINICH

est un espace de Banach pour B. On remarque que si Q = N,
ff = 9(N) alors = = ensemble des suites absolument som-

mables d’éléments de E et la norme B est la norme ~c [19] :

le résultat est alors classique.
Rappelons le critère suivant :

LEMME 2 [14]. - Une mesure p est à variations bornées si et seulement si

pour toute partition mesurable de Q on a : ~ ~ Il  oo.

n

b ) Variables aléatoires

Nous appellerons variable aléatoire à valeurs dans E, toute application X
de Q dans E, limite simple de fonctions mesurables prenant un nombre fini
de valeurs, X et Il X ~~ sont alors évidemment mesurables, ce qui évite tous les
désagréments habituels.
On se donne une probabilité sur (Q, !F), pour ne pas la confondre avec

la norme P, nous la noterons toujours Pr et si X est une v. a. réelle inté-

grable nous noterons E(X) son espérance.

- On dit qu’une v. a. X à valeurs dans E est scalairement intégrable si,
pour tout u E E’, u(X) est une v. a. réelle intégrable. Nous noterons
$(Q, ff, Pr, E) ou plus simplement $(E) l’ensemble des v. a. scalairement

intégrables, on le munit de la norme S :

- On dit que X est intégrable au sens de Pettis si pour tout A E ~ il

existe un élément de E, noté vérifiant pour tout u E E’,

Nous noterons P(Q, f7, Pr, R) ou simplement l’ensemble des v. a.

intégrables au sens de Pettis.
se plonge canoniquement dans en effet on sait que l’appli-

cation px de f7 dans E définie par /lx(A) = E(XIA) est une mesure [18],
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181SUR L’ESPÉRANCE DES VARIABLES ALÉATOIRES VECTORIELLES

on dit que X est la densité de px et on note ~cX = X o Pr, on a

alors S(X) = S(X o Pr), on pose de même

P définit sur P(E) une norme équivalente à S, on appellera indifféremment
norme de Pettis les normes S et P sur P(E). En fait la norme P semble avoir
été introduite pour la première fois dans [5] et la norme S dans [18].
On peut remarquer que si X est adaptée (mesurable par rapport) à une

sous-tribu % de F on a

En effet si A E , en notant la tribu engendrée par X, on a :

Dans la norme S apparaît donc comme plus intrinsèque que la norme P
mais cette dernière est souvent plus simple à manier, comme nous le verrons.

- On dit que X est intégrable au sens de Bochner, si Il X Il est une v. a.

réelle intégrable, nous noterons B(Q, ~ , Pr, E) ou plus simplement B(E)
l’ensemble des v. a. intégrables au sens de Bochner; on le munit

de la norme B : B(X) = E( ~~ X ~~ ). B(E) est un espace de Banach pour cette
norme.

B(E) se plonge canoniquement dans en effet Ilx(A) = 
définit une mesure à variations bornées et on a

Remarque. Les normes P et B ne sont généralement pas équivalentes
sur B(E), et les espaces $(E), et B(E) ne sont pas complets pour la norme
de Pettis. Nous étudierons ce point au paragraphe 3.

L’étude de B(E) est bien connue, nous donnons ci-dessous un certain
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182 B. BRU ET H. HEINICH

nombre de résultats simples sur $((E) et P(E) qui nous seront utiles dans la
suite de l’exposé.

LEMME 3. - Soit 1 l’injection canonique de E dans [E" et soit X E $(~) alors
i(X) E ~(~") et S(X) = S(i(X)).

Démonstration. - Soit A E ~ , l’application 8x(A) : u --~ E(u(X) 1 A) de E’

dans R est linéaire continue de norme Il = V 1 [  S(X)

K6E’

c’est donc un élément de E". L’application Ox : ---~ ~" est manifestement

additive, de plus si An t 0 ~ (~ 9x(An) Il  2 V ( n T 0 d’après
BEAn

le lemme 1 appliqué à la mesure réelle B - c’est donc une

mesure à valeurs dans E".

De plus

Enfin si u E E", u E E’ et u(ex(A)) = ex(A)(u) = = 

donc ex(A) = d’où 9X = i(X) o Pr et par conséquent i(X) E 
et S(i(X)) = S(0x) = S(X).

LEMME 4. - Soit X E $(E), les énoncés suivants sont équivalents.

en appliquant le lemme 1 à Ilx pour la suite f Il X Il > a ~ ~, 0.

Posons Xn = on a évidemment Xn E B(E) et

la suite est donc de Cauchy dans lE, notons a sa limite.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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Remarques. 1) Le lemme 4 montre en particulier que toute v. a. X E 
est limite pour la norme de Pettis de la suite des v. a. X1{~x~ _ n} E 

2) Il montre également que si X E P(E) la mesure  = X o Pr est abso-

lument continue par rapport à Pr ([18], théorème 2.5), c’est-à-dire que
~~03B4 tel que Pr(A) ~ 03B4 ~ P(X1A)  B.

On a en effet

il suffit alors d’utiliser ii).

3) Si la probabilité Pr est purement atomique P(E) est évidemment iso-
morphe à (ou à un espace produit fini d’exemplaires de E) donc P(E)
est complet pour P, mais si Pr est non atomique il n’en est plus de même [22],
cependant si (Xn) est de Cauchy pour P et si Xn converge vers une v. a. X en
un sens très faible, Xn converge pour P c’est le

LEMME 5 ([6], exercice 16f, § 1).
Soit (X~) une suite de v. a. de [P(E) (resp. de $(E)) de Cauchy pour la

norme de Pettis et soit X une v. a. à valeurs dans E :

a) Si X E $(E) et si pour tout u E E’ u(Xn) -~ u(X) pour la topologie
~(L1, LOO) alors X E P(IE) et Xn converge vers X pour P (r esp. alors

S Xn - X) ~ o) .
b) Si pour tout u E E’, -~ u(X) en probabilité alors X E (resp.

X E $(E)) et S(Xn - X) - 0.

Démonstration. Soit E P(E) et posons ,un = Xn o Pr, ,un est de Cau-
chy dans pour la norme P donc converge vers une mesure Il de 

Soit u E E’ on a --~ u(,u(A)) V A E ~ .

- Sous l’hypothèse a) alors ~ E(u(X) 1 A) donc ~ = X o Pr
et X E P(E). D’autre part P(Xn - X) = /l) --~ 0.

- Sous l’hypothèse b), (u(Xn)) est de Cauchy dans L1 et converge en

probabilité vers u(X) donc converge vers u(X) dans L~, X E et on

applique a).
Pour une suite Xn E $(E) la démonstration est identique en se plaçant

dans P(E") (lemme 3).
Pour préciser un peu la nature des suites de Cauchy de P(E) ou de
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pour la norme de Pettis nous introduisons la définition suivante :

Soit (Xn) une suite de v. a. de nous dirons que (Xn) est scalairement
équi-intégrable (s. e. i.) si la famille de v. a. réelles

est équi-intégrable.
Comme dans le cas réel on a (voir [16] par exemple).

LEMME 6. - Soit (Xn) une suite de v. a. de $(E), (Xn) est s. e. i. si et seule-

ment si

On en déduit :

PROPOSITION 7. - Soit (Xn) une suite de v. a. de (resp. de $((E)) alors

a) Si (Xn) est de Cauchy pour la norme de Pettis, Xn est s. e. i.

b) Si (Xn) est s. e. i. et si Xn converge fortement en probabilité vers une
v. a. X (Pr {II X, - X Il > E ~ - 0) alors X E P(E) (resp. X E $(E)) et Xn
converge vers X pour la norme de Pettis.

Démonstr~ati~n. - Il suffit de démontrer la proposition pour les v. a. de

P(E) le deuxième cas s’y ramenant en plongeant dans 

a) se démontre comme dans le cas réel ([16]),
quant à b) on observe que P(Xn - G + > E~) en

utilisant le lemme 6 (Xn) est de Cauchy pour P.
Le lemme 5 permet alors de conclure.

Remarque. La proposition 7 ne peut être améliorée en général, en effet
si Xn est de Cauchy pour la norme de Pettis, elle ne converge généralement
pas en probabilité ni fortement ni faiblement, car sinon P(E) serait complet
pour P (lemme 5), ce qui est faux. Voir le paragraphe 3 pour d’autres pré-
cisions à ce sujet.

2. LOIS DES GRANDS NOMBRES

Il est bien connu (voir [9] par exemple) que si X1, ..., Xn ... est une

suite de v. a. indépendantes de même loi à valeurs dans un espace de

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



185SUR L’ESPÉRANCE DES VARIABLES ALÉATOIRES VECTORIELLES

Banach E, lim s. dans E si et seulement si
Mtoo n

Xn E B(E), la convergence a, alors, également lieu pour la norme B. Nous
examinons ci-dessous d’autres résultats de ce type.

PROPOSITION 8 (loi des grands nombres au sens de Pettis).
Soit X1, ..., Xn, ... une suite de v. a. indépendantes de même loi appar-

tenant (resp. à $(E)) alors la suite xl + ’ ’ ’ + Xn converge vers E X.

pour la norme de Pettis (resp. alors la suite X1 + ’ ’ ’ + xn est de Cauchy
pour la norme de Pettis S).

Démonstration. Il suffit de démontrer la proposition pour les suites de
P(E) (lemme 3).
Rappelons (lemme 4) que si X E P(E), il existe pour tout B une v. a.

Y E telle que P(X - Y) ~ 8; soient Yi), ..., (Xn, Yn), ... des

copies indépendantes du couple (X, Y) on a alors

puisque la norme de Pettis (S) ne dépend que de la loi de (Xi 2014 YJ donc de

celle de (X, Y). D’autre part 2014-’ converge pour la norme B donc est, en par-

ticulier, de Cauchy pour P et par conséquent il en est de même de 03A3Xi. Enfin

on remarque que u(03A3Xi n )~ M(E(XJ) dans I/ et le lemme 5 permet de

conclure.

En fait la proposition 8 peut être améliorée de la façon suivante, consi-
dérons toujours une suite de v. a. indépendantes Xi, ... , X~ ... de même
loi à valeurs dans E. Nous introduisons comme d’habitude ([17]) la famille
décroissante des tribus des événements dépendants symétriquement

Nous notons ~ l’ensemble des temps d’arrêt liés à ne prenant qu’un
nombre fini de valeurs; ~ est filtrant croissant. On peut alors énoncer :

COROLLAIRE 9. - Si les X, appartiennent à P(E) (resp. à $(E)) on a

X1+...+X03C4 03C4 E(Xi) pour la norme de Pettis (resp. la famille (X1+...+X03C4 03C4)
est de Cauchy pour la norme de Pettis).
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186 B. BRU ET H. HEINICH

Démonstration. Si les v. a. Xi étaient intégrables au sens de Bochner,

on aurait Mu = X1 +...+Xn n° + Xn en particulier si i est uneon aurait n = n E(X1/Yn), en particulier si ’en est une

suitede F croissant vers l’infini, Mrn = E(X1/ f/ Tn) est une martingale
convergeant p. s. et pour la norme B ([9]), on continue alors comme dans la
démonstration précédente.
On peut se demander si les v. a. de P(E) ne satisfont pas une loi faible

des grands nombres (convergence en probabilité forte). S’il en était ainsi,
par raison de symétrie la convergence devrait avoir lieu suivant le nitre ~
comme dans le cas de la convergence en moyenne (Corollaire 9). Or on a :

PROPOSITION 10 (loi faible des grands nombres).
Soit (Xn) une suite de v. a. de indépendantes et de même loi

(X1+...+X03C3 03B4 converge fortement en probabilité vers E(X) si et

seulement si les Xi appartiennent à B(E), auquel cas elles vérifient la loi forte
des grands nombres.

Démonstration. Quitte à retrancher les espérances, on peut supposer
que les v. a. Xn sont centrées (E(Xn) = 0), la proposition résulte alors du
lemme suivant :

LEMME 11. - Soit Y l’ ..., Yn, ... une suite de v. a. réelles adaptées à
une suite (Fn) de tribus, croissante ou décroissante, soit G l’ensemble des
temps d’arrêt bornés liés à (~ n) on a alors Yn -+ 0 p. s. si et seulement si

Y~ z ~ 0 en probabilité.

Démonstration. On reconnaîtra aisément les idées de [ll ], lemme 2.1.

Supposons que Yn ; -~ 0 p. s., il existe alors rx > 0 et 8 > 0 tels que

Pr Y,~ ~ [ > 8 )) = oc c’est-à-dire que :

On pose alors

et
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187SUR L’ESPÉRANCE DES VARIABLES ALÉATOIRES VECTORIELLES

Si (~ ") est croissante in et si (~ n) est décroissante ~" e F on a

Ce qui dans les deux cas contredit 0 en probabilité.

Remarques 1. On sait que la convergence en probabilité se définit

simplement à l’aide de la convergence p. s. : Xn  0 en probabilité si et

seulement si de toute sous-suite on peut extraire une sous-suite convergeant
p. s. vers 0.

Le lemme 11 montre qu’inversement la convergence p. s. se définit à

partir de la convergence en probabilité, il suffit de remplacer l’ensemble des
entiers par l’ensemble filtrant des temps d’arrêt bornés (ou des v. a. à valeurs
entières bornées lorsque la filtration est constante). La plus grande
richesse de cet ensemble d’indice permet d’appauvrir le mode de conver-
gence.

On remarque que pour une suite (Xn) c P(E), adaptée à (~ "), si

0, on a 0 en probabilité pour tout u E E’ donc

u(Xn) ~ 0 p. s. Nous verrons au paragraphe 4 comment cette remarque per-
met d’expliquer certains phénomènes observés en théorie des amarts.

2. Il est naturel de se demander s’il n’existe pas de démonstration directe
du corollaire 9; considérons, en effet, une suite Xl, ..., Xn, ... de v. a.

de !P(E), indépendantes de même loi, centrées, posons  = Xl o Pr, alors,
en notant f/n les tribus symétriques associées, on a pour tout A 

p(A) = E(X1 + ... + X03C3 03C3 .1A), le corollaire 9 peut alors s’énoncer :

ce qui pourrait être une conséquence du théorème très simple suivant :
« si J1 est une mesure de ff à valeurs dans E, si (~") est une famille décrois-

sante de sous-tribus de /F, alors, en on a :

Ce théorème est malheureusement faux en général; considérons, par
exemple, la mesure Il sur l’intervalle [0, 1] muni de sa tribu borélienne,

Vol. XVI, n° 3 - 1980.



188 B. BRU ET H. HEINICH

à valeurs dans Co définie par p(A) = ÎÎA sin 203C0nxdx) et soit (gn) la

famille des tribus dyadiques décroissantes :

Les tribus  n décroissent vers une tribu % p. s. triviale, donc

pour tout n.

On montre que le « théorème )) est vrai pour toutes les mesures à image
compacte (par exemple si p = X o Pr, X E P(E)) mais la démonstration est
technique et ne simplifie en rien l’exposition.

L’exemple ci-dessus montre également que les martingales-mesures vecto-
rielles (voir § 4) du type ( | gn)pour des tribus gndécroissantes ne convergent
généralement pas en norme de Pettis, contrairement au cas réel et au cas
vectoriel à densité :  = X o Pr, X E P(E).
Remarquons enfin que si édn on a trivialement

mais ce résultat ne présente que peu d’intérêt.

3. ÉQUIVALENCES D’ESPÉRANCES

Nous étudions ci-dessous les cas d’équivalences des normes et des espé-
rances introduites en 1). Pour cela nous avons besoin d’un rappel sommaire
sur la géométrie des espaces de Banach.

a) Soit E un espace de Banach, rappelons qu’une suite (xn) de E est dite

scalairement sommable si pour tout Me E’, ~ (  00. En général
n

les suites scalairement sommables ne sont pas sommables, par exemple dans
l’espace co des suites de réels tendant vers 0 muni de la norme

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



189SUR L’ESPÉRANCE DES VARIABLES ALÉATOIRES VECTORIELLES

Il (xn) Il = |, la base canonique en = (0, ..., 0, 1, 0, ... ) est scalai-
n

rement sommable mais non sommable, c’est en fait le prototype de ce genre
de situation, comme le montre le résultat fondamental suivant.

THÉORÈME DE BESSAGA-PELCZYNSKI [4]

Soit E un espace de Banach, toute suite scalairement sommable est
sommable si et seulement si co ne se plonge pas dans E.

On en déduit sans difficultés :

PROPOSITION 12 [20]. - Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) rE ne contient pas co.
ii) $(E) = pour toute probabilité atomique.
iii) $(E) = pour tout espace probabilisé (Q, ~ , Pr).

Démonstration. i) ~ ü) et iii) ~ i) ne sont que la traduction probabi-
liste du théorème de Bessaga-Pelczynski.
Quant à ~) => iii), cela résulte de ce que si X E $(E) et si on pose

Bn = ~ n _ ~~ X Il  n + 1 ~, alors pour tout A E ~, S(E), la
suite est scalairement sommable et sa somme, a, vérifie

u(a) = soit a = E(X1A) et Xe 

b) Rappelons le deuxième résultat fondamental suivant :

THÉORÈME DE DVORETZKY-ROGERS 

E est de dimension finie si et seulement si toute suite sommable de E est
absolument sommable.

Soient E et F deux espaces de Banach et soit T une application linéaire
continue de E dans F, T est dite absolument sommante (a. s.) si elle trans-
forme les suites sommables de E en suites absolument sommables de F,
l’importance de cette notion vient, en particulier, de ce qu’alors T est obli-
gatoirement continue de ll(E) dans ll [~], ou encore :

LEMME 13. - Les énoncés suivants sont équivalents :

i) T est a. s.
M’) T plonge continûment E) dans F).
iii) T plonge continûment dans pour tout espace proba-

bilisable (Q, ~ ).
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Démonstration. i) ~ ü) résulte du principe de composition (lemme IV.2.6.
de [19] par exemple).

~) => iii), soit Il E et (An) une partition de Q on a

en notant ~ n la tribu engendrée par (An) ii), implique alors qu’il existe une
constante K ne dépendant que de T telle que ( ~ n)   KP(ju)
et donc 

Voir aussi [l3).
On en déduit :

PROPOSITION 14. - Soit (Q, fF) un espace probabilisable de tribu ~ infinie.
Les énoncés suivants sont équivalents :

i) lE est de dimension finie.
ii) 
iii) P et B sont équivalentes sur 

’

est complet pour P.
v) p(E) = B(E) pour une probabilité sur (Q, ~ ) prenant une infinité

de valeurs.

vi) P et B sont équivalentes sur B(E) pour une probabilité prenant une
infinité de valeurs.

vii) B(E) est complet pour P.
viii), ix) x) mêmes énoncés que ii), iii), iv) en ajoutant pour tout espace

probabilisable.
xi), mêmes énoncés que v), vi), vii) en ajoutant pour tout espace

probabilisé.

Démonstration. vi) ~ iii) : c’est le lemme 13 appliqué à l’identité de E.

v) : car toute v. a. de P(E) limite pour P d’une suite de v. a. de B(E)
est alors dans B(E).
Tout le reste est évident.

La proposition suivante permet de préciser davantage la proposition 7.
Nous dirons, pour simplifier, qu’un espace probabilisé (D, ~ , Pr) est infini
si Card (Pr (~ )) >_ Card (I~I). On a alors :

PROPOSITION 15. - Soit (D, ff, Pr) un espace probabilisé infini, considé-
rons les énoncés suivants :

0 E est de dimension finie.
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il) Toute suite de Cauchy pour la norme P de v. a. de P(E) converge for-
tement en probabilité.

Si (Xn) E P(E) vérifie P(Xn) -~ 0 alors Il Xn (~ --~ o en probabilité.
iv) P(E) est complet pour P.
v) Toute suite de Cauchy de P(E) pour la norme P converge faiblement

en probabilité.

Alors on a toujours i et iv ~ v.

Les 5 énoncés sont équivalents si et seulement si (Q, ~ , Pr) est non ato-
mique.

Démonstration. On a déjà vu que v) ~ iv) (remarque après la propo-
sition 7), d’autre part si (Q, ~ , Pr) est non atomique Thomas [22] a montré
que iv) ~ i) la réciproque étant évidemment fausse dans le cas atomique
puisque dans ce cas P(E) est toujours complet pour P.

Il reste à montrer que iii) + ii) + i), la première implication est évidente,
la seconde résulte de ce que, si on a alors soit X E P(E) et Xl, ..., Xn, ...

des copies indépendantes de X, x1 + ... + Xn n est de Cauchy pour P (pro-
position 8) elle converge donc fortement en probabilité, donc X E B(E)
(proposition 10).
On en déduit alors :

COROLLAIRE 16. - Soit T : E - F, T est a. s. si et seulement si il existe
un espace probabilisé infini (Q, ~ , Pr) et une constante K telle que pour
tout X E P(E) on ait

Remarque. - L’ensemble des v. a. à valeurs dans ~, muni de la conver-
gence en probabilité forte est complet, mais il n’en est pas de même si on le
munit de la convergence en probabilité faible (u(Xn) -~ u(X) en Proba pour
tout u E E’) même uniformément en u, car ceci entraînerait que est

complet pour P.

4. SUITES ADAPTÉES DE P(E) ET DE 

Nous munissons maintenant l’espace probabilisé Pr) d’une his-
toire c’est-à-dire d’une suite croissante de sous-tribus de F véri-

fiant, ~ o triviale et V /Fn = ~ .
n
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On notera toujours ~ l’ensemble des temps d’arrêt bornés liés à cette
histoire.

Une suite de mesure (/ln) à valeurs dans E est dite adaptée à l’histoire 
si pour chaque n, ,un est définie sur On définit alors sans ambiguïté
,u~ sur pour tout r par la formule :

On définit en outre les normes P~ : = V Il On remarque
A 

que la norme P~ est équivalente à la norme S sur E) pour tout
6.

- Une suite adaptée (/ln) est appelée une martingale si ~.n(A) _ 
pour tout A E!Fn et p >- n.

(,un) est appelée un amart si converge dans E.

- Une suite adaptée (Xn) de v. a. de P(E) (Xn est Fn-mesurable pour
tout n) est appelée un amart si la suite des mesures (Xn o Pr) est un amart.
Nous commençons par redémontrer un lemme classique, mais fondamen-

tal, de la théorie des amarts [12].

LEMME 17. - Soit (,un) un amart, il existe une mesure additive, m, sur

l’algèbre Fn telle que mz = m |Ft est a-additive pour tout T et

n

~.

Démonstration [12]. Soit Jo et soit A E ~ ~o, si 6 et i > Qo on pose

’t"’ ={03C303C4sur 
sur 

A 

Ac 
on a alors /la(A) - /lt(A) = /la(o.) - /lt’(o.), d’oùT’ = 

i sur A 
on a alors 03C3(A) - 03C4(A) = 03C3(03A9) - 03C4’(03A9), d’où

J1t) 03C3,03C4~03C30 0 la limite de ( 03C3) pour Pffo est une mesure sur qui est
évidemment la restriction à fFao d’une fonction additive d’ensemble m sur

l’algèbre Fn. On remarque que mn = est une martingale, c’est
n

l’asymptote de l’amart ,un; on appellera m la limite de l’amart (~cn), on a :

LEMME 18. - Soit (,un) un amart, soit m sa limite et mn = m son asymp-

tote, alors 0.

Démonstration. - Fixons 6 >- pour ~ suffisamment grand, on a
d’après le lemme 17 : m~.) - B.

Soit A E ~~, avec les notations de la démonstration du lemme 17 :
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~~(A) - ~~(A) _ ~Q(~) - où s’ ~ 7o donc Il ~~(A) - /la(A) Il  E et
par conséquent ,~a) - 8 d’où  2s pour tout Q >_ (7o-

Remarque. - Une martingale réelle non équi-intégrable n’est pas de

Cauchy dans L1, donc un amart ne sera généralement pas de Cauchy pour
la norme de Pettis, et m, sa limite, ne sera pas 03C3-additive, cependant on
observe que pn = /ln - mn est un amart dont la limite est identiquement
nulle, on a donc --~ 0. Cette remarque conduit à la définition suivante :

Définition. Une suite de mesures ~cn (resp. de v. a. Xn E ~(~)), adaptée,
est appelée un potentiel si PQ(~cQ) ~ ~ 0 (resp. P(X~) ~ ~ 0).

Remarques. l. Edgar et Sucheston dans [12] définissent un potentiel (Xn)
comme un amart vérifiant P(Xn) --~ 0, Astbury dans [l] adopte une défini-
tion un peu plus faible : (Xn) est un potentiel si c’est un amart vérifiant

o Xn) ~ 0 pour tout A de l’algèbre Ces deux définitions

n

impliquent que la limite m de (Xn) est nulle, elles sont donc équivalentes à la
définition précédente.
La deuxième note [7] donne une mauvaise définition des potentiels, on la

rectifiera aisément, ainsi que l’énoncé de la proposition 2.

2. Soit (/ln) un amart on a /ln = mn + pn où mn est la martin-

gale asymptote de (,un) et pn est un potentiel; en théorie des
amarts, on observe ainsi la liaison de deux types bien distincts : le type
martingale (E(X~) = constante) et le type potentiel (P(X~) - 0).
Nous introduisons maintenant la notation suivante :

Soit A un ensemble, soit S l’ensemble des suites d’éléments de A possédant
une certaine propriété ~, on note *S l’ensemble des suites de A telles que
de toutes sous-suites on puisse extraire une sous-suite possédant la pro-
priété ~, on dit que les éléments de *S possèdent la propriété *~.

Exemple. - Soit Xn une suite adaptée convergeant vers 0 p. s., alors

Il X~ ~~ z ~ 0 en probabilité, convenons d’appeler potentiel en probabilité de
telles suites. Toute suite adaptée Xn convergeant fortement en probabilité
vers 0, est alors un *-potentiel en probabilité.
On a de même :

PROPOSITION 19. - Soit (,un) (resp. (Xn)) une suite de mesures (resp. de v. a.
de P(E)) adaptée à l’histoire (~ n) alors :

/ln est un *-potentiel (resp. Xn est un *-potentiel) si et seulement si
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Démonstration. Si ~ 0, appelons (~un) une sous-suite extraite de
la suite initiale, pour une sous-suite de (,un), que nous appelons encore (~cn),
on a 03A3Pn( n)  ~, d’où si

n

quand N --~ 00.
La proposition suivante résume un certain nombre de résultats clas-

siques [2], [11], [13].

PROPOSITION 20. - Les énoncés suivants sont équivalents :

i) E est de dimension finie.

z~) Tout potentiel de P(E) converge vers 0 fortement p. s. :

en probabilité. 
iii) Tout potentiel (Xn), vérifiant Il  1, converge vers 0 fortement p. s.

iv) Tout potentiel (Xn), vérifiant ~~  1, est uniforme :

v) Tout potentiel de B(E) est uniforme.

Démonstration. - i) => v) car en dimension finie, P et B sont équivalentes
sur B(E) (proposition 15).

v) => iv) est triviale.

iv) => iii) car si 0 alors --~0 en probabilité (inégalité de

Bicnaymé-Tchébycheif) donc ~Xn~ Il --+ 0 p. s.
iii) => ii) :

Soit un potentiel de P(E) alors Y~ = ti ~ - 
est un potentiel :

on remarque en effet que si X e P(E) et si f : Q - R est mesurable et véri-
fie | / ! 1  1 alors S(X), donc S(Yn) ~ S(XJ. On a donc ~ 0,
soit Il --+ 0 p. s. donc Il -)- 0 p. s. (si est une suite de nombres

-~~)~-~)’
ù-) => f) :

car tout *-potentiel converge vers 0 en probabilité, sous l’hypothèse ~),
donc l’espace est de dimension finie (proposition 15).
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COROLLAIRE 21. - Soit (Q, ~ , Pr) un espace probabilisé infini, les énoncés
suivants sont équivalents :

i) P et B sont équivalentes sur { X ~ X Il 
est de dimension finie.

Démonstration. On pose Fn ~ F et on applique la proposition pré-
cédente.

Remarque. C’est en fait le résultat très élégant et inattendu de A. Bel-
low [2] sur la caractérisation des espaces de dimension finie à l’aide de la

convergence p. s. des amarts, qui a motivé l’étude que nous présentons ici.
Il nous a semblé qu’une explication pouvait être la suivante, la considération
des temps d’arrêt bornés transforme la convergence p. s. en convergence

en probabilité, le problème revient alors à décider dans quels cas la conver-

gence au sens de Pettis implique la convergence en probabilité, et la loi
faible des grands nombres pour les v. a. intégrables au sens de Pettis permet
de conclure. Terminons par un dernier résultat analogue à celui de [8] :

PROPOSITION 22. - Si E’ est séparable et si (Xn) est un potentiel de [P(E)
vérifiant Il  oo p. s. alors X~ -~ 0 faiblement p. s.

n

Démonstration. - 0 en probabilité (car dans L1) pour tout
u de E’ donc u(Xn) --~ 0 p. s. pour tout u, soit N l’ensemble négligeable en
dehors duquel --~ 0 pour tout k, où (un) est dense dans comme

V )[  ce p. s., sur N’’ -~ 0 p. s. pour tout u.

n

Remarque. La condition V~Xn(03C9) ~  ce p. s. ne peut être améliorée,

voir [8].
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