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Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

RÉSUMÉ. - Quand les routages ne dépendent pas de l’état, il est bien
connu que la probabilité stationnaire d’un réseau de files d’attente s’exprime
sous forme d’un produit. Une formule du produit, d’un type plus général
que dans la situation classique, est établie pour certains réseaux dont les
routages dépendent de l’état ; plus précisément, on considère des réseaux
satisfaisant à une condition d’équilibre qui généralise la notion classique
de « balance locale ».
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A. INTRODUCTION

Étant donné un réseau markovien de files d’attente R, on cherche à
étudier le régime stationnaire de ce réseau R par l’intermédiaire des régimes
stationnaires de sous-réseaux qui se déduiront de R et qui sont plus simples
que R.

Dans la majeure partie de cette étude, on supposera que R est composé
de stations dont les lois de service sont exponentielles : cette hypothèse
est faite uniquement pour faciliter l’exposition des résultats fondamentaux.
Les éléments en circulation dans ce réseau R seront appelés clients.
Le réseau R étant donné, pour simplifier l’étude de R, en régime station-

naire, on remplace certains sous-réseaux de R par une station unique ;
cet échange se fait de façon particulièrement simple quand on considère
des sous-réseaux standards.

Cette notion de sous-réseau standard est définie et étudiée au para-
graphe B : cette notion ne dépend que du sous-réseau considéré.

Les théorèmes généraux de décomposition d’un réseau R sont donnés
au paragraphe C : le théorème fondamental dans toute cette étude est le
théorème C-2 ; on y donne une condition suffisante pour qu’un réseau R
puisse être « décomposé » en deux sous-réseaux R’ et R" avec la formule
du produit pour les probabilités stationnaires ; cette condition suffisante
est une généralisation, en un certain sens, de la notion classique de « balance
locale » (cf. [Whi], [Ch 1 ou [Ch2]).
Au lieu de dire que l’on a décomposé R, on peut aussi dire qu’une sta-

tion S’, dans R’ = (R’, S’) peut être remplacée par le sous-réseau R" ;
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263RÉSEAUX DE FILES D’ATTENTE

pour cela, il suffit que la station S’ soit « échangeable » ; le théorème C-2
dit aussi qu’une station échangeable dans R’, l’est encore dans R ; on peut
donc itérer ce procédé d’échange, ou, si l’on préfère, itérer la méthode de
décomposition. Ceci permet d’obtenir, en raisonnant par récurrence, les
autres théorèmes de décomposition.

Plus précisément, soit R un réseau markovien qui peut être décomposé
en s sous-réseaux soit e un état de R, ek l’état associé de R~
et êk le nombre de « clients » dans le sous-réseau Rk pour cet état ek. On
note ê le « vecteur » ( ê 1, ..., Soit p(e) la probabilité stationnaire pour
le réseau R d’être dans l’état e. Le théorème C-3 donne des conditions
suffisantes pour que l’on ait des fonctions / et telles que :

k= 1

c’est-à-dire qu’on a décomposé l’étude de R en l’étude de chaque fonction h
(c’est-à-dire, ici, l’étude du sous-réseau Rk) et en l’étude de la fonction J
Notons que, pour tout entier k, les paramètres qui interviennent dans

la fonction h ne dépendent que des paramètres du sous-réseau Rk.
Par ailleurs, la fonction f est la probabilité stationnaire d’un réseau R

déduit de R en remplaçant chaque sous-réseau Rk par une station unique.
Au paragraphe D, on définit et on étudie les notions de « réseau parfait »

et de « réseau pouvant être rendu parfait » ; si le réseau R évoqué ci-dessus
peut être rendu parfait, la fonction / peut être choisie identiquement
égale à 1 ; dans ce cas, on a donc une « formule du produit » au sens habituel.
Si R est un réseau dont les routages ne dépendent pas de l’état, on montre
que R peut être rendu parfait.

B. SOUS-RÉSEAU STANDARD

B-1. Réseau et station de service (conventions).

Dans la suite, on sera amené à considérer des « réseaux » constitués de
« stations de service ». Il sera entendu que :

a) Chaque station de service a une loi de service exponentielle, les

« clients » étant servis un par un en ce sens que lim 1 P [A(t, dt)] = 0p q 
dt

si A(t, dt) est l’événement : « il y a plusieurs clients qui sont servis entre t
et t + dt ».

b) Le taux de service de la station pourra dépendre uniquement de l’état
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264 J. PELLAUMAIL

de la station considérée, ou de tout l’état de tout le réseau ; dans tous les
cas, on supposera que ce taux est nul si la station est vide et que ce taux est

strictement positif dans les autres cas.
c) Tous les réseaux considérés seront supposés markoviens irréductibles

(c’est-à-dire qu’on peut leur appliquer le théorème ergodique).
d) Un client qui quitte une station ne peut pas revenir immédiatement

dans la même station ; on adopte cette hypothèse pour la commodité des
notations (cf. F-2). 

’

Par ailleurs, on ne fera pas de différence entre la notion de « sous-réseau »
et la notion de « réseau ouvert ».

Enfin, soit S une station de service ; si le taux de service de S ne dépend
que de l’état de la station S, on dira que S est une station pure ; dans ce cas,
en général, on notera h( j) le taux de service de la station S quand il y a j
clients dans cette station. Par contre, si S est couplée avec un sous-réseau R
et si le taux de service de S dépend de l’état e de R, on notera, en général,
g(e) le taux de service de S quand R est dans l’état e ; si S est pure et s’il y a
n clients dans le réseau fermé (R, S) = R, on aura donc g(e) = h(n - ê) en

désignant par ê le nombre de clients dans R quand l’état est e.

B-2. Taux de probabilité (notations a, b, c, d et r).

1) Dans la suite de cette étude, on sera amené à considérer des sous-
réseaux R d’un réseau markovien donné ; chaque état d’un tel sous-réseau R
est caractérisé par un élément e de NS si s est le nombre de stations dans

le sous-réseau R ; on a donc e = (el, ... , eS) où ei désigne le nombre de
clients dans la station i du sous-réseau R. On notera ê le nombre de clients

dans le sous-réseau R si l’état de ce sous-réseau est e : on a donc
S

On notera £ = (fji)j>0 l’élément de défini par f’ _ 

(c’est-à-dire f’ = 0 si i ~ j et f’ = 1 si i = j). Par exemple, f2 = (0,1,0, ... ).
2) Étant donné un événement A, on appellera taux de probabilité de cet

événement la quantité définie par :

a = lim.  { Probabilité que A se réalise entre t et ( t + dt)
dti o dt

3) Soit R un sous-réseau ; en général dans la suite, ce sous-réseau sera
tel que :

a) pour ce sous-réseau R, les taux de probabilité de transfert à l’intérieur
du sous-réseau R ne dépendent que de l’état du sous-réseau R,
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265RÉSEAUX DE FILES D’ATTENTE

b) pour ce sous-réseau R, les taux de probabilité pour un client de quitter
le sous-réseau R ne dépendent que de l’état de ce sous-réseau R,

c) pour ce sous-réseau R, quand un client rentre dans ce sous-réseau,
la probabilité, pour ce client, d’aller dans telle ou telle station de R ne dépend
que de l’état de R.

Dans ce cas, on dira que R est un sous-réseau propre et on notera ai(e)
(resp. le taux de probabilité qu’un client quitte la station i pour aller
dans une autre station (resp. à l’extérieur) du sous-réseau R, quand l’état
est e (avant le départ de ce client).
De même, on notera ci(e) la probabilité, pour un client qui rentre dans

le sous-réseau R, d’aller dans la station i si l’état du sous-réseau est e.

Enfin, on notera le taux de probabilité qu’un client quitte la station i
(du sous-réseau R) pour aller dans la station j (du sous-réseau R) si le sous-
réseau R est dans l’état e. On a évidemment :

De plus, (ai + bi)(e) est le taux de service de la station i (du sous-réseau R)
quand ce sous-réseau est dans l’état e.

Enfin, on posera

Autrement dit, ri,ie) est la probabilité, pour un client qui quitte la station i,
d’aller dans la station j si le sous-réseau est dans l’état e ; ces probabilités ri,j
de répartition entre stations seront parfois appelées « routages ».

Il faut bien noter que, dans la définition de ces quantités a, b, c, d et r,
on ne prend pas en compte les probabilités d’état du sous-réseau R. Il faut aussi
noter que ces quantités peuvent dépendre de l’état e de tout le sous-réseau,
mais aussi d’un nombre n qui sera fixé dans tout ce qui suit.

B-3. Taux de probabilité stationnaires (notations u, v, w et z).

On considère un sous-réseau R avec les hypothèses et les notations
données en B-2 ci-dessus. On considère une station de service S (cf. B-l).
Soit R = (R, S) le réseau fermé constitué de R et S, le nombre de clients
dans R étant égal à n (le taux de service de S pouvant dépendre de l’état e
de R).
Dans la suite, on s’intéressera notamment au réseau R en régime station-

naire. Soit p(e) la probabilité, en régime stationnaire, pour le réseau R,
Vol. XV, n° 3-1979.



266 J. PELLAUMAIL

d’être dans l’état (e, n - ê) (bien entendu cette probabilité dépend de n
mais n est fixé une fois pour toutes).
Pour alléger l’écriture et faciliter la compréhension, on utilisera les

notations suivantes :

autrement dit, u(e) est le taux de probabilité, en régime stationnaire et pour
le réseau R, d’atteindre l’état (e, n - ê) par transfert à l’intérieur du sous-
réseau R.

autrement dit, v(e) est la probabilité, en régime stationnaire et pour le
réseau R, d’atteindre l’état (e, n - ê) si on sait qu’un client rentre dans le
sous-réseau R.

autrement dit, w(e) est le taux de probabilité, en régime stationnaire et pour
le réseau R, d’atteindre l’état (e, n - ê) par départ d’un client du sous-
réseau R vers la station S.

Quand le taux de service g(e) de la station de service S dépend de l’état
du sous-réseau R, on introduit aussi :

autrement dit, z(e) est le taux de probabilité, en régime stationnaire et pour
le réseau R, d’atteindre (e, n - ê) par départ d’un client de la station S
(et arrivée de ce client dans le sous-réseau R).

B-4. Sous-réseau standard (définition).

Soit n un entier et R un sous-réseau propre (çf. B-2). On dira que R est un
sous-réseau n-standard s’il existe une station de service pure S (cf B-1) telle
que, avec les notations indiquées en B-2 et B-3 ci-dessus, R est un réseau
markovien ergodique et, pour tout état e de R, on a :

De plus, on dira que R est standard si R est n-standard pour tout entier n.

. Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section B



267RÉSEAUX DE FILES D’ATTENTE

Il faut noter que, par hypothèse, la probabilité p est une probabilité qui
satisfait aux conditions d’équilibre habituelles en régime stationnaire ;
pour tout état e, la condition B-4-1 ci-dessus est donc équivalente à la
condition suivante :

1

Il faut aussi noter que les divers taux de probabilité (a, b et d) et les proba-
bilités c associés au sous-réseau R peuvent dépendre de n (on travaille
à n fixé). 

’

Du point de vue « physique », la condition B-4-1 signifie que, en régime
stationnaire, le taux de probabilité d’atteindre l’état (e, n - ê) par arrivée
d’un client dans la station S est égal au taux de probabilité de quitter l’état e
par départ d’un client de la station S.

C’est donc, en un certain sens, une généralisation de la notion classique
de « balance locale » (cf. [Whi ] ou [Ch2 ]).

B-5. Premier théorème de stabilité.

Soit n un entier et R un sous-réseau n-standard. Soit S une station de service

pure (cf B-1) telle que la condition B-4-1 soit satisfaite (pour tout état e).
Soit S’une station pure de taux de service h’( j) ; on définit R’, ~’’~ p’ comme
en B-2 et B-3 ci-dessus (relativement à cette station de service S’). On a alors :

où K est une constante de normalisation qui ne dépend pas de l’état e.
De plus, pour tout état e, on a :

Autrement dit, si, pour tout état e, la condition B-4-1 est satisfaite relativement
à une station de service S, alors cette même condition B-4-1 est satisfaite
relativement à n’importe quelle station de service S’ (quand les taux de service
ne dépendent que de l’état des stations considérées~ .

Preuve. On suppose donc que p satisfait aux conditions B-4-1. On

considère, a priori, la probabilité p’ définit par l’égalité B-5-1 (la constante K
étant choisie en sorte que p’ soit bien une probabilité). On définit u’, v’ et w’
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268 J. PELLAUMAIL

relativement à cette probabilité p’ comme en B-2 ci-dessus. Pour alléger
les notations, on pose :

Ona:

soit, compte tenu de B-5-1,

De même :

ce qui implique

et

ce qui implique

Les égalités B-4-1 et B-5-6 impliquent alors :

ce qui donne :

De même, les égalités B-4-2, B-5-3 et B-5-4 impliquent :

Soit, finalement :

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section B



269RÉSEAUX DE FILES D’ATTENTE

Les égalités B-5-7 et B-5-8 montrent alors que p’ satisfait aux conditions

d’équilibre en régime stationnaire, donc p’ est bien la probabilité station-
naire du réseau R’ (théorème ergodique). De plus, l’égalité B-5-7 montre
que cette probabilité p’ satisfait à la condition B-5-2 ce qui achève la preuve
du théorème.

B-6. Probabilités et réseau naturels (définition).

Soit n un entier et R un sous-réseau n-standard. Soit S la station pure de

taux de service h( j) = 1 quel que soit j, 1 n. Soit p(e) la probabilité
stationnaire de l’état (e, n - ê) du réseau R comme indiqué en B-3 ci-dessus.
Cette probabilité p .sera appelée la probabilité n-naturelle du sous-réseau R.
Le réseau R sera appelé le réseau n-naturel associé à R.

Soit, alors, une station pure S’ de taux de service h’. Soit p’(e) la proba-
bilité stationnaire de l’état (e, n - ê ) du réseau R’ - (R, S’) comme indiqué
en B-2. On a alors :

où K est une constante de normalisation qui ne dépend pas de l’état o
(ceci est un corollaire du théorème de stabilité B-5).

B-7. Cas d’une seule station.

Soit n un entier et R un sous-réseau réduit à une seule station pure
(cf. B-1) S de taux de service h( j) quand il y a j clients dans la-dite station.
Alors R est standard ; de plus la probabilité n-naturelle de R vaut :

où j désigne le nombre de clients dans la station S.
La vérification de ceci est immédiate et sera laissée au lecteur.

B-8. Deuxièmer théorème de stabilité.

Soit R un sous-réseau n-standard. Pour tout entier j, 1 n, soit h*( j)
un réel strictement positf On pose h*(o) = 0. Soit R’ le sous-réseau déduit
de R de la façon suivante :

a) les probabilités de répartition entre stations sont les mêmes dans R’
et dans R ;
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b) pour toute station X de R’, le taux de service de X dans R’, si R’
est dans l’état e, est égal à hx(e) . h*(n - ê ), où hx(e) désigne le taux de service
de la station X dans R si R est dans l’état e.

Soit p(e) (resp. p’(e)) la probabilité n-naturelle du sous-réseau R (resp. R’).
On peut alors affirmer que :
a) R’ est un sous-réseau n-standard

où K est une constante qui ne dépend pas de l’état e.

Preuve. La vérification de ce théorème est tout à fait analogue à celle
du théorème B-5 et sera laissée au lecteur.

B-9. Flux de sortie conditionnel.

Dans [Mal], [Ma2] et [Ma3], Marie a mis en évidence l’importance
de la notion de « flux de sortie conditionnel ». Soit R un sous-réseau propre.
Soit R le réseau fermé constitué de R et d’une station S dont le taux de
service g(e) peut dépendre de l’état e de R. Soit A un sous-ensemble de
l’ensemble des états e de R ; avec les notations indiquées en B-2 et B-3,
le flux de sortie conditionnel de R sachant que R est dans l’un des états
de A vaut (par définition) :

Si S est une station pure, si R est un sous-réseau standard, si A = ~ e : ê = k ~
avec k entier positif; le théorème de stabilité montre que v(A) ne dépend pas
du taux de service de la station S (cette propriété avait été mise en évidence
par Marie dans le cas des réseaux à routages fixes).

C. COMPOSITION DE RÉSEAUX

C-1. Station échangeable (définition).

Soit R un sous-réseau propre (cf. B-2). On note R le réseau fermé constitué
de R et d’une station de service (cf. B-1) S dont le taux de service g(e) peut
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dépendre de l’état e du réseau ouvert R. Soit n le nombre total de clients
dans le réseau R. On note p(e) la probabilité stationnaire, pour le réseau R,
d’être dans l’état (e, n - ê ). On définit w comme en B-3 relativement à cette

probabilité p.
On dira que S est une station n-échangeable dans le réseau R si, pour tout

de R, on a : .’

Dans le cas où g ne dépend que de ê, ceci revient à dire que R est un
sous-réseau n-standard (cf. B-4). Par ailleurs, puisqu’on est en régime
stationnaire, pour tout état e, l’égalité c-l-l équivaut à la suivante :

C-2. Théorème fondamental.

On considère deux sous-réseaux propres R’ et R" (cf B-2). On considère
le réseau fermé R’ (resp. R") constitué de R’ (resp. R") et d’une station S’
(resp. S") dont le taux de service (cf B-1) g’(e’) (resp. g"(e")) peut dépendre
de l’état e’ (resp. e") du sous-réseau R’ (resp. R"). On suppose que S’ (resp. S")
est n-échangeable (cf C-l) dans le réseau R’ (resp. R"). Alors, on peut composer
un réseau R à partir de R’ et R" en ayant la formule du produit.

Plus précisément, on note p’(e’) (resp. p"(e")) la probabilité stationnaire,
pour le réseau R’ (resp. R") d’être dans l’état (e’, n - ê’ ) (resp. (e", n - ê")).

Soit R le réseau fermé constitué de R’ et R", le nombre de clients dans R
étant n ; un état e = (e’, e") de R est caractérisé par les états associés e’

de R’ et e" de R" ; dans R, les taux de service et les probabilités de répartition
entre stations sont définis de la façon suivante :

a) Dans R, le taux de service d’une station S~ de R’ (resp. R") est égal au
taux de service de cette même station dans R’ (resp. R") multiplié par le taux
de service de S" (resp. S’) (pour les états e’ et e" associés à l’état e de R).

b) Dans R, les probabilités de répartition entre stations (les « routages ») à
l’intérieur de R’ ou de R" sont les mêmes que dans les réseaux initiaux R’

et R".

c) Dans R, la probabilité pour un client qui quitte une station S J de R’
(resp. R") d’aller dans la station Sk de R" (resp. R’) est égale au produit de la
probabilité, pour ce client qui quitte la station S j, de quitter le sous-réseau R’
(resp. R") multiplié par la probabilité, pour un client qui rentre dans le réseau R"
(resp. R’), d’aller dans la station Sk de R" (resp. R’).
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1) Soit p(e) = p(e’, e") la probabilité stationnaire, pour le réseau R, d’être
dans l’état e = (e’, e"). On a alors :

où C est une constante de normalisation qui ne dépend pas de l’état e de R.
2) De plus, si S~ est une station n-échangeable (autre que S) dans R’ ou R",

S~ est encore une station n-échangeable dans R : autrement dit on pourra
. éventuellement recommencer l’opération de composition de réseaux qui
précède à partir de S~ dans R.

Preuve. 1) On considère a priori la probabilité p définie par la formule
C-2-1, la constante K étant choisie en sorte qu’on ait bien une probabilité.
Soit e = (e’, e") un état de R. Dans R, on note J (resp. K) l’ensemble des
indices des stations qui appartenaient à R’ (resp. R"). On définit a’, b’ et c’
(resp. a", b" et c") relativement à R’ (resp. R") comme étaient définis a, b
et c relativement à R en B-2. On définit u’, w’ et z’, relativement à R’ et p’
comme en B-3, et de même pour u", w", z" et p".

Soit Cx(e) (resp. Cy(e)) le taux de probabilité (dans R et pour la proba-
bilité p) d’atteindre (resp. de quitter) l’état e. On a :

avec :

De même :

Par ailleurs, puisque S’ (resp. S") est échangeable dans R’ (resp. R"),
on a :
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On reporte alors C-2-7 dans C-2-2, C-2-8 dans C-2-3 et les résultats obtenus
dans C-2-1 ; il vient

De même on reporte C-2-9 et C-2-10 dans C-2-5 et C-2-6 respectivement
et les résultats obtenus dans C-2-4 ce qui donne :

On a donc x(e) = y(e), c’est-à-dire que p est bien la probabilité station-
naire du réseau R.

2) On considère donc une station Si du sous-réseau R’, qui est échangeable
dans R’ ; l’indice i de cette station appartenant à J, on peut poser J’ = J ~ ~ i ~ .
Soit e un état de R ; dans R, pour la probabilité stationnaire p = Kp’. p",
le taux de probabilité wi(e) d’atteindre l’état e, par arrivée d’un client dans
la station Sb est égal à :

La station S" étant échangeable dans R", on a (cf. B-3-3 et C-l-l) :
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On en déduit :

Mais la station Si est échangeable dans R’, donc

on a donc :

ce qui signifie très exactement que la station Si est échangeable dans R.

C-3. Théorème général. 
’

Soit R un réseau fermé markovien ergodique. On note ~ Sm l’ensemble

des stations de service de ce réseau R. Soit (I, J, K) une partition de M. On
suppose que, pour tout élément m de K), la station Sm est n-échangeable
dans R (cf C-1).
On suppose que, pour tout élément j de J, le taux de service h~(q) de la

station S~ ne dépend que du nombre q de clients dans la-dite station. On se
donne une famille {Rj}j~J de sous-réseaux n-standards (cf B-4) ; on note
pie) la probabilité n-naturelle, pour le sous-réseau R~, d’être dans l’état e~
(cf B-6).

Par ailleurs, on considère une famille {Rk}k~K de sous-réseaux propres

(cf B-2) et une famille associée ~ Sk de stations de service, le taux de

service de la station Sk pouvant dépendre de l’état ek du sous-réseau Rk
associé ; pour tout élément k de K, on note Rk le réseau fermé constitué de R~
et de Sk et comprenant n clients en circulation ; on suppose que, pour tout
élément k de K, Rk est markovien ergodique et que la station Sk est n-échan-
geable dans Rk, et on note la probabilité stationnaire, pour le réseau Rk,
d’être dans l’état n - (en désignant par êk le nombre de clients dans

le sous-réseau Rk si R~ est dans l’état 
On étudie alors le réseau R déduit de R de la façon suivante :

a) Il y a n clients dans le réseau fermé R.
b) Dans R, on remplace chaque station Sm, pour m E J ~ K, par le sous-

réseau Rm associé ; un état e de R est alors caractérisé par les états ~ em 
. associés de Sm si m E I ou de Rm si m E J ~ K ; on notera em le nombre de clients
dans Sm si m E I ou dans Rm si m E J ~ K quand l’état est em,. on posera
ê = ( em ê est l’état de R associé canoniquement à l’état e de R.
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c~ Les probabilités « de répartition » entre les diverses stations de R sont

définies de facon naturelle à partir de celles définies dans R et dans les sous-
réseaux Rm ; par exemple, la probabilité pour un client, qui quitte la station X
du sous-réseau Rm, d’aller dans la station Y du sous-réseau Rq avec m ~ q,
m E J ~ K et q E J ~ K, est égale au produit si le réseau R

est dans l’état e, en posant :

x(em) = probabilité, pour un client qui quitte la station X, de sortir du
sous-réseau Rm quand celui-ci est dans l’état em.

y(eq) = probabilité, pour un client qui rentre dans le sous-réseau Rq,
d’aller dans la station Y si le sous-réseau Rq est dans l’état eq.

z(ê) = probabilité, dans le réseau R, pour un client qui quitte la station Sm
(de R) d’aller dans la station Sq (de R) si R est dans l’état ê .

d) Pour tout état e de R et pour toute station X de R, le taux de service gx(e)
de la station X, quand R est dans l’état e, est défini de la façon suivante :

Si X = S~ avec i E 1,

en désignant par i( ê ) le taux de service de la station Si, dans le réseau R,
si ce réseau est dans l’état ê.

Si X appartient au sous-réseau R~ avec j E J,

en désignant par le taux de service de la station X dans le sous-réseau R~,
si ce sous-réseau est dans l’état e~.

Si X appartient au sous-réseau Rk avec k E K,

Soit p(e) (resp. p( ê)) la probabilité stationnaire, pour le réseau R (resp. R)
d’être dans l’état e (resp. ê). On a alors :

où c est une constante de normalisation qui ne dépend pas de l’état e de R.

Preuve. On applique le théorème fondamental C-2 en raisonnant par
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récurrence ; plus précisément, si k E K, on remplace la station Sk de R par
le sous-réseau R~, comme indiqué en C-2, à partir du réseau Rk ; si j E J,
on fait de même en prenant comme réseau Rj le réseau n-naturel associé
à R j (cf. B-6).

D. RÉSEAU PARFAIT

D-1. Réseau parfait (définitions).

Soit R un réseau fermé markovien ergodique constitué de q stations de
service pures (cf. B-l). Pour tout k, on note le taux de service

de la station Sk quand il y a j clients dans cette station. Chaque état du
réseau R est caractérisé par un élément e = (e b ..., eR) de Nq où ek désigne
le nombre de clients dans la station Sk. On note r les probabilités de répar-
tition entre stations, c’est-à-dire que est la probabilité, pour un client
qui quitte la station j, d’aller dans la station k si l’état du réseau est e.
On dira que ce réseau R est n-parfait s’il satisfait à la condition suivante

(en posant hk(n + 1) = 0 pour tout k) :

quels que soient j et e, on a :

Si on considère seulement les probabilités r de répartitions entre stations,
on dira que R peut être rendu n-parfait s’il existe des taux de service (comme
indiqué en B-l) (hk) 1 ~ k ~ q tels que, pour ces taux de service, R soit un réseau
n-parfait. Il faut bien noter que, pour la suite (cf. D-7 et D-8), la notion
importante est la notion de réseau pouvant être rendu n-parfait.

D-2. Probabilité stationnaire d’un réseau parfait (proposition).

La probabilité stationnaire d’un réseau n-parfait est la probabilité équi-
distribuée.

Preuve. Considérons, a priori, la probabilité équidistribuée. Soit e un
état ; pour la probabilité équidistribuée, le taux de probabilité de quitter

l’état e vaut hiej)’
7

De même, le taux de probabilité d’atteindre l’état e vaut
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Les conditions D-1-1 montrent alors que ces deux taux sont égaux,donc
la probabilité équidistribuée est bien la probabilité stationnaire (théorème
ergodique).

D-3. Interprétation physique.

La notion de réseau parfait a donc une interprétation « physique » simple ;
plus précisément, un réseau R est n-parfait si :

a) la probabilité stationnaire de R est la probabilité équidistribuée,
b) en régime stationnaire, chaque station Si de R satisfait à la condition

de « balance locale » indiquée en B-4, c’est-à-dire que, pour chaque état e et

pour chaque station Si, le taux de probabilité d’atteindre l’état e par arrivée
d’un client dans la station Si est égal au taux de probabilité de quitter l’état e

par départ d’un client de la station Si.
Cette condition b) équivaut évidemment à dire que, pour chaque sta-

tion Si, le sous-réseau R ~ Si est n-standard (cf. B=4).
Il faut noter que la notion de réseau n-parfait (resp. la notion de réseau

pouvant être rendu n-parfait) est une condition très restrictive (resp. assez
restrictive).

Bien entendu, l’intérêt d’un réseau pouvant être rendu parfait est de

satisfaire à la « formule du produit » (cf. D-7 et D-9 ci-après).

D-4. Exemple de réseau parfait (situation classique).

Soit R un réseau fermé. On suppose que les probabilités r de répartition
entre stations ne dépendent pas de l’état e du réseau R. Alors R peut être
rendu parfait.

Plus précisément, soit X = (xl, ..., xq) une matrice uni-ligne à termes
positifs telle que XR = X où R désigne la matrice de terme général 
Quel que soit k, on pose = 0 et hk( j) = xk pour j > 1 et on suppose que

la station Sk admet hk comme taux de service. Alors, pour ces taux de service,
le réseau R est parfait.

Ceci donne une interprétation « physique » (cf. D-3 ci-dessus) de la
matrice X assez différente de l’interprétation classique suivant laquelle X
est, à une constante multiplicative près, la probabilité stationnaire quand
il n’y a qu’un seul client dans le réseau et que les taux de service. sont tous
égaux.

Preuve. Sous les hypothèses indiquées, il est immédiat de vérifier que
les conditions D-1-1 sont équivalentes à l’égalité matricielle XR = X.
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D-5. Stations n-duales (définition).

On considère deux stations pures S et S’ de taux de service respectifs h
et h’. On dira que ces stations sont n-duales l’une de l’autre si, pour tout
entierj, 1 x j x n, on a :

D-6. Théorème de substitution.

On considère deux réseaux ouverts R’ et R" et deux stations de service

pures S’et S" n-duales l’une de l’autre (cf D-5). On suppose que les réseaux
fermés R’ - (R’; S’) et R" - (R’, S") sont n-parfaits (cf D-1). Alors, le
réseau fermé R = (R’, R") est un réseau n-parfait. Autrement dit, dans R’,
on peut remplacer S’ par R" et obtenir encore un réseau n-parfait.

Preuve. On pourrait prouver ce théorème à partir des théorèmes C-2
et B-8 ; toutefois, nous allons en donner une preuve directe à l’intention du
lecteur qui ne s’intéresse qu’à ce cas particulier.
Dans tout ce qui suit n est fixé.
On note h’ le taux de service de S’. Chaque état de R’ est caractérisé par

un s’-uplet e’ == (e’1, ..., où e’k désigne le nombre de clients qui sont
dans la station k de R’, le nombre total de stations de R’ étant s’. On pose

On note le taux de service de la k ème station de R’ quand il y a j clients
dans cette station. On note pour 1 x k x s’ et 1 x j x s’, la pro-
babilité, pour un client qui quitte la station k de R’, d’aller dans la station j
de R’ si l’état est e’. On introduit exactement les mêmes notations h", e", r"

pour S" et R". De plus, on note rj(e’) la probabilité, pour un client qui
rentre dans le sous-réseau R’, d’aller dans la station j de ce sous-réseau,
si ce sous-réseau est dans l’état e’. On note rt*(e") la probabilité, pour un
client qui quitte la station k du sous-réseau R", de quitter ce sous-réseau R".
si l’état de R" est e" (les notations r* et r** ne jouent donc pas les mêmes
rôles vis-à-vis de R’ et R").

Soit S) une station de R’. Puisque (R’, S’) est n-parfait, on a (quel que
soit l’état e’ de R’) :
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De même, puisque (R", S") est n-parfait, on a :

Soit e un état de R = (R’, R"), le nombre total de clients dans R étant n ;
soit e’ et e" les états associés de e ; on a donc n = ê’ + ê" ; les stations S’
et S" étant duales l’une de l’autre, on a

on peut donc reporter D-6-2 dans D-6-1, ce qui donne :

les indices k correspondant aux stations de R’ et les indices i correspondant
aux stations de R". Or, l’égalité D-6-3 est exactement l’égalité D-1-1, dans
le réseau R, pour l’état e = (e’, e") et relativement à la station S~ de R’.
Puisque R’ et R" ont des rôles parfaitement symétriques, on prouverait
de même l’égalité D-1-1 relativement à une station S~ de R". On a donc
prouvé que R est un réseau n-parfait.

D-7. Théorème de décomposition : cas fermé.

On considère un réseau fermé R markovien ergodique. On appelle n le

nombre total de clients dans ce réseau. On suppose que R peut être décomposé
en q sous-réseaux propres (cf B-2) (disjoints) ; chaque état de ce
réseau R est caractérisé par un q-uple e = (e 1, ..., ek, ..., eq) où ek carac-
térise l’état du sous-réseau Rk comme indiqué en B-2 ; comme en B-2, on
désigne par ek le nombre de clients dans le sous-réseau Rk; on note ê le

« vecteur » défini par e - ( e 1, ..., ek, ..., eq).
On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

a) Chaque sous-réseau Rk est n-standard.
b) Pour tout couple d’entier ( j, k), quand un client quitte le sous-réseau R~,

la probabilité de « répartition entre sous-réseaux » pour ce client, d’aller
dans le sous-réseau Rk, ne dépend que de ê.

c~ Si on note R le réseau déduit de R en remplaçant chaque sous-réseau Rk
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par une station unique, avec les probabilités de répartition ê), alors ce
réseau R peut être rendu n-parfait (cf D-l).

Si toutes les conditions ci-dessus sont satisfaites, pour connaître les pro-
babilités d’état stationnaires de R, il de connaître les probabilités
d’état stationnaires de R et les probabilités naturelles (cf B-6) de chaque
sous-réseau Rk (on a « décomposé » le réseau R).

Plus précisément, soit une famille de stations de service pures
qui rend le réseau Rn-parfait (cf D-1) ; quel que soit k, on note hk le taux
de service de la station Sk. De plus, quel que soit k, on note pk la probabilité

1

n-naturelle (cf B-6) de Rk et on pose fk(0) = 1 et = pour 1 n.

i= i

Soit p(e) la probabilité stationnaire, pour le réseau R, d’être dans l’état e.
On a alors :

où K est une constante de normalisation qui ne dépend pas de l’état e.
Il faut bien noter que, quel que soit j, ne fait intervenir que l’état

et les paramètres du sous-réseau R~ tandis que la 
ne dépend que de l’état ê et se calcule exclusivement à partir des proba-
bilités r de répartition entre sous-réseaux.

Preuve. Le théorème D-7 est, en fait, un cas particulier du théorème C-3
(cf. B-5) ; toutefois, nous en donnerons une preuve directe. Pour prouver
la formule D-7-1, il suffit de vérifier que la probabilité p définie par cette
formule satisfait aux conditions d’équilibre habituelles, la constante K étant
choisie en sorte que p soit bien une probabilité.
Pour tout couple ( j, k) d’entiers avec pose

hk(j) = 1 ; de plus, pour tout entier k, 1 x k x q, on pose hk(o) = 0 et on
note Sk la station de taux de service hk et Rk = Sk).
On utilise alors des notations analogues à celles introduites en B-2

et B-3 ; plus précisément, quel que soit k, on définit ck,i et dk,i,j
relativement au sous-réseau Rk exactement comme étaient définis, en B-2,
ai, bl, ci et relativement au sous-réseau R ; de même, on définit pk, uk, vk
et w~ relativement au couple Sk) exactement comme étaient définis,
en B-2, p, u, v et w relativement au couple (R, S) ; pk est alors bien la proba-
bilité n-naturelle de Rk. Pour tout k, puisque le sous-réseau Rk est n-standard,
on a (cf. B-4-1 et B-4-2) :
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Étant donné un état ~ soit x’(e) (resp. y’(e)) le taux de probabilité d’attein-
dre (resp. de quitter) l’état e pour la probabilité p définie par la formule D-7-1.
On pose ,, , ,, .,

On vérifie facilement que l’on a :

et

On reporte alors les égalités D-7-2 dans le deuxième membre de D-7-5,
ce qui donne D-7-6 ; on reporte les égalités D-7-3 dans D-7-4 ce qui donne
D-7-7 ; en soustrayant D-7-7 de D-7-6, on obtient :

avec :

Mais le réseau R est n-parfait (cf. D-1), donc zj = 0 (puisque hk(i) = 1
sauf si i = 0). On a donc x(e) - y(e) = 0 ce qui prouve que p est bien la
probabilité stationnaire du réseau R.

D-8. Corollaire (situation classique).

On considère un réseau fermé R markovien. De même qu’en D-1, on
note n le nombre total de clients dans ce réseau et on suppose que R peut
être décomposé en q sous-réseaux n-standards (disjoints). De
plus, on suppose que la condition suivante est satisfaite :

b’) les probabilités de répartition entre sous-réseaux ne dépendent pas
de l’état du réseau R, c’est-à-dire que, pour tout couple ( j, k) d’entiers,
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1 1  k  q, la probabilité pour un client qui quitte le sous-
réseau R J d’aller dans le sous-réseau Rk ne dépend pas de l’état e du réseau R.
Comme en D-4, on note X = (xl, ..., xq) une matrice uni-ligne à termes

positifs telle que XR = X si R est la matrice de terme général Soit p(e)
la probabilité stationnaire pour le réseau R d’être dans l’état e ; pour tout k,
soit pk(ek) la probabilité n-naturelle du sous-réseau Rk. On a alors :

où K est une constante qui ne dépend pas de l’état e du réseau R.

Preuve. Ceci se déduit immédiatement de D-7 et D-4.

D-9. Théorème de décomposition : cas ouvert.

On considère un réseau ouvert R (c’est-à-dire un sous-réseau au sens des
paragraphes précédents) et un entier n. Soit R’ le réseau fermé constitué de R
et d’une station de service S, le nombre total de clients dans R’ étant n. On

suppose que R’ admet une décomposition en sous-réseaux propres (Rk)1, k, q + i
(disjoints) telle que Rq+ 1 - S et telle que toutes les conditions (a, b, c) du
théorème D-7 soient satisfaites. Alors, R est n-standard (cf B-4). De plus,
soit p(e) la probabilité n-naturelle (cf B-6) pour le sous-réseau R d’être dans
l’état e ; pour tout k, 1  k  q, soit la probabilité n-naturelle pour
le sous-réseau Rk d’être dans l’état ek ; soit ( hk) 1 ~ k ~ q + 1 une famille de taux
de service qui rend R’ n-parfait (cf D-1 et D-7-c)), h~+ 1 désignant donc le
taux de service de la station Sq+ 1 associée à l’ « extérieur » Rq+ 1 - S. Pour

q

tout état e de R, on pose e* = Î~ ek.
k=1 i

On a alors :
q

o ù K est une constante de normalisation qui ne dépend pas de l’état e et en

posant
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Preuve. - Notons d’abord que les hypothèses effectuées ne portent que
sur le réseau R (et non pas sur le taux de service de la station S). Plus pré-
cisément, dire que la décomposition 1 de R’ satisfait aux condi-
tions données en D-7 équivaut à dire (cf. B-7) que chaque réseau Rk est
n-standard et que la décomposition de R satisfait aux trois

conditions suivantes :

b’) pour tout couple d’entiers ( j, k), 1 q,1  k  q (resp. k = q + 1)
la probabilité pour un client qui quitte le sous-réseau R~ d’aller dans
le sous-réseau Rk (resp. de sortir de R) ne dépend que de n et de e ;

b") pour tout entier k, 1 x k x q, la probabilité r q+ l’k pour un client,
venant de l’extérieur, d’aller dans le sous-réseau Rk ne dépend que de n
et de e ;

c’) si on note R’ le réseau déduit de R en remplaçant chaque sous-réseau R~
par une station unique Sk et en remplaçant l’extérieur par une station

unique Sq+ 1, alors ce réseau R’ peut être rendu n-parfait.

Prouvons alors le théorème D-9. On suppose donc que toutes les hypo-
thèses indiquées sont satisfaites et on note ( hk) 1, k , q + une famille de taux
de service qui rend R’ n-parfait. Soit p’(e) la probabilité stationnaire, pour
le réseau R’ = (R u Sq + 1 ) d’être dans l’état (e, n - e*), le taux de service
de la station S~ + étant hq + 1.
Le théorème D-7 dit que :

puisque la probabilité n-naturelle pq+ 1(n - e*) est égale à e*)
(cf. B-7).
Compte tenu du théorème de stabilité B-5 et de la formule B-5-1, on aura

prouvé le théorème D-8 et la formule D-9-1 si on sait prouver que R est

n-standard. On va donc prouver que l’égalité B-4-1 est satisfaite, pour tout
état e, relativement à la probabilité p’.

Il reste donc à vérifier que

Or (cf. B-3-3) :
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Or, quel que soit k, Rk est n-standard, donc (cf. B-4-1 et le théorème de
stabilité B-5) :

puisque pk est la probabilité n-naturelle.
L’égalité D-9-4 devient donc :

a

ce qui donne w’(e) = p’(e) . hq+ 1(n - e*)
puisque R’ est n-parfait (cf. D-1-1 avec j = q + 1).

D-10 . Théorème d’unicité.

Soit R un réseau fermé pouvant être rendu n-parfait ; à une constante
multiplicative près, les taux de service qui rendent R n-parfait sont uniques.

Plus précisément, soit l’ensemble des stations du réseau R.

Soit et deux familles de taux de service qui rendent le
réseau R n-parfait. Alors, il existe une constante c telle que, pour tout couple
d’entiers ( j, k) avec 1 x k x q et 0  j  n, on ait :

Preuve. Soit e un état du réseau R avec les notations introduites en D-l.

Soit p(e) (resp. p’(e)) la probabilité stationnaire, pour le réseau R, d’être
dans l’état e, quand on prend les taux de service (resp. (hk)1, k, q)~
On peut appliquer le théorème D-7 en prenant, pour chaque sous-

réseau Rb la station S~. On a donc :

avec

Mais on a aussi p’(e) = c (probabilité équidistribuée).
Pour toute famille { e~ ~ ~ , ~, q d’entiers positifs telle que
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on doit donc avoir

où K’ est une constante.

Pour tout couple ( j, k) d’entiers, avec~’ 5~ k, et tout couple d’entiers (u, v),
on a donc :

Si on pose = 20142014, on a donc
Jj~/

Ce rapport est donc une constante, ce qui prouve le théorème.

Pour des exemples de réseaux à routages dépendant de l’état, voir

[GH M ] et :

J. PELLAUMAIL, Régime stationnaire quand les routages dépendent
de l’état, Rapport IRISA n° 102, juin 1978.
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