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Étude de deux évolutions markoviennes

de processus ponctuels sur R

par des méthodes d’association
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Université Pierre-et-Marie-Curie, 4, place Jussieu, 75230 Paris Cedex 05.

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. XV, n° 3, 1979, p. 235-259.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

RÉSUMÉ. - Dans cet article, nous étudions deux modèles d’évolution
de processus ponctuels sur f~. Le premier (resp. : deuxième) modèle est
semblable au processus de contact (resp. : processus d’exclusion simple)
sur Z. Dans le premier cas, nous démontrons que, si le coefficient de nais-
sance est assez petit, le système est ergodique, et si ce coefficient est suffi-
samment grand, il y a seulement deux probabilités invariantes extrémales.
Dans le second cas nous exhibons une famille de mesures invariantes.

Notre outil principal est la méthode d’association due à Harris et al.,

généralisée de manière appropriée à f~.

SUMMARY. - In this paper, we study two models of evolutions for point
processes on R. The first (resp. : second) model is similar to the contact
process (resp. : the symmetric exclusion process) on Z. In the first case,
we prove that, if the birth coefficient is small enough, the system is ergodic,
and if this coefficient is sufficiently big, there are only two invariant extremal
probabilities. In the second case we exhibit a family of invariant measures.
Our main tool is the association method due to Harris and al., conveniently
developed on f~.
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236 C. COCOZZA, A. GALVES, M. ROUSSIGNOL

1. INTRODUCTION

Les évolutions de processus ponctuels sur R ont encore été peu étudiées.
Des résultats d’existence et d’unicité des évolutions et l’existence de mesures
invariantes ont été obtenus dans [2], [3], [8 ], [9], [13 ].

Ici nous nous proposons d’étudier deux modèles particuliers et de

donner des théorèmes ergodiques à l’aide de méthodes d’association.

Cette notion a été utilisée dans [1 ], [4 ], [5], [6 ], [7], [10 ], [12 ], pour
étudier des évolutions sur Z. Elle permet de ramener l’étude d’un système
infini de particules à celle d’un système fini. Nous montrons qu’elle peut
être généralisée fructueusement à des systèmes sur nous associons à

des évolutions markoviennes de processus ponctuels sur f~ des processus
à valeurs sous-ensembles compacts de f~ qui sont plus simples à étudier.
Le premier modèle est semblable au processus de contact sur Z étudié

dans [4 ], [5 ], [6], [7]. Il s’agit d’un processus de naissance et mort. Une
particule ne peut apparaître en un point que s’il y a déjà au moins une
autre particule dans un voisinage de ce point. D’autre part les particules
peuvent disparaître spontanément. Nous donnons des conditions qui
impliquent dans un cas la disparition du système et dans un autre cas
l’existence d’exactement deux probabilités invariantes extrémales dont

nous précisons les domaines d’attraction.
Le deuxième modèle est apparenté au processus d’exclusion simple

symétrique sur Z étudié dans [10 et [12 ]. Le processus évolue par permu-
tation d’intervalles de f~. Nous montrons qu’il admet un associé du même
type et nous exhibons une famille de mesures invariantes.

L’essentiel de nos techniques repose sur l’additivité c’est-à-dire le fait

qu’il existe des versions de ces processus pour lesquelles la configuration
du système à chaque instant, partant d’une configuration initiale r~, est la

réunion des configurations obtenues en partant de chaque point de ~y.

Ces versions sont construites à l’aide de processus ponctuels de Poisson
sur l’espace temps.

II. ÉTUDE DU PROCESSUS DE CONTACT

1. Notations et définitions.

Nous notons E l’espace des sous-ensembles dénombrables de R sans

point d’accumulation (dans f~) et Ê l’ensemble des réunions dénombrables
d’intervalles fermés de f~ telles que sur tout compact il n’y ait qu’un nombre
fini d’intervalles. Nous munissons Ê de la tribu à engendrée par les fonc-
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237ÉTUDE DE DEUX ÉVOLUTIONS MARKOVIENNES DE PROCESSUS PONCTUELS SUR

tions 8K, où K est un compact de R, définies de la façon suivante : pour
tout A dans Ê, = 1 si A ~ K ~ Ø et 03B8K(A) = 0 sinon. Nous dési-

gnons par ~ la trace sur E de . (E, ~) n’est rien d’autre que l’espace des
mesures ponctuelles simples sur [R muni de la tribu habituelle. Les lettres
grecques ~, 03BE, (, ... désignent des éléments de E ; les lettres latines majus-
cules désignent des éléments de Ê. Nous appelons ~ (resp ff) l’ensemble
des fonctions mesurables bornées de E (resp Ê) dans [R qui ne dépendent
que de ce qui se passe dans un compact (c’est-à-dire que pour toute fonc-
tion f de il existe un compact K de [R tel que alors

.Î (~) _ .Î (~))~
Nous nous donnons deux nombres positifs M et N.

DÉFINITION 1. - Soit (S2, ~, (~t ; t E I~ + ), P) un espace probabilisé
muni d’une filtration. Nous appelons processus de contact sur E de para-
mètres M et N un processus de Markov sur E, ~(~~, r~ E E~, adapté
à la filtration (2~t), homogène dans le temps et tel que :
- = 11) = 1,
- pour toute fonction f de ~ ,

soit une (P, ~t) martingale où s’écrit pour tout ’1 dans E :

DÉFINITION 2. - Soit (Q, ~, (~t ; te f~ + ), P) un espace probabilisé
muni d’une filtration. Nous appelons processus de contact sur Ê de para-
mètres M et N un processus de Markov sur Ê, IR+), A E Ê], adapté
à la filtration (~t), homogène dans le temps et tel que :
- A) = 1,
- pour toute fonction f de ~ ,

soit une (P, ~t) martingale où L/(A) s’écrit pour tout A dans Ê :

Vol. XV, n° 3-1979.



238 C. COCOZZA, A. GALVES, M. ROUSSIGNOL

DÉFINITION 3. - Soient deux processus de Markov ~(~t, t e (~ + ~, r~ e E]
et [(C~, AeÊ] définis sur deux espaces probabilisés

à valeurs dans E et Ê, tels que = 11) = 1 et P(C~ = A) = 1, homo-
gènes dans le temps. Ils sont dits associés si pour tout couple (11, A) tel
que ~ ou A soit un compact de R et pour tout t de !R+ :

2. Construction du processus.

Soit (Q, ~X, P) un espace de probabilité sur lequel sont définis deux pro-
cessus ponctuels de Poisson indépendants sur R d’intensité la

mesure de Lebesgue. Le premier processus de Poisson contrôlera les morts
du processus de contact, le deuxième les naissances. Nous désignons
par Ni et N2 ces deux processus. A chaque élément cc~ de Q, les deux pro-
cessus de Poisson font correspondre un ensemble dénombrable de points
de R x R+. Chaque point (x, t) E!R x R+ de cet ensemble, chargé par le
processus de mort, sera entouré par un intervalle horizontal de longueur 2M,
soit ]x - M, x + M [ x ~l t ~ . De même chaque point (x, t) de cet ensemble

chargé par le processus de naissance sera entouré par un intervalle hori-
zontal de longueur 2N, soit [x - N, x + N ] x ~ t ~ . Nous pouvons sup-
poser que chaque c~ de Q ne charge au plus qu’un point sur chaque droite
horizontale f~ x ~ t ~ pour tout t de R+ .

Maintenant pour chaque 6!) de Q et chaque x de R, nous définissons
l’évolution t - de la mesure ponctuelle simple de support initial ( x ~
par le dessin suivant sur (~ x R + : partant du point (x, 0), on trace la demi-
droite verticale ~ (x, s), s > 0 ~ et on l’arrête dès qu’elle rencontre un inter-
valle horizontal entourant un point de mort, c’est-à-dire à l’instant

0/N 1 (cc~, ] x - M, x + M [ x [0, s ] ) = 1 ~ .
- D’autre part avant cet instant, chaque fois que cette demi-droite ren-
contre un intervalle entourant un point de naissance, une nouvelle demi-
droite verticale apparaît au centre de cet intervalle. Cette nouvelle demi-
droite s’arrêtera et engendrera de nouvelles demi-droites selon les mêmes

règles (cf. fig. 1). Nous définissons ~t (cc~) comme l’ensemble de points de R
obtenu par l’intersection de la droite horizontale R x ~ t ~ avec toutes
les demi-droites verticales obtenues ainsi et qui n’auront pas encore été

coupées par un intervalle de mort. Maintenant nous définissons le pro-
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239ÉTUDE DE DEUX ÉVOLUTIONS MARKOVIENNES DE PROCESSUS PONCTUELS SUR I

FIG. 1. - x : point chargé par NI ; . : point chargé par N2.

cessus (~~)t > o décrivant l’évolution du système ayant 11 E E comme configu-
ration initiale par :

Cette construction est la généralisation naturelle pour des systèmes
sur I~ de celles faites dans [1 ] et [7] et est très proche de celle faite dans [9 ].
Nous nous bornerons donc ici à signaler les propriétés les plus impor-

tantes du processus ainsi défini. Les propriétés d’indépendance et d’inva-
riance par translation du processus de Poisson ont pour conséquence le
caractère markovien et homogène dans le temps du processus construit.
Nous allons montrer que

,J V

est une (~tt, P) martingale, où L est l’opérateur donné dans la définition 1
et 21t la tribu engendrée par les processus de Poisson j usqu’à l’instant t
c’est-à-dire par les variables aléatoires x ]0, s ] ) (i = 1, 2, r borélien
de R, 0  s ~ ~).

Les processus N~ 
1 et N2 n’ayant aucun saut commun, la construction

du processus S’.’ montre que :

Vol. XV, n° 3-1979.



240 C. COCOZZA, A. GALVES, M. ROUSSIGNOL

Les fonctions intégrées par rapport aux processus Ni (i = 1, 2) étant
adaptées et continues à gauche, les propriétés de projection prévisible
des processus de Poisson (c’est-à-dire le fait que, pour tout borélien borné r,

ds) - dxds) soit une martingale) donnent la propriété

cherchée.

Nous avons donc bien vérifié que le processus construit est un processus
de contact au sens de la définition 1.

Passons maintenant à la construction du processus de contact sur Ê.
Il est défini lui aussi sur un espace (Q, ~, P) servant de base à deux processus
ponctuels de Poisson indépendants N1 et N~ et dont les points seront à
nouveau entourés par des intervalles de longueurs 2M et 2N respectivement.
Nous nous donnons un point (D de Q et un intervalle compact K de R.
Nous allons définir la trajectoire s > 0 --~ E Ê de la façon suivante :
partant du segment horizontal K x ~ 0 ~ nous « faisons monter » une bande
verticale, c’est-à-dire que nous construisons l’ensemble {(x, s), XE K, s > 0 }
jusqu’à ce que nous rencontrions, soit un point chargé par le processus
de naissance, soit un intervalle entourant un point de mort. Dans le premier
cas, soit (x, u) le premier point de naissance rencontré ; à partir de l’or-
donnée u, nous élargissons la bande de façon à ce que sa section horizontale
devienne K u [x - N, x + N ]. Dans le deuxième cas, si (x, u) est le centre
du premier intervalle de mort rencontré, alors nous rognons la bande de
manière à ce que sa section horizontale devienne à partir de l’ordonnée u,
K B ]x - M, x + M [ (cf. fig. 2). Nous recommençons ainsi à chaque
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241ÉTUDE DE DEUX ÉVOLUTIONS MARKOVIENNES DE PROCESSUS PONCTUELS SUR IR

rencontre soit d’un point de naissance, soit d’un intervalle de mort. Nous
définissons pour tout comme le sous-ensemble de (~ défini

par l’intersection entre la droite horizontale R x ~ s ~ et la bande que
nous avons construite. Maintenant pour tout A dans Ê et pour tous s

dans R+, nous définissons = où est une suite

d’intervalles compacts de R tels que Kn = A ; ne dépend pas de

la suite (Kn) choisie. Nous avons ainsi défini un processus de Markov,
homogène dans le temps à valeurs Ê et d’état initial A. Il est facile de vérifier
comme précédemment que pour toute fonction f de ff,

est une (t, P) martingale où :

et donc que le processus construit est bien un processus de contact à

valeurs Ê, au sens de la définition 2.

PROPOSITION 1. - Les deux processus de contact sur E et Ê construits
précédemment sont associés.

Démonstration. Nous allons considérer deux versions de ces processus
définies sur le même espace de probabilité (Q, ~, P) et avec l’aide des
mêmes processus de Poisson Ni et N2 sur (Q, ~, P). Le processus de

à valeurs dans E est construit comme ci-dessus.
Maintenant pour tout t > 0, nous allons construire une version

f K E Ê ~ du processus de contact sur Ê entre 0 et t, en suivant
le procédé décrit plus haut, mais en renversant le temps : si K est compact,
à partir de la droite ~ x ~ t ~ , nous faisons descendre une bande verticale,
de section horizontale K ; lorsque cette bande rencontre un point de
naissance ou un intervalle de mort elle augmente ou se rétrécit en suivant
le procédé déjà décrit. Pour tout s appartenant à [0, t ] nous définissons tCK
comme le sous-ensemble de f~ intersection de la bande descendante et de
la droite horizontale R x {t - s ~ . Si K appartient à Ê mais n’est pas
compact, K est réunion d’une suite de compacts Kn et nous posons

tCKs = ~tCKns. Compte tenu de l’invariance des lois des processus de
n

Vol. XV, n° 3-1979.



242 C. COCOZZA, A. GALVES, M. ROUSSIGNOL

Poisson par symétrie et par translation le Ke Ê }
est bien une version du processus de contact sur Ê entre 0 et t. Maintenant
comme nous avons utilisé les mêmes processus de Poisson sous-jacents,
il est clair vu notre procédé de construction (cf. fig. 3) que si K est un inter-
valle compact

Ceci entraîne que pour tout 11 et K appartenant à E et Ê respectivement

ce qui démontre la propriété d’association. []

Remarque. Il est possible de définir un processus de contact sur E
lorsque N = + oo. On construit de la même manière que lorsque N  oo
le processus sur un compact de R. Étant donné une partition de R en
compacts Kn, le processus sur R tout entier est alors la réunion des processus
sur chaque K~.

3. Étude du processus de contact à valeurs dans E.

L’espace E des mesures ponctuelles simples sur R est muni de la topo-
logie de la convergence faible ; ~ est alors la tribu borélienne. On désigne

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section B



243ÉTUDE DE DEUX ÉVOLUTIONS MARKOVIENNES DE PROCESSUS PONCTUELS SUR [R

par S(t) le semi-groupe du processus de Markov çt de contact à valeurs
dans E construit au paragraphe précédent.

Étant donnés deux nombres positifs N 1 et N 2 (0  Ni  N2  oo)
désignons par 1 et ~t,2 les processus dont les intervalles de naissances

sont de taille 2Ni 1 et 2N2 respectivement et dont les intervalles de mort
sont de taille 2M, construits sur les mêmes processus de Poisson sous-

jacents. La construction montre que c ~n,2(co). Le processus de
contact est donc croissant en N.

Le processus de contact est attractif dans le sens suivant :

PROPOSITION 2. - Si mi 1 et m2 sont deux probabilités sur (E, g) telles
que 1112 (c’est-à-dire telles que pour toute fonction f positive, crois-

sante, borélienne de E dans R, fdm1 ~ fdm2) alors pour tout t,

m2 S(t). ~ J /
Démonstration. - La propriété d’additivité ~t = entraîne que

xel1

pour tout t > 0 et toute fonction croissante g la fonction q - est

croissante ; donc

Nous allons chercher à identifier les mesures invariantes du processus.
L’état vide étant absorbant, la mesure de Dirac sur le vide est toujours
invariante. Le problème est de savoir si c’est la seule et dans le cas contraire
de déterminer les mesures invariantes extrémales.

PROPOSITION 3. - Il existe une mesure de probabilité m sur E telle que
pour tout 17 dans E, pour tout t >_ 0, pour toute fonction f de E dans R,
positive et croissante, est l’image de m par l’appli-
cation de E dans E qui à ç E E associe ç u ~.

Démonstration. - Appelons T(t) le semi-groupe du processus de

contact Ç? à valeurs dans E de paramètres M et + 00.
Il est clair que si f est une fonction positive croissante de E dans (~,

 Considérons maintenant la mesure ponctuelle 
sur R construite de la manière suivante : on projette sur R les points du

Vol. XV, n° 3-1979.



244 C. COCOZZA, A. GALVES, M. ROUSSIGNOL

processus de Poisson de naissance N~ qui n’ont pas d’intervalle de mort
sous eux soit

où B(x) est l’ordonnée du point d’abscisse x chargé par N2 s’il existe.

,u est bien un processus ponctuel simple car pour tout compact et presque
tout w, il y a un nombre fini d’intervalles de mort qui, projetés sur R recou-
vrent ce compact, donc un nombre fini de point de naissance se projettent
pour donner ,u(cc~). Considérons maintenant ~~ :

L’invariance par symétrie de la loi des processus de Poisson montre

que ~~ a même loi que :

Donc si f est positive, croissante E~T(t)( f ) _ m(f) où m est la loi de ,u.

Si la configuration initiale est encore presque sûrement une

mesure ponctuelle simple et 

LEMME 4. Si K) représente le nombre de points de ~ dans K,

pour tout K intervalle borné

On désigne par l(K) la longueur de K.

Démonstration. Si ~~ est le processus utilisé dans la proposition précé-
dente on a :

il est facile de vérifier que la fonction ~ ~ N(~, K) est dans L1(P) et qu’on
peut lui appliquer la propriété de martingale, ce qui donne :

Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section B
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Or

donc si f (t) = E[N((i, K)], f (t) vérifie l’équation :

et par conséquent

Nous en déduisons

ce qui démontre le lemme. /

PROPOSITION 5. - Pour > 0 } est une famille de proba-
bilités sur (E, ~) relativement compact.

Démonstration. - Nous allons montrer que est relativement

compact dans l’ensemble des probabilités sur l’ensemble des mesures

ponctuelles (non nécessairement simples) sur R. Comme ~nS(t) _ m~ et

que m" ne charge que les mesures ponctuelles simples, la proposition sera
démontrée.
Pour cela il suffit de vérifier le critère de Prohor ov, ce qui se fait facilement

à l’aide du lemme précédent. /

THÉORÈME 6. - M étant fixé, il existe un élément N* + oo ~
tel que

. si N  est l’unique mesure invariante,

. si N > N* il y a plusieurs mesures invariantes ; de plus dans ce cas
si in désigne le temps d’extinction de ~~, alors = oo) est strictement
positif.

Démonstration. Du fait de la « croissance en N » de ~t , on peut définir
N* tel que :

pour N  N*, > VK borné, - T P(03BE~t n 0

Vol. XV, n° 3-1979.
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1 -’

pour N > N*, ~~, 3K borné, lim - J- n K ~ 0)dt > 0
Ti 00 T 0

Pour N  N*, si m désigne une mesure invariante on a :

et donc m = ~~.
Si N > N*, donnons-nous une mesure ponctuelle simple ~ et un com-

pact K tel que lim - F P(03BE~t n K ~ 0)dt > 0. Il existe donc une sous-

suite Ti telle que : 

D’après la proposition 5, la famille de probabilités

est relativement compacte donc, ae la suite Ii, on peut extraire une sous-

suite qui converge vers une mesure invariante m. Cette mesure vérifie
m(~ ; ~ n K ~ ~) > a > 0 donc est différente de ~~.
Comme l’ensemble (~~ n K ~ 0) est inclu dans l’ensemble (~~’ ~ 0) et

que (~n ~ 0) = (1’ = oo), on a :

Or (i" = oo) == (~Y - oo) et P(,X = oo) ne dépend pas de x, donc si ç
xEr~

est quelconque = oo) > 0. /

PROPOSITION 7. - N* appartient à (~.

Démonstration. On va se ramener à un processus de contact sur Z

par discrétisation. On divise (~ en intervalles { xi + 1 [, de lon-

gueur N/2, on suppose N/2 > 2M. On considère le processus sur Z défini

par :

passe de 0 à 1 si un point de ~r apparaît au temps t dans [xi + M, xi - M ]

de longueur N 2 - M c’est-à-dire s’il existe, dans le schéma utilisé dans
Annales de l’Institut Henri Poincaré-Section B
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la construction, un point (x, t) chargé par le processus de naissance et tel
que x appartienne à l’ensemble [xi + M, x;+ 1 - M ] et vérifie :

On peut donc minorer ~n( . ) par un processus sur Z qui passerait de 0 à 1
en i avec un taux égal à N/2 - 2M si au moins un voisin est occupé,
et nul sinon. çi(i) passe de 1 à 0 si au temps t, tous les points dans

[xi + M, 1 
- M ] sont « détruits » par un intervalle de mort. Au pire

cela peut se passer avec un taux 2M et indépendamment sur chaque inter-
valle. On peut donc minorer ~t (i) par un processus de contact sur Z de
générateur :

et on sait d’après [~] ] que si N est assez grand, ce processus ne s’éteint
pas. []

4. Étude du processus de contact à valeurs dans Ê.

Si C appartient à Ê, C est constitué d’une réunion dénombrable d’inter-
valles fermés disjoints et sur tout compact, il n’y a qu’un nombre fini de
tels intervalles. Les extrémités gauches et droites de ces intervalles consti-
tuent deux mesures ponctuelles simples sur f~ et nous munissons Ê de la
topologie induite par la topologie de la convergence faible de ces mesures :
autrement dit, Cn converge vers C si les deux mesures ponctuelles associées
à C~ convergent vers celles associées à C. Alors si Kn désigne le compact
[ - n, + n ], sont compacts les parties Jf de Ê ayant la propriété suivante :
il existe une suite an de nombres positifs tels que si C appartient à Jf le
nombre de composantes connexes de C n Kn est plus petit que an.
On désigne par S(t) le semi-groupe du processus C~ de contact à valeurs

dans Ê construit au premier paragraphe. Ce processus a les mêmes pro-
priétés de croissance en N que le processus de contact à valeurs dans E.

PROPOSITION 8. - Si mi 1 et m2 dont deux probabilités sur (Ê, J) telles
que jn2, alors pour tout t,  m2 S(t).

Démonstration. Du fait de l’additivité, la fonction A - est

croissante ; on en déduit alors la proposition. /

COROLLAIRE 9. - Pour toute fonction f positive et croissante, E~ S(t) f
Vol. XV, n° 3-1979.
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décroît avec t ; en particulier pour tout sous-ensemble A borné de {?,
P(C~ n A ~ 0) décroît (et donc converge) lorsque t croît vers + oo.

L’état 03C6 est là aussi absorbant, donc £* est une mesure invariante. Nous
allons montrer l’existence d’une borne N* ayant, pour le processus de
contact sur Ê, la même propriété de « séparation » que la borne N* pour
le processus de contact sur E. Pour cela il faut un résultat de compacité
sur la > 0 } .

LEMME 10. - Si A appartient à Ê et si K est un intervalle borné, on
note ~V’(K, A) le nombre de composantes connexes de K n A. Alors

Démonstration. - Il est facile de vérifier que la fonction A H ~(K, A)
est dans L1(P) et qu’on peut lui appliquer la propriété de martingale ce
qui donne :

Remarquons d’abord que la quantité

est négative si x E C~. Pour évaluer l’autre terme, notons Cb i = 1, ..., n
les composantes connexes de C~ n K. Alors

Donc si nous notons f(t) = CA), cette fonction vérifie l’inéqua-
-t

tion f (t) - f(s) _ l(K)(t - s) - 2M On en déduit le résultat en

utilisant le lemme de Gronwall. []

PROPOSITION 11. Pour tout A dans Ê, ~A S(t) est une famille de proba-
bilités sur (E, ~) relativement compacte.
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Démonstration. - Nous voulons vérifier le critère de Prohorov : si

Kn = [ - n, n ], nous devons démontrer que pour tout G > 0, il existe une
suite de constantes an telles que : Vt, Vn] > 1 - s.

Ceci se fait par le même raisonnement que dans la proposition 5, à
l’aide du lemme précédent. /

THÉORÈME 12. - M étant fixé, il existe N* dans R u { + ~} tel que :
. si N  N E~ est l’unique mesure invariante et GA S(t) t ~ E~ pour

tout A dans E,
. si N > N* il y a plusieurs mesures invariantes.

Démonstration. Le corollaire 9 et la propriété de croissance en N du
processus permet de définir N* tel que : si N  N* VK compact

si N > N* il existe un compact K tel que

Si N  N* on a également que lim P(C~ n K ~ 0) = 0 pour tout
ensemble A dans Ê. 

~ 

On en déduit, de la même façon que dans le théorème 6 que si m est une
mesure invariante elle est nécessairement égale et que EA S(t) converge
faiblement vers £* pour tout A dans Ê.

Si N > N*, l’existence d’une mesure invariante différente est

claire étant donnée la relative compacité et de la décroissance de la famille

~~~5(t), t > 0~. Il
La proposition suivante est le premier exemple d’un renseignement

obtenu sur le processus à valeurs dans E grâce au processus associé.

PROPOSITION 13. - Pour N  N*, pour tout ~ fini, i’ est presque sûre-
ment fini..

Démonstration. Si ri est fini on a par association

Par conséquent si N est strictement inférieur à N* on obtient,

c’est-à-dire
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COROLLAIRE 14. - N* appartient à R.

Démonstration. Si N* = oo, pour tout r~ fini et pour tout N, = oo) = 0
ce qui est contradictoire avec les propositions 6 et 7. Il

5. Étude du processus de contact lorsque N  M.

LEMME 15. - Pour tout ~ fini on a E ~t ~  ~ ~ ~ ~ désigne
le nombre de points de ~.

Démonstration. Si t > u, on peut écrire

On a donc le résultat d’après le lemme de Gronwall..

THÉORÈME 16. - Si 11 est fini et N  M, alors ~~’ est p. s. fini.

Démonstration. - Le lemme ci-dessus montre que lim E |03BE~t| = o.
L’inégalité |03BE~t( >_ entraîne alors lim P(03BE~t ~ 0) = 0 et donc

P(~’’ = oo ) = 0. 
’fJ 

L’étude du processus associé permet de donner des renseignements sur
l’évolution si |~= oc.

LEMME 17. -  

Démonstration. Si t > u nous avons
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Un calcul analogue montre que

Nous obtenons  + 2(N - M) tudsEl(CAs) et le lemme deGronwall permet de conclure. Il 
U

THÉORÈME 18. - Si N  M, pour tout compact K et pour tout ~ dans E
on a lim n K ~ 0) = 0 ; par conséquent N* est supérieur ou égal
à M.

Démonstration. - La propriété d’association donne

il suffit donc de démontrer que lim 0) = 0, c’est-à-dire que K
est p. s. fini si fK est le temps d’extinction de CKt.
Comme N  M, choisissons G tel que N  M - 2G et appelons C~ le

processus de contact à valeurs dans Ê associé aux paramètres (N+ 2~, M- 2G)

partant d’un sous-ensemble K contenant K tel que l(K) > l(K) + G et

construit sur les mêmes processus de Poisson que Alors

vue les propriétés de croissance du processus de contact. Comme

lim = 0 on en déduit que

6. Étude du processus de contact lorsque N est très grand.

PROPOSITION 19. - Soit F un élément si pour t > 0 donné

inf = 0) > 0 alors lim P { 03BE03BEt ~ ~; 03BE03BEt E 0 pour tout ç apparte-

nant à E.

Démonstration. C’est une propriété classique des processus de Markov
due à ce que § est absorbant (cf. [7]). Il

Cette proposition est vraie pour le processus de contact à valeurs dans E
et aussi pour celui à valeurs dans Ê. On peut en déduire quelques pro-
priétés :
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PROPOSITION 2U. - Si K est un compact de R alors

Démonstration. Il faut montrer que inf Ø] > 0. Or t étant

fixé, il y a une probabilité strictement positive pour ne pas avoir de naissance
dans K avant le temps t et pour avoir suffisamment de morts pour tuer
tous les points de K. /

PROPOSITION 21. - Soit An,l = ~ r~ E E ; 3n intervalles Ii de longueur 1
n

tels que ~ ~ Ii } alors lim P[03BE03BEt ~ 0 ; 03BE03BEt ~ An,l] = 0 pour tout

appartenant à E.

Démonstration. Il faut démontrer que inf P(St = 0) > 0.’

Cela se fait de la même façon que ci-dessus. []
On note Ri l’extrémité droite de la mesure ponctuelle (qui est p. s.

finie si r~ ~  (0). Pour étudier Ri, nous allons comparer çi à un processus ~~
qui meurt de la même manière que ~n, mais qui naît seulement s’il y a déjà
un point à une distance inférieure à N à gauche du point de naissance
potentiel. En utilisant les mêmes processus de Poisson sous-jacents sur

[R x [R+, ~~ et ~~ sont couplés de manière à ce que çi contienne ~t . D’autre
part pour ~~, il ne naît de point qu’à droite des points existants. On sait,
de la même façon que pour qu’il existe N*  oo tel que pour N > N*,
on ait = oo) > 0, si ~’’ désigne le temps d’extinction de ~~. Comme ~t
contient ~n, N* est supérieur ou égal à N*. On note Rs l’extrémité droite
de ~r .

PROPOSITION 22. - Si ~|  oo, a > 0, N > N*, alors

Démonstration. - La propriété de Markov donne :

Or
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et

où A est un compact dépendant de et de a ; d’après la proposition
précédente, étant fixé, cette quantité tend vers 0 si s tend vers + oo .

Pour montrer que lim P(03C403BE~t(03C9)(03C9’)  + oo) = 0, il suffit de prouver

que lim P 1 ( i x(cc~’)  oo) - 0. Comme N est supérieur à N*, on

sait que P( i°  oo) est strictement inférieure à 1. Donc pour E1 donné, il
existe M tel que [P( i°  1 

 E1. D’après la propriété de mélange
du processus de Poisson sous-jacent, pour ~2 donné, il existe 1 tel que si
on a M + 1 points x°, xi, ..., xM mutuellement distants d’une longueur
supérieure à 1 ; alors :

où on note Vx la translation de x. Le nombre étant donné, d’après la
proposition précédente, pour tout E3, il existe T tel que pour tout t supé-
rieur à T

Alors

car si ~~(cv) n’appartient pas à on peut trouver M + 1 points dans 
à distance mutuelle plus grande que 
En suivant la démarche de [4 ], nous allons donner un critère pour avoir

des propriétés ergodiques.

PROPOSITION 23. - Si N est supérieur à N*, si q et K sont compacts
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Démonstration. Considérons les deux versions ~~ et CK des processus
de contact sur E et Ê construits comme au paragraphe 1, entre 0 et 2t,
sur les mêmes processus de Poisson sous-jacents, l’un correspondant à
des droites montant de 0 à 2t, l’autre à des bandes descendant de 2t à 0.
Alors entre 0 et t les deux versions de 03BEs et CKs sont indépendantes, ce qui
permet d’écrire

On aura montré la proposition si on prouve que

Soit A un compact contenant ’1 et K. D’après la proposition 20, à une
probabilité G près, on peut supposer que C2t n’est pas inclus dans A si t

est assez grand ; d’après la proposition 22, si Li et Ri sont les extrémités
gauche et droite de ~~, toujours à une probabilité 8 près, si t est assez grand
on peut supposer que R2t n’appartient pas à A et L2t n’appartient pas à A.
Appelons chemin actif un chemin sur le schéma sur R x formé par :
comme verticales les morceaux de droite représentant les points et

comme horizontales les morceaux d’intervalles de naissance joignant un
point de naissance aux points déjà existants. Alors, à une proba-
bilité 2G près, il existe deux chemins actifs entre 0 et 2t partant de l’intérieur
de A et sortant de A l’un vers la droite et l’autre vers la gauche. Pour le
processus associé, on définit de la même manière un chemin actif : c’est
un chemin partant d’un point de K dont les segments horizontaux sont
contenus dans des intervalles de naissance et dont les segments verticaux
ne rencontrent pas des intervalles de mort. A une probabilité G près il

existe un chemin actif partant de l’intérieur de A et sortant de A. Donc
il existe un point commun à ces chemins actifs, donc il existe un point
commun aux deux processus au temps t, ce qui démontre la proposi-
tion. /

THÉORÈME 24. - Si N est supérieur à N*, les seules mesures invariantes
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extrémales du processus de contact à valeurs dans E sont E~ et v définie

par : _

Démonstration. 2014 Supposons ~ compact ; étant données les propriétés

de compacité de la famille - on peut extraire une sous-

suite qui converge faiblement vers une mesure invariante ,u.

D’après la proposition 23, on a

donc il existe une mesure invariante v définie par

telle que :

Si ~ n’est pas compact, soit ~n une suite de mesures ponctuelles à support
compact qui croissent vers ~ alors

d’où

Nous savons, d’après la proposition 23 que

D’autre part lim  oo) = 0 d’après la démonstration de la propo-
sition 22. 
Nous en déduisons que

Le résultat est alors clair. /

III. LE PROCESSUS DE MÉLANGE

Nous reprenons les notations et définitions du paragraphe II.1.
Soit p une application de R  R dans R+ vérifiant les propriétés sui-

vantes :
- pour tout x de R, p(x, . ) est une densité de probabilité sur R par

rapport à la mesure de Lebesgue,
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- pour tout (x, y) dans 2, p(x, y) = p( y, x),
- p(x, y) = 0 si ( x - y - 2B où B est un nombre réel positif fixé.
Nous notons Bx l’intervalle [x - B, x + B ] de R et 03C4A la translation

de a dans f~.

Nous appelons la transformation qui échange les intervalles Bx et By,
c’est-à-dire que pour A appartenant à Ê, nous posons

et nous notons nxy la restriction de à E.

DÉFINITION 25. - Étant donné un espace de probabilité filtré

(Q, ~, E [R+), P), nous appelons processus de mélange sur E (resp. Ê)
un processus de Markov sur E (resp. Ê), ~(~t, te f~+), r~ E E~ (resp.

E f~ + ), A E Ê]), adapté à la filtration (~t), homogène dans le temps,
et tel que :
- = ~) = 1 (resp. P(C~ = A) = 1),
- pour toute fonction f (resp. /) de ~ (resp. ~ )

soit une (P, t)-martingale, où Af s’écrit pour tout 11 dans E :

resp. (CAt) - (CA0) - t0(CAs))ds soit une martingale s’écrit

pour tout A dans E :

Nous allons d’abord construire trajectoire par trajectoire des processus
de mélange sur E et ,E. Considérons comme objet de base un processus
ponctuel de Poisson N sur ~2 x !R+, ayant comme intensité p(x, y)dxdydt
où (x, y) appartient à (~2 et t à I~ + . Comme pour le processus de contact,
nous allons construire le processus de mélange sur un diagramme espace-
temps R  R+. Pour chaque point (x, y, t) tel que N({x, y, t}) = 1,
marquons sur ~ x ~ + les deux points (x, t) et ( y, t) et entourons chacun
de ces points d’un intervalle fermé horizontal de longueur 2B. L’hypothèse
p(x, y) = 0 si x - y ~ est inférieur à 2B entraîne, que ces deux intervalles
ont une intersection vide presque sûrement.
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Traçons maintenant sur f~ x une demi-droite verticale ayant comme

point de départ (z, 0). Cette droite monte jusqu’à ce qu’elle rencontre pour
la première fois un intervalle horizontal [~ - + B] ] entourant un
point marqué (x, t). La demi-droite s’arrête là. Soit ( y, t) l’autre point
marqué sur la droite horizontale (R x t). Une autre demi-droite verticale
part du point (z + ( y - x), t) et montera jusqu’à ce qu’elle rencontre pour
la première fois un intervalle et ainsi de suite. Nous définissons 03BEzt comme
l’abscisse du segment vertical contenant l’ordonnée t.

Le processus est un processus markovien de saut, d’état initial z,

de vitesse de saut 1 et de densité de transition

Maintenant pour tout ~ dans E, nous définissons 03BE~t par 1;7 
ZE’1

En utilisant les mêmes techniques que pour le processus de contact, il
est facile de vérifier que le processus construit est bien un processus de

mélange.
Pour tout a~ dans Q, pour tout t > 0, l’application de R dans 

est bijective et laisse la mesure de Lebesgue invariante.
On définit le processus de mélange à valeurs dans E par :

et on peut également vérifier toutes les propriétés annoncées.

PROPOSITION 26. - Les processus de mélange à valeurs dans E et Ê sont
associés.

Démonstration. - Comme pour le processus de contact, nous allons
construire deux versions des processus de mélange sur E et Ê respective-
ment entre 0 et t à l’aide du même processus de Poisson sous-jacent. Le
processus (~s, 0 - s - t) est construit comme plus haut. Étant donné y
dans R, il existe un seul point z de R tel y. Nous définissons alors

(te;, 0  s  t~ par : tCs = 1;:-8 et 0 - s  t~ par tCA - Le
. 

~’6A

processus (tCA, 0  s  t~, est bien un processus de mélange car il est

construit comme plus haut, mais en renversant le cours du temps et le

processus de Poisson sous-jacent est invariant en loi par symétrie.
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Étant donnée la manière dont nous avons défini le processus nous

avons pour tout c~ dans Q, t positif, x dans [R et F dans Ê :

Cela entraîne que pour tout ’1 dans E

Le même argument entraîne la proposition suivante :

PROPOSITION 27. - Pour tout t positif, A dans Ê et q dans E si N(~, A)
représente le cardinal de ç n A nous avons N(~~(cc~), A) = N(11, 

On désigne par S(t) le semi-groupe du processus de mélange sur E. Pour
toute fonction a de [R dans [R+, mesurable bornée nous notons /la la loi
du processus ponctuel de Poisson sur f~ d’intensité a(x)dx. Nous notons Jf
la classe de fonctions réelles bornées h telles que

Nous allons exhiber une famille de mesures invariantes pour le processus
de mélange :
THÉORÈME 28. - Pour tout a dans ~, la famille converge vers

une probabilité 03BD03B1 lorsque t tend vers + oo. L’intensité de Va est a(x)dx.
De plus lorsque a est constante _ pour tout t positif.

Démonstration. Nous allons calculer la transformée de Laplace de
la mesure Pour toute fonction f borélienne positive s’écrit :

Or l’application x - est une bijection sur [R qui conserve la
mesure de Lebesgue ; par conséquent l’image de par l’application
11 - qui est l’extension aux mesures de l’application x ~--~ est

la loi ~03B2 où 03B2 est l’image de a par cette application. On en déduit :

La propriété d’association donnant : x = = çf on obtient :

Si a est constante, est la transformée de Laplace de et par suite
= pour tout t positif.
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Si a appartient à Jf, est une martingale bornée, elle converge
donc p. s. vers une variable aléatoire ZX, ce qui donne :

Nous avons ainsi démontré que J.1aS(t) converge lorsque t tend vers + 00
vers une mesure Va (qui est un mélange de processus de Poisson), dont la
transformée de Laplace est donnée par l’expression ci-dessus
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