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DEUXIÈME PARTIE

APPLICATION AU PARADOXE DE SAINT-PÉTERSBOURG

RÉSUMÉ. - Nous appliquons la définition de l’équitabilité donnée dans
la première partie au cas du Paradoxe de Saint-Pétersbourg. Les prévi-
sions théoriques sont comparées aux résultats d’une simulation effectuée
sur ordinateur. Certains effets secondaires comme la finitude de la fortune

du banquier sont ensuite introduits dans l’analyse.

SUMMARY. - We apply the equitability theorem of the first part to the
Petersburg Paradox and compare its predictions to the results of an

extensive simulation of the game performed on computer. The boundedness
of the banker’s fortune is then introduced in the analysis.

1 MISE ÉQUITABLE

« Une pièce de monnaie est lancée jusqu’à ce que pile apparaisse. Le
joueur A reçoit alors de la banque B la somme de 2" francs, où n est le
nombre total de lancers. Quelle mise doit disposer A avant le premier jet
pour que la partie soit équitable ? »

L’espérance mathématique de gain de A est infinie, ce qui est un paradoxe,
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car aucun homme raisonnable ne misera une partie importante de sa
fortune pour participer à ce jeu.
Ce problème fut inventé en 1713 par Nicolas Bernoulli. La première

tentative de résolution est due à Cramer [6]. La première publication émana
cependant de Daniel Bernoulli, cousin du précédent. Son mémoire [1]
parut en 1738 dans les commentaires de l’académie de Saint-Pétersbourg.
Le jeu est resté célèbre sous le nom de « Paradoxe de Saint-Pétersbourg »,
appellation due semble-t-il à d’Alembert [8].

Par la suite de trés nombreux auteurs se sont attaqués à ce problème
et ont présenté plusieurs méthodes de résolution, qui peuvent être classées
en plusieurs catégories.

1) Les explications réalistes ([4, 5, 13], entre autres), qui réduisent le

paradoxe par l’impossibilité pratique de jouer dans les conditions de

l’énoncé : la banque ne dispose que d’une fortune limitée, on ne peut
jouer qu’un temps fini, par exemple.

2) L’introduction d’une fonction d’utilité concave ([1, 2, 6, 15], etc.)
permettant d’attribuer au jeu une espérance subjective de gain finie.

3) L’emploi de probabilités subjectives [5, 12] tendant à diminuer, voire
à annuler la probabilité d’événements rares.

4) Certains auteurs [3] vont même jusqu’à accepter la solution mathé-
matique ou à échafauder les théories les plus fantaisistes en ce qui concerne
le calcul des probabilités [7, 8, 9].

5) Les théories modernes se basent sur les processus stochastiques et en
particulier les processus de renouvellement discrets [10, 14].
Un exposé critique de ces méthodes peut être trouvé dans [12] et [16].

La plupart de celles-ci ne sont pas satisfaisantes et ne peuvent convenir
(ou en tous cas suffire) pour expliquer le paradoxe. Les explications réalistes,
bien que parfaitement justifiées, sont complètement étrangères au jeu et ne
constituent pas une analyse de celui-ci. L’introduction d’une fonction

d’utilité n’est qu’un leurre : à toute fonction d’utilité on peut associer un
jeu, apparenté au Paradoxe de Saint-Pétersbourg, dont l’espérance mathé-
matique et l’espérance subjective de gain sont infinies, ce qui est un nouveau
paradoxe. Les probabilités subjectives ne vérifient pas certaines propriétés
élémentaires du calcul des probabilités et éliminent complètement certains
événements rares, qui peuvent quand même apparaître et dont il faudrait
tenir compte. Enfin, les théories basées sur les processus de renouvellement
discrets, notamment celle de Robbins, introduisent des hypothèses inaccep-
tables en pratique, la mise étant variable et dépendant des résultats précé-
dents.
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Nous allons résoudre le Paradoxe en appliquant le théorème 1 de la

première partie. Choisissons d’abord A = 1 . Dans ce cas, la mise équi-
table vaut 

~

On constate que la mise augmente de 1 franc chaque fois que le nombre de

parties n double.
Il est intéressant de comparer ce résultat avec ceux obtenus par Lévy [I1]

et Feller [10], en partant de considérations différentes.
Désignons par ~2(n) la variance des gains après la troncature par Po(n).

Il est facile de voir que ~2(n) doit vérifier l’équation aux différences

avec la condition initiale

en tous les k entiers tels que 2k = n.
La solution de cette équation est

L’effet d’autres troncatures est de déplacer la courbe des gains parallèle-
ment à elle-même. Pour a quelconque, la mise équitable vaut

Dans le cas particulier du jeu de Saint-Pétersbourg, le théorème 1 ne

1
fournit qu’une condition suffisante. En effet, pour Po(n) = 2 , nous avons

1 1 
n 

m(n) = 2 Log2 n et pour Po(n) = 2014p=, m(n) = - Log2 n. Ces deux 
mises

sont équitables. V" 
~

Les courbes de gain correspondant aux différentes valeurs de A sont
parallèles. Le problème de décision est donc ramené au choix de l’origine
de la courbe. Si le banquier fixe à l’avance le nombre de parties qu’il auto-
risera et s’il choisit une constante A, il peut déterminer une mise équitable.
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En général cette mise n’est pas acceptable pour le joueur, étant donné
que sa fortune ne lui permet de jouer qu’un nombre m  n de parties.
Cependant, il est possible qu’il accepte les conditions du jeu. En effet,
la définition de l’équitabilité n’est qu’asymptotique et de nombreux effets
secondaires peuvent intervenir (plaisir du jeu, goût du risque, distribution
des gains très étalée, chance de gagner une grosse somme moyennant une
mise assez faible, fonction d’utilité convexe....).

2. SIMULATION

Pour tester les prévisions théoriques du paragraphe précédent, nous
avons simulé le jeu 4.194.304 ( = 222) fois sur ordinateur IBM 7040. Les
nombres pseudo-aléatoires ont été engendrés par la congruence

où A =5’;
235 - 31 est le nombre premier le plus grand inférieur à 235 (35 étant
la capacité d’un mot de l’ordinateur).
En plus des tests habituels, la suite de nombres a passé de manière

satisfaisante un test relatif aux suites de nombres inférieurs à 0,5, utilisés
comme « face » dans le programme.

Les résultats de cette simulation sont résumés dans les graphiques et
tableaux suivants.

Les résultats de la simulation confirment les prévisions théoriques :
à l’exception des petites valeurs de n (inférieures à 60), la courbe de gain
moyen ne s’écarte guère plus de un écart-type de la valeur théorique (cal-
culée pour une valeur de A = 1/4).

3. INTRODUCTION DE CERTAINS EFFETS SECONDAIRES

Nous avons jusqu’à présent négligé certains effets secondaires comme
la psychologie des joueurs en face du risque, la finitude de la fortune du
banquier, l’utilité du joueur. Ces facteurs peuvent être introduits sans
peine dans notre analyse. A titre exemplatif, nous mentionnons les résultats
obtenus lorsque l’on tient compte du fait que le banquier ne dispose que
d’une somme finie To.

Premier cas : tous les gains supérieurs à To sont annulés.
Considérons toujours A = 1/4. Le théorème suivant se déduit immédia-

tement de l’application du théorème 1.
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THÉORÈME 3 : 1

où To est la plus grande puissance de 2 inférieure à To.
En d’autres termes, nous pouvons supposer sans restriction que To

est une puissance de 2. Pour n inférieur à la valeur critique no = 
le joueur considère que la banque n’annule aucun paiement. Au-delà
de ce point, il adopte toujours la même mise, qui n’est rien d’autre que la
mise classique.
Le graphique n° 3 compare les valeurs théoriques aux résultats de la

simulation, pour To = 21’.

Deuxième cas : les gains supérieurs à To sont ramenés à la valeur To.
Dans ce cas (plus réaliste), l’application du théorème principal conduit

à des équations aux différences plus compliquées. On démontre le

THÉORÈME 4
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Pour n - oo, la moyenne tend vers m(oo) = Log2 2To.

Pour n - 00, la variance tend vers = 3To - 2 - (Log2 2To)~.

COROLLAIRE. - Si To est une puissance de 2, nous avons

Le joueur ne tient pas compte de la réduction de certains paiements
jusqu’à la valeur critique no = Tô/4. Pour n > no, la moyenne progresse

Vol. IX, n° 2 - 1973.
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de plus en plus lentement pour atteindre asymptotiquement la valeur

imposée par la théorie classique.
Le graphique n° 4 compare les valeurs théoriques aux résultats expéri-

mentaux, pour To = 2 ~’.
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