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Théorème ergodique ponctuel
pour les suites uniformes

Bernard SCHMITT

Faculté des Sciences de Dijon,
Département de Mathématiques, Dijon.

RÉSUMÉ. - Soit T un homéomorphisme mélangeant, strictement ergo-
dique, défini sur un espace compact Q muni d’une mesure borélienne nor-
malisée m. Pour certaines suites croissantes (k;, i &#x3E; 0) d’entiers positifs,
appelées suites uniformes, la suite :

o

converge vers uniformément en pour toute fonction _f appartenant
à l’ensemble C(Q) des fonctions continues sur Q.

SUMMARY. - Let T be a weakly mixing, strictly ergodic, measure pre-
serving homeomorphism, on a compact space Q with a normalized Borel
measure m. Then for certain increasing sequences (ki) of positive integers,
called uniform sequences, the séquence :

N-l i

1 N fTk(03C9)
converge to uniformly relatively to for every f E C(Q).

ANN. INST. POINCARÉ, B-VIII-4 26
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1. INTRODUCTION

Si T est une transformation préservant la mesure sur un espace de Lebes-
gue et (k;) une suite croissante d’entiers positifs, le problème de la conver-
gence des suites

sN(f, 03C9) = 1 N  f  Tki(03C9)
a été étudié par M. Keane et A. Brunel dans [3] ; ils ont démontré que pour
certaines suites (k;) appelées suites uniformes, converge en moyenne
et presque partout.
Nous nous proposons ici de montrer un résultat analogue (convergence

uniforme) pour les transformations strictement ergodiques.
Soit Q un espace compact, m une mesure borélienne, normalisée sur Q et T

un homéomorphisme strictement ergodique de Q préservant la mesure.
Dans le paragraphe 2, nous montrons que, si T est de plus mélangeant,

la seule mesure p, borélienne, complexe, vérifiant :

~u ° T = ~ ~c où (1)

est la mesure identiquement nulle. On en déduit que les suites

convergent vers 0, uniformément en w, pour tout f ~ C(Q). (À étant toujours
un complexe de module 1, différent de 1).
Dans le paragraphe 3, utilisant un résultat de Furstenberg [1], nous

montrons que pour les suites uniformes (k;) d’entiers, les suites

N-l i

N 
o 

.Î° 
0

convergent vers fdm, uniformément en w, pour tout C(Q).
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II. THÉORÈME DE CONVERGENCE

Supposons que le système (Q, T) soit à spectre continu et strictement .
ergodique ; notons m l’unique mesure T-invariante, positive, de masse 1.

Soit p une mesure complexe, définie sur l’espace (Q, ~), ~ étant la tribu
borélienne, telle que :

, aT 1 1JJ 0 T = - À Jl (1)

(~, complexe de module 1, différent de 1).
Désignons par 1 JJ la variation totale de ~. De la relation (1), nous dédui-

sons aisément que :

| |  T = 

Le système (Q, T) étant strictement ergodique on a :

1 p ~ - km, k étant une constante &#x3E; 0.

Comme p est absolument continue par rapport à sa variation totale 
il en résulte que p est absolument continue par rapport à m.

La densité de Radon-Nikod y m est une fonction propre pour T de
~ dm 

’

valeur propre - ; elle est donc nulle m-presque partout, puisque T est à spec-
tre continu.

Nous avons donc obtenu la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1. - Si le système (Q, T) est à spectre continu et stric-

tement ergodique, alors la seule mesure complexe  vérifiant :   T = -,u 1
(03BB complexe de module 1, différent de 1 ), est la mesure identiquement nulle.

THÉORÈME 2 .1. S‘i le système (il, T) est à spectre continu et strictement
ergodique, alors :

~f~ C(03A9), d 03C9 E SZ s on a : 1 - s
N

la convergence étant uniforme en cv, pour tout complexe 2 de module 1, diffé-
rent de 1.
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Démonstration. 2014 Soit H la partie de C(Q) ainsi définie :

H = (, f T - /t f~C(03A9) }.
Si H~ désigne l’ensemble des formes linéaires orthogonales à H,

H~ = { ( /. ; T) ~ ~(/), V/e ) j }.
D’après la proposition 2.1, H~ = { 0 ~.
Donc H = C(Q). Ceci signifie : .

V £ &#x3E; 0 j 
tel que :

~f-(gT-1 03BBg)~~ ~.

On a également

~N-y~N-l_~N-l~~N_~-2~~N-l)~~,
Additionnant ces inégalités et utilisant l’inégalité triangulaire, on obtient :

~1 N(f + 03BBf  T + ... + 03BBN-1fTN-1) - 1 N(03BBN-1 gTN-g 03BB)~~ ..

La fonction g étant bornée, la suite ~1 N (03BBN-1g ° converge
vers zéro.

Donc la suite 03BBifTi(03C9) converge uniformément vers 0, V 0153 e Q.
N 0

III. THÉORÈME ERGODIQUE PONCTUEL
POUR LES SUITES UNIFORMES

Supposons que le système (Q, T) soit strictement ergodique ; d’après
N-l i

Furstenberg [7], on sait que la suite 1 N fTi(03C9 ) converge uniformément

vers pour tout 0153 e D et toute fonction / de C(S2).
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Nous nous proposons de montrer que pour certaines sous-suites (ki)
N-l i

d’entiers, la suite 1 N 03A3 fo possède la même propriété.
0

Rappelons la définition des suites uniformes [3].
Soit X l’ensemble des nombres complexes de module 1, cp une rotation

d’angle irrationnel, et J1 la mesure de Lebesgue définie sur X. Le sys-
tème (X, cp) est strictement ergodique et à spectre discret ; les fonctions
propres appartiennent à l’ensemble C(X) des fonctions continues sur X,
à valeurs complexes.

Soient Y un ouvert non vide de X, dont la frontière est de -mesure nulle,
et ye Y. Appelons ki le i’ème temps de’ passage de 
dans Y :

ki ~ k(1, Y).

On dit que la suite (ki) est uniforme. On va démontrer que la suite

N 1 f  Tki(03C9 )

converge pour ces suites uniformes.

Soit g une fonction propre, non triviale, du système (X, associée

à la valeur propre À. Soit f E C(Q), on a la formule

N-l i N-l 1

~ Y /c 0 = (2)
0 0

D’après le théorème 2.1, la suite (2) converge uniformément en ce et x
vers 0, puisque g est bornée. Autrement dit, quel que soit f E C(Q) et quel
que soit la fonction propre g, non triviale, du système (X, on a la propriété
suivante :

1 N f Tn(03C9)g  03C6n(x) ~  fdm  gd  (3)
o

quel que soit W E SZ et x E X, la convergence étant uniforme en ce et x.
Si g est une constante (Q, T) étant strictement ergodique, la propriété (3)

reste vraie. La propriété (3) est donc vérifiée pour tout f de l’ensemble C(Q)
et toute fonction propre du système (X, Elle reste vraie pour l’algèbre si
engendrée par l’ensemble des fonctions propres du système (X, car une
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p

fonction de cette algèbre est de la forme g = ¿ g~ désignant une
i= i

fonction propre du système (X, L’algèbre j~ est d’autre part dense
pour la norme uniforme dans C(X).

Il en résulte que l’on a la propriété suivante :
N-l i

(3)
. 

o 
" *’ 

.

uniformément en co et x.
Il nous reste à montrer que la propriété suivante est vérifiée :

N-l 1

~ ~/~~) (4)
o

converge pour tout ce e Q, uniformément en ce. Pour l’ouvert non vide Y,
on sait que :

P(Y) = sup (5)
g=C(X) J
g ly 

Si /~C(Q) et f  0, V g e C(X), g  ly, on a :

1 N f  Tn(03C9)g  03C6n(y) 1 N 03A3 f  Tn(03C9) ly 0 
o o

Prenant les limites inférieures des deux membres de cette inégalité, on
obtient l’inégalité

f r iv 
i

03A9 fdm ~ gd   lim 1 N 03A3 /c T"(M) 1 y 0 ’

et d’après l’égalité (5) il vient :

J lim 1 N f  T(ce) ly 0 (6)

Considérons maintenant l’ouvert QY. Par une démonstration analogue
à la précédente,

N-l i

fdm (C(Y))  lim 1 N 03A3 fTn(03C9) 1CY  03C6n(y). (7)



393

L’ouvert Y a une frontière de mesure nulle, c’est-à-dire que

D’autre part, = 1 - Iv ~ 1 - 1y.
La relation (7) devient :

N-1 i

f (Y))  lim 1 N 03A3 /o ly) o 

D’après le théorème de Furstenberg [1], on sait que

N-1 i

f fdm;
D’où il résulte que

N-l 1

f (8)

Les relations (6) et (8) impliquent l’égalité : 
’

N-1 i

c’est-à-dire que

lim  ) /o = t fdm.
N - 1

En particulier, si /= 1, on a :

lim  card { i; ki  N - 1 } = N

Puisque p charge les ouverts, cette limite est strictement positive.
De l’égalité suivante :

N-l i

lim 1 N 03A3 fo 
T I(W) = lim N card { i ; ki  N - 1 } x - N ’

on déduit
N-1 i

f 0 Tk,(ro) = f fdm.
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On a donc démontré le :

THÉORÈME 3 . 1. - Si (kt) est une suite uniforme et (Q, T) un système
strictement ergodique à spectre continu

lim 1 N f  Tki(03C9) = fdm,
pour tout f appartenant à C(Q), pour tout ce dans Q, et la convergence est

uniforme en cv.
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