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Générateurs infinitésimaux
des processus a accroissements semi-markoviens
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Jean JACOD
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35, rue Saint-Honoré, 77-Fontainebleau (Seine-et-Marne).

REsuME. — Considérons un espace L. C. D. IT et un processus de Markov
X = (@, X,);»0 & valeurs dans le produit IT x R. Ce processus est dit
« a accroissements semi-markoviens » si la loi conditionnelle de
(@40 X,+s — X,) lorsque (w,, X,) est connu ne dépend pas de la valeur
prise par X,. Dans ce cas le processus X, = (@,),>0 est lui-méme un pro-
cessus de Markov.

Notons A, et A les générateurs infinitésimaux faibles des processus X,
et X. Nous indiquons d’abord lorsque X est standard une condition (A)
pour que, si f est une fonction sur IT appartenant au domaine de A,,
la fonction g (w, x) = f(w)e™™ appartienne pour tout u au domaine de A
et qu’on ait : )

e —1—iusiny

@ Ag@, x)=e""Ao f(@)+e™f (W)(iub(w) + I——y;—— G(w, d)’)>

ou (b, G) est un « systéme de Lévy » sur I1. Réciproquement si A, est le
générateur infinitésimal d’un processus standard X, & valeurs dans II
et (b, G) un systéme de Lévy, on peut construire a partir de X, un processus
standard X a4 accroissements semi-markoviens, vérifiant la condition (A)
et pour lequel on a (a).

SummMaRrY. — Let IT be a locally compact space with a countable base
and X = (w, X,),»o a Markov process with values in Il x R. This
process is called « with semi-markovian increments » if the conditionnal
law of (w,;,, X,+, — X,) when (w,, X,) is known does not depend on the
value of X,, Then the process X, = (@,),», is also a Markov process.
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We study weak infinitesimal generators A and A, of processes X and
Xo- When X is standard and satisfies to a certain condition (A), if f
belongs to the domain of A,, g (mw, x) = ¢™*f(w) belongs to the domain
of A. Moreover, A and A, are tied by relation (a) (see French summary),
where (b, G)y is a so-called « Lévy system ».

Conversely if A, is the infinitesimal generator of a standard process X,
and (b, G)y a Lévy system we can construct a process X with semi-marko-
vian increments which satisfies to (A) and (a).

I. LES PROCESSUS
A ACCROISSEMENTS SEMI-MARKOVIENS

1-1

(I,./) est un espace L. C. D. muni de ses boréliens, # désigne les boré-
liens de R, (E, &) = (Il x R, /'® #); 6 et A sont des points isolés exté-
rieurs 4 IT et a E, 4; et &, sont les tribus engendrées par A et par & dans
;=M uU{d}etdans E, = Eu {A}. 1, désigne la fonction indicatrice
de ’ensemble A.

DEFINITION. — Un processus de Markov X=(Q, #, .#,, 0,, (w,, X)), P™)
a valeurs dans (E,, &,) est dit & accroissements semi-markoviens s’il est
normal et §’il vérifie 'axiome ci-dessous:

AXIOME (ASM). — Pour tous (w, x)€E, Feé, s,t = 0,
(1) PO (@40 Xess — X)eF |, } = P*° { (@, X)€F)

Remarque. — On appelle (P,),», la famille des mesures de transition
associées a X. Si F est une partie de E, on note x+ F={ (@, x+); (@, y) e F }.
En utilisant le fait que X est normal et en faisant t = 0 dans (1), on obtient:

@ P(®@, x; x + F) = P(w, 0; F)

pour tous (w, x)e E, Fe &, t > 0. Réciproquement si (P,),>, est un semi-
groupe sous-markovien sur (E, &) vérifiant (2) et normal, il existe un pro-
cessus A accroissements semi-markoviens admettant ce semi-groupe pour
transitions ; en effet (1) découle immédiatement de la propriété de Markov
et de (2).
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I-2
Pour tout t > 0, posons:

o(w) si (o(w), X(w)eE
o sinon

w(w) = {
Drapres (1) le processus Xy = (Q, A, 4, 0, w,, P™9), a valeurs dans
(I, A), est markovien. Les processus X et X, ont méme durée de vie (.
Si X est fortement markovien, soit T un temps d’arrét pour la famille
(A )i>0; f étant une fonction réelle mesurable et bornée sur Il;, on a:

E*{ f@r+)| M} = [O)i<r + f(O)lr<Pd@r, X1; E)
+ 1rg JEI(mT9 Xr; do', dx') f (@)@, X)

=f(5)1;<'r +f(5)1T<{Et(wT, 0; E)
+ 1T<§ J‘Et(w'l’a 0; dw" dx,)f(m')lE(w’7 x,)

=E"{ f(@)}

a cause de (2), donc X, est fortement markovien. De méme si X est standard,
X, l’est aussi.
Pour tout réel u, définissons une mesure de transition Q,, sur II par
(Ae): ,
Q..@, A) = E™° { 1,(m)e"™™ }
ona:
Q4@ A) = E70 { ™0 { 1@, e "%+ X0eiXe | g1, }
= Em,o { eiuxtgm,,o { IA(ws)eiuxs } }

= Qt,uQs,u(ma A)

donc pour tout u réel, la famille (Q,,),>, constitue un semi-groupe de
transitions ; pour u = 0, c’est le semi-groupe associé a X,,.

I-3. Processus factorisé.

On appelle ainsi un processus a accroissements semi-markoviens tel
que la phrase « conditionnellement si la trajectoire de X, est connue,
le processus (X)), o est & accroissements indépendants (non stationnaires) »
ait un sens et soit vraie. Plus précisément :

Considérons d’une part un processus de Markov X=(Q, .4, 4, 0,, @, P”)
a valeurs dans II;, de temps de mort {. D’autre part, soient : A’ un point
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isolé extérieur a R; Q' un espace muni d’une famille de tribus (3#) < <,
telles que si < s <t < ¢, #5 < #5; (X]),»0 une famille d’applications
de ' dans R U { A"}, telles que X/ soit #';-mesurable si s < t < r et que
si XJ(w) = A, Xj(w) = A’ pour tout t > s; (0;),5, une famille d’applica-
tions de Q' dans €, telles que X] -0, = X[, .
Dans la suite, p.s. signifie P®-p.s. pour tout @ eIl. Posons

Q= {w; Xi(w) = A"};
on considére pour presque tout w € Q, tous x € R et s = 0 une probabilité
P53(.) sur (€, #%,) qui satisfait :
(3) Si Aes#;, P*5(A) est 4 ,-mesurable.
(4) Pour tous xeR, t =0, Ae ¥, P52 (A) = P56, '(A) p.s.
(5) On a presque siirement :
sl 0 si s+t <{(w)
PS (Q‘) = { 1 si
sinon
(6) Pour presque tout w, le processus X, = (0, #%, X;, P%’) est un
processus de Markov (non homogéne) a4 accroissements indépen-
dants.

Compte tenu de (4) et de ce que 6;71(Q)) = Q},,, il suffit que (5) soit

veérifié pour s = 0. Posons:
Q=Qx, M=MQH, M= MO H?
Olw, o) = (B(w), /(")
(@(w), Xj(@") si t<{(®) et o ¢
(wra X‘)((U, w,) = .
A sinon
P™X(dw, do') = P(dw)P%;°(dw’)

PROPOSITION 1. — Le processus X = (Q, M, M, 0, (@, X)), P™7) est a
accroissements semi-markoviens.

Un processus du type précédent s’appelle un processus factorisé, cons-

truit sur le processus de Markov X.

Démonstration. — Les seules choses qui ne sont pas évidentes sont les
vérifications de la propriété de Markov et de 'axiome (ASM). Pour la
propriété de Markov, il suffit de montrer que si Ae #,, B eH?, Ce,
et De#%,ona:

E™ { 1,(0)15(0") (@, +)1p(X, 1) }
= B { 1,(0)15(@)P™* { (@, X)eC x D} }

mais en appliquant successivement (5), puis la propriété de Markov rela-
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tive 2 X et (3), puis (4), puis la propriété de Markov relative a X!, et enfin (5),
on obtient:
E™* { 1,(@)15(@")P"* { (@, X)eC x D } }

r

= | Po(dw)15()P%*(dw’)15(@)P™(do)] (@0, ))PL" { X e D }

r

= | P(dw)l A(a))P;‘,"’(dw')lB(w')lc(ws+,(w))P?,‘f(‘a‘,‘;"’° {X{eD}

= | P7(dw)14(@)P%*(do’) 1 5(0) (@, + (0)PL { X, €D }

o
r

= | PP(dw)1A(@)1 @, + ()P5° { {Xi+;€D} N B}

= E™* { 1,(0)1p(@") (@, + )1pX;+) }

Enfin (ASM) découle immédiatement de la propriété de Markov et de
ce que chaque X!, est & accroissements indépendants. [l

II. PROCESSUS STANDARDS
ET SYSTEMES DE LEVY

Nous supposons dans cette partie que X est un processus standard a
accroissements semi-markoviens. Soit ¢4, = o(w,, s < t); ¥, est la com-
plétée de ¥, par rapport aux probabilités P*°, ou u désigne une proba-
bilit¢ quelconque sur (I1, #); &, est la complétée de ¥, dans F  par
rapport & la méme famille de probabilités.

Pour tous t > 0, xeR, Q, (x, .) est absolument continue par rapport
a P/(x, .). Il existe donc une fonctionnelle multiplicative (M, ), de X,
qui engendre le semi-groupe (Q,,),>, €t il est clair que

M,, = E™° { | #,}

Soit la variable aléatoire

1
CJ = ess sup {—I(M,,., - M)t 2 0}
@w,ﬂ) t

ConpITION (A). — X vérifie cette condition si

(i) Il existe une famille de variables aléatoires f8, telles que

1
lim -(M,, — M, ) = B, P®%p.s.
s My , L
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(i) Pour tout u, sup { E®°{C?}; weIl} = D@u) < .

(iii) SiV, (@) = E™° { B, }, 1a fonction V (@) est continue en u pour tout m,
finement continue en @ pour tout u, relativement a la topologie fine induite
sur II par X, et il existe deux réels e < 0 et D > oo avec:

W) sup {V(@); ue[—¢ el mell} <D

ConpITION (A’). — X vérifie cette condition il vérifie (i), (iii) et
(i) Pour tout u il existe un réel C, tel que pour tous well, ¢ > 0,

1
JI M, =M, <C, P"%p.s.

La condition (A’) est plus forte que la condition (A), mais on verra que
si (A) est vérifiée, le processus X admet une modification vérifiant (A’).
La signification de ces conditions apparaitra clairement dans la partie III.

DEFINITION. — On appelle systéme de Lévy (b, G); sur un ensemble T
un systéme constitué de:

— Une fonction bornée b de T dans R (de norme b,).

— Une famille de mesures de Radon positives sur R, (G(z, .); teT),
vérifiant les conditions :

(8) Gola) = sup {Gt,[—a0a)} <

9) G,(a) = sup { JG{t, dx)i2 1|x|>a} <
T b4

Il suffit bien sir que les conditions (8) et (9) soient vérifiées pour une
valeur de a pour qu’elles le soient pour toutes.

Soit B (resp. B) I’ensemble des fonctions mesurables et bornées de I1
(resp. E) dans R. C? est I'espace des fonctions bornées sur R, dont les deux
premicres dérivées existent, sont continues et bornées. Rappelons qu’une
suite de fonctions f, de B converge faiblement vers f si pour tout @, f,(w)
tend vers f(w), et si la famille f, est uniformément bornée. On appellera A
et A, (de domaines respectifs 2, et 9, ) les générateurs infinitésimaux
faibles dans B et dans B des se~mi-groupes (P)>0 et (Q,.)>0- Notons
que si fe 9, si et seulement si la fonction g (@, x) = f(w)e™ appartient
a9 A Ct dans ce cas,

Ag @, x) = ™A, f(m)
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THEOREME 1. — Soit X un processus standard d accroissements semi-
markoviens vérifiant la condition (A); pour tout u, D, = Dy, et il existe
un systéeme de Lévy (b, G)y sur Il tel que si f€ D, et si g(w, X) = f (w)e™~,
on ait:

" —1—iusiny

(10) Agu@,x)=e""Ao f(@)+e"™f (W)<iub(u7)+ j~—y2—— G(w, dy))

On donnera dans la partie suivante I’expression du générateur A pour
les fonctions de la forme f(w)g(x) ou ge C2. (10) constitue une générali-
sation de la formule de Lévy relative aux processus a accroissements indé-
pendants. Remarquons que les conclusions de ce théoréme ne font inter-
venir que le semi-groupe (P,),, alors que les hypothéses mettent en jeu
le processus X lui-méme.

LEMME. — Pour tout u on a D, = Dp,, et si f€ Dy,
(1 Auf(@) = Ao f (@) + f(@)V (@)

Démonstration. — Considérons d’abord une fonction f de B, finement
continue pour X,.

1 1 1
- Quuf@) — fl@) = - (Q.f(@) - Quof(@) ++ (Qi0f (@) — f(@))
1 1
= E™° { f@)- M., — M,,o)} + - (Quof(@) — f(@))

Le premier terme du second membre est inférieur a D(u) pour tous
well et t > 0; f(w,) tend vers f(w) lorsque ¢ | 0, P®%p. s. Grace a (ii),
le théoréme de Lebesgue montre que ce terme converge vers f(@)V (o).
On en déduit facilement que (f € 2,,) équivaut a (f € 2, ), ainsi que la
formule (11) pour les fonctions finement continues.

Dr’autre part on a:

AV (o)) = lim E™° { cos uX, — 1} <0

et par hypothése V, est finement continue ; d’aprés Dynkin [3], la formule

Af(@) = Ao f(@) + V(@) f(@)

définit un opérateur de domaine 9, , qui est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe (Q; ) o-

ANN. INST. POINCARE, B-VII-3 16
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f étant une fonction de B continue pour la topologie fine induite par
Xo, f(w@)e™ est continue pour la topologie fine induite sur E par X. Mais
un processus standard admet un semi-groupe fellérien pour la topologie
fine, et on en déduit que v, = Q,,f est finement continue. La famille
(v),»0 de fonctions de B satisfait

dv, ,
i A, = Ay,
d’apres (11). On a donc également v, = Qj, f; les transitions Q,, et Q;,

coincidant sur les fonctions finement continues, elles sont identiques;
de plus on a A, = A}, ce qui est le résultat. i}

Démonstration du théoréme. — Les formules (10) et (11) sont identiques,
a condition que:

iux __ 1 3 3
(12) V(@) = iuble) + | LY Glw, dx)
x2

Pour w fixé, posons:

¢, = nP,,(@, 0; E)

n
Fn() = C_,l.)l/n(wa 0; H’ -)

si ¢, est la transformée de Fourier de F,, V (@) est définie par :
V(@) = lim ¢,(¢,(u) — 1)

V,(w) étant continue en u, on sait [¢] qu’il existe une constante b(w)
et une mesure de Lévy G(wm, .) telles qu’on ait (12). Il reste & montrer que
la famille (b, G)y est un systéme de Lévy. On a:

2ib(w) = V(@) — V_,(@)
et comme pour tout u, V, € B, 1a fonction b est dans B. On a aussi :

— (V4(@) + V_ (@) =2 jif"f—x Glw, dx)

x2
2 j(l - E)lmslG(W, dx)

11
> —G(m [- 1,1
k! )



GENERATEURS INFINITESIMAUX DES PROCESSUS A ACCROISSEMENTS SEMI-MARKOVIENS 227

par conséquent la fonction G(., [— 1, 1]) est bornée et on a (8). Enfin
a cause de (7),

2D¢ > ——% [8 du(V (@) + V_ (o))

& _ 1 1
P j du f—————l c<2)s ux G(w, dx) = 2 JG(m, dx) F(a _ s xs)
e X

x
1
> 1|x|>2/sG(w’ dx);
donc G;(2/¢) < 2D¢, et on a (9).
III. THEOREME RECIPROQUE
Etant donné un systéme de Lévy (b, G)q, pour tout te T, posons:

e — 1 — iy sin x

V. (¢) = iub(t) + J 2 G(t, dx)

exp (V,(r)) est la fonction caractéristique d’une loi indéfiniment divi-
sible; si T =10, {[ et si pour tout u, V,(.) est continue a droite,

t
exp (J V“(r)dr) est également lorsque ¢t < { la fonction caractéristique

d’une probabilité sur R, notée u (.). Posons:

Usdy — x) si t<{

(13) P, (x, dy) = { )
0 sinon

On construit ainsi un semi-groupe non homogéne de transitions sous-
markoviennes sur R, invariantes par translation. On peut donc construire
un processus a accroissements indépendants a valeurs dans Ru {A’},
de transitions (P; ) <<, Le temps de mort {’ de ce processus est évidem-
ment égal presque siirement a {. Nous allons préciser quelques propriétés
de ce processus:

PROPOSITION 2. — Soit (b, G)o un systéme de Lévy sur [0, ([ tel que
pour tout u, V, soit continue d droite ; il existe un processus non homogéne
X'=(, 3, X!, P*%) d valeurs dans R u {A’}, de temps de mort {, a
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accroissements indépendants, de transitions définies par (13), dont les tra-
Jjectoires sont continues a droite et limitées @ gauche, et qui est fortement
markovien et quasi-continu d gauche.

Pour démontrer la proposition, il suffit d’aprés Dynkin ([2], p. 156 et
168) de vérifier les deux conditions suivantes:

(C) Si f est une fonction réelle continue et bornée sur R, pour tous
xréel, 0 < s <t on ait:

y—l»ixnrlls Pr,tf(y) = Ps,tf(x)

(D) Pour tout ¢ > 0,

laif{)lsup{Ps,,(x,[R—]x-—s,x+s[);xeR,0<t—s<5}=0

Selon Dynkin on peut alors prendre pour Q' 'ensemble de toutes les
fonctions de [0, co[ dans R U { A’ } qui sont continues a droite et limitées
a gauche dans R, et telles que si Xj(w) = A’, Xi{w)=A" pour s = t;
Hi=0X.;s<r<t).

1
LEMME 1. — La famille de mesures {— Ko s+n(dx)x?; s 20,h >0 } vérifie
h
(8) et (9).

Démonstration. — Remarquons d’abord que la fonction V, est bornée :
| V)| < g) = |ulbo + Go()(1 + |u| + 2u® + |ul’) + G,(1)3 + | u))

1
Il est évident que la famille {zys,s,,,,(dx)xz, s=20,h>21 } vérifie (8) et
©).Sih<1l,ona:

% j Ky s+1{dx)N1 —cos ux)= ﬁ (2 —exp ( f V,,(r)dr) —exp ( J: V_,,(r)dr))
1 s+h 2 1 s+h n 's+h n

= (— j (Vu(r)+V_(r))dr— 2— (( J V..(r)dr> +< '[ V-.,(r)dr> >>
2h s 4 n! s s

1 s+h 1 —
< het® 4 P f dr J_cc;sg G(r, dx)
s X

<ef 4+ 202G (1) +2G (1) = C(u)
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Mais on a:

(dx)x* < 24 (1 (dx)(1 — cos x) < 24 C(1)
X)X* & — |+ Hss - x 77
<1 Hs,s+n 11 h’u’ +h 11

2 sin 2x
J‘ #s,s+h(dx) < 7 J )us,s+h(dx)<1 - )
IxI> 1 h Jixi>1 2x

2

1 1
< — du Jus,s+ Hdx)(1 — cos ux) < > J
2

S = S =

2

| . C(u)du

d’ou le résultat. [}

LEMME 2. — Si fe C?, il existe une constante C ; dépendant de f, telle que
sixeR, 0<s<{,0<h<{—s, on ait

Posenf(x) — /()
h

= A,f(x) = f'(x)bls)

+ Jf(x + ) —f(x) — f'(x) sin y

y2

<G

lim
hlO

Ps,s+hf(x) —f(X)
h

G(s, dy)

Démonstration. — Soit v,(y) = f(x + y) — f(x) — f’(x) sin y; cette fonc-
tion est majorée par P, la fonction v,(y)/y est majorée par Q et les cons-
tantes P et Q ne dépendent pas de x. On a:

Posin — 1 i :
S ) f s sin y + fus,m(dy)vx(y)

s+h s+
= i f'(x) (exp (j A"/ 1(r)dr) — exp (J hV_ 1(r)dr))
2ih s B

1
+ z f#s,s+h(dy)vx(yx1|y|$l + 1|y|>1)

Py senf(x) — f(x)
h

24 P (2
<bof'(x)+2hf’(x)eg‘"+QHC(1)+5 J Cw)du=C,
-2

en reprenant les notations du lemme précédent. Mais d’aprés la définition
de pggip On a:

lim 1<J‘.us,s+h(dx)ei“x - 1) = Vu(s)

hiO0 h

on sait alors ([4], p. 528) que d’une part % J Hs s+4(dx) sin x tend vers
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b(s) si h | 0, et d’autre part comme v,(y)/y* est continue a l'origine, on a:

1
lim f o dY)OL0) = f ”"y(f ) G, dy)

B0
la conclusion découle de ces deux remarques. [}

Démonstration de la proposition. — Soit f € C?; on vient de voir que la
fonction A, f(x) est bornée par une constante C 1 et Pg, f(x) est une fonc-
tion de ¢ dérivable a droite, dont la dérivée est P, A, f(x); on en déduit:

IP f(x) —f(¥) <t = 5)C;

Prenons une fonction f comprise entre 0 et 1, nulle pour | x| > ¢ et
telle que f(0)=1; on a:

PLx, R-Ix—egx+e)=1-P 0] ¢ ¢l
< f0) - P, f(0)

et la condition (D) est remplie. Quant a la condition (C), notons que la
loi P, (t, .) admet pour fonction caractéristique

exp (iuy + J tV,,(z)dz)

donc la fonction caractéristique de P, (y, .) converge vers celle de P (x, .)
lorsque y —» x et r | s. On en déduit le résultat. i

THEOREME 2. — Etant donné un opérateur A, qui est le générateur infini-
tésimal faible d’un processus de Markov standard X d valeurs dans T,
et un systéme de Lévy (b, G)y sur II tel que pour tout u, V, soit continue pour
la topologie fine induite sur I1 par X, il existe un processus standard X d
accroissements semi-markoviens, factorisé et construit sur X, vérifiant (A’)
et dont le générateur infinitésimal vérifie (10).

Démonstration. — Soit X = (Q, 4, M, 0,, ©,, P) un processus stan-
dard de temps de mort {, de générateur infinitésimal A,. Q’, X!, 5% ont
€té définis aprés ’énoncé de la proposition 2, et 6, est la translation naturelle
sur . La fonction V (w(w)) est presque slirement continue a droite en ¢,
et soit Q, I’ensemble des w pour lesquels elle est continue a droite.

Pour tout w € Q,, la proposition 2 permet de définir une famille de pro-
babilités P3® sur (Q, #7%,) telles que X, = (', #7%, X|, P%) soit un pro-
cessus 4 accroissements indépendants fortement markovien et quasi-
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continu & gauche, dont le temps de mort {’ est p. s. égal a {(w), et dont les
transitions sont définies par:

t
( exp <iux+ '[ V,,(w,(w))dr) si t<{(w) et weQ,
J Pgsﬂ(X, d.V)ei"y = ’

0 sinon

Pour vérifier (3), il suffit de montrer que sis =ty <t; < ... <t, =1t

la fonction E** { exp Ziu‘,X{P }est M -mesurable.Siv, = u, + ... + u,
ona: o=t

n tp
E%* { exp ZiupX{P} = ei”"‘ﬂexp ( J V,,p(w,(w)dr)) P®-p.s.
tp-1

p=1 p=1

d’ou (3). (4) découle de ce que I'expression précédente égale aussi

n
,0 g ;
E o) { exp ) i X; } .

p=1
(5) vient de ce que {'= { p.s.

On peut alors faire la construction du paragraphe I-3: le processus X
ainsi obtenu est & accroissements semi-markoviens. Par construction ses
trajectoires sont continues a droite et limitées & gauche, et M, =M,
Pour montrer qu'’il est fortement markovien, il suffit de reprendre la démons-
tration de la proposition 1, en remplagant I'instant ¢t par un temps d’arrét T
relatif & (#,),: en effet T(., w’) est un temps d’arrét sur Q pour (A).>0
et T(w, .) un temps d’arrét sur Q' pour (#?),,. Enfin la quasi-continuité
a gauche de X et de X’ entrainent celle de X, et X est un processus standard.

On va montrer que X vérifie la condition (A’) ; posons :

t
Mt,u = 11>§ exp (J‘ Vu(wr)dr)
0

(M,,))> 0 est une fonctionnelle multiplicative de X, qui engendre (Q, ), o
Drautre part V,, est majorée par g(u), donc (i) est vérifiée avec B. = V,(m,),
(ii") avec C, = e*® — 1, (iii) car E®°{B,} = V() et que

D = sup {gu); ue[— ¢ ¢} < oo.

Il suffit d’appliquer le théoréme 1 pour obtenir (10). [
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COROLLAIRE. — Soit X un processus standard d accroissements semi-marko-
viens vérifiant la condition (A); si f € D, et si he C?, la fonction f(w)h(x)
appartient d Dpetona:

Afh(@, x) = h(x)A, f(@) + f(@)b®@)h'(x)
, j h(x + y) — h(x) — W(x) sin y

= G(w, dy))

Démonstration. — On peut, sans changer les générateurs infinitésimaux, .
considérer le processus équivalent construit dans le théoréme précédent.

1 1
7 B h(@, x) — fl@)hlx)) = - (Bufh(@, x) — h(x)P. (@, x))
1
+ 2 (Quof (@) — f(@)h(x)

le deuxiéme terme du second membre converge faiblement vers h(x)A, f(w)
lorsque t | 0; quant au premier terme, il égale :

JP"%dw)f(w,(w»M

f(m(w)) converge P”-p. s. vers f(w) lorsque ¢ | 0; quant a la derniére partie
de Pintégrand, le lemme 2 de la proposition 2 montre qu’il est majoré par
une constante C, et qu’il converge vers A_h(x) lorsque t | 0. On obtient
donc le résultat en appliquant le théoréme de Lebesgue. [}

UN PROCESSUS NE VERIFIANT PAS (10) (Processus de Poisson semi-
markovien). — On considére une chaine semi-markovienne (@, Y,),> o
c’est-a-dire une chaine de Markov a valeurs dans E, telle que (@,1 1, Y, +1)
ne dépende que de @, et non de Y,. On appelle P sa probabilité de transi-
tion :

P@; A)=P{(m, Y)eAlm, =}

On considére d’autre part une fonction bornée b et une fonction posi-
tive bornée a sur II. Conditionnellement si les (w,),», sont connus, on
définit une suite (T,),», de variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes, de lois exponentielles de paramétres a(w,). Posons:

W, = Wy
n—1

X, =X, + Z(Y,, + T b)) + bw,) (t - 2T,,>
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Il est clair que le processus (@,, X,),», est un processus de Markov a
accroissements semi-markoviens, qui généralise de maniére naturelle les
processus de Poisson composés. On voit facilement que toute fonction
de B appartient a 9, pour chaque réel u, et que:

A, f(w) = iub(w) f(@) — a(@) f(w) + a(w) JB(W; dw’, dx) f(@’)e™™
= A, f(@) + iub(@)f(w) + a(@) jf(w; dw’, dx) f (@')e™* — 1)

et la relation (10) n’est pas vérifiée.
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