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Processus tués
de processus de Hunt conservatifs
et prolongements de processus standards

par

N. KAROUI, H. REINHARD et B. ROYNETTE

SOMMAIRE. — Soit M un processus de Markov standard tel que )A(g_
existe; P. A. Meyer a construit par des méthodes probabilistes un pro-
cessus standard spécial M qui prolonge M.

Cet article donne, par des méthodes plus analytiques, une condition
nécessaire et suffisante pour que le processus M soit un processus de
Hunt conservatif et que M soit équivalent 4 un processus tué de M par
une fonctionnelle multiplicative.

Dans une premiére partie, on donne des propriétés d’un processus
tué d’un processus conservatif par une fonctionnelle multiplicative
M, = e™ B, ou B, est une fonctionnelle additive continue.

Dans la deuxiéme partie, on construit a partir de M le semi-groupe
de transition de M ; on montre qu’il existe une version continue a droite
et on donne les conditions nécessaires et suffisantes pour que M soit équi-
valent a un processus tu¢ de M.

On termine par des cas particuliers et un exemple.

SUMMARY. — M being a standard Markov process such that 5(5_ exists,
P. A. Meyer constructed a standard special process M prolonging M,
by probabilistic methods. This paper provides, by more analytical
methods, a necessary and sufficient condition so that M be a conservative
Hunt process and so that M be equivalent to a process obtained by « kill-
ing » M by a multiplicative functional.

In the first part, the authors give some properties of the process obtained
by « killing » M by a functional M, = e~ B, B, being a continuous additive
functional.
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In the second part, the transition semi group of M is constructed starting
from M; the existence of a right continuous version is proved, then the
necessary and sufficient conditions are given so that M be equivalent to
a « killed » process of M.

The paper ends by giving particular cases and an example.

Notations.

Soit E un espace localement compact a4 base dénombrable (LCD) muni
de la tribu de ses boréliens, § son point de compactification.

B(E) désigne I'ensemble des fonctions boréliennes bornées.

C(E) désigne I'ensemble des fonctions continues bornées.

Soit X un processus de Markov sur Q a valeurs dans E; on notera P, son
semi-groupe de transition et K* sa résolvante.

Soit B une fonctionnelle additive on posera :

Ukf(x) = EJ e #f(X)dB,.
0

Soit P, un semi-groupe, on notera A et D(,A) le générateur fort de P,
et son domaine, de méme le générateur faible et son domaine seront dési-
gnés respectivement par A et D(,A).

On désignera par (B, I'ensemble des fonctions de B(E) telles que
|P,f — fll = O sit tend vers zéro, et par ,B, '’ensemble des fonc-
tions de B(E) telles que P, f(x) — f(x) tend vers zéro pour tout x si ¢ tend
vers zéro.

On rappelle la définition d’un processus tué par une fonctionnelle M,
(les détails pourront étre trouvés dans Blumenthal et Getoor [2], III 3).
Soit & = Q x R*, nous giéﬁnissons sur O un processus de la fagon

suivante :
R (@, 2) X () si t< A
S Y
On définit sur R* une mesure «, dépendant de w en posant
a,(Ja, o)) = M (w);

soit alors AeQ x R™ et A® sa section en w, c’est-a-dire A® = {1; (w, )eA },
la formule P(A) = E («,(A®)) définit une probabilité sur Q x R™*.

M (&, X,, P) muni des tribus convenables est un processus standard
qu’on appelle le processus tué de M par la fonctionnelle multiplicative M,.
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Soit B, une fonctionnelle additive continue, soit M le processus tué
de M par e B (dans la suite nous dirons que M est le processus tué¢ de M
par B,), nous serons amenés a faire I'une ou l'autre des hypothéses sui-
vantes :

H 1 supE/(B) —» 0 si t tend vers zéro
H? 33\1(1) tel que sup Uil(x) < N(1) < Vi>0
H3 3i,>0 tel que l;ﬁ"l(x) < o0.

On définit enfin sur B(E) les opérateurs H* de la fagon suivante :

[0,1] AY(x) =B e (X;-); <) 4>0

Convention.

Nous aurons souvent a prendre ’espérance de variables aléatoires du
processus M; nous conviendrons désormais que le symbole E_ suffit &
indiquer qu’il s’agit du processus M et les lettres X et { dans les expres-
sions qui expriment la quantité dont nous prenons I’espérance seront
supposées surmontées du symbole . Ainsi nous écrirons Pexpression
précédente Hf(x) = Efe %1 (X,-); { < o).

Toutes les quantités relatives au processus M seront désignées par des
lettres surmontées du symbole ", ainsi la résolvante de M sera notée R4,
le générateur fort A, son domaine D(SA) son semi-groupe sera noté P, et
I'ensemble des f e B(E) telles que || P, f fIl = 0 quand ¢ tend vers zéro
sera noté (B, ; on définira de méme »Bo.

PREMIERE PARTIE

PROPRIETES DU PROCESSUS TUE

A. Propriétés des opérateurs H*.

Les opérateurs H* vérifient 'équation suivante :
(L A1) A - A* + A—wK*A* =0

Cette relation entraine évidemment que K*H* = R*A*,
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11 suffit de calculer

K*A*f(x) = E, J ’

e MEx (e M (X,-); ¢ < o)t
(V] .

© fyu _ fai
= Ex(e——”c‘f(ng); (C < w) Jr e—(l_ﬂ)tdt —_ E_I__f‘(x))'—‘uli.@
0 —

PROPOSITION (A, 1):
A (x) = Efe™ 7 Pf(X,-); {< ©0) + E, Lw e” 7R (X,)dB,
En particulier si M est conservatif on obtient les relations :
(I,A,2) A*(x)=E, f e M Bf(X)dB, et K*—K*=HK"

0

On démontre cette proposition en utilisant la relation de définition
de P,

Elf(w, 2] = Exj S (@, A)a,(dA)
V]
ou «,, est la mesure définie sur R* par a,(Ja, ©0]) = e B,
Alors
A (x) = Ee @ Pf (X-(, 2); L, 2) < )

= Ex‘: J e_”&w’l)f[s(f(w,m(w’ '1)]1 {Z(w,1)< oo} am(dj')il

0

Or Lo, 2) = U@)AL et X;- (@, D) = X; - ()a@)

Ainsi
. |
H% (x) = ExL e_"“w)Mf [XC'(a))A}.(w)]l{g(w)Al<oo)am(d)’)_l
Jo -
. w
=E; e M X - ()ay(d*) + E, [e_“‘f(xgv) J %(dl)]
L JO L(w)
-
=E] e_"‘f(Xl)e_B"dBl] + EJe B f(X,-), { < 0]
L Jo

car ’ensemble des 4 tels que X, (w) # X, -(w) est dénombrable et sa mesure
est nulle puisque B,(w) est continue en A. Ayant la forme de H* dans le cas
conservatif ({ = + oo B.ps) la formule K* — K* = H*K* résulte alors
d’un calcul classique.
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Nous supposerons désormais que le processus M est conservatif.
Nous noterons T la fonctionnelle additive T, (w) =t indépendante
de w.

Remarque. — Si la fonctionnelle B, posséde par rapport a T une densité
g € B(E) alors A*f(x) = K*gf(x).
En effet

Bf(x) = E, ro e B (X )g(X)dt = Kfg(x).
0

PROPOSITION (A, 2). — Soit ﬁ,(w, A) = Bas(w), B,(w, A) est une fonction-
nelle additive continue du processus M telle que B*f(x) = U4 f(x).

Ceci prouve en particulier que B est de A-potentiel fini et que Hf est

un A-potentiel régulier pour M (Vf € B(E)).
En effet

URf(x) = Ex[L e "f (X, 1))dB (o, l)]

=E, ; a,(dA) r e X (o, VB, 1)
0 0

(* 0 A
=E.| a,d) J e "f (X (w))dB(w)
(V] (V]

=E, ? e M (X (w))dB () -ro o, (dA)
JO u

=E, | e ™ Bf(X,)dB, = H*f(x) (I A, 2)
JO

Or [[A [ < I A1l 1AL et A*1(x) = Be™, T < c0) < 1.

Donc fB est de u-potentiel borné et H¥f est un p-potentiel régulier
de M Vu>0.

Remarque. — L’hypothése H; entraine les relations suivantes:

(I, A, 3) K* — R* = UAR*
UAA*=A*U = Ui - B* Viz i,
(HY1(x) < .
nz=1

En effet U°1(x) < o entraine que UZ°l est une fonction A,-excessive
donc que AK**%Ulel < Uil < oo.



206 N. KAROUI, H. REINHARD ET B. ROYNETTE

Par suite ’équation
Uj*t41 — Udel 4+ AK*+%Ufel = 0
entraine que

Uithl(x) <0 VA0

Alors un calcul classique montre que Vi > 1,UiK* = K* — K*
et que UAA* = A*UA = U — A~
De cette derniére équation on déduit que

(ErUf = Uf - ) R
1

donc "

Z(ﬁ*)ﬂ(x) <Uil(x) <0 Vn

1

ce qui établit la derniére relation.

B. Propriétés analytiques.

Les propriétés analytiques qu’on va démontrer maintenant ne sont
pas indispensables pour la reconstruction de M a partir de M, elles donnent
des relations intéressantes liant les deux processus.

LemME (B, 1). — L’hypothése H, entraine I'hypothése H,.
Soit p(t) = sup E,(B,). On va montrer qu’il existe ¢, et k tels que t > ¢,

. )
entraine que ﬂt_ < k.

a) p(t) est borné sur [0, a] Va.
En effet:

p(2t) = sup E(B, + B, 0 6,) = sup E,[B, + Ex(B,)] < 2 sup E(B,).
Donc .
p(2t) < 2p(1).

D’aprés H;,, Ve > 0, 3n > 0 tel que V' < g, p(t') < e.
Soit t fixé t € (0, a), soit t’ < n et soit n le plus petit entier tel que ¢ < nt’
alors p(t) < p(nt’) < np(t’) < ne.



PROCESSUS TIRES DE PROCESSUS DE HUNT CONSERVATIFS 207

a . o . ,
Comme n est borné par (; + 1) ceci entraine bien que p(t) est borné.

On notera L(a) une borne de p(t) sur [0, a].

b) Soit f = 1nf& < p(1). Alors tlgg%t) = B.

En effet, Ve > 0, 3a > 0 tel quep(—a)<ﬁ+s
Soit g tel que ga < t < (q + 1)a alors

ﬁ<p(_t)_p(qa+t—qa) plqa) p(t—qa)gp_(@+w

t t t a t

qui prouve b.
¢) Calculons alors:

Ugl(x) = Exf e dB, < Ex< 26_‘"(3..“ - Bn)> < Ex< ze_lan+l>
0
0 0

=
Soit n, la partie entiere de t, + 1.

no ©

Ul;il(x) < Ex( Ee—lan+l> + Ex< Ze_lan+ 1>
0 no+1
sup Uil(x) Zp,,ﬂ + Z A+ 1) Pn+11
* 0 no+1 +
&+ p)e
< (ng + )L(ng + 1) + il—ﬁ)“)z .

LEMME (B, 2). — L’hypothése H; entraine la réalisation de I'une ou Pautre
des relations suivantes :

o |P] =1 \ 42 .
B) Ak, > ky > 0 tels que e ™" < || P, | < e7*" pour t grand.

Soit g(r) = Log || P, ||

a) q(t) est borné sur [0, a] pour tout a.
Sinon il existerait une suite ¢, croissant vers ¢, < oo telle que || P, |[0;
il existerait donc t, < oo tel que || f’,o || = sup E (e B°) = 0, donc
X

e

B, =w0P,ps; or 0 > E"(_[

0

e—‘"dBu) > ¢”E (B, )
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. . t
b) Soit y = inf ? < g(1) < oo car gt + s) < q(t) + gq(s). Comme pré-
t
cédemment on montre que y = lim ﬁl(?z
t— 0

Or ¢(t) < 0 et g(t) décroit lorsque ¢ tend vers I’co.
Siy=0gq(t)=0 Vret|P] =1

. log || P
Sly<C,Vs>0p0urtassezgrandy—sg—g-%ﬂsy+s.Cequi

prouve le lemme.

Remarque. — L’hypothése H; entraine que si ¢ est une mesure de réfé-
rence pour M c’est aussi une mesure de référence pour M et réciproque-
ment, si £ est une mesure de référence pour M elle I'est pour M.

En effet

A)=0 <« Vi>0 KM(x)=0 Vx
donc R
Vi>0 K*,(x)=0 Vx

En effet (A) > 0 entraine K*1,(x) > O car cela entraine que 31 > 0,
3x tel que K*1,(x) > 0 donc 3Q, = Q, P,(Q,) > 0et 0 < I{t; X(w)eA}

ou w e, et | désigne la mesure de Lebesgue sur R; or H; entraine que
e B > 0 Pps donc

E, J e M7B, (X,)dt = K1,(x) > 0
0

ce qui établit la premiére partie.
Soit maintenant ¢ une mesure de référence pour M.
&A) > 0 entraine 34, Ix tels que 0 < K*1,(x) < K*1,(x)

&(A) = 0 entraine Vx Pxpsj e M B, (X,)dt =0, comme ¢ ®>0Pps
(o)
c’est que Kt, X,€ A) = 0 donc K*1,(x) =0 Vx.

THEOREME B, 1. — Sous I’hypothése H, les propositions suivantes sont
équivalentes : :

1) Il existe un noyau positif borné V de B, dans B, tel que ¥V f € B,
Vf.T ~ fB.

2) VfeB, Ut f e D(A).

3) D(A) = D(A).

4) ¥feB, HYfeD(A).
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5) Il existe un noyau positif borné W de B, dans B, tel que Yf e B,
A = RAWf.

6) Il existe he B, telle que ¥Vfe B, fheB,et B=x hT.

7) Il existe he B, telle que h* €Bo et Bx hT. On a de plus, si l'une
de ces propositions est vraie que A = A+ V V=W

Vfe,B, A=0  ARY = AHY — Vf

On rappelle que deux fonctionnelles A et B sont équivalentes si
P,ps A(w) = B(w) V¢, et que f.A désigne la fonctionnelle

f- A(t) = L f(Xt)dAn

f s’appelle la densité de fA par rapport a A.

Démonstration. — Dans le cours de la démonstration nous omettrons
I'indice s. Nous donnons la démonstration qui nous a semblé la plus
naturelle bien que ce ne soit pas la plus courte.

1) entraine 2).

En effet 1) entraine que Ujf = K*Vf or K’ge D(A) si ge B, donc
UifeDA) VfeB,

2) entraine 3).

En effet sous I’hypothése H,, d’aprés Dynkin [3, volume 1, p. 296]

feDA) « f + UifeD(A)

Or ||P.f — P.f Il <1l f1l sup Ex(1 — e™®) < || f || sup E,B, donc sous
H,B, = B,. i | i

Alors si feD(A) = By, UifeD(A) donc f + UifeD(A) ce qui
montre que si f e D(A), f e D(A)

A Pinverse si f e D(A), f € B, = B, donc U} f = K*Vf € D(A), comme
f + Ui f eD(A), f e DA).

3) entraine 1).

Soit DA)=D@A)={f:f+UifeDA)} donc si feD(A)
Ui f e D(A).

Comme K* est injectif de B, dans D(A) 3 V* de D(A) dans B, tel que
K*V* = U}; il est facile de voir que V* ne dépend pas de A car d’aprés
I'équation résolvante K*V* — K*V* + (A — w)K*K*V* = 0. Soit

K'VE— UL + (A — pKUE =0 or Ui— Uk + (A — wKUL=0
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donc
K*V* = U} = K*V4

K* étant injectif V* = V*,

On pose alors V = V¥V est positif car AU f = AK*Vf — Vf quand
A — + oo, V est borné car 1eD(A) puisque M est conservatif donc
| AUl — V1|| —» 0 quand A — oo et AU est borné.

Comme D(A) est dense dans B, on peut étendre l'opérateur positif
borné V a D(A) = B, on obtient ainsi I'opérateur V.

La fonctionnelle Vf.T est continue puisque V est un noyau borné
Ui f = K*Vf exprime alors que f.B ~ Vf.T.

1) entraine 4).

En effet "
I, A, 2) HY(x) = Exj e” 7P (X,)dB,

0

comme fB x VfT HY(x) = R*Vf(x) VfeB, car

Af(x) = E([ e“""‘Vf(X,)dt>
0
Donc Hf e D(A) Vf e By, sous 'hypothése H,. B, = B, ce qui entraine 4).

4) entraine 5).

Cest la méme démonstration que celle de 3) entraine 1) en utilisant
Iinjectivitt de K* on définit W positif borné indépendant de 1 par
HY = R*Wf Y[ eB,.

5) entraine 2).

Comme B, = B, sous I'hypothése H, on peut appliquer a f les équa-
tions (I, A, 3)

ULS = UiAY + BY
K/ — K¥ = UjK’f
H’*f = K*Wf entraine alors que
Uif = ULK*Wf + R*Wf = K*Wf — R*Wf + K*Wf
Ui f = K*Wf e D(A).
6) entraine 1).
De maniére évidente.

1) entraine 6).

Soit h = V1eB,, il faut montrer que Vf(x) = f(x).VI1(x). Soit f € B,
on va montrer que AUAS = AULSf — V1, comme U} = K*V et que
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AK*Vf = JK*Vf — Vf ces deux relations entraineront que Vf = fVL.

Or
PURN) — URS(x) _ o <e" —1 J " e Hur(X,)dB >
x t ’ u "

t
_ E( J e—m!ﬁz)dBu>
o t

Quand ¢ tend vers zéro le deuxiéme terme qui vaut

E, J' e—l"f-@vuxu)du

0 t

tend vers V1(x)f(x) car V1 et f sont continues a droite sur les trajectoires.
Le premier terme est majoré par

At 1 0
‘ J e~ Mf(X,)dB,

t 0

on peut donc appliquer le théoréme de Lebesgue et

At ©
E,,(e : lf e-*"f(xndsu)

tend vers AUg f(x).
PULf — Ugf

Ainsi la limite ponctuelle de — existe et est égale a

AU f(x) — f(x)V1(x), comme par ailleurs la limite forte existe et est
égale 3 AU} f la relation est établie.

6) est équivalent a 7).

Cette équivalence est démontrée dans ’article de Nelson [6]. Il reste a
démontrer que les derniéres relations sont vraies si 'une quelconque des
sept propositions est réalisée.

En cours de démonstration nous avons montré que V = W, deés lors
d’aprés Dynkin [3, p. 298] nous avons A = A + V. Nous allons utiliser le fait
que A* = R*V pour établir que AH?* = 1H* — Vf. La relation (I, A, 1)
s'écrit pour p = 0 H* — A + AR*H® = 0, comme || H*|| — 0 quand 4
croit vers I'co Hf € B, et la relation précédente montre aussi que Vf € B,
H°f € D(A). On peut alors écrire

AR = A% + AARMAYF = ALY — VF + A2R*H° — AAYf

Donc AI:IOf = — Vf-; on peut alors écrire la relation (I, A, 1) sous la
forme suivante AHY + Vf + AAKR*Hf = AH* + Vf — AHf = 0.
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Nous pouvons énoncer un théoréme presque analogue au précédent
en remplagant les limites fortes par les limites faibles.

THEOREME B, 2. — Sous Phypothése H; les propositions suivantes sont
équivalentes :

1) il existe un noyau positif V de B, dans B, tel que fB=~ f. V1.T.
En particulier si 1€ D(wA) V1e wB,,

2) [ eyBy UbS € DluA),

3) D(wA) = D(wA),

4) VfewB, Hlf € D(WA)

5) il existe un noyau W positif fini de w B, dans B, tel que H*f = R*W.

Démonstration. — On remarque d’abord que I'’hypothése H; entraine
que wB, = wBo. On vérifie d’abord facilement que

o0

Ukl(x) = Aj e~ ME(B,)dt
0

donc E_(B,) est fini pour presque tout ¢, comme c’est une fonction continue
et croissante elle est finie, or

Pf(x) = Pf(x) < | FIELL — e™®) < || S| Ex(B)

d’aprés le théoréme de limite monotone, E (B,) < oo et B, décroit vers
zérosit — 0donc P,f(x) — P,f(x) = Osittend vers 0.

1) entraine 2), 2) entraine 3).

On démontre comme dans le théoréme B, 1 que 1 = 2 et 2 = 3 en
utilisant la remarque de Dynkin [3] que

D(WA) ={f;f+ Usf eD(wA) } -

3) entraine 1).

D’aprés la méme remarque D(yA) = D(wA) implique que Vf € D(yA)
Uif e D(wA); K* étant injectif de wB, dans D(wA) il existe V de D(wA)
dans B, tel que K*Vf'= U*f pour tout fe D(,A).

Comme dans B, 1 on montre que V ne dépend pas de 4 soit V, qu’il est
positif car 0<KAK*Vf = JU*f converge vers Vf si A tend vers oo. Par
ailleurs 1€ D(wA) entraine que K*V1 = U1 et aussi que V1€ B, donc
est borné. V1. T est donc continue et P ps finie donc V1.T ~ B.

Montrons maintenant que Vf e D(wA) fV1ewB,

|EJLfX)VIX,) = fGVI]] < TEJVIK) (S (X)) — f(Xo)I |
+ 1 f(x).EJVIX,) — VI(Xo)] |-
Puisque VleyB, le deuxiéme terme tend vers zéro avec t. Le premier
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terme tend aussi vers 0 d’aprés le théoréme de Lebesgue puisque f et V1
sont bornées et que f € D(wA) est presque siirement continue a droite sur
les trajectoires ; alors fV1e wB,.

Il reste 3 montrer que gB ~ gV1.T Vge wB,. Soit g,e D(wA) telle
que g, = 4,K*g — g (D(wA) est dense dans yB,) de plus

lgall <llgll NAK*L] =1gll

Alors d’aprés le théoréme de Lebesgue K*(g, V1) » K*gV1) et Ujg, — Ujg,
comme K*(g,V1) = Ukg, d’aprés la premiére partie de la démonstration
on obtient que Uig = K*gV1); montrons maintenant que ces fonctions
appartiennent 3 D(wA); en effet g,V1 e B, donc

LAKAg, V1) = KXg,V1) — g,V1

qui converge vers AK*(gV1) — gV1, comme wA est fermé K4 gV1)eD(wA)
et wAK*(gV1) = AUjg — gV1. Alors gVle yB, car wAK*gV1) et

AUg € wBo.

Ainsi gB ~ gV1.T et Vge wB, gV1e B,

1) entraine 4).

Se démontre comme précédemment.

4) entraine 5).

On montre comme précédemment qu’il existe un noyau W positif
de B, dans B, tel que A = R*Wf Vf e B, comme 1eyB, et
"que wBo = wBy W1 = B, donc W1 est borné.

5) entraine 2).

La démonstration est identique a celle du théoréme B, 1.

SYSTEME DE LEVY DU PROCESSUS TUE

Nous allons maintenant décrire le systéme de Lévy du processus tué,
Nous supposons que le processus M a une mesure de référence &. Alors
d’aprés la remarque p. 208 ¢ est une mesure de référence pour M. M et M
admettent chacun un systéme de Lévy que nous notons respectivement
(P,L) et (P, L) ot L (resp. L) est une fonctionnelle additive continue
pour M (resp. M) et P(x, dy) [resp. P] un noyau sur E x E tel que
P(x, {x})=0. Alors (P, L) est le systtme de Lévy de M signifie que
¥feBE x E), f(x,x) =0, Vt.

I, B, 1) Ex(Zf Xs-» XJ) = Ex< JI Pf (Xs)dLs)
(V]
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Pf(x) = JP(x, ay)f(x, y).

La relation (I, B, 1) est équivalente a la relation suivante :

Exlizeﬂl{f(xt‘5 Xt):] = Ex[ fw e_MPf(Xt)st:| .
0

t>0

On pourra trouver des détails dans Motoo [5, p. 79].
Nous conviendrons de noter

’f(x) = E, Jw e “Pf(X)dL,
0

() = E, F e #Bf(X)dL,

PROPOSITION B, 3:

a)

0

i (x) = Exj e”*TRPf(X,)dL,

0

b) VfeB(E x E), f(x,x) =0 PfL,(w) ~ PfL(w, 1)

c)

Démonstration

P4f(x) = E,

s>0

“5>0

(¢
=Ex J‘
L JO

P (x) = O (x) + H O (x) .

Ze_‘”f X Xs)}

x Jm E o (d2)e™f (X, 4), Ko, l))]
L JO
s>0

~ E, r zaw(d»e-“f(xs-(w), xs(w»]
. JO

S<A

Ee"“sf(xs—(w), xs(w»r aa,(cm)] —E|

N (Xs)dLsJ

d’aprés Motoo [5, /] ce qui établit a).

ze' Bmbsf (X, Xs)}

>0
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Pour établir b) posons Ll(w, 1) = L (@)

E[ Jw e‘uSPf(Xs)df,,l] - E[ r ao(dh) r e HPf(R (o, DAL, ,1)]
]

0 ()

© A
= Exf %(di)j e” "Pf (X (w))dL(w)
0

0

= E, r e # PPf(X)dL, = BHf(x) .
0

Calculons pour établir ¢) 'expression H*®*f(x)

[e o]

e”*Pf (Xs)dLs]
0

= Ex[ J e BB, J e MPf (Xs)st}
0 t

= D (x) — D (x).

A*®*f (x) = EXH e M BB, EX,J
0

DEUXIEME PARTIE

RECONSTRUCTION DU PROCESSUS M

HYPOTHESES

E est un espace localement compact dénombrable a l'infini, § est son
point de compactification (si E est compact § est isolé).

M, F, F, X, P,) est un processus standard de semi-groupe P, de
résolvante K* et de durée de vie C.

Nous faisons I'hypothése H, : )A(Z- existe et appartient a E presque sure-
ment sur Pensemble (T < oo).

Nous définissons comme dans la premiére partie, avec la méme conven-
tion de notation, 'opérateur H* défini sur B(E) par

A (x) = Ble ¥ (X;-); ¢ < o).
PROPRIETES DE H*

(I1,1) a A* — H* + (A — WK*A* = 0 [cf. Premiére partie].
b) { > 0 P_ps entraine que quand 4 — oo, pour toute f € B(E)
H*f(x) décroit vers zéro Vx.
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¢) Si 5(3_ existe il y a équivalence entre les deux propositions suivantes :

)A(g- eE et H* =1 - ARM
En effet :

RUx)=E(l —e ™) =1-Ee¥;{ < )

et (Xc-e E) est équivalent 2 A*1(x) = E (e %; ¢ < o0).
d) Hf(x) est A-excessive pour P..

En effet PAA (x) = E (e *f(X;-); t < ¢ < o) qui croit, quand ¢ décroit
vers zéro, vers Hf(x).

Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME II. — Soit M un processus standard tel que Xc € E, pour
que M soit équivalent au processus tué d’un processus de Hunt M conser-

vatif par une fonctionnelle additive continue de A,-potentiel fini il faut
et il suffit que

1) H*1 soit un potentiel régulier (pour M)

2) 2(ﬁ*°)"1(x) < oo.

On rappelle que H*1 =1 — AR*1.
Remarques :

a) la condition nécessaire a été démontrée dans la premiére partie,

b) de I'équation H°1(x) = A*1(x) + ,,K*H’1(x) on déduit que si
H%1 est un potentiel régulier H°1 est aussi un potentiel régulier.

Nous démontrons maintenant le théoréme II en plusieurs étapes, nous
supposons donc désormais réalisées les hypothéses du théoréme II.

A. Construction d’une fonctionnelle additive
qui caractérise la disparition.

LEMME A, 1. — Il existe une fonctionnelle additive continue B de M
telle que :
V/ eB(E) A% (x) = Usf(x)
et

0

Alors B*f(x) = U f(x).
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Démonstration. — Puisque H°1 est un potentiel régulier il existe une
fonctionnelle additive continue B de M telle que H%1(x) = E(B,) = Uzl(x).
On a alors E(B,) = Uzl — P,Usl = A°1 — PH1 = E(( < o).

Montrons que Vf eB(E) A = Usf(x).

Soit g une fonction bornée continue sur E.

Drapreés les propriétés de l'intégrale de Stieltjes et Blumenthal et
Getoor [2, p. 150] on peut écrire :

n—1

t
] [ e, = im )E. st 8)
0 k=0
n—1

N kt k
lim ZEx[g(Xﬂ)— <<kt l)t].
n- oo non n

k=0

.

i

Soit k(n, w) 'unique entier tel que

t - t
k(n, w) - < {(w) < (k(n, w) + 1)—.
n n
Alors

Ex< J g(Xs)dl§S> = lim E(g(Xipmat); kln, w)é < o) < (k(n, w) + 1)%.
0 n— o

Comme g est continue et que

k(n, w)t
n

croit vers { quand n —» oo avec

N t t .
0 < {(w) — k(n, w) - < — la fonction dont nous prenons I'espérance con-
n n

verge vers g(f(g_)l ¢<,- Comme g est bornée on peut appliquer le théoréme de
Lebesgue et

E[ f g(xs)dﬁs} = Efe(X;); { < 1]
0

Les deux fonctions dont on prend I'espérance sont croissantes en t et
ont respectivement pour limite

J gX)dB; et g(Xp)lie,.
0
Comme

E[ J ) g(xs)dﬁs] < llg Bo1() < oo

0

ANN. INST. POINCARE, B-VI-3 16
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on peut écrire
EH g(xs)dﬁs] = E.lg(X;); { < 0]
V]

ce qui établit le lemme pour g continue bornée, les deux noyaux Ug et H®
coincidant sur les fonctions continues bornées coincident sur tous les
éléments de B(E) ce qui établit le lemme.

On établit la derniére relation trés facilement de la fagon suivante.
On vérifie d’abord que H*f(x) = A% (x) — AK*Hf(x) car

(4
AK*Hf (x) = AE, J

0

4
M (X, ), { < 00] = AB(f(Xp ), L < w)J e dt
0
= A% (x) — AY(x)

la définition de B entraine alors que H’f(x) = Uaf(x) — AR*Ugf(x).
Cette derniére expression est égale a U} f(x).

B. Construction du semi-groupe P,.

LEMME B, 1. — Soit P} la suite définie par la récurrence suivante sur B(E)
t

P f(x) = P.f(x); Pif(x) = fixH f(Xs)st].

0

Soit P,f(x) = ZP;‘f(x).

nz0

t

Alors Plx)<1 Vx et Pf(x)— P f(x)= Ex[‘[

0

P, f(Xyd ﬁs]

Démonstration. — On remarque que
t
P = &) | PiooaB,|< BBy = Bic< 0 =1 - Paw.
V]
Nous allons montrer alors par récurrence que
n—1

P'l(x) <1 — Zpﬁl(x)

i=0
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Supposons le vrai pour n, alors :

P (x) = Ex[ r P?-sl(Xs)dﬁs] < Ex[ J’ (1 - E Pf—sl(Xs)>df3s]
(] (o
i=0

n n

< ByB) - ZPﬁl(x) =1- Zp;i(x).
i=1 i=0
N
Par suite VNZP}'I(x) < 1 donc
n=0
EP?I(X)< I et EP?f(X) <f VfeB*(E),
n=0 n=0

ainsi P,f est borné et comme

P f(x) = Ex[ f PIZ (X, )dBJ

pour tout n
t

P, f(x) — P f(x) = Ex[f P_f (Xs)dﬁs].

0
LEMME B, 2. — P, f(x)= E(f (X,)eﬁ‘) et P, est un semi-groupe sur B(E).

Démonstration. — On remarque d’abord que
t
Pif(x) = Ex[j P_f (Xs)dﬁs] = B,[f(X)B].
0

On fait pour cela un calcul analogue a celui du lemme A, 1. Montrons
alors par récurrence que

B n
Pif(x) = [ B 1) ‘)J

Si ceci est vrai pour n

P;'+ lf(x) — Ex[f Ex (f(xg s)( t— S)n) :|

_ £ (Bt - ﬁs)n B _ (ﬁr)"+l
= Ex[f (X,)L TstJ = Ex[f X0 "t 1)!].
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Alors par le théoréme de convergence monotone

- B,y
P f(x) = ZPH (x) = zEx[f X ( n'?
n=0 n=0 )

1 est alors facile de vérifier que P, est un semi-groupe, en effet :

] = E,(/(X)e™).

Pt(Psf)(x) = Ex[eﬁtﬁxt(f(xs)eﬁs)] = Ex(f(xs+t)eBs+t) = Pt+sf(x)'

LEMME B, 3. — Soit K* la résolvante de P,
K*—R*=H*K* e KM =1
ce qui prouve que P, est conservatif.

Démonstration. — La premiére relation résulte de

Prf(x) - f’,f(x) = EXI:J;) Pt—sf(xs)dﬁs]'

En effet
[~ foo t
K (x) — K¥(x) = & 8“'dtj P_.f (Xs)dﬁs]
L Uo 0
-&) ["an.[ P, |
L JO s
=E| e #K* (Xs)dﬁs] = UK’/ (x) = H*K*f(x)
L UO

Car Uf = H* daprés le lemme A, 1.

Calculons maintenant AK*1 = AH*K*1 + AK*1 = AH*K*1 + 1 — A*1
car H*1 =1 — AR*1 (11, 1, ¢, 216).

Soit HY(AK*1 — 1) = AK*1 — 1, il suffit alors de vérifier que si H*f = f
J =0 ce qui résulte immédiatement du fait que

IZEYS ) < I FIEEYL <0 VA 2,

Comme K*1 — K*1 + (A — wK*K*1 =0 si 1> 4, on obtient que
1 —JK"1 + AK*1 — uK*1 =0 Wy donc que uK*1 =1 Vpu>0.
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C. Construction d’une réalisation continue
a droite du semi-groupe P,.

Suivant la méthode de P. A. Meyer [4, 3, p. 86 4 99], nous construisons
un processus M, sur Q = QN prolongeant M.
Pour cela nous posons :

[ R, si t < {o)
P pt1

X P (wp+ l) si Zé(wl) <t< EE(W.)
X(@) = Xdwy, 0y, ...) =4 =2

=1 i=1

) sit> ZE(w,.)
\ i>1

On trouvera dans l'article de Meyer la définition des tribus F, adaptées
a X(m) et des probabilités dont on munit Q, nous rappellons comment
on obtient ces probabilités en considérant le noyau suivant :

i {w) <
st o) <o (¢ est la masse de Dirac)

F(a)) = { 85‘(2-(‘“’

€5 sinon.

Le théoréme de Ionescu Tulcea permet alors de définir I’espérance d’une
fonction de @ si on sait définir I'espérance d’une fonction f(w,, ..., ®,)
ne dépendant que de p variables, p quelconque, ce que I'on fait par récur-
rence :

Si f(@) = f(w,) on pose E*(f) = E4(f")
Si f(@) = f'(w,, ...,»,) onpose E*f)= E*g)
ou

o) = f @1 - s Oy OMPTO @)

On démontre que (@, F, F,, P¥) est un processus standard.

ProposITION C, 1. — Le processus M; admet P, comme semi-groupe
de transition. Ce qui entraine que c’est un processus de Hunt.

Démonstration. — Soit f € B*(E) il faut calculer E, f(X/(®)).
Draprés la définition de X, (w) on peut écrire :

n n+1
E,{ [IX(@) } = Zﬁx[f X)) ; EZ(wi) <t< Zf(w.-)}

n=1
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Nous calculons séparément chacun des termes de cette somme le premier
est égal a P, f(x), nous allons démontrer par récurrence que

n n+1
Exl:f Xf@); Zf(wi) St< ZE(wi)} =P/ f(x).

Nous supposons donc que cette relation est vraie jusqu’a Pindice n.
Alors

n+1 n+2

) rxin: ) o< i< Y dn] = B d 1> o
! ! n+1 n+2
Ef(g—(wl,[f(x - (0n+1) 5 2&0);) St- E(wl) < ZC((D,):] }
h&«u.») - .

w, étant fixé 'hypothése de récurrence entraine que

n+2

n+1
Eig(m,,[f X o (@01))s Zi(w;)s t = {wy) < Zf(wi)]
r—Zaw.-) >

2
= P;l—f(wi)f(f(f‘(wl))
et

n+1 n+2

Ex[f X{(@)) ; Eé(wi) St< 25(@)] = Bt > U@ )Pl gy S K- (@)
T 1

Soit f continue P"*1f et la derniére expression sont alors continues
a droite en t nous allons montrer qu’elles ont méme transformée de Laplace
ce qui entrainera leur égalité, comme ce sont deux noyaux positifs bornés
ils seront alors égaux Vf € B(E) et E, f(X/(@)) sera alors égal a

ZP?f (x) = P, f(x).
nz=0

M, qui est standard et conservatif est donc un processus de Hunt.
Il reste & vérifier I'égalité des transformées de Laplace.
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Soit @2, f(x) celle de Pr*1f

t

e MPIYIf(x)dt = ExJ e‘"dtj Pr_.f(X,)dB,
(1]

0o

(Dﬁ+ Jx) = J‘

0

= EJ dB, J e MPr__f(X,)dt

0

=E, J ) e *dB,Ey J ) e"“f(X,)th
0 0 n:
Donc
@}, f(x) = B} f(x) = (A @, f(x) = ... = (HYKH(x)

d’aprés la définition de P} (p. 218) et la relation

; . By
Pif(x) = Ef f(X)

n!

démontrée par récurrence page 219, Lemme B, 2.
Soit W(x) la transformée de Laplace de l'autre expression

9]

¥(x) = Exﬁ e MdtPy g, f (X (@) = Ex[e_u Jwe_ AP f(X-(wy))dt
L(wy) 0
= B [e AR (X,-)]
— (f{l)n +1 IA("f(x)

[

Donc ¥(x) = @2, , f(x) ce qui termine la démonstration.
Désormais nous assimilons Q et Q n {t < {(w,) } ce qui correspond a la

premiére partie de la définition de X,(®).
LemME C, 2. — Soit sur Q, g, :mg(xs, s< t); soit Aeg/
u

EJAf (X)) = EJA N {t < (o)) } f(X)eP.

Cette derniére expression a un sens moyennant la convention ci-dessus.
Soit d’abord A e g,, il suffit pour démontrer la formule de montrer que

Ex[hl(xtl) e hn(Xl,.)f(Xt)] = l,:::'3.:[’11()(“) . e hn(Xt,.)f(Xt)eBl]-

Vi, <ty...<t, <t
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Nous ferons le calcul explicitement avec deux fonctions, il est évident
qu'on peut I’étendre a n.

E.[h(X, )h(X,,) f(X)] = P, [h,P,, _, (h,P,_, )](x)
= E,[h,(X,,)P . o(hP_, )X, )ePa]  d’apres le lemme B, 2
= EJhy(X,)e% By, (h(X,,— )Py f(X,, _ )eB2 )]
= E[h(X, )hy(X,, )P By f(X,_,)eb o]
= E,[h (X, )ha(X,,) £ (X))
qui établit la formule pour Aeg,

Soit maintenant Aeg: Aeg,,, Vs> 0.
Comme M, est conservatif

EJAf(X)] = EJJAf(X)1e(X,+,)] .
=EJAn{t+s <)} fX)eP*).

Or An{t+s< f(w )}f(A,(wl)eﬁ'” quand s — O converge vers
An{t<{w)} f(X(w)eP et b 1y <tiory € L(P,) donc

EJAfX)) = EJA 0 {1 < o))} f(X)eP].

Définition de M. — Soit M = (Q, g, X,(@), P*) M est un processus de
Markov dont les tribus et les trajectoires sont continues & droite équi-
valent & un processus de Hunt cest donc un processus de Hunt
[cf. Meyer [4.1], p. 76].

Comme M admet P, comme semi-groupe nous supprimerons les barres
sur E et P~

CoroLLAIRE C, 3. — Soit T un temps d’arrét de la famllle g, soit
T(wy) = TAlw,) T est un temps d’arrét de M et Prf(x) = E,[f(X5)eT]
ce qui généralise la formule du lemme B, 2.

La premiére partie est un résultat de Meyer [4, 3], p. 88. Pour démontrer
la seconde partie considérons d’abord un temps d’arrét T prenant un
ensemble dénombrable de valeurs { t; };.n

Prf(x) = ZExlf X); T=1¢] = ZE{f(Xn)e‘“’“lﬁ:,..ﬂ = B,[f(Xp)ePT) .

N N

Soit T un temps d’arrét, il peut étre approché supéricurement par une
suite de temps d’arrét du type précédent, soit f une fonction continue et
bornée, par continuité a droite on obtient que Prf(x) = E, { fXD)},
des lors les noyaux f — Prf et f — E(f( XT)eBT) coincident sur les
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fonctions continues ils sont positifs et bornés car Pl est borné et égal
a E,1(X3), ils coincident donc sur B(E).

Partant de M nous avons ainsi construit un processus M de Hunt qui
prolonge M, ce processus est conservatif et nous avons obtenu une des
relations nécessaires de la prémiére partie K* — K* = H*K* et I'existence
de B, fonctionnelle de M, telle que AH*f = U4 .

Nous allons montrer qu’il existe une fonctionnelle C de A,-potentiel
fini telle que M soit le tué de M par C.

Nous avons montré dans la premiére partie que sous I’hypothése H,
les relations (I, A, 3) étaient réalisées en particulier que U1 — H*) = A%
Nous allons obtenir C en inversant cette relation.

D. Construction de la fonctionnelle additive C
(relativement a M).

LEMME D, 1.

rix) — E (B 8
HYf(0) = Ex[L e *( — 1)!f(Xs)st]~

Si n = 1 cette relation est la définition de B; nous allons le démontrer

par récurrence, nous la supposons donc vraie jusqu’au rang n et nous
calculons

[ n—1 w
(HY*f(x) = E, J P a— (B) dB,Ey f e M1 (X,)dB,
0 (n—1)! *Jo

© o . (E)n—l .
L A8, | _1)'st

el [ s
= E, f(X)dB
]

il
kl'ﬂ>
L r

LeMME D, 2. — Soit V¥ (x) = Z(H‘)"f(x) alors

V(x) = EI e MHBrX)dB, et VMf(x)<o  VfeB*(E)

Dans I'expression a calculer, exprimée au moyen du lemme précédent,
on peut intervenir intégration et sommation sur n car
k

E B f(X)
n!
T
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est positif et croissant en k, on obtient alors immédiatement I'expression

de V* et comme

0

Zmlcmx)
1

par hypothése, | V*f(x)| < oo en particulier E (e™%*¢*8-) < oo,

<If HE(fI"’)"l(X) <
1

ProposITION D, 3. — Il existe une fonctionnelle additive continue de M,
C, telle que f € B(E)

0

Vif(x) = Exj e (X)dC, = U f(x).

0

Démonstration. — La démonstration de cette proposition se décompose
en deux lemmes.

LemMe D, 4. — VYV f e BY(E) V*f est un Ay-potentiel régulier pour M.

Montrons d’abord que V*f est P excessive, nous calculons pour cela

Ploviof(x) = Ex[eﬁr-lofﬁxlj e““*f’"f(Xu)dﬁ,,] d’aprés B, 2 et D, 2
0

- E[ r e-lo"“‘*uf(xu)dﬁ“} .

Quand ¢ — oj e~ 2w+ Bur(X \JB, croit vers J e~ doutBur(X \4B, qui
t 0
est d’ailleurs d’espérance finie donc P}V%of(x) croit vers V*f(x). Soit

maintenant une suite T, de temps d’arrét croissant vers T. D’apreés le
corollaire C, 3. T, = T,Al(w,) est une suite de temps d’arrét de M crois-
sant vers T = TA{(w,) et

PRV () = B[V (X )e™ *oTPr]

,H e"’1°“+§"f(X,,)dl§,,] d’aprés D, 2

Tn

o]

I
es)]

o0 o0

o~ hout ﬁ“f(X,,)dﬁ“ > Ex f e~ Aout ﬁuf(X“)dﬁu

T

Comme 00> V*f(x)=E, J‘
et comme o

o0

j e ow*Buf (X, )dB, décroit vers j e~ 20wt Buf (X )dB,, PAoVAof (x)

Tn T

tend vers P#V%f(x) ce qui établit la proposition.
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Définition de C,. — Comme V*f(x) est un A,-potentiel régulier de M
il existe une fonctionnelle additive continue C, telle que Viof(x) = Ul 1(x).
Nous poserons C(t) = C,(t) = C,.

LEmMME D, 5:

VfeC*(E) Ex[ j

0

t

e~ tosf (Xs)dCs] = Ex[ f e~ *%dC f(s)] .
0

Nous noterons A = 1, dans la démonstration de ce lemme.

t
Comme oo > V*(x) > E"[f e"“dCs] car M est conservatif, comme
0

t

par ailleurs C est continue, I'expression J e~ *dC(w) est continue, crois-

sante en t et P ps finie. 0

Comme par définition de C et d’aprés le lemme D, 2

t t
Ex[ J e"“dCs] = ﬁx[ J e“”BSdﬁs]
0 0

cette derniére expression est aussi continue, croissante et P, ps finie, alors
les propriétés élémentaires de l'intégrale de Stieltjes permettent d’affirmer

que
t

3
ExJ e *dC.X,) = E, f e +Bsf(X )d B,
0 0

n—1

R k+ 1% . .
= lim ZEx S (X Lr e~ istBsg

k=0

[cf. p. 217].
Par ailleurs

n—1 !

t Akt n
E,‘J f(X)e™#dC, = lim ZEx[e‘T f(xk>Exh J e“‘dCS]

0 5 n n Jo

n—1

ko . ‘ X
= lim Zﬁx[e "R (X Ex,, f e"‘”“‘dﬁs]
5 n n

S . k+ 1% .
= lim ZE,( f(X,, j e‘““"dﬁs> )
T JE

5 .14

Ce qui établit le lemme D, 5.
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On termine alors la démonstration de la proposition D, 3 en faisant
croitre t vers I'infini, ces limites sont croissantes et

Exj f(XJe™#dC, < || f 11 U1(x) < 0
0

on peut donc passer a la limite et

UE f(x) = V2f (x) = UgL(x)

V f continue donc aussi ¥ f € B(E) et les fonctionnelles fC et C, sont
équivalents. Ceci achéve la-démonstration de la proposition Dj;.

Nous allons maintenant achever la démonstration du théoréme II
en montrant que M est équivalent au processus M tué de M par ™.
Pour cela nous démontrons le lemme suivant :

LemMME D, 6. K# — R4 = UKo,
D’aprés le lemme B, 3 K* — K* = H*K* donc

(Hl)nKl - (I‘_‘I).)nl’“(). — (I:I).)n+ 1K 4
soit
N
K* = E(ﬁl)nf(l + (I’:I).)N+1Kl.

n=0

1\ R
Comme || K*|| = I et E(FI’“’)"I(x) <o (H*)NIKAf(x) tend vers zéro
n=0

si N— oo et K* = Z(HA")”IA(AO, par ailleurs daprés D, 3 et D, 2
n=0

X

U = E(ﬁl")"f(‘". Ces deux derniéres relations entrainent le lemme.
n=1

Soit alors M le processus tué de M par e~ soit P, son semi-groupe de
transition et K* sa résolvante. Pour montrer que P, et P, sont les mémes,
cest-a-dire que M et M sont équivalents, il suffit de montrer que K*
et K* sont identiques car si f est continue K*f est la transformée de
Laplace de P,f qui est continue a droite donc P,f = P.f si feC(E)
et alors aussi si f € B(E). Nous avons démontré que K* — K* = UZoK*
(1, A, 3, p. 205) d’aprés le lemme précédent K* — K* = U#K*, En
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posant @ = K*f — K*f on a donc ¢ + U?¢ = 0. Or d’aprés (I, A, 3),
Ulop = H*p + H*Up comme Ulp = — ¢ U@ =0 donc ¢ =0
soit K*p = K*ogp.

Remarque. — 11 est clair alors que B a méme potentiel que C défini
par C(@, ) = C,5,(w), c’est le méme calcul que dans la proposition A, 2
(p. 204) et de toute fagon c’est nécessaire puisque M est équivalent 3 un
processus tué de M par C.

Ceci achéve la démonstration du théoréme principal.

REMARQUE IMPORTANTE
RELATIVE AUX HYPOTHESES DU THEOREME Il

COROLLAIRE D, 7. — Soit M un processus standard tel que 5(2_ eE.
Pour que M soit équivalent au processus tué d’un processus de Hunt M
conservatif par une fonctionnelle additive continue de A,-potentiel fini,
il faut et il suffit que :

1) { soit totalement inaccessible.

2) Z(l:l“)"l(x) < + oo pour tout x.

nz1

En effet, d’aprés le théoréme 11, p. 216, nous voyons que pour démontrer
ce corollaire, il suffit de démontrer que : H*1 est un potentiel régulier est
équivalent 2 { est totalement inaccessible.

Or d’aprés la relation (II, 1, C), p. 216, H*1 = 1 — AR*1. Par suite,
comme AK*1 est un potentiel régulier, *1 potentiel régulier donc 1 est un
potentiel régulier. Réciproquement, H*1 étant une fonction i-excessive,
1 est un potentiel régulier donc H*1 est un potentiel régulier. Nous nous
proposons de montrer maintenant que:

1 est un potentiel régulier <>  est totalement inaccessible.
En effet si 1 est un potentiel régulier, alors pour toute suite T, de temps
d’arrét qui croit vers ¢, By 1(x) décroit vers zéro. Or

Prl(x) = P.(X; €E)= P(T, < §).
P(T, < {) décroit vers zéro est équivalent 4 :
PUT, <& T, 788 < + o0, VneN] =0

&

ce qui signifie que { est totalement inaccessible.
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Réciproquement, supposons { totalement inaccessible.
Soit T, une suite de temps d’arrét qui croit vers T.

Pri(x)=PUT, <) =P (T, <{; T<)+PyT, < T>9
+PT, < T=9.

Pour n assez grand, IAJ,C(T,l <T> E) = 0 puisque T, croit vers T.
Comme f est totalement inaccessible, lA)x(T,l <& T =20 tend vers zéro
lorsque n tend vers l'infini. De plus, d’aprés le théoréme de convergence
monotone, f’x(Tn <{T< f) tend vers f’x(T < ). Nous avons donc
démontré que: lim_ Pr 1(x) = PAT < ) = P;1(x), c’est-a-dire que 1 est
un potentiel régulier puisqu’elle est excessive, comme somme de deux fonc-
tions excessives.

E. Cas particuliers et exemple.

Nous nous proposons de donner quelques cas particuliers intéressants
du théoréme Il

COROLLAIRE E, 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour que M
soit le tué de M par une fonctionnelle additive a densité bornée est qu’il
existe g€ B¥(E) telle que: H*1 = K*g.

La condition est nécessaire d’aprés la remarque de la proposition A, 1
p. 204. Elle est suffisante car les hypothéses du théoréme II, sont alors
bien vérifiées : en effet H*1 est alors un potentiel régulier. De plus, comme

1
KM<>, pour 4i>lgll

>~

A = < 2("-?') <+ o

La fonctionnelle B, construite p. 216 d’aprés le lemme A, 1, admet
alors une densité par rapport au temps puisque : Uil = A*1 = K’g.

Montrons que la fonctionnelle C, définie dans la proposition D, 3, p. 226
est aussi a densité par rapport au temps.

D’aprés D, 3, et D, 2.

Uil = Z(ﬁ‘)"l(x) = Z(ﬁl)"fdg.
n=1 n=0
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Or, d’aprés B, 3, p. 220 et D, 6, p. 228

KA — Z(Hl)nf(l’
n=0

ce qui entraine que: Uil = K’g, c’est-a-dire que C, admet une densité
par rapport au temps.
Ceci démontre le corollaire.

COROLLAIRE E, 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour que M
soit le tué d’un processus de Hunt, conservatif, par une fonctionnelle d den-
sité ge wBy telle que fgewB, si f e wB,, est que 1€ D(wA).

La condition nécessaire est une application du théoréme B, 2, p. 212.
D’aprés ce théoréme, on a en effet que D(wA) = D(wA) et donc comme M
est conservatif, 1eD(wA).

Réciproquement, 1€ D(wA) entraine que (AI — A)K*1 =1 donc que
1 — AR*1 = R*(— A1)

Or daprés (11, 1, C), p. 216, 1 — AK*1 = H*1. On obtient donc

A*1 = K- A1)
c’est-a-dire les hypothéses du corollaire E, 1. On en déduit la premiére
partie du résultat. Pour montrer que: — fAlewB, si fewB, il suffit
de montrer, d’aprés le théoréme B, 2, que H*f e D(wA) si fewB,.
Or nous avons démontré p. 212, que si f e D(wA), fAlewB, ce qui
entraine que A% € D(wA). Nous montrons que H* e D(wA) si fewB,
de la méme maniére exactement que nous 'avons démontré p. 213 pour U3,

COROLLAIRE E, 3. — Soit E compact et M un processus de Hunt tel que
)A(gf € E. Une condition nécessaire et suffisante pour que M soit le tué d’un
processus de Hunt conservatif par une fonctionnelle additive continue
de Aq-potentiel fini est que :

(A*y1(x) < + o0 pour tout x.

n>1

En effet, d’aprés le corollaire D, 7, il suffit de vérifier que sous ces hypo-
théses, { est totalement inaccessible.

Or, d’aprés la quasi-continuité a gauche de M, si T, est une suite de
temps d’arrét qui croit vers ¢, XT" - )A(Z'sur { <+ . Or 5(5 est en o,
point isolé, et f(T"eE; on ne peut donc avoir XT" - 5(5 sur { < + oo,
puisque E est compact, sauf si T, = { a partir d’un certain rang. { est donc
bien totalement inaccessible.
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COROLLAIRE E, 4. — Soit E compact et M un processus de Feller tel
que 5(5_ €E. Une condition nécessaire et suffisante pour que M soit le tué
d’un processus M de Feller, conservatif, par une fonctionnelle additive
continue de A-potentiel fini, est que :

A c4[E) Vfe¥E) et H Z(ItllO"f <M fIl Vfe¥%E).
n=0

(Il suffit de le vérifier pour f = 1).

Démonstration. — Condition nécessaire : vérifions que H*f est continue
si fe%(E). Comme K* — K* = AH*K* = UAK* d’aprés (I, A, 3), p. 205,
et comme M et M sont des processus de Feller, H*K*f e 4(E) si f e ¢(E).
M étant de Feller, { K*, f € C(E) } est dense dans €(E). Donc, si g € (E),
HA%g € 4(E) comme limite uniforme de fonctions continues. De méme
UAR?f € 4(E) si f € 4(E), M -étant de Feller, pour la méme raison que
ci-dessus Utg € 4(E) si g € (E). E étant compact, 1 € €(E) donc U¢1 aussi.
U¢1 est donc bornée, ce qui entraine d’apreés la relation (I, A, 3), que

[,
n>1

Condition suffisante : d’apreés le corollaire E, 3, nous pouvons construire
un processus M de Hunt qui prolonge M. Montrons que, sous ces hypo-
théses, M est de Feller. Si C, est la fonctionnelle définie dans la proposi-
tion D, 3, p. 226, nous avons:

Udf = Z(ﬁ‘)"f ;

donc si f € 4(E), ULf € €(E) comme limite uniforme de fonctions conti-
nues. Comme K* — R* = UAK% K*f € 4(E) si f € 4(E) et M est bien de
Feller.

< + oo.

Remarque. — Si E est localement compact, on fait les hypothéses supplé-
mentaires que H*1 est un potentiel régulier et que

Z(ﬁl)"l(x) < + oo.
n=0

On démontre alors de la méme fagcon que M est de Feller.
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Exemple. — Le mouvement brownien linéaire tué par le temps local
en 0.

Nous nous proposons, en traitant complétement cet exemple, de vérifier
que les hypotheses du théoréme II, p. 216 sont bien vérifiées, mais non celles
du corollaire E, 2, p. 231.

Soit M le mouvement brownien linéaire, de semi-groupe

Cx=y?

kR y)dy,
\/,

et de résolvante K* telle que:

(E 5 1) P.f(x) =

(E, 5, 2) K*f(x) = e VHEI f(y)dy

Nous notons T, le temps d’entrée en 0 et B, le temps local en 0. Alors
Efe™™) = Ugl(x) = e V2, et ULf(x) = f(0)e V2.
On déduit, de ’équation type résolvante la valeur de Ugl:

Ugl(x) = Ugl(x) + (1 — 0)K*UL1(x)

— e~ V2Ixl _ -1 Jm e*ﬁalx—yl—ﬁlﬂdy - Le“ﬁalxl_

Comme Ujgf(x) = ULl(x) x f(0), nous avons donc

0
(E. 5, 3) 5/(x) = % o=l

a

Nous nous proposons de calculer explicitement K* et H*. D’aprés la
relation (I, A, 3), p. 205, nous avons

K’f(x) — Rf(x) = UK’/ (x) = K*(0) Uil(x)

donc
A
RY() = Kif(x) = L g
De cette relation, on déduit que:
i
RY(0) = Ki7(0) - ;O)

ANN. INST. POINCARE, B-VI-3 17
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soit donc

) J
K*(0) = —Y——K*f(0).
1(0) 1+ﬂ £(0)

On obtient donc

(E. 5, 4) R (x) = KA (x) — 1O

1+ /2

Le calcul de A* se fait & partir de la définition :

e~ V2Mx|

A (x) = BJ(e¥(X-); { <+ 0) = fOB (e ™ < + o0) = fO)AM(x) .
Or comme :

X: €E, H*(x) = 1 — AR*1(x).

Or
K*1(x) = 1 J‘m e VZAxIgy = 2 jx e V2AxT gy =1
V24J_, V240, A
donc
. A A
BM(x) =1 -5 + — ¢ Y2l
A1+ A
et
) o~ /x|
(E 5, 5) Hf(x) = f(0)

1+

Les hypothéses du théoréme II, sont bien vérifiées :
H*1 est un potentiel régulier, car

P H1(x) = EJJAM(X,)] - EJH*1(Xq)]

si T, est une suite de temps d’arrét qui croit vers T, car les trajectoires du
mouvement brownien sont continues, ainsi que la fonction H*1.

1
v /i

V4> 0 et par suite Vi>0

D’autre part || H*1 || = d’aprés (E, 5, 5) donc ||H* || <1 si
1

0

z(ﬁi)"l(x) < + .

n=1



PROCESSUS TIRES DE PROCESSUS DE HUNT CONSERVATIFS 235

Les hypothéses du corollaire E, 2 ne sont pas vérifiées car nous savons
que le temps local en 0 n’a pas de densité par rapport au temps. D’apreés ce
corollaire, nous en déduisons que 1¢ D(wA), ce que 'on peut vérifier
directement, car

AR — 1)(x) = — e V2l 5 4 o

1
1+ ﬁ
si A— + oo pour x =0.

De méme, du corollaire E, 1, on déduit que H*1 ne peut s’écrire sous la
forme K*g, ge B¥(E), ce que I'on vérifie aussi directement : comme

o 1
A (x) = ——=e V2,
1+ ﬁ

si on avait H*1 = K*g, on aurait en 0,
1 Jro1 f*w
1+A 1+ /220 )

+ o0
J e'ﬁl|y|f(y)dy=~/7,

—

e~Y2lf(y)dy,

soit

ce qui entraine que pour tout 4 > 0

21 111 r iy s fo, s VAL g
0 Vi

pour tout 4 > 0 ce qui est absurde.
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