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Sur hamiltonien effectif associé a opérateur de
Schriodinger magnétique avec potentiel périodique

par

M. LAGUEL

Département de Mathématiques,
Batiment 425, Université de Paris-XI,
91405 Orsay Cedex, France

RESUME. — On considére 'opérateur de Schrodinger
n
Py=) (D, +A})*+V
j=1
est un potentiel périodique relativement a un réseau I' de R", A est un
potentiel magnétique et B un champ magnétique faible et constant. Helffer
et Sjostrand [HS89] ont montré que le symbole g(z, 6, B) associé a
I’hamiltonien effectif défini au voisinage d’un niveau d’énergie z, est de
classe C® en B et analytique en 0. On montre ici que le symbole g est un
symbole analytique classique formel, avec B jouant le role de paramétres
semi-classiques.

Mots clés : Opérateur de Schrodinger, champ magnétique, hamiltonien effectif, symbole
analytique classique formel.

ABSTRACT. — We consider the Schrédinger operator

Py= ) ®D,,+ AP +V
j=1

where V is periodic with respect to a lattice I' of R”, A is a magnetic
potential and B a weak and constant magnetic field. Helffer and Sj6strand
[HS89] have proved that the symbol g(z, 0, B) associated to the effective
Hamiltonian defined near any energy level z, is C* in B and analytic with

Classification A.M.S. : 33J10, 35805, 35C20, 35Q40.
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190 M. LAGUEL

respect to 8. We prove here that the symbol g is an analytic classical
formal symbol, with B playing the role of semi-classical parameters.

Key words : Schrédinger operator, magnetic field, effective hamiltonian, analytic classical
formal symbol.

1. INTRODUCTION ET ENONCES DES RESULTATS

Dans cette article on examine les propriétés d’analyticité pour I'opéra-
teur pseudo-différentiel associé a I'opérateur de Schrodinger périodique
avec un champ magnétique. On généralise les résultats obtenus dans
[LS92].

La notion de Ihamiltonien effectif est ancienne en physique (voir les
références citées dans [Bu87] et [HS90]). Du point de vue plus mathémati-
que [Gu-Ra-Tr88] et [Bu87] ont fait des constructions de type W.K.B.
pour lopérateur de Schrodinger périodique perturbé par des champs
extérieurs a variations lentes. Dans leurs travaux, en particulier dans
celui de [Bu87] apparait un hamiltonien effectif pseudo-differentiel. Des
réductions des propriétés spectrales a celle des hamiltoniens effectifs ont
été étudié par [Bu87], [Ne89], [HS90], [G-M-S], et [Di93], et comme
applications [HS89], [Di93] ont obtenus des résultats sur la densité d’état
et sur la répartition des valeurs propres. Il serait également tres intéressant
dutiliser des hamiltoniens effectifs pour étudier les résonances (voir [K193],
[Ge89)).

Le premier probléme est alors d’établir des propriétés d’analyticité
convenables pour I’hamiltonien effectif pour pouvoir utiliser par la suite
de l’analyse microlocale analytique. Cet article consiste en une étape dans
cette direction ou nous regardons le cas particulier ou la perturbation est
donnée par un champ magnétique faible et constant.

Soit b=(b; )1 < k<n Une matrice réelle et antisymetrique. On définit le
champ magnétique B par :

B=1 Y. b; wdxjAdx,, (1.1)
2 j k
auquel on associe la 1-forme A (x) :
AX)= Y AF(x)dx, 1.2)
k=1
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SUR L'HAMILTONIEN EFFECTIF ASSOCIE A L'OPERATEUR DE SCHRODINGER 191

1 n
ou Aj= 3 Y. b; . x;, xeR" Il est facile de vérifier que : JA=B.
k=1

On identifie dans toute la suite B avec 5. On note HJ, (R"), I’espace :

HE (R")={ueL?(R"); (D,+A (x))*ucL?(R"), pour tout aeN", |o|<m}

1 - . .
ouD,= ( —0yys o es l 6x") et ou on utilise la notation standard des multi-
i i
indices.
Soit V un potentiel réel de classe C* et I'-périodique :
Vx+y)=V(x), VxeR", Vyel (1.3)

ou I est un réseau de la forme @ Ze;, avec ey, e,, . . ., e, formant une

j=1
base de R".
Considérons 'opérateur de Schrodinger magnétique :
Pyv=2, (ij(x)+A}’)2+V (1.4
i=1

que I'on note, pour simplifier, Pg. Il est essentiellement auto-adjoint sur
CZ(R"). On note aussi Py son extension auto-adjointe de domaine
HE (R™). La théorie de Floquet montre que ’opérateur P, est unitairement

équivalent a I'intégrale directe J . P,d0, ou I'* désigne le réseau dual
deI': i
I*={y*y.y*e2nZ}
et P, est la réalisation de P, sur Hy :
Ho={ueLl?, (R"; u(x+7)=¢"°u(x), xeR", yel'}.

Soit H2=H,(R") N\ HZ,.(R"), ou H?(R") est 'espace de Sobolev usuel.
On a pour z, fixé dans R :

TrHEOREME 1.1 [HS90]. — 1l existe NeN et des fonctions analytiques
\]Jj:R”*/F*r——»He, 1<j<N linéairement indépendantes telles que pour tout
0 R [T* le probléeme de Grushin suivant :

(Po—zo)u+Ry u~=v, Rgfu=o"

admet une unique solution (u, u™)e HZ x CN pour tout (v, v*)eHyx CN. Ici

on a posé (Ry ) ()=<u, ¥;(0) ), Ry u™ (x, 9)=Z uj Y;(x, 8), ou (, )

désigne le produit scalaire usuel dans H.
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192 M. LAGUEL

On associe a la suite (;); <;<n, la suite de fonctions (9)); <;<n donnée
par :
1

vol R™/T*) Jurr+
En utilisant I'analyticit¢ en 6 des fonctions J; 1<j<N, on obtient, a
partir de (1.5), la décroissance exponentielle des ¢;, 1</<N :

[§;(x)|Scoe”(Cx20 (1.6)

¢;(x)= V; (x, 6) db. (1.5)

pour tout 1 <j<N et x + R” Ici { x) désigne (1+|x|?)"2.
On pose :
P2 =D Bxre b (x—a), 1<jEN, ael, xeR* (1.7)
(R'i u)(a)=(< u, ¢S,j>)1§j§N7 uel? (R™ (1.8)
RE@w)= Y Y wu ;08, wu =(u,)el’T,CY. (1.9
1<jsN ael
En utilisant (1.6), on montre que REeZ(L*(R",Z (T, CY) et
RE e # (12 (T, CN), L2 (R").
Soit z, fixé dans R et soit 2, I'opérateur défini pour zeC, par :
P;—z RP
Pe=( B T ):HEx 2 5 L2x ]2 1.10
On a alors (¢f. [HS90]) le :

THEOREME 1.2. — Pour (z, B) dans un voisinage ¥" de zox {0} dans
CxRNoona:

(i) L'opérateur Pg:H5Bx 212 x %, est bijectif, et il est borné en
norme par une constante indépendante de (z, B).

(ii) Son inverse &y :

=< EB,z) E,(®,2)
E_(B,z) E_,(B,2)

B

)e:-cs,ﬂ(L2 x 2, HE x [?)
est uniformément borné par rapport a (z, B). La matrice de I’hamiltonien
effectif (*) E_ , (B, z) est donné par :

E_, (B, z, o B)=e¥? PP f(B, z,a—f), o, el (1.11)

ou, f (B, z,.) est une fonction de T & valeurs dans I'ensemble des matrices
d’ordre N, de classe C* en B, holomorphe en z, et vérifiant :

In>0; VyeNNo, |3}/ (B,z a)|<c,e ™. (1.12)

(}) Un opérateur proche a été introduit par Bellissard [Bel87] et G. Nenciu [Ne89] dans
le cas d’une bande simple.
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SUR L’HAMILTONIEN EFFECTIF ASSOCIE A L'OPERATEUR DE SCHRODINGER 193

On associe & E_, (B, z) un opérateur pseudo-différentiel sur R™,
Op" (g (), ou la fonction g est donnée par :
g0,B,2)=73 & *°f(B,z ) (1.13)
ael
ou

o.0=) .0, 0eR"
i=1
La forme linéaire /B est donnée par B (x, £)=(5(x, &), ..., IB(x, &), ou
les 17 (x, &) sont des formes linéaires réelles, indépendantes, définies sur
T*R™ et vérifiant :

{1, L.}=bj Vj, k

Ici { , } désigne le crochet de Poisson et Op* la quantification de Weyl
de symbole g. (¢f- [H89] pour plus de détails.)

Le but de ce travail est de donner un résultat permettant de mieux
contrdler la taille des constantes ¢, définies dans le théoréme 1.2, et
d’estimer toutes les dérivées, par rapport a B, du symbole g (0, B, z), pour
(z, B) dans un voisinage de z,x {0} dans CxRNo, avec N,= n(n2 1)‘
Pour cela, on étend le champ magnétique B 4 un champ magnétique
complexe B, et on établit des estimations, pour I'opérateur Py et son
inverse &g, dans des espaces a poids exponentiels convenables. Le résultat
est alors obtenu a I'aide d’une formule de Stokes.

Notre résultat s’énonce comme suit :

TueorEME 1.3. — Il existe un voisinage Q de z,x {0} dans Cx RNo el
que la matrice de I'harmiltonien effectif E_ . (B, z) associé a l'opérateur de
Schrodinger magnétique (1.4) y soit de la classe de Gevrey 2 en B. Plus
précisément : il existe C>0 tel que pour tout yeNNo et (z, B) dans Q :

|GRE_. (B, 2, 0, 0)|SCITI*1 (y)2 <O/,
Onaposé : y!'=vil .y 5 Y= - s Y-

CoroLLAIRE 1.4. — Il existe un voisinage Q de {zo}*xR™[T*x {0}
dans Cx ((R™[T*)+iC™*) xRN0 tel que le symbole g(z, 0, B) défini dans
(1.13) est holomorphe en (z, 0) et C* en B pour (z, 0, B)eQ. De plus, il
existe C>0 tel que pour tout yeNYo et (z, 0, B) dans Q :

|0hg (z, 6, B)|<CITI* 1 (y1)2
En écrivant le développement de Taylor g(z, 6, B)~ ) g,(6, z) B', on

yeNNO
trouve que g (8, 2)<C!"!*1y!, en analogie avec les symboles classiques
formels (voir par ex. [Sjo82]).
Notons que le résultat a déja été démontré en dimension 2 [LS92].

Vol. 60, n® 2-1994.



194 M. LAGUEL

2. REGULARITE ET ESTIMATION
DE L’OPERATEUR DE GRUSCHIN #;
DANS LE CAS D’UN CHAMP MAGNETIQUE COMPLEXE

Soit b= (b; )1 <j<i une matrice complexe, non nulle et antisymétrique.
On note par b la matrice dont les coefficients sont donnés par :

bj,k=mebj,k+l(8mbj,k)X(<x>%mbj,k)’ 1<), k<n 2.1
ou y est une fonction dans CJ (R), 0=y <1, vérifiant :

1

boosi ]S —

3¢,

0 i |tz L
2¢,

Ici ¢, est une constante positive qui sera choisie plus loin. On notera,

dans tout ce qu1 suit, E, le support de %
On associe a b le champ magnétique B et la 1-forme ABen remplagant b
par b dans (1.1), (1.2). On identifie CNo a R2>™o et on note, pour

B:(Bla ey BNO)ENzNOZ

x(@)=

P
(@)

la dérivation réelle correspondante.

=0p (2.2)

LEMME 2.1. — Pour tout BeN*No, B#£0, il existe d>0 tel que pour tout

b dans CNo et tout yeN", |y|<1 -
EXISHELIEP T
pour tout xeR" et tout ke{1,...,n}.

reuve. — ri et on vérifie ord les estima-
P On écrit AF= Ag‘e‘3+AB %eB et on vérifie d’abord les esti
tions voulues pour A"“‘ZB qui est une forme bilinéaire en (x, Re b). Ensuite
on observe que Af“’““’ est une somme de termes

i)

<>

ou feCy est donnée par f(r)=ty(¢t). La vérification de I'estimation
voulue pour A} ~%¢®B devient alors claire. [

LeMME 2.2. — Pour tout ¢>0, il existe ¢>0 tel que pour tout b, b’
dans CNo, tout ke {1,...,n} etme{l,2}ona:
lle- <<X>/f>a A [l grnen ynemy SZemWENEMAD 2.3)

Ic15—1< 9 +i d >
0Rez  0Fmz

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Physique théorique



SUR L’HAMILTONIEN EFFECTIF ASSOCIE A L’'OPERATEUR DE SCHRODINGER 195

Preuve. — Pour tout b=(b; ), <j<i<n et pour tout ke{l, ..., n}:
0, si k¢ {j 1}

L5 =g (x) Bmb i k=

3, Al= (2.4)

~%x,(1—g(<x>3mb,,k», si k=j

oug(n)=x ()"
Comme les supports de y, %', et ' sont inclus dans E;, on a :

|3y, AF|=0((x)), etpourpe{l,...,n}, 0., 3, AF|=0 (1),
uniformément pour b dans CNo. Les supports de (3,,1.’ ,AE) et de
5 1
(0x, 05, , A¥) étant inclus dans E; ,={xeR"; (x)|§mb; ,|= g—c—}, on a

1
la majoration :

D (e, AP [lLo @n<ce”MeIBm D, 2.5)
pour tout aeN", |o|<1.

(2.3) est une conséquence de (2.5). [
Le lemme suivant résulte du lemme 2. 1.

LEMME 2.3. — Pour tout 0<c'<c et yeN*No, il existe d>0 tel que
pour tout je{l,...,n}, me{1,2} et tout b, b’ dans C™o:

|93 (e (D, + AB) e~ < x 1))

|Y<H%GBZH§€¥)
= || S x D)= x Y/e") B , ,
—”e<x A 0} Aj HZ(H%"B,H%‘*—‘%)éd-

On associe a B la suite de fonctions ¢f ; obtenues en remplagant B par
B dans (1.7). Soit ¢,>0 (resp. ¢;) définie dans (1.6) (resp. 2.1). Nous
avons :

LEMME 2.4. — Il existe une constante M positive telle que pour tout
¢,>M on ait: pour tout ¢c>2cy, 0<c'<c et pour tout yeN?No, il existe
d>0 tel que pour tout be R*No, on a :

|e(<a>/C)—(<x>/0’)5g¢§’j(x)léde—((<x>+<a>)/d) (2.6)
respectivement

|e(<x>/€)~(<x>/6’)alv,¢f’j(x) |§de—((<X>+<a>)/d) (2.7)
pour tout je{1,..., N} et tout xeR" et ael.

Preuve. — Pour tout yeN*No, ke{l,..., N}, aelet xeR", ona:
No

it f’,k(x)=<l'[ 67,5e“"z”’l<et““>>¢k(x—a), beR™Mo. (2.8)

1=1

Vol. 60, n° 2-1994.



196 M. LAGUEL

D’autre part :

opePhicerxner = Comb. lin. finie de termes de la forme :

(e x A YD (y (Cx ) Fmb) Fmb)). . .

Fmby

@ (x> Bmb) Fmb)l(C ey, xna))f @Dz (2.9)

§m by
ol v,=(v/, ¥), V¥ (D+ ... +v7 (k) =77, 0<k =77
De plus pour se N* on a :
| Om oy [(Fmb) X (Cx ) FmbY]| =[5 757V ((x ) Fmby) (x )~}
+{x Y (Fmb) xO (x) Fmby)|
=0,(Nx )y L (2.10)
Observons que pour tout /e {1, ..., N, }, ona:
|(ep xAa)|<|x—o| min (| x|, |a]) (2.11)
par suite, en utilisant la définition de y, on obtient pour tout 1 /<N, :

|e(i/2)171<epx/\a>|£el/2 [§mb | 1x K x>Fmbp) || epxnadl elx—ull‘tcl‘

D’ou en choisissant ¢; >M =N, ¢, on obtient a partir de (2.9) :
No

1—[ a’ly’ie(i/Z)I’;l<el,an> =(97(1)<x_a>lvl<x>lvle<x—a>/260_ (2.12)

=1
Il en résulte a partir de (2.8) que :
|5E zj(x)|=(97(l)<x—cx>”'(x)”'e’“"“”/z“”

=0, 4, () xHMe «x70M) " pour tout d;>2c¢,.

Et donc pour tout ¢'>c¢”, on a:
— x>0 Ay bB
| e ad/e)= (x5 ag ¢a,j(x) |
=0, 4, (1) €€ 2l g™ g= (M) o< x i (2.13)

avec ¢'<c¢" <c.

D’ou (2.6) en choisissant max (2¢,, ¢'')<d;<c. L’inégalité (2.7) est

0 1 g

obtenue d’une manicre analogue. [

On définit les opérateurs Pg, R‘i RE en remplacant B par B dans (1.4),
(1.8) et (1.9) et on introduit 'opérateur :

- B
9§=<PB§2 R®
RY 0
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SUR L'HAMILTONIEN EFFECTIF ASSOCIE A L’'OPERATEUR DE SCHRODINGER 197

z étant fixé dans C. Soit 4" un compact dans C et soient ¢y, ¢;, et M >0
données dans le lemme précédent. Nous avons alors :

ProposiTiON 2.5. — Pour tout c¢>2c,, 0<c' <c, l'application ¥, .,
définie pour b’ fixé dans CNo, z fixé dans A~ et c,>M, par :

Koo R0 2 (HFP X2, L2x [2)
b < Ve P ¢™C )
est de classe C* en b, de plus, pour tout yeN*No on g :
1@ H e, ) B) |l mge™ 12,2212 = Oy e, e (1)

indépendamment de c,, b, b’ et z.

c,c

Preuve. — Soit yeN?MNo. On déduit a partir de l'inégalité (2.6), que
Iopérateur 9% (e¢ 7 RB e~ >¥)) est un opérateur de Hilbert Schmidt qui
appartient a % (L?(R"), 2 (I)) et que sa norme est indépendante de b
dans R*Mo et de ¢, >M.

D’une maniére analogue une estimation identique de la norme de ’opé-
rateur 0} (e¢ ”*RE e~ >()) prise dans # (12(I'), L2(R")) est obtenue a
partir de (2.7).

D’autre part, on a d’aprés le lemme 2.3 :

” 7} (¢ ol (ij + A?)z e« >/c’)) “5? mfe? L= (97, oo (1)

indépendamment de b dans R?No et de b’ dans CNo,
V étant I'-périodique et z dans ", on a :
[| €€ 20~ (V = 2) || Lo =0, (1), 0< " <c
ainsi, pour tout 0<c¢'<c:
|| 01 (e< e Pg e ) |l g gugen. 12 =0, .. (1)

indépendamment de b et b'.
Par conséquent, l'application 4, . ainsi que toutes ses dérivées
0y A, . sont bien définies de R*No dans ¥ (H3*P x I2,L? x [?). De plus
” 5Z ‘#c, ¢’ (b) ”.’Z’ (H?eB' x12,12 x 12)= (07, ¢, c (1) (2 . 14)
indépendamment de b et b'.
Jusqu’a présent nous avons considéré les dérivées en b au sens formel.

Nous allons les étudier au sens des opérateurs bornés. Pour cela observons,
d’abord, que pour tout ueH}*® x/% et ¢eL?x/*> on a pour tout

yeN2"o ;

R H e, B)u, § D)=} H o (B)u, ¢
ou les dérivées 0}, . (qui apparaissent dans le second membre de
I’égalité) sont prises au sens formel. Ainsi de I'identité suivante :

|<('}fc,c'(b+h)_°#c,c’(b))ua ¢>|= J‘ %<%c,c'(b+th)u’ ¢>dt
0

Vol. 60, n® 2-1994.



198 M. LAGUEL

on obtient, a partir de (2. 14), pour |h| assez petit :
“%c,c'(b'i-h)_%c,c'(b) ”_?(ng};'x12,L2x12)=(97,c,c’(lh |)
d’ou la continuité de I’application
RMNosp - H, . (b)eZ (HFe® x [2, L2 x P),
ol b’ e CNo est fixé. De méme la continuité faible de V, #, . (les dérivées
gtant prises au sens formel) et Iidentité :

[y (T = H o B 0,0 |= f<h.v,, Koo (b+thyu, §dr

0

montrent que application R®No3b — #, . est différentiable pour la topo-
logie uniforme et vérifie || 8y, #. o () ||¢ @ge® 12,1212 = 0, (1), pour
tout 1<i<2N,.

En itérant le méme argument, on montre que I’application :

R™Mos b o, . (b)e L (HF® x 12, L2 x[?)

est de classe C® et vérifie || 8] #.. o (B) || & mge® 12, 12512 = Oy, ..« (1), pour
tout yeN?No, [J

Soit «/<{1,...,Ny}. On note card .o/ par |o/| et on pose
37=] 3,, ou pour tout 1<i<N,, 3, sont définis comme dans le
iceod
lemme 2.2.

PROPOSITION 2.6. — Soient M, ¢, ¢, ¢, comme dans le lemme 2.4. Alors
il existe d>0 tel que pour tout &/c{ 1,..., Ny} et pour tout c;>M :

1 1
3 % (b B, ay=dexp| —— T 71
13 Ao ) | w2t p( dEmmb,-I)

pour tout b, b" dans CNo.
Preuve. — Soit Z<={1,..., Ny }. On a pour toutje{l,..., N}:

- ANEA - ~
52’”4)3,,-(?6):(%) [n (Ebkbk)<ek9X/\U'>]¢2,j(x) (2.15)

ke o

pour tous xeR" et aeT. Et pour tout ke{1,...,No}:
~ ~ 1
abkbk=5(1—g(<x> dmby))
ol g est donnée par (2.4). Ainsi pour tout &/ <{1,..., Nyjona:

supp (E,f’cf)f’j)c{xeR”; Vke o, <x>|{§mbkig3i}=Ed. (2.16)
c

1
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SUR L’'HAMILTONIEN EFFECTIF ASSOCIE A L’'OPERATEUR DE SCHRODINGER 199

Les inégalités (2.6) respectivement (2.7) montrent que les opérateurs
3 (€ > RE ()=« /) respectivement 3 (e€ > RE (b) e« > sont des
opérateurs de Hilbert Schmidt. De plus d’aprés (2.16) chacun d’eux
vérifie :

5 _ , 1 1
“51? (e¢ 7*RE (b)e~ <0k ))”.sf(LZ ®", 12 Sds exp( Z >

d3 iesd l%mb,
3 (e X1eRB (p) e~ K /e n S dy ex
” (. (b) )||g»al(r), L2 ®Y) =03 p( d3 Z;d |;‘§mb|>

Par ailleurs, avec ¢’ <c¢''<c,on a:
e Pour tout ie{1,..., Ny} :

Ebi (e< dle P§ (b)e—« >/C'))
Z (e« de)=( e Ebi A?) (e< dle” (ij+AJ§)e"(< >/c'))

15jsn - -
+ Y (€F D, + A e O (ORI F AT

1<j%n
ee Pour i#/, le{l,...,Ny}:

5;’ . (e< e Pg (b) e K >/c'))

= Y (e By, AB) (el 2= 3y, AD)
15jsn ~ o~
+ Z (e€ =K >/c)5bl A?) (e D= abi A?)

1<jsn
eee Pour tout &/ ={1,..., Ny} tel que |&/|=3:
3 (e Pz e~ YN =0,

D’ou, a partir du lemme 2.2 et du lemme 2.3, 0on a :

= . 1 1
0 (e e Pr e~ K /e e B’ <d, ex — .
1o e D leuranzde p( 4 & IrymbiI)

Les constantes dj, d, sont indépendantes de ¢;>M et de b et b dans
CNo, [J
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3. INVERSIBILITE DE L’OPERATEUR DE GRUSCHIN 25
DANS LE CAS D’UN CHAMP MAGNETIQUE COMPLEXE
ET ESTIMATION DE SON INVERSE

Soit z, fixé dans R, et ¢; >0 donné dans la définition de b [cf. (2.1)].
En supposant ¢, assez grand nous avons :

ProposiTION 3.1. — Il existe un voisinage W de zo % {0} dans Cx CNo
et une constante M >0 tels que pour tout (z,b)eW, et pour tout
feC?(R", R) vérifiant

1
(*) |V f Lo @yt Af Lo @n S M
nous avons :

(i) L’opérateur e Pze~7 qui envoie H3*® x 12 dans L? X I* est uniformé-
ment bornée par rapport a z, b, f, et bijectif avec un inverse &5, , uniformé-
ment borné.

(ii) Si on note &5= &5, o, alors e’ &ze~7 opérant sur C§ x I se prolonge
en un opérateur de L? X > dans HF°B x [ noté aussi e/ &ge~7, qui coincide
avec &5 . Ici 12 désigne l'espace des éléments de I> nuls en dehors d'un
borné.

Preuve. — (i) La constante ¢, étant supposée assez grande, nous avons
pour tout je{j,...,n}, aeN"et |a|<1 et heCNo:

| D% (A?-— AP [l @

=|D§:<Z i‘smbk,,-x<<x>3mbk‘,~>xk) 3.1)
k=1 Lm(R"j
1
=0 <*+|B|>
¢y
ce qui entraine, pour tout me {1, 2}, je{l,...,n}et beCNo:
8 1
| AF — ATP || & @igie, yten, =0 (c_ +]B|> 3.2)
1
et alors :
& 1
[N Y —" <1+c—+1B|>. 3.3)
1

Comme pour toutje{ 1,..., n} ona:
(D, +A})>— (D, + Aj*®)?
=(A}—A¥e B)2 + (A%~ Aj?‘e B) (ij +AJP)
+(D,; + A ®) (A} - ATP),
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on voit que (Pz—Pg,p) e ¥ (HF*B, L?); de plus :

1
”Pg“PgeBIQ(ngB’Lz):@ <c—+|B|> 3.4
1
Pour tout feC*(R", R) :
¢/Pge ! — Py y=(Pg—Pgp)+ Y 200, /) (D, +AD+A/-|V [

15jgn
ainsi, moyennant (3.3), (3.4) et (*) (et supposons que M=1) on a :
_ 1 1
lle/Pge f_PsieB”mH%‘eB,LZ):@<—+|B|+—>. (3.5
cy M
Posons :
gf,j(x)= (¢F @1 @ g2 B xna) _ i/2) (Re B, xna ) ¢,~ (x— ),
On a alors :
'gﬁj(x)I=|ef(u)—f(x)—(1/2)k§lffmbk,,x(<x)ﬁmbk,l)(ek,l’x,\uo_1||¢‘(x__a)l
o, J b

ou : g, ;=dx; Adx,.
D’ou :

18 @SS @-F @~ L T Fmb, 0 (x> Fmb, ) ey p xAa)]

2 k<l

1
JetIf(a)—f(x)—(1/2)k§,8mbk,1x(<x>i§'mbk,1)<ek,z,xm>Idt|¢j(x_a)|
0

nn—1
seo(| =l f ot "G 5l
x ell *=¢ [V Sl +n(n—1)/461)le—alle"(lx—allco)
nn—1)

1

§c0|x—oc|<||Vf||Lm wnt )e—lx—al[(1/co)—(n(n—1)/4c1)—||Vf||Lw(.n,1.

Par hypothése ¢, est assez grand. Si on suppose de plus que M est
suffisamment grand, on a alors :

-1 1
IV o+ 22D L

<
4c, 2¢

et on obtient :
gz ;(x)|Sc’ee”Ixmele,

avec £>0 aussi petit que I’on veut en fonction de M et de ¢,.
Ceci entraine que pour tout (o, B)eI'? et pour tout j, ke{1, ..., N},

ona o
|<{g2; gpiy|Sc'e?e lemBlED (3.6)
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Notons par « , I'opérateur ¢/ RE ¢~/ — R%B, La matrice de I'opérateur
s/ , /% est donnée par la matrice (a,, p),, p avec

a0, 5= (4 D1 2. k5w p =182 & i b
On obtient par le lemme de Schur et (3.6) que :
(2N PRERERYU O} 3.7

Une estimation analogue est obtenue (de la méme mani€re) pour I'opé-
rateur ¢/ RB ¢/ —R%¢B,

On en déduit [moyennant (3.5)] que pour tout €>0, il existe une
constante M (g)>0 et un voisinage ¥ (g) de 0 dans C™o tels que pour tout
(z, b)eC x ¥ (¢) et tout fe C?(R", R) vérifiant :

1

”Vf”"w“‘")+||Af”L°°m")§_M—(S

nous avons pour ¢; >M(g) :
Hef gﬁe—f_gmeB“.Y’(HZ“BXIZ,LZMZ)§8'

Comme lopérateur Pg, 5 qui envoie H3® x [ dans L? x /? est uniformé-
ment borné pour (z, ReB) dans un voisinage #°, de z,x {0} dans
C x RNo et qu’il est bijectif (¢f. [HS90]), on a i).
(ii) Notons &5 l'inverse de £g. Soient #" et M,>0 donnés dans (i),
. 1 ,
alors pour (z, b)e #” et f bornée vérifiant |V f |« +|Af |L= < R I'opéra-
0

teur &g ,(z)=e’ &5e”/ est linverse a gauche, donc [linverse de
e! Pz e/, et vérifie :

||éaﬁ,f(z)v||H3‘”xtz§c|iv||L2xzz
ou la constante C>0 est indépendante de (z, b) et f. Ainsi, pour tout
veCyx %, ona:

lle’ é"ﬁv||HgaeBxlz§C“efv”sz,z. (3.8)

En fait cette inégalité reste vraie si f est non bornée; considérons la suite
de fonctions :

ﬁc@=fcwx<199>, v=1.2...

\Y

ou g, est une fonction dans Cg (R) qui vaut 1 au voisinage de I’origine.

Alors :
Vﬁ=i(f>Vf

\%
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avec ¥ (1)=y () +ty’ (¢), et pour tout aeN",
o f=1 <f> @ N+ T (f> @
v v v

ou (9)*=(0x, )"t . . . (0, /)™
Soit feC2(R", R) telle que |V f|ot+|Af|L= soit suffisamment petit
pour que :

|V £ oo +|Af Lo < ML pour tout veN.

0

On obtient alors d’aprés (3.8), pour tout ve C¥ X I3 :
||efv (o‘"ﬁv||H3te3x,2§c“erv”sz,z,
comme, pour v assez grand f,=f sur le support de v, on a :

lle”* & [lugesan 12 =Clle/ v ll2mm xi2 -

Do pour K, x Kyco R <1 et vasses grand, on obtient auss
lle” 50 [luger wpx12 kp=Clle’ vz @n <2
Par conséquent :
lle” €50 lugen @nxi2 S =Clle’ vl @yxi2m
ou d’une maniére équivalente : pour tout ve CY x [ :
e 5e™ o ugenniz<Cllolhzrn

[la constante C>0 est indépendante de (z, b) dans #~ et f vérifiant (*)].

L’opérateur ¢/ &5~/ est alors borné sur C3 x /§ muni de la norme de
L?x [* 3 valeurs dans H3°® x /2, avec une norme uniforme en f vérifiant
(%) et (z, b) dans #". Par densité, il se prolonge en un opérateur E}, que
I'on note aussi par ¢/ &ze™/ de L?x/[*> dans H3°® x /%, uniformément
borné en (z, b) dans #~ et f vérifiant (*).

Il reste 2 montrer que E? est Pinverse de /7 Z5e7.

Pour veC®x1I2 on a e /velL3xIZ, donc pour (z, b) dans # et f
vérifiant (%) :

(e Pz e M) (e e Nv=e Pg b5e Tv=ele T v=n.
—

eLgx13
——
cnFeBx 2

€ Hg‘e B 12 (daprés ce qui précéde)

Gréce 4 la continuité de e/ 25 e/ et E}, on trouve la méme identité pour
vel?x L2 O
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PROPOSITION 3.2. — Il existe un voisinage W =W X W , de z,* {0},
dans Cx CNo, et une constante M >0, tels que pour tout c>M, et tout
0<c' <c, l'application 4., . definie, pour z fixé dans W'y, b’ fixé dans W ,,
et ¢c;>M par :

g W, L (LA x P, HY P x PP)

b el g5

c,c*

est de classe C* en b. De plus pour tout yeN*No :
[05%., e (O |le @22, uger 2= 0y e (1
indépendamment de b, b’ et de c,.
Preuve. — Observons tout d’abord que, pour tout ¢>0,
e >/‘)€$(H§EBI, HgieBz)

uniformément en b,, b, dans un voisinage ¥"; de 0 borné.

Rappelons (proposition 3.1 et remarque 3.2) qu’il existe un voisinage
W de z,%x {0}, dans C x CNo, et une constante M, >0 tels que pour tout
¢>M, et pour tout (z, b) dans #°, on a pour ¢;>M, :

||e’< e &5 e« >/°)H_g(ngeBx,2, sz,2)=(9 )

indépendamment de (z, b), de ¢ (et de ¢;).

Posons # =%, X W ,, et fixons ¢, >M. Soient b,, b, dans #",, z dans
W ., et ¢, ¢’ deux constantes positives telles que ¢>M=max (M,, 2¢,) et
0<c' <c [c, est donnée par (1.6)]. On a pour ¢, >M,, fixé :

el Ve (&5.— 65 )e—(< >/
1 2
X (e< e évﬁl e K >/dl)) [e< >ldy (g)ﬁz _giﬁl)e—« >/d2)]
X (e< >dy (gﬁze—< >/c’) 3. 9)

ou d,, d, sont tels que max (M, ¢")<d,<d, <c.

Pour tout 4’ fixé dans #,, la norme du premier facteur, respectivement
du dernier facteur du membre de droite de (3.9), prise chacunes d’elles
dans & (L? x 2, H¥*® x [2), est indépendante de b,, respectivement de b,
dans #7,.

La norme du terme du milieu, prise dans & (HJ*® x /2, x L?x [%), est
un O (|b,—b,|) (voir proposition 2.5), d’ou la continuité de I’application
gc, ¢’

Posons b;= (b)), <isng€# 25 J € {1, 2}, et remplagons dans (3.9) b, par
b, +ARe b e;, avec i fixé.

On obtient, en divisant les deux membres de (3.9) par ARe b et en

passant a la limite quand | ARe b’ | tend vers 0 :

aﬂe 5 (e< e (gﬁle—K >/c’))=(e< e gﬁl e K >/dl))
X [5me b (e< >ldy g)ﬁle—K >/dz))] (e< >dy 5.8.1 e K >/c'))
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ou d;, d,, ¢ et ¢ sont choisis comme dans (3.9). Les dérivees
(Ose v)1<i <N, SONt prises au sens de la norme.
De la méme maniére (et sous les mémes hypothéses), on montre :

VI<i<Ny, Ogms (e$ 2 (é”gle—‘< 2/
=(e< dle gﬁle—« >/d1)) [a‘ifmbﬁ (e< Dldy gxﬁle-« >/dz))] (e< >ldy gﬁle—« e ))

Itérant ces arguments, on obtient la proposition en remarquant que
d’une maniére générale, pour tout yeN*No, on a :
0} 9., - (b)=combinaison linéaire finie de termes de la forme :
(e< >leq éage_« >/cZ)) [azl (e< Yea gﬁe—« >/03))] (e< >es éage'« >/c4))- .
X (e< ek (g’ﬁe—(( Mew+ 1)) [agk (e< ek +1) Wge_« >/(ck+2)))]
X (e< deg+2) é”ge_« >/c')) (3. 10)

ou y;+...+7v,=v. La suite (c);<j<x+2 €St une suite strictement
décroissante de réels positifs : c=c¢;>c¢,>...>¢,>max (M, ¢). O

Soient M >0, # =%, x %", donnés dans la proposition précédente et
¢, >M fixé, nous avons alors :

ProposiTiON 3.3. — Soient ¢, ¢ comme dans la proposition précédente.
Alors il existe une constante K>0 telle que pour tout ze W', et b, b’ dans
W, on a pour tout & <{1,...,Ny}:

1 1
349 b N e, ;25K e - = T 1|
185" e, e D)l & a2 <12, nger <= xp< K iezd ’%mbil>

(La constante K >0 est indépendante de c,).

Preuve. — Pour tout &/ ={1,...,Ny}etbe# ,, ona:

07 9. . (b)=comb. lin. finie de termes de la forme :
(€1 g5 e~ D) [3e1 (e Ver g o= led] (o€ Vo3 g5~ dew)y
X (€€ Ok @50~ et 1) [Fefk (6 1) P o= (Cllers )]

X (e(< ek +2)) éz’ge_« >/c’)) (3' 11)
ou la suite (¢;); <x<j | €St choisie comme dans (3.10) et (2/;); est une
- k

suite de partie de .« telles que &/ = U o, ;N ;= I, pour i #j.
j=1
La proposision 3.2 donne :

[|e€ 7 Ege™ iV g 2.2 pgew «i2=0; (1).

On obtient alors I’estimation recherchée a partir de (3.11) en utilisant la
proposition 2.6. [
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4. PREUVE DU RESULTAT

4.1. Formule de Stokes

Soient b=(b,), <;<n,€ C"°, et o/ une partie de A ,={1,..., Ny}, on
note :
Q=11 Q, Q=[] o
ied ied
L¥(db)y=[] L(db)= ] d(Reb)rd(Fmb)) et db” =[] db,
ied iedd ied
LEMME 4.1. Formule de Stokes. — Soient E et F deux espaces de
No

Banach, W~ un ouvert dans CNo, Q=[] Q; un polydisque ouvert de CNo tel
i=1

que QW , et f: W 3b—f(b)e L (E, F) de classe C* dans W . Alors pour

tout b=(b;); <;<n,€Q0n Q-

- 3 <_1_)|ga|<:l>w|j ?z f®) Lo @) (gpy®
a®axq¥
1

o
b
duB=# \2IT T N

A NB=D 1—[ (bz,—bt)

Preuve. — En dimension 1 le résultat découle de la formule de Stokes
et de la régularité de f dans # . Montrons le résultat, en dimension Ny,
par récurrence. Supposons que le résultat est vrai en dimension kK <Ny, :

1 V2!l / —1\|#I
f= 3 <2—> (—>
A ORB=X I T

A NB=D
|, O aay @
Sl RCETS

i=1

oub=(by,...,b)eQy, A ={1,...,k},Qp=[] Q etoufest C*dans
un voisinage de Q. -
Considérons f de classe C* dans un voisinage de €,
H'={1,..., k+1},
et calculons
f(by, .5 biy), K+ 1=ZN,.
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On a d’aprés ce qui précéde, pour tout b=(b,, . . ., b,) fixé :

1 b, b, ,
£, bm)=—.f UAGL IV
2im Jogsy Dkrr —bier

0, b, b,
_lj biir S ( k+l)L(db,l‘+1)
Qg +1

’
T bi+1— bty

Par la relation de recurrence (£,); on obtient, pour tout by, , fixé :

1 db; 1 \!#l 1\ !
sl bl 3G ()
2im 0 +1 Oks1= bk 1) L = \ 20T T

ANRB=D

XJ ai:lkf (b,’ bl’c+ 1) LM (dbl) (dbr)ga:l
A | RSN
i=1

1 1 \!/2l 1\/<!
L2 GE) T ()
T Joysy A UB=X 2im T

A NB=0

xj P LA Lﬂ(db')(db')g’p ew
%80 xQF . (bk+ 1= brs1)
b~
1

1 \|#1+1 1\l«1
2 () )
A URB=H In T
ANRB=Q
o ’
f f Ek +{ (', bic+) L (db") (db")® dby, , ,
0 +1 Jo® ay x0f T ®i-5)

i=1

1 2l 1\ #!I+1
2R )
gud=x \2iT T
A NRB=D

0, . 02 f (b, b,
x f f Prt 2 S C birs) L (db') (b’ L (db}, ;)
Qe+ 1 JoPox x0f 1—-[ (b~ b))

i=1

5 G ()7

A NRB=D
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k+1
[T ®i—5)
i=1

o #'={1,...,k+1} O

Preuve du théoréme 1.3. — Soient W =W ,xW ,, M>0, ¢, c' et 4, .
comme dans la proposition 3.2. Notons Q=Q, un polydisque de centre 0
et de rayon p, tel que Q soit inclus strictement dans #",. Alors, d’apres le
lemme 4.1, pour be QN RN et ze# ", ona:

gc,c’(b)= Z <_1~>|53I<_ l)lﬂl J‘a@ MLM(&')(de)@
0 x Q7

o B=ho \2IT T No ,
A B=Q n (bi_bi)
i=1
(voir le lemme 4.1 pour les notations).
Ainsi, pour tout BeNNo et tout be QRN :
No

”ab'5 R «(b) ”(1):(9(1) l:[ (Bj )]

o 7 ’
XJ ab f(b3 bk+1) L,ﬂ(dbl)(dbl),%
B0y Q1

X

“ Ebd gc, ¢ (b’) ”(1) Laz/ (db')

f N (db")?|

g oB=No JoBaxa?d °

o B [T [6i=b; P
i=1

ot || . ||1, désigne la norme dans P (L2x PP, H,xP)(H,(R)=H?(R") est
I’espace de Sobolev usuel).
D’aprés la proposition 3.3, il existe une constante K>0 telle que :

J Habﬂ gc, ¢’ (b,) “(1) L.M (dbl)
®axa?

No
b;—bi|Bi+1

I1

i=1

(db’)*|

e~k Z 1/ FmbiD
K L (db") (db")”?
Paxad O
[T 16— P!
i=1

gx[ :
2 1—[

bi—b,|Pit?
ieRB
e~ (K), Z 1/ Fmb} )

[ Il

ied

IIA

(a5 q

| d (db’)]=K [*] [**] (4.1)

by~ b, [Pit1
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avee
e~ K Z 1/ Fmb] D)
[**]éf LY@ )< [] CELY(B,+1)Bi*1.
o 1‘[ |§m b;lﬂi+1 ile_L K, p B )
ied

L’intégrale [*] se majore encore plus facilement pour tout b dans un
polydisque Q' inclus strictement dans Q et on trouve :

02g, (b
Z ||Nb c,c( )”(1) Lg(db:) (dbl)ﬂl
g oB=ko JoPaxa?d _° , i
AN B=0 [T |5;—5;%
i=1
<Clyt ¥ II B+Dh!
dHNg icd
sClébig T1 B+DH*!
1<i<Np
=CLvy I B!
15isNp

ol la constante K est donnée par (4.1) et p est le rayon du polydisque Q.
Ainsi, il existe C>0 tel que pour tout Be NNo et pour tout (z, b) dans
W, xQ' :
N ”aggc,c'”(l)éclBI+1(B!)2
0

ouB!= l_—[ B!, et B=(B)1<izny

La matrice (E_, (B, z, 0, Y)),,,r de 'hamiltonien effectif E_, (B, z)
[de classe C* en B (c¢f. proposition 3.2)] vérifie alors :

|e<a>/cagE_+ (B, z, a, Y)e~(<v>/c')|§(“jlbl+1 (B2,
Va,yel, V(z, b)e# x Q"

Le théoréme 1.3 est obtenu en fixant y=0. O
Le corollaire 1.4 est une conséquence immédiate du théoréme 1.1 et
du théoréme 1.2.
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