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REsUME. — Motivé par des questions posées par R. Carmona dans [2],
on étudie ici 'opérateur de Klein-Gordon :

K =0p,(,/TFE+V (x)

en comparaison avec ’opérateur de Dirac :
3
D(h)=h Y o;D;+a,+V(x).1,.
ji=1
et plus précisément la décroissance de fonctions propres de ces opérateurs.
Ces deux opérateurs décrivent des particules en relativité restreinte,

. . . 1 . .
particules de spin nul pour Klein-Gordon et de spin 5 pour Dirac, il est

donc naturel de comparer les résultats obtenus. Lorsque le potentiel varie
peu, par exemple en limite non relativiste, on montrera que les résultats
sont compatibles. En revanche, on verra qu’il existe des cas, typiquement
quand le potentiel varie plus que I’énergie de masse de la particule, ou les

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Physique théorique - 0246-0211
Vol. 60/94/02/$4.00/© Gauthier-Villars



148 B. HELFFER ET B. PARISSE

résultats de décroissance différent. On exhibera ainsi deux exemples ou
Ieffet tunnel permet de distinguer ces deux opérateurs, I'un relatif a la
limite semi-classique, I’autre & ’approximation du tight-binding.

ABsTRACT. — Motivated by questions posed by R. Carmona in [2], we
study the decays of the eigenfunctions of the Klein-Gordon and Dirac
operators:

K =0pl, (/TFE+V (),
3

D(h)y=h Y o;D;j+a,+V(x).L,.

j=1
These operators descibe particules in restricted relativity, of spin 0 for

. 1 . .
the Klein-Gordon and of spin > for the Dirac operator, so it is natural to

compare the results. When the variation of the potential is small, as in
the nonrelativistic limit, we show that the results are compatibles. On the
other hand, we will see that there are cases, typically when the potential
varies more than the energy of the mass of the particle, where the decays
are different. We give two examples where the tunneling effect allows one
to distinguish these two operators, one relative to the semi-classical limit,
the other to the tight-binding approximation.

1. HYPOTHESES

Considérons I'opérateur de Klein-Gordon défini sur L2 (R"; C) par

K =0p;,((§>+V (), ¢))
ou V (x) est le potentiel, supposé C® et vérifiant :
lim Vx)=-1, ?2)
Ilx]l = o
et ou :
(&)= /THE 3)

Ici, pour un symbole a dans une classe convenable (cf. [14], [19]), on
définit Op” (a) par :

(Opl, (@) 9) (x) = (27:}!),,H€“’"” ‘ E"‘d(%z, §>¢(y)dyd§, )
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COMPARAISON ENTRE LA DECROISSANCE DE FONCTIONS PROPRES 149

pour g€ (R").

Sous ’hypothése supplémentaire que toutes les dérivées de V sont
bornées, on montre que K est essentiellement autoadjoint (cf. [11] par
exemple). Le spectre essentiel de cet opérateur est sous I’hypothése (2)
contenu dans [0, oo et on va regarder des propriétés des fonctions propres
correspondant a des valeurs propres dans ]— oo, 0].

Sauf a la section 3.2, on supposera désormais que la dimension n est
égale a 3 pour pouvoir comparer les propriétés spectrales de ’opérateur
de Klein-Gordon avec celles de I'opérateur de Dirac défini sur L? (R3; C*)
par :

3
D(h)=h Y o;D;+o,+V(x).1,, )
j=1
ou les a; sont des matrices hermitiennes 4 x 4 vérifiant :
o, Oy, + 0ty &, =28, , pour 1=m,n=<4. (6)

Les matrices de Dirac a; sont définies a partir des 3 matrices 2% 2 de
Pauli notées G; par :

(0 o5\, ._ (L, 0
(“f)'<o,. o=z ws( )
ou )
ey 2 w0 3) o)

0 -1/ i 0) 1 0/

On montre alors que l'opérateur de Dirac commute avec l'opérateur
antilinéaire de Kramers noté K (ou " selon la section) défini par :

i, i,

K| =<°2 O> e ®)
i,y 0 o, iy

i, i,

Ceci permet entre autres de montrer que les espaces propres de D (k) sont
de dimension paire.
On suppose de plus que :

MinV (x)< — 1. )]

Remarque 1. — Dans les formules (1) et (5) définissant les opérateurs
de Klein-Gordon et de Dirac, on a normalisé I’énergie de masse mc* de
la particule décrite & 1. Montrons comment on passe de la forme habituelle
de ces opérateurs a la forme normalisée pour I'opérateur de Dirac (on
procéderait de maniére identique pour I'opérateur de Klein-Gordon et on
obtiendrait les mémes formules de passage).
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150 B. HELFFER ET B. PARISSE

L’opérateur de Dirac non normalisé est défini par :
3
r=hc Y, o;D;+mc?o,+V (x).1, (10)
j=1
ou V (x) désigne le potentiel (par exemple un potentiel coulombien multi-
plié par la charge de la particule,...).

Pour se ramener 4 la forme (5), on voit qu’l faut diviser (10) par
I’énergie de masse mc?. Donc les valeurs propres « physiques » de D}’ sont
obtenues en multipliant les valeurs propres de l'opérateur Dy, 2 avec
potentiel V (x)=V (x)/mc* par mc*. En résumé, on a les correspondances :

h V)

h=—79 V(X): 27
mc mc

E,, (h)=mc?E (h). (11)

L’équation (11) s’applique aussi a 'opérateur de Klein-Gordon.

Sous I’hypothése (9), on sait qu’il apparait des valeurs propres de K
dans lintervalle ]— oo, O] lorsque 4 — 0. Une maniére de le voir est de
choisir un a>0 tel que :

e —oa— 1 n’est pas valeur critique de V

.

MinV(x)< —1—a (12)

et de donner la formule de Weyl pour la fonction de comptage des valeurs
propres contenues dans lintervalle I,:=]— o0, —a]. Ainsi, on a [¢f. par
exemple [11], [19] (M)]

X _ 1
Ny (L) (2nh)3(J‘\/ngHV(xK—udxd&*—O(h)). )

Ceci montre bien que, dans la limite semi-classique, on voit apparaitre de
plus en plus de valeurs propres. On peut bien entendu intégrer par rapport
a & et réécrire cette formule sous la forme :
NK (L) = %(J (—a—V)2—1)32 dx+0(h)>. (14)
h Vx)<—-1-a
Plus généralement, on peut prendre I,(B)=[—PB, —o] avec B>a et — P
non-valeur critique et obtenir pour le nombre de valeurs propres contenues
dans I (B) la formule :

NE(1, (B))= ;-( J

—-1-B<Vx)<—-1-a

(o= VP =(=B=V))* dx+0(h)>.
(1s)

(!) On peut remarquer que les inégalités d’Agmon permettent d’établir la théorie de
Helffer-Robert sous des hypothéses beaucoup plus faibles en dehors de la zone classiquement
permise, cf. Helffer [8] ou Ivrii (voir les références dans [15]).
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COMPARAISON ENTRE LA DECROISSANCE DE FONCTIONS PROPRES 151

Dans cet article, on s’intéresse d’abord au comportement des fonctions
propres associées. Si ¢ est une fonction propre de K d’énergie E (h) < —a,
qu’on supposera de norme 1, on peut s’intéresser a la décroissance de ¢l
sous deux aspects :

e A h fixé, quel est le comportement de pk (x) lorsque ||x|| tend vers
o0?

e Dans un compact fixe # de R> quel est la décroissance de
|| ok (%) ||L2 ) quand 4 tend vers 0?

Considérons maintenant les problémes analogues pour I'opérateur de
Dirac (?). Sous I'hypothése (2), le spectre essentiel de 1’équation de Dirac
est contenu dans

I=00, =21 U0, oof.
Le traitement semi-classique du comptage du nombre de valeurs propres
de l'opérateur de Dirac est connu (¢f. par exemple [11], [15, p. 266-267],

[21]) et si I, (B) est un intervalle comme ci-dessus a bornes non critiques,
mais avec cette fois :

O<a<fB<2,
on peut de nouveau compter les valeurs propres et obtenir :
1
NP (L B)= —— x (z f i
Q2nh)? —B<V1+E2+V(0)<—a

+2 dxd§+0(h)>. (16)

-B<V1+£2-V(x)<-a
En particulier, si V<1,on a:

NP (L (B)=2Ny I, (B)+ O (h™?), (17)
ou le facteur 2 correspond aux deux spins possibles (:l: %) Ceci suggere

la question de savoir si I’estimation du reste peut étre améliorée. Il faudrait
sans doute introduire Klein-Gordon plus et Klein-Gordon moins, de
symboles respectifs :

p+=V(x)+\/1+E_,Z, p‘=V(x)—\/l+F,2.

pour avoir un meilleur résultat.

Si pf est une fonction propre de I'opérateur D (h) d’énergie
E(h)€e]—B, —a[ de norme 1, on peut de nouveau Ss’intéresser a la
décroissance de ¢}, sous deux aspects et comparer avec ¢y (h).

(3 Ici, on suppose que toutes les dérivées de V sont bornées, ce qui assure que le
probléme est essentiellement auto-adjoint (¢f. par exemple [16]). On renvoie a 'ouvrage de
B. Thaller [22] et aux travaux de Helffer, Nourrigat, Wang [10] pour affaiblir les hypothéses
sur le potentiel V.

Vol. 60, n° 2-1994.



152 B. HELFFER ET B. PARISSE

L’estimation du taux de décroissance des fonctions propres étant directe-
ment reliée a la mesure de 'effet tunnel, on obtiendra ainsi des résultats
intéressants sur ’effet tunnel. Inspiré par I'article de Carmona [2] et une
question posée a la fin de son article, on va exhiber des cas ou les deux
modeles relativistes donnent des réponses significativement différentes.

2. QUELQUES RESULTATS NON SEMI-CLASSIQUES

2.1. Résultats de Carmona-Masters-Simon
pour Popérateur de Klein-Gordon

Dans son exposé, R. Carmona [2] rapporte les résultats suivants de [3]
concernant la fonction propre ¢ (on a pris #=1) attachée a une énergie
E<O0.

Sous les hypothéses de la section 1, on a :

Ve>0, 3C,>0, ||| SCeme!xl. (18)

De plus, si ¢ (x) correspond a la premiére fonction propre, qu’on peut
alors choisir positive, on a :

Ve>0, 3C.>0, | gx®)||=C e !x1 (19)

Ici, on a posé :

m,= /2]E[-E*’-¢ si |E|£]1

=1 sinon,
m,= _/2|E[-E?+¢ si |E|=Z1
=1 sinon. (20)

Ce résultat est en particulier intéressant parce que, d’une part, il met en
jeu deux comportements de décroissance selon les valeurs de E, et que,
d’autre part, il est optimal (a € prés) pour le niveau fondamental.

Il serait donc trés intéressant d’avoir un analogue semi-classique de ce
résultat. On donnera des résultats partiels dans la sous-section 3. 2.

2.2. Résultats non semi-classiques pour Popérateur de Dirac
On considére le cas A=1. Soit ¢y (x) une fonction propre de ’opérateur
de Dirac associée a une énergie E dans :
—2<B<E<—a<0.

On utilisera la distance d’Agmon pour estimer la décroissance exponen-
tielle comme par exemple dans Wang ([23]). On rappelle que la métrique
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d’Agmon est donnée par [cf. I’équation (23) ci-dessous]:
(1-(V(x)—E)?), dx%. (21)

Pour x assez grand, |V (x)—(— 1)| est petit et la métrique se rapproche
de :

(1—=(—1-E)?), dx*=(—2E—E?), dx%.
Posons donc pour £>0,
dg=\/(—2E—E );—&. (22)

et comparons la décroissance exponentielle d’une fonction propre au poids
d,.

Cette étude résulte des inégalités a poids, ou on prend ici A=1 (¢f. [23],
Prop. 2.1):

hzj V(e“’ Gk u(x)>

+ j (1—V(x)2—|w<p(x)||2)e2«><x>/h||u(x)||2dx

2
dx

=R < Je” (D _y Dy u(x)|u(x))es dx) 23)

pour toute fonction ¢ uniformément lipschitzienne et bornée, et pour toute
fonction ue H? (R*; C*) (On a noté Dy, I'opérateur de Dirac avec potentiel
V, et donc D_y celui obtenu en prenant —V comme potentiel).

On prend alors comme poids ¢ le poids @y défini par :

g ()=d,| x| si |x|ER (24)
=d.R sinon.
On montre maintenant sans difficultés que :
Ve>0, 3C,>0, |gp(x)||SC e %!*] (25)
ou on rappelle que d, a été défini a ’équation (22).
En effet, il existe r, indépendant de R tel que :
1= (V(x)—E)*—|Vog|*2&d,, si | x|2r,.
On en déduit avec les inégalités de I’équation (23), en remplagant le

potentiel qui y figure par V(x)—E, une majoration des intégrales

|x|zrg

€
I’équation (25).

1 . . L g
par —j . On fait ensuite tendre R vers + oo et on en déduit finalement
|x|=sro

Vol. 60, n° 2-1994.



154 B. HELFFER ET B. PARISSE

2.3. Comparaison entre résultats non semi-classiques

Comparons la décroissance de ¢, et de ¢ donnée aux équations (18),
(19), (25) dans leur domaine commun d’application, c’est-a-dire pour des
énergies E€]—2, 0[. On a alors d,.=m, pour E= —1. Par contre, pour
E{—1,m,)>d, donce ™!*| < ¢ % La décroissance des fonctions propres
¢x de K semble étre plus rapide que celle des fonctions propres ¢, de D.
Pour étre plus précis, il faudrait avoir une minoration de |¢p| analogue a
la minoration (19). '

Pour obtenir un comportement divergent au niveau des valeurs propres,
il est alors logique d’étudier le probléme du tight-binding (cf. la thése de
F. Daumer [4] dans le cas de I'opérateur de Schrodinger).

Le niveau d’énergie E étant choisi, on pose

V(x)=V(x, R): =—1+W(x+Re,)+ W (x—Re)), (26)

ou W est une fonction positive tendant assez vite vers 0 a l'infini (par
exemple W & support compact), et e, € R* est un vecteur de norme 1.
Pour simplifier les calculs, supposons que W est a support compact.
On prend comme potentiel de référence V=—1+W et, si on note ¢ la
premiére fonction propre normalisée associée a la valeur propre E de
l'opérateur (—A>—1+W, on prendra comme quasimodes pour 'opéra-
teur (—A>+V:
¢+:¢K(X+Rg1) et ¢_:¢K(X_RE1)- (27)

On obtient ainsi un espace de dimension 2 qui approche ’espace propre
correspondant aux deux valeurs propres trés proches de E (lorsque R tend
vers I'infini). Le splitting dii a Peffet tunnel est de Pordre de e~ 2™o® 4 un
facteur e**® prés, lorsque |E| <1 et est de 'ordre de e”?® lorsque |E|>1.
En effet, on a :
K¢"=E¢"+r", (28)
r*=W(x—Re,)¢". 29)
Or, en appliquant I’équation (18) 4 ¢*, on trouve :

[§7 () |SCe™me! ¥Rl |47 (x)|SC e xTRa, (30)

Donc, comme W (x— Ré}), est a support compact prés de x= REl
[ |=Coem28m, 3D

quitte a modifier C,, puisque la taille du support de W ne dépend pas de
R. De méme, on a :

|@" [¢7)[=Ce™ ™, [(K—E)¢"[¢7)|SCoe™ ™, (32)
Ces deux équations et la Proposition 2.5 de [12] permettent de montrer

que les valeurs propres sont exponentiellement proches de E avec une
majoration du splitting de ’ordre annoncé. De plus, les valeurs propres
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COMPARAISON ENTRE LA DECROISSANCE DE FONCTIONS PROPRES 155

« correspondant » aux quasimodes ¢* et ¢, sont :
A*=E+ valeurs propres de M+ O, (e~ **™), (33)

ou M est la matrice d’interaction 2 X 2 de coefficients :
(((K—E)¢+|¢+) ((K—E)¢+|¢_)>.
(K=E)¢~[¢") (K—E)¢~|¢7)

Les coefficients diagonaux de la matrice d’interaction sont de I'ordre de
grandeur de l'erreur, donc le splitting da a ’effet tunnel est :

AL=2|(K—E) ¢ [¢7)|+0,(e™*m). (35)

(34)

On trouve donc facilement une majoration de AA a partir de I’équation
(35) mais pour avoir une minoration, il faudrait bien connaitre la taille
du quasimode. A

Pour la premiére valeur propre, ce n’est pas difficile, parce que I’on
peut choisir de prendre ¢* et ¢~ positifs. On écrit :

(K—E)¢*[¢7)=(W(x—Rey)¢" [¢"). (36)
On peut trouver w>0 et 5>0 tels que :
|x|<8 implique W (x)>w.

On en déduit la minoration :

((K—E)¢+|¢’)EWI 6T, (37
| x—Req | <8

et la positivité des fonctions propres, ainsi que les estimations (19) permet-
tent de conclure que :

(K-E)¢*[¢7)2C.e7 ™R, (38)

quitte a modifier C,.

Pour I’équation de Dirac, on choisit aussi comme potentiel de référence
V=—1+W, et les quasimodes ¢, (x— Re,) et ¢ (x+ Re,) (correspondants
a une fonction propre normalisée ¢, associée & une valeur propre double
E de D_, . ) ainsi bien sir que leurs images par 'opérateur de Kramers
A". On a alors un espace de dimension 4 qui approche trés bien (quand
R — o) l’espace propre correspondant aux deux valeurs propres doubles
proches de E. L’écart entre les deux valeurs propres est majoré par un
terme de Pordre de e 2R% si —2<E<0 pour les mémes raisons que
précédemment. Comme pour I'opérateur de Klein-Gordon, on calcule la
matrice d’interaction (qui est d’ordre 4). On montrera dans la section 3.1
[¢f. I’équation (53)] que le calcul de cette matrice d’interaction fait apparai-
tre comme écart entre les deux valeurs propres doubles :

A=_J[(D=E)¢T [ )P+[(D-E)¢7 [H $ )+ 0. (™), (39)

Vol. 60, n° 2-1994.



156 B. HELFFER ET B. PARISSE

quil s’agit d’estimer et si possible de minorer par un terme de 'ordre de
10 ( e~ dee)‘

Nous verrons en appendice que c’est le cas lorsque W est radial
[¢f. (139)]. Comme on sait que pour |E|>1:

e~ 2Rmy ¢ o 2Rd;

le splitting est alors asymptotiquement plus faible quand R tend vers
'infini pour I'opérateur de Klein-Gordon que pour 'opérateur de Dirac
lorsque |E|>1.

Remarque 2. — Si on ne suppose plus que le potentiel W est a support
compact, on doit alors modifier les quasi-modes (essentiellement parce
qu’il faut tenir compte dans ¢* du potentiel W (x—Re,) qui ne s’annule
plus). Le probléme de référence est alors de prendre pour ¢* la premiére
fonction propre normalisée associée a la valeur propre E de I'opérateur :

<—A>—1+W(x+REI)+W(x—REI)X((iLe—1)>, (40)
ou y (») est une troncature positive définie par
. 1
x(=1 si ys-,
2
. 3
=0 si y= R 41)

C’est-a-dire que y « bouche » le puits situé en x=Re,. On définit alors
¢~ de maniére symétrique en posant :

§7 (X +(x.e)e) =9t (x' —(x.e))ey), 42)

ou x’=x—(x.e;)e; est la projection orthogonale de x sur I’hyperplan
normal a e;. On effectue les mémes constructions pour 'opérateur de
Dirac et on s’apercoit que le splitting entre valeurs propres se calcule

encore a I’aide de la matrice d’interaction (avec quasimodes modifiés).

3. QUELQUES RESULTATS SEMI-CLASSIQUES

Dans cette section, on donne des résultats sur la décroissance de fonc-
tions propres lorsque le potentiel correspondant n’a qu’un seul puits. On
en déduit une majoration ou un équivalent de l'effet tunnel dans le cas
du double puits symétrique. On compare enfin le résultat obtenu pour les
deux opérateurs suivant les propriétés du potentiel.
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3.1. Cas de opérateur de Dirac

Rappelons tout d’abord que Wang donne les résultats suivants sur la
décroissance des fonctions propres.

Soit W un potentiel tel que V=W —1 vérifie les hypothéses (2) et (9
renforcée) c’est-a-dire que :

lim W(x)=0, E=minW(x)e]-2, O[. 43)
|| =+

Le spectre de D _, ,  est alors discret dans I'intervalle ] —2, 0[. On suppose
de plus que le minimum de W est atteint en un point unique que I'on
choisira comme origine. Le [23], Lemme 2.3, peut s’énoncer ainsi :

LEMME 2. — Soit u, une suite de fonctions propres normalisées correspon-
dant & une suite de valeurs propres W, tendant vers E lorsque h tend vers 0.
On définit la métrique d’Agmon par :

(11— (V(x)—E)?) dx%.

Soit d(x) la distance d’Agmon du point x au puits (I'origine). Soit K un
compact. Alors on a :

| RICLIN |L2 w0+ | el oIy le 0=C. x el (44)

Si on suppose de plus que le puits ponctuel est non dégénéré :

W (0)>>0, (45)
alors on peut montrer 'inégalité ([23], (2.39)) :
|e? My |12 g+ h| et PPV |2 4 SCih -b, (46)

L’hypothése (45) n’est pas nécessaire pour majorer I'effet tunnel mais
nous sera indispensable pour le minorer.
Ecrivons le développement de Taylor de W en 0 :
3

W(x)=<E+% Y A? xf>+0(x2), A;>0. 47)

j=1

On peut alors appliquer le ([23], Théoréme 3.6]) de Wang :

Fixons C > 0. Pour # assez petit, le spectre de D _; . y (h) dans I'intervalle
[E—Ch, E+ CH] est constitué de valeurs propres doubles en bijection avec
I’ensemble des :

{e,=E+p,h},

ou

1
Ho= Y. Aj<ozj+§>, aeN3, avec p,<C.
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158 B. HELFFER ET B. PARISSE

Cette bijection vérifie :

b(w—u=0("?).

Dans la suite de cette section, on reprend le cas du double-puits étudié
par Wang dans [23], Théoréme 6.4 (3) et on le précise. On notera doréna-
vant K au lieu de 4 I'opérateur de Kramers.

Définissons maintenant le double puits symétrique. Soit
e, =(e; 1, €1 5 €1, 3)€R? et V le potentiel défini par :

V(x)=—1+W(x+e,)+W(x—e,) (48)

Les problémes de référence associés a chaque puits s’obtiennent en rajou-
tant 2 V une fonction a support prés du puits symétrique de celui étudié.
Soit We Cg ({|x]<e}, RY), telle que W (x)>e si | x|<&/2. On pose alors :

VEX)=V(x)+ W (xFey). (49)
Les opérateurs Dyt (k) admettent exactement n valeurs propres doubles
dans lintervalle [e,— Dh3/2, e,+ Dh*?], ou n est le nombre de triplets o
auxquels correspond le méme e, Un autre théoréme de Wang
([23], Théoréme 2.7) montre alors que 'opérateur Dy (h) admet exacte-
ment 2n valeurs propres doubles dans 'intervalle [e,— DA*?, e, + Dh*?].
Soit S la distance d’Agmon [associée a la métrique (1 —(V (x)— E)?), dx?]
entre les deux puits e, et —e,. Soit (A,) la suite croissante des valeurs
propres doubles de Dy+ (ces deux opérateurs sont isospectraux d cause
de la symétrie). Alors les valeurs propres doubles de Dy (#) forment une
suite croissante (A, _, A, ) telle que :

Mes —M=0(e™, (50)
ou la notation O signifie que pour tout £>0, il existe C, tel que
| Miyx =My | <C (e” 79,
On peut préciser A, . —A, en calculant la matrice d’interaction, ce qui
réduit le terme d’erreur & un O (e~ 2"). C’est ce que nous allons faire dans
le cas de la premiére valeur propre A, correspondant a e, (= (0, 0, 0)).
Notons u* et Ku® deux vecteurs propres normés correspondants & la
valeur propre A, =e,+ O (h*?) de Dy+. Remarquons que u* et Ku™* sont
localisées prés de Fe;. On posera encore :
u,=ut, u,=Ku", us=u", u,=Ku~ 51
La décroissance des fonctions propres permet de montrer que :
(Dy—ro)u" = 0 (e™5M,
et de méme pour K u* et u~. L’application de la Proposition 2.5 de [12]
et du théoréme de Pythagore montre alors que les valeurs propres de Dy

(®) On pourra aussi consulter le Théoréme 6.2 de la thése de Wang ([24], p. 70).
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sont les valeurs propres de la matrice M+24,.I, & une erreur d’ordre
O (e~ ") prés, ou la matrice d’interaction M a comme coefficients :

M=(mij)1 <i, j=4s mij=((DV_)"0) ”il”j)~ (52)

On notera « =» lorsque deux quantités ne différent que de I'ordre de
O (e~ ?%"). La matrice M prend alors la forme :

0 0 5 €
0 0 —-£ 9

M= - . 53
d -—¢g 0 0 33)

e 0 0 0
Les valeurs propres d’une telle matrice sont données par :

M a pour valeurs propres+ A, A= _/[§P+]e[?(h) (54)

Nous verrons que, sous une hypothése géométrique (existence d’une unique
géodésique minimale reliant les deux puits symétriques), on peut alors
montrer que :

A=C\/ﬁ(l+0(h))e's”', C>0. (55)

Remarquons encore que la forme de la matrice M ne dépend pas de
I’hypothése de non-dégénérescence (47) de W mais que le résultat C>0
en dépend fortement.

Preuve de (53). — @ Tout d’abord la décroissance des fonctions propres
montre immédiatement que les termes diagonaux de M sont de ’ordre de
grandeur de I’erreur.

e En utilisant successivement que (u|K v)= —(v|K u), K commute avec
D, D est auto-adjoint, on obtient :

((D—-lo)u+|Ku+)= —(u* |K(D—7\.o)u+)
=—(u" |(D—7»0)Ku+)
=—((D—Lrp)u"|Ku*)

On en déduit que m,,=0. De méme pour m,,, My,, Mys.
e De plus, on a :

my=((D—Ao)u’ |[Ku7)=—(u"[K(D—-2p)u")=—((D—2ro)u" |[Ku")

donc my,= —m,,. Enfin :
my=((D—Lo)u" [Ku")=(Ku~ [[D—Aro)u")=((D—ho)Ku [u™)
donc m,;,= —m,,. De méme, ms,=m,,.

On a des résultats analogues pour les o.
Nous avons donc établi la forme de M.

Preuve de (54). — On s’apergoit que :
M2=(|8)*+|e|?) . 1,=A%1,. (56)
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On en déduit que M est diagonalisable de valeurs propres doubles
+ /[8[*+[e[?. (Chacune des valeurs propres est double parce que la trace
de M est nulle).

Il nous reste a estimer A. Il s’agit donc de calculer (D—2,)u* \u') et
(D=2ro)u™ |Ku").

Le calcul se fait de la méme maniere dans les deux cas et consiste a
découper R® en deux demi-espaces suivant le signe de x.e,. Comme V et
V* coincident sur {x/x.§1<0}, le morceau d’intégrale calculé sur cet
ensemble est nul (car u™ est vecteur propre de Dy +).

Si on veut appliquer le méme raisonnement & I’ensemble {x/x.§1>0}
mais pour V™ et u~, il faut au préalable faire une intégration par parties
(formule de Stokes) pour changer de coté 'opérateur Dy, (on utilise aussi
que Dy est formellement auto-adjoint).

Il ne reste donc qu’une intégrale de surface :

L) o

Pour fixer les idées, supposons que e, .a=0, ce qui ne change rien 4 la
généralite.

Pour estimer cette intégrale de surface (57), il nous faut une hypothese
sur le minimum de la distance d’Agmon entre les deux puits symétriques.
On suppose donc que ce minimum est réalisé par une unique géodésique
minimale non dégénérée (en un sens défini ci-dessous).

Soit x, le pomt de la géodésique situé¢ dans I’hyperplan de symétrie
d’équation x,.e,=0. On sait par la construction BKW ([23], sectlon 4
et [17], section 2) que ’on peut remplacer les fonctions propres u* (ou
Ku*) et u~ (ou Ku™) au voisinage d’une géodésique minimale issue de
leur puits respectif par des fonctions BKW de la forme :

[ee]
- { -4t
h 3/4< Z /4 ui—,j) e d (x)/h’

j=0

3

ole,.0=) e ;0.

ou d*(x) est la distance d’Agmon du puits +e, au point x. L’erreur
commise est un terme d’ordre O (h®)e ™4™,
Sur la surface x.e,; =0, le minimum de d(x) est atteint pour x=x, et

.. S .
ce minimum vaut 3 Le remplacement des fonctions propres par les fonc-

tions BKW crée donc une erreur de 'ordre de O (h*) e~ 5",

Pour continuer, il faut supposer que la somme f (x)=d(x, _'1)
+d(x, —e,) ly. & =0 qui apparait dans I'exposant vérifie les hypotheses du
théoréme de la phase stationnaire en x, (dans I’hypersurface x.e,=0).
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On suppose donc que :
A=fll

& =0 (Xo) est non dégénére. (58)

On applique alors le lemme de la phase stationnaire, et on en déduit
que :

h
8=B(1+0(h))2n\/——i;c-—m(% Uy, o(xo) |u- o (X)), (59)

omtts 0y
=i(l +0(h))m(°‘1 u+,o(xo)|Ku—,o(xo)),

ou B est un nombre complexe de module 1. Rappelons que c’est

A= _/16|°+/€|* qui nous intéresse, par conséquent le calcul de B importe
peu.
On utilise ici des résultats de [18], section 4.1. Si on note :
P{ (x)=iVd(x,—¢)).a+0,+(V(x)—E).I,, (60)

Py (x)=iVd(x, +e;).a+0,+(V(x)—E).I,,
alors en écrivant ¢ @ (Dy—E)(uy oe”**)=0 (h), on montre facilement
que :
Uy o, Kuy geKerPg.

(Les noyaux sont non vides, car la distance d’Agmon vérifie I’équation
eiconale, on montre qu’ils sont en fait de dimension 2). On en déduit que
(u— o (x0), Ku_ 4(x,)) est une base orthogonale de Ker Py . Pour calculer
A, il nous reste a calculer la projection sur KerPy de o, u,  en x, (en
se rappelant que u, , appartient a Ker Py). On montre que le projecteur
sur Ker Py est donné par :

n=-PZya,,
2 V¥4

ou PZy=iVd(x, —e,).a+0,—(V(x)—E).I,.
Si on se souvient que :

Vd(x,, €)= —Vd(xo, —¢))=— /T-(V-E)e,,

on en déduit que :

Tty Uy o (xo)=—iay /1=(V=E)*u, ¢(xo)

Finalement, on trouve :

h
am— TR (x0) (1+ O ().
st O ool |
Le fait que la constante C soit strictement positive est une conséquence
du fait que la norme de u. , ne s’annule pas. On peut d’ailleurs calculer
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cette norme a 'aide de 1’équation de transport et (du fait que les fonctions
propres sont normées) en déduire le :

THEOREME 3. — Soit V un potentiel de la forme (48) admettant deux
puits symétriques ponctuels en e, et —e,. Soit E=V(§1)+ 1 <0. On suppose
que V(. —e,)+ 1 prend la forme (47) au voisinage de x=e, (les puits sont
non dégénéres).

On suppose qu’il existe une unique géodésique minimale (pour la distance
d’Agmon d) reliant ces deux puits. Soit x, le point de cette géodésique tel
que xy.¢,=0et f (x)=d(x, e,)+d(x, —e;) lx . &, =0- On suppose que f admet
un minimum S non dégénéré en x,.

Pour h assez petit, il existe alors deux valeurs propres doubles dans
lintervalle {E+thAj}+Dh3/2. L’écart entre ces deux valeurs propres
doubles est donné par :

2n[]A;(1=(V—E)*)(xo)
[detf" (xo) |

x o2 J’:) (V-E)Z; Aj+AdVT~(V=EZ (v (5)) dse—s/h \/ﬁ(l +0(h)), (61)

Mo, + —ho,- =

ou l'on paramétre la géodésique v reliant e, & x, a laide de la distance
curviligne (pour la métrique euclidienne) de telle sorte que v (f)=x,.

3.2. Cas de Popérateur de Klein-Gordon

On commence par donner des estimations de décroissance pour les
fonctions propres, puis on esquisse la construction BKW et on termine
par le calcul de I’effet tunnel.

3.2.1. Estimations de décroissance des fonctions propres

En s’inspirant trés fortement de la méthode utilisée dans [9], nous allons
obtenir des estimations de décroissance pour I'opérateur de Klein-Gordon
analogues a celles obtenues pour I'opérateur de Dirac [équations (44) et
(46)].

On reprend pour le potentiel V= —1+W la méme hypothése (43) qu’a
la section 3.1 et on suppose que le minimum E de W est atteint en un
point unique que 1’on prend comme origine. (Ici, il n’est pas nécessaire de
supposer que E> —2.)

Soit u, une suite de fonctions propres de 'opérateur K associ¢e a une
suite de fonctions propres p, tendant vers la limite E=min W (x).

On construit d’abord une famille de fonctions de troncatures y, pour
« combler le puits » et une famille de phases ¥, proches de la distance
d’Agmon d (associée a la métrique (1—(V—E)*)dx? si V<E et 4 la
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métrique euclidienne dx? si VZE) :
e Soit xeCg (| x|<2; R*) telle que x (x)=1si |x|<1. On pose :

xszx<f>ecgo(|x|<2a; R*). (62)
€
o Soit ¢, (x)=(1—¢/2)d(x) et ¥, une régularisée de ¢, telle que :
- Y.(0)=0,
— W, est constante loin d’un compact ou on s’intéresse a la décroissance
de u,,
— SiV(x)<E,
V¥, [P<(1-e)* (1= (V ()~ E)?), 63)
et si V(x)=E,
VY, [’ <(1-¢)> (64)
Soit :
v,=etety,,

Il suffira de prouver que :
0,=0 (e, (65)

et on en déduira facilement I’équivalent de (44).
Soit Py_l'opérateur de Klein-Gordon de potentiel :

V.=V+1x.,

et notons :

Pe — e‘l’s/h PV e—‘l‘t/h‘
Nous allons montrer que (P*—p,) v, = O (e“*) et que P*— p, est une famille
uniformément (*) inversible d’opérateurs (pour A assez petit). On en
déduira (65).

Etude de (P*—p,)v,

Par définition, on a :
Pev,=(e o va e ‘Mh) (e 9o/ ;)

=e*"Py_u,

= Pyt )y

=, ¥ u, +y e,

— h
= Wy 0, e

() Par rapport a h.
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Donc :
P —p) o=y e u,

et, comme le support de y, est inclus dans la boule de rayon 2 ¢ [¢f. (62)],
on en tire :

| (P*— ) v |[= O (). (66)

Uniforme inversibilité

On remarque que P*—E est une famille d’opérateurs pseudo-différentiels
dont le symbole principal est donné par :

Do (x, &)—E=\/1+(§+iV‘Pe) +V—E+7y.. 67

1l s’agit de montrer que p —E est uniformément elliptique.
On part de I'inégalité :

‘J%\/ﬂTyg\/i xeR*, yeR. (68)
La preuve de (68) consiste a poser :
a+ib=\/x—+Ty, aeR*, beR,
4 prendre les carrés :
x=a*—b?, y=2ab,
et 4 s’apercevoir que (68) devient :
az \/52?57

qui est trivial.
Il s’agit donc de minorer uniformément en (x, &) :

JIFE VI +V (@) -E+x, (%),
Traitons tout d’abord le cas V (x) = E. L’équation (64) entraine alors que :
1-|VY, [P21-(1-¢)?=2g—¢&2 =g,
donc :
mpg—Eg\/E+V—E;\/§.
On suppose maintenant que V<E. Alors, on a :
1-|V¥,?21-(1-¢8?*(1-(V-E)?)
=(V-E)?+Qe—>)(1-(V-E)?
>(V-E)? +e(1-(V—-E)?).
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On découpe en deux régions :
e Si|x|<e.
On minore (V—E)*+&(1—(V—E)?) par (E—V)® Rappelons que
E—V>0et que x,=1 donc :
Rp,—E= [E-VZ+V-EB+1=1.
e Si|x|>e.
Il existe alors une fonction fe& (RS, R}) telle que
|[V(x)—E+1|>f (), donc :
1-(V-E2=1+(V-E)Q—-(V-E)>1+(VV-E)>f(e),
et:
%pg—Eg\/(E—V)2+af(8)+V—E.
Pour ¢ assez petit, on a alors (quitte 4 diminuer f) :
Rp, —E=E—V+f(e)e?+V—E.

Donc p3—E est uniformément elliptique. On en déduit que P*—E est
uniformément inversible pour 4 assez petit, il en est donc de méme de
I'opérateur P*—p, puisque p, = E :

|(P*— 0! |=C.. (69)

Comme suggéré plus haut, on combine (66) avec cette équation et on
obtient (en choisissant bien la régularisée ¥,) le :

LeEMME 4. — Soit u, une suite de fonctions propres normalisées associée
4 une suite de valeurs propres W, de l'opérateur de Klein-Gordon avec
potentiel V= —1+W vérifiant (43) et atteignant son minimum en un point

unique pris comme origine. Alors pour tout €>0 et tout compact X, il
existe une constante C_, , telle que, pour h assez petit, on ait :

|e? @y, |<C, e, (70)

ou x — d(x) désigne la distance d’Agmon du point x a l'origine [associée a
la métrique (1—(V—E)?)dx” si V<E et a la métrique euclidienne si V2 E].

De plus, dans le cas d’'un minimum non dégénéré atteint en un seul
point (pris comme origine), on peut améliorer I'estimation (70) comme
dans [12] :

THEOREME 5. — Il existe un entier N tel que pour tout compact X~ de R,
il existe une constante C,, telle que la premiére fonction propre normalisée
(correspondant & la premiére valeur propre de l'opérateur de Klein-Gordon)
vérifie :

| px (x, h)|SCyph Ne 4Ok, 1)
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ou d(x) désigne la distance d’Agmon du point x a ['origine [associée a la
métrique (1—(V—E)?) dx? si V<E=min V+1 et a la métrique euclidienne
si VZE].

Preuve. — 1l suffit d’adapter la preuve de [9] & I'opérateur de Klein-
Gordon. Le théoréme 5 est encore vrai pour des fonctions propres corres-
pondant & une famille de valeurs propres p, telle que | u,— E|< C# lorsque
h—0.

3.2.2. Construction BKWW pour Popérateur de Klein-Gordon

Dans la région ou V(x)<min V+1, il n’y a pas de différence essentielle
avec la construction de solutions BKW pour l'opérateur de Schrédinger
faite dans [12].

La phase satisfait ’équation eiconale :

\/1— VdP+V(x)=minV+1, (72)

que 'on peut résoudre le long des géodésiques minimales issues du puits.
Nous ne donnons pas de détails puisque I’étude dans la région
V (x)<min V+1 est essentiellement la méme que celle faite dans [12].

Les estimations a priori de décroissance exponentielle (71) des fonctions
propres sont ici optimales.

Par contre, dés qu’on pénétre dans la région ou V=min V+1, plus rien
n’est clair et les seuls résultats positifs sont ceux de Carmona, Masters et
Simon. Il parait impossible d’effectuer des constructions BKW classiques.
Comme le suggére A. Grigis, on peut peut-étre effectuer dans cette région
des constructions analogues a celles que ’on effectue lorsque I’on passe a
travers un point tournant simple.

3.2.3. Effet tunnel pour des opérateurs pseudo-différentiels

On traitera en détail le cas de I'opérateur de Klein-Gordon, mais la
méthode présentée dans cette section s’adapte a des familles d’opérateurs
pseudo-différentiels dont le symbole se prolonge analytiquement en & dans
une bande du plan complexe (| I£|<C).

On considére donc 'opérateur de Klein-Gordon défini sur R" (n=3 nous
intéresse plus particuliérement) par (1).

Nous faisons les hypothéses suivantes sur le potentiel V :

® V(x) est un potentiel C* (comme le potentiel disparait dans les
expressions que I’on évaluera, il n’est pas nécessaire de le supposer analyti-
que si I'on ne désire pas faire du BKW analytique),

e Ilim V(x)=—1,

[x] - o

e VaeN", |DV|ZC,
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e V est symétrique par rapport a ’hyperplan x,=0 :
V&', —x,)=V (', x,), (73)

e V posséde deux minima non dégénérés aux points =+ x,, (x,),=c>0,
tels que :

V(=x0) (=V(x))<—1 (74)

Comme pour I'opérateur de Schrédinger, I’écart entre les deux premiéres
valeurs propres s’obtient par le calcul de la matrice d’interaction 2 x 2.
Cette matrice est la matrice de 'opérateur de Klein-Gordon restreint a
I’espace spectral engendré par les deux premiéres fonctions propres, matrice
écrite dans une base bien choisie de cet espace spectral.

Dans le cas de 'opérateur de Schrédinger (ou Dirac), on introduisait
une troncature y telle que :

=0 prés de — x,, x=1 pres de x,,
et I’écart entre les deux premiéres valeurs propres était donné par :
(P, x]u|u?). (75)

Ici u® désigne la fonction propre normalisée correspondant a la valeur
propre A? du probléme a un puits (le gauche) obtenu en « bouchant » le
puits droit :

P+HO)uw' =1, 8(x))>0, 620, } (76)

suppOcU, U voisinage de x5, Uc{x,>0},
alors que »* est obtenu en bouchant le puits gauche. On a d’ailleurs A4=2A¢
et u? (x', x")=u (x', —x,) si on « bouche » les puits de fagon symétrique.
Revenons a I'opérateur de Klein-Gordon.
Les résultats de décroissance de la section 3.2.1. permettent de prouver
que I’écart est donné par :

(P=AHuf |uh)= f@ w u dx, a7

modulo une erreur d’ordre O (e~ ®*9/"), ou ¢ est strictement positif et ou
S désigne la distance d’Agmon entre les deux puits x, et — x,.

Soit alors y une troncature valant 1 sur un voisinage du support de
et 0 sur un voisinage du support de la fonction 8, symétrique de 0 :

B(x', —x,)=0(x, x,). (78)
L’équation (77) peut alors se réécrire :
(P=2AYuf |uf)=(x (P— 1Y) u? | u)
=[x, Plu|u®)+((P— 1Y) x o | uf)
=[x, Pl |u) + (ru | Bu)
=[x, Plu|uf).
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D’ou I’expression donnée en (75).

Dans le cas de Schrodinger, on calculait alors explicitement [P, x] et a
l’aide de la formule de Green-Riemann, on en déduisait des formules
asymptotiques pour I’écart entre les deux premiéres valeurs propres. Cette
méthode parait inapplicable ici, car il n’y a pas d’équivalent agréable a la
formule de Green-Riemann pour un opérateur non différentiel.

C’est la raison pour laquelle nous procédons différemment, comme
dans [13]. (En dimension 1, une autre approche du probléme est traitée
dans [1].)

Soit donc C,>0 et soit w; 'opérateur de multiplication par :

clﬁew‘“” BN G ()= o)=ICor.  (T9)
Remarquons que I’on peut choisir Cy=1, mais nous préférons conserver
C,, les résultats devront bien sir étre indépendants de C,. La constante
C, est déterminée par la condition de normalisation :

fnsds=l, d'ou C,= /& (80)
8n

Tout d’abord, nous remplagons y (x) par J x (s) T ds. 11 n’est alors plus

nécessaire de choisir une troncature y réguliére. Nous prendrons néan-
moins une troncature y a support compact, contenue dans L®, valant 1
prés de la projection sur x, du support de 0, et valant 0 prés de la
projection du support de 8 [définie en (78)].

Si I’on s’inspire des arguments développés ci-dessus, il nous faut d’abord
estimer :

j (1—% (), 0uf u'dx ds

et montrer que cette expression est un O (e~ ®¢0") pour un g,>0.
(Remarquons que dans la suite de la discussion, on diminuera un nombre
fini de fois la valeur de g,.)

Pour cela, on observe simplement que (1—%(s)) 7,0 est un O (e ~*0/*) et
on utilise les propriétés de décroissance de u? et 9.

De méme, on s’apercoit que :
jjx ), 0uf il dxds= 0 (e~ C+eolh),
pour un £4>0.
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Nous sommes maintenant ramenés a 1’étude de I'intégrale :
JX ) [P, m]u? |u) ds, (81

ou P est notre opérateur de Klein-Gordon, mais ce qui sera fondamental
dans la discussion qui va suivre sera le fait que P est un opérateur pseudo-
différentiel dont le symbole est holomorphe dans une bande |3&|<C de
C" (pour Klein-Gordon, on a C=1).

Introduisons les espaces :
H; =H'(R", e~*"), L;=L*(R", e™ ™.
Nous allons prouver que, modulo une petite erreur, [P, m] peut s’écrire
comme J;Q,, ou Q, est un opérateur a construire. Par petite erreur, nous
entendons ici un opérateur R; dont la norme dans Q(H,}, Lf) est un
O (e~*o*) pour tous les ¢ mesurant la décroissance exponentielle de »* ou

u? (avec le méme g,>0).
Tout d’abord, nous avons :

Pnsu(x)=C1 (2 n)—n/Z - (nt(1/2) jfe(i/h)((x—y)v+¢s(yn))
+
p(%y, V>u(y) dydv (82)
nsPu(x)=C1 (zn)—nll -+ (1/2) J‘fe(i/h)((x—y)vﬂs(x,,))

p<¥, v>u(y)dydv (83)

On souhaite maintenant écrire les deux opérateurs avec la méme phase.
On a:

95 ()t 4, (x,)

x=vto(y)=x—y)v,+t 5 (34)
(= 9v+,(5) ==y v+ BOD L) )
avecvy =V’ (86)
et(vi)n=v.,i¢;<%). 87)
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On utilise alors v, comme nouvelles variables dans (82) et (83) et 'équa-
tion (81) devient :

[P, mJu(x)=C, (2m)~ "2 p~ /2

eri/h ((x=y) v+1/2 (¢35 (¥,) + 65 (x,)
+ . + + ! +
L y’v,’vﬁﬂ Xt \\_ (X y’v,,vn_@ Xt yn (88)
2 2\ 2 2 2\ 2

Un calcul trivial montre que :

M= iC, ((% —s) + %(x,.—ynf)- (89)

1 x,ty ) x,ty
Y n n\—;C n n_ o) 90
2¢s< 2 ) 1 0< 2 S> ( )

Toute cette discussion est donc justifiée si :

+
C0<x,. Vn _S>
2

Cette vérification était inutile dans [13], parce que le domaine d’holomor-
phie pouvait étre arbitrairement grand, mais nous devons étre plus soi-
gneux ici. En fait, il nous faudra choisir 6 arbitrairement petit parce que
nous souhaitons contréler toutes les expressions dans des espaces L] (ou
H;) a poids exponentiels (c’est-a-dire que Iv=Vd).

Avant de déformer le contour d’intégration, nous allons donc mettre
dans le terme d’erreur la contribution de I'intégrale correspondant a :

+
CO(M_S> 38
2

Par exemple, nous devons contrdler 'opérateur (°) :

<0, 6<1.

2

u—Ru(x)=C, (2m) "2 p=n-12) jjei/h«x—y)vm(y,,»

AP (2 s, o0

ou f est une troncature nulle sur un voisinage de 0.

(®) On montre le méme résultat en prenant dans (91) les phases : i((x~ y)v+o,(x,) ou

%«x — )V () + 6, ().
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On commence par remarquer que, par une petite déformation du
contour d’intégration, on peut éliminer la contribution des y tels que
| x—y|>8,. Maintenant, pour |x—y|<3,, on observe que, si 3, est suffi-
samment petit, alors, sur le support de :

(w)aﬁ(%—s),

ona:
| ya—s|>8,>0,
ce qui nous permet d’y utiliser 'inégalité
|36 (ya) |>Co 8.
Ces contributions sont donc exponentiellement petites et 'opérateur R,
est un O (e o) dans ¥ (H', L?).

Par des déformations de contour, on vérifie encore cette propriété dans
& (Hy, L) & condition que |V¢|<3,<1.

Remarque 6. — Bien sir, toutes ces estimations ne sont uniformes que
localement par rapport a s, mais cela suffit, puisque nous travaillons sur
le support de ¥ qui est compact.

Oublions un moment la fonction de troncature (ce qui ne posera pas

de problémes) et éliminons les termes de (88) qui sont indépendants de s.
Appliquons (89), il nous faut alors étudier le terme :

e~ (Colh) (Gey +7,)/2) = 5)2 {p<x;y’ v, v, +iC, <xn;'Yn _S>>

+ +
—p<"2y,v',v,,—ico(""zy"—s))}, (92)

Xt Y,
2

pour les (x, y) tels que :

|x—y|+ —5|<38,,

ou &5 pourra étre choisi aussi petit qu’il sera nécessaire.
Nous allons appliquer le [13], Lemme 7.4, que nous réécrivons ici :

LeMME 7. — Soit p un symbole (z, v) — p(z, v) qui admet un prolongement
analytique par rapport a v pour |Iv|<8, §>0.
Alors il existe un symbole formel, borné,

(z, v, 0) > Q(z, v, 0)
défini pour :
|3v[P+Cio?<8,<1
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tel que :
e~ WMo [ (2, V', v,+iCo0)—p(z, V', v,—iCy0) }
~ —hd,[e" M Q(z, v, 0)]. (93)
Remarque 8. — Nous prendrons plus loin z=(x+)/2, 6=(x,+y,)/2—s
Preuve. — Remarquons d’abord que la fonction :
c-p(, V,v,+iCyo)—p(z, V, v,—iCy0)
est impaire. On montre alors facilement qu’il existe un unique symbole

formel satisfaisant (93) :
Nous devons rédoudre :

2C,06Q—-hd,Q=p(z, V', v,+iCy0)—p(z, V,Vv,—iCo0o) (94
dans Pensemble des symboles tels que :

Q(z, v, 0)=Q(z, v, —0).
On réécrit (94) sous la forme :

1
I-h——.0,)Q=W,
(I=h—o—-0)Q

0

ou W est un symbole pair en o et borné :

o 3 L,
W(z,v,o-,h)zp(z"’"’n iCyo)—p(z, vV, V, ;COO-)‘

2C,0
Le premier terme du développement semi-classique de Q est
Q=W
et on remarque que :
Qo (z, v, 6=0)=i0, p(z, V). (95)

Dans [13], il est fait une hypothése d’analyticité par rapport a la premi€re
variable z(=(x+y)/2). Cette hypothése n’est pas nécessaire. Mais si on
fait une hypothése d’analyticité sur p, on peut montrer I'analyticité du
symbole Q a l'aide d’arguments analogues a ceux de [20] et la version
analytique du lemme 7. devient :

LEMME 9. — Soit p un symbole (z, v) = p(z, V) analytique par rapport a
la premiére variable z et qui admet un prolongement analytique par rapport
a v pour |3v|£8, 8>0. Il existe alors un symbole Q analytique et borné,

Q: (zv,0)—>Q(z v, 0)
défini pour :
|Sv|*+Cio?<8,<1

tel que I'équation (93) soit vérifiée au sens des symboles analytiques.

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Physique théorique



COMPARAISON ENTRE LA DECROISSANCE DE FONCTIONS PROPRES 173

Remarquons que 'opérateur de Klein-Gordon satisfait a cette hypothese
supplémentaire d’analyticité, car le potentiel V disparait en raison
du commutateur [P, ©] (il reste seulement le commutateur de \/ 1-A
avec T).

Revenons au commutateur [P, ©]. En prenant des réalisations adéquates
de Q, et R, nous avons :

[P, n]=h0,Q,+ R, (96)
e ou lopérateur Q, est défini par [cf. (81)] :
Qu(x)=C,2m)~"2h™""12

_Ue(i/h) (=9 v+ s G+ 5 O D (x — y) B(xn+yn _.s>

2

xQ(xT’Ly, v, 3‘% —s)u(y)dydv, ©7)

e ou P est une fonction C* dont le support est un voisinage de 0
suffisamment petit,

e ou Q est holomorphe dans |Iv|<§,<1,

e ct ou R, est d’ordre O (e *0™") dans & (H;, L}) pour tout ¢ tel que
|Vo|<ds<1.

Nous pouvons maintenant calculer ((P—A%u|u®) modulo
O (e~ 6%/ oy, si on ne fait pas d’hypothése d’analyticité sur le potentiel
V, modulo O (h®) O (e 5" (dans ce cas les constructions BKW approchent
les fonctions propres avec une erreur O (h*) e~ 4 ®/k),

Soit x une troncature valant 0 pour s<0 et pour s>M+1, 1 pour
s€[0, M], et de classe C! si s>0. On applique (96) dans (81) et on peut
majorer le reste aisément car u’, u?eH;,, et y ont une norme d’ordre
on™:

(P—AYu|uf)=—h (W | Qo u)+ O (e "0, (98)

a condition que la distance d’Agmon satisfasse & ’équation |V d|<85<1.

Supposons encore qu’il existe une unique géodésique minimale entre les
deux puits, et que cette géodésique coupe I'hyperplan x,=0 au point
y 0= (y fn 0)

Alors, modulo un terme d’erreur du type de celui de (98), on peut
remplacer le terme (49| 2, u’) par (¥ u*|2, ¥ ), ou ¥ est une fonction a
support compact proche de y, et valant 1 dans un petit voisinage de y,.
C’est une conséquence des propriétés de décroissance de u® et u’ et de
Pégalité :

9o (y) + 00 (x) _ iC X2+ s
2 STy

a appliquer dans (97).
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Nous sommes ramenés a approcher u? et »? sur le support de W, ce qui
se fait a I'aide des constructions BKW. Nous devons donc estimer le
terme :

h (\P u% bkw | QO ¥ ud, bkw)’ (99)

Ierreur est de 'ordre de O (h* e~5*) si V est seulement C* et est d’ordre
O (e~ S+9/") 5i V est analytique.
On réécrit (99) sous la forme :

E_S/h (\.P ag( , h) | e—(Cox%+d (x, —xg) +d (x, xo)—S)/h QO IPad ( . l’l)), (100)
ou Q, est un o.p.d. classique dont le symbole principal est calculable [a
l’aide de (95)] :
iCy 0, p(x, v+iVd(x, x,)),
qui devient dans le cas de 'opérateur de Klein-Gordon :
C, & )
~/ 1 +E.> |E=v+iVd
Sur le support de ¥, on a :
—0,d(x, xo) 4
— 22 ag (x)+ O (h).
NI )
Comme g¥ ne s’annule pas pour la premiére valeur propre (c’est une
conséquence de la premiére équation de transport), le symbole formel
Q, ¥ a° est elliptique par rapport a A. Il suffit donc d’appliquer le théoréme

de la phase stationnaire pour obtenir un développement en puissances de
h de (100). On fait donc la méme hypothése que dans [12] :

Qod’ (x, b=

La géodésique minimale reliant les deux puits est non dégénérée,
c’est-a-dire que la restriction a Uhyperplan x,=0 de la fonction
x — d(x, —xo)+d(x, xo)— S, posséde un minimum non dégénér¢ au point

Yo-
Ceci implique, quitte & diminuer le support de ¥ autour de y, que la

fonction :
D: x—->D(x)=CyxZ+d(x,—xy)+d(x, x5)—So (101)

posséde un minimum non dégénéré unique en y,. Notons que la matrice
hessienne de D en rend la forme :
(4]

"

D(r=( 0 0 (102)
0 2C,

En effet, la nullité des termes non diagonaux est une conséquence de la
symétrie par rapport a ’hyperplan x,=0. De plus, si on paramétre la
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géodésique au voisinage de y, par :

t=>x(O)=yot+ix,+12 ) LxF+0(r)
i=1

pour ¢ voisin de 0, Iidentité :
d(x (1), xo) +d(x (1), —x0)=S

entraine I’égalité des développements de Taylor a ordre 2. Or la symétrie
par rapport a I’hyperplan x,=0 montre que seul le terme :

t2
E (ayzc,, d(x> xo) + aazc,, d(x’ - xO))l x=yo

subsiste.

D’apres la forme (102) de la matrice hessienne de D en y,, les constantes
C, et C, vont disparaitre lorsqu’on calculera le terme principal de la phase
stationnaire. D’ou le :

TuEOREME 10. — Soit V un potentiel ayant deux puits symétriques non
dégénérés aux points x, et — x,, c'est-d-dire vérifiant les hypothéses rappe-
lées au début de la section 3.2 .3 [équations (73, 74)] et tel que :

V(x)<E=V(x,)+1, V' (xo) > 0.

Alors I'écart entre les deux premiéres valeurs propres de I'opérateur de Klein-
Gordon est donné par :

Al=eS"( \/Za(h)+R(h)), ' (103)

® ou S est la distance d’Agmon entre les deux puits, associée a la métrique
(1=(V-E)*(x)) dx?,

e ou R(h) est d’ordre O (h®) si le potentiel V est seulement C* et est
d’ordre O (e™") si le potentiel est analytique,

® ou a(h) est un symbole semi-classique, elliptique par rapport a h :

and(x> xO)

1
. X a5 |* (vo)-
V(x)_E|x=y0 «/Dulx,,=0 0| °

Ici C, est une constante ne dépendant que de la dimension, D est la fonction
définie en (101), a le symbole principal de I'approximation BKW et Yo
Uintersection de la géodésique minimale reliant les deux puits avec 'hyperplan
x,=0.

a(0)=C

3.3. Comparaison des effets tunnels dans le cadre semi-classique

Résumons les résultats que nous avons obtenus dans les sections 3. 1.
et3.2.3.
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Pour ’opérateur de Dirac, le théoréme 3 donne un écart entre les deux
premiéres valeurs propres du type :

Ah=e"(C [h+O0().  C>0,

ou S est la distance d’Agmon entre les deux puits symétriques, associée a
la métrique (1 — (V (x) — E)?) dx?, sous I’hypothése que V(x)e[E—1, E+1].

Pour 'opérateur de Klein-Gordon, le théoréme 10 donne un écart entre
les deux premiéres valeurs propres du type :

Ah=e"S"(C /h+0(H),  C>0,

ou S est la distance d’Agmon entre les deux puits symétriques, associée
a la métrique (1—(V(x)—E)»)dx? mais ici sous I'hypothése que
V(x)e[E—1, E[.

Lorsque V (x)=E, on a seulement la majoration (pour tout £>0) :

AL=0, (™M),

ou S est la distance d’Agmon entre les deux puits symétriques, associée a
la métrique (1—(V (x)—E)?)dx? si V(x)<E et a la métrique euclidienne
si V(x)>E.

Comparons maintenant ces résultats :

e si V(x) reste dans lintervalle [E—1, E[ le long de la géodésique
minimale reliant les deux puits symétriques, les équivalents de Ieffet
tunnel sont comparables. C’est le cas de la limite non relativiste ou plus
généralement lorsque le potentiel varie moins que I’énergie de masse de la
particule (rappelons que nous avons vu a la Remarque 1 que le « 1 » dans
[E—1, E[ correspondait a ’énergie de masse mc? de la particule).

e si V(x) devient supérieur 4 E le long de la géodésique minimale,
I'équivalent de Ieffet tunnel pour I'opérateur de Dirac est exponentielle-
ment plus grand (°) que la majoration de I'effet tunnel pour I'opérateur
de Klein-Gordon. En effet, on a I'inégalité :

dy (X9, — Xo) >dp (Xo, — Xo),

puisque la métrique d’Agmon pour I'opérateur de Klein-Gordon, qui est
en fait la métrique euclidienne, « éloigne » plus les points que la métrique
d’Agmon pour Dirac.

Il serait agréable dans cette situation d’obtenir un équivalent de leffet
tunnel pour 'opérateur de Klein-Gordon ce qui nécessiterait d’obtenir une
bonne approximation des fonctions propres dans la zone V(x)>E qui
prolongerait la construction BKW [de la zone V (x) <E].

(5) S. de Biévre nous a fait remarquer que dans ces conditions, le modéle a 1 particule
nest sans doute pas valide physiquement puisque le champ contient alors assez d’énergie
pour créer une autre particule.
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e si V(x)>E+1, alors la majoration de l’effet tunnel pour Klein-
Gordon est toujours valable, mais pour I'opérateur de Dirac, il n’y a plus
forcément de valeur propre puisqu’il existe un puits (d’antiparticule) qui
n’est pas forcément compact (apparition possible de résonances ou d’autres
valeurs propres).

APPENDICE

CONSTRUCTION DES SOLUTIONS LIBRES
DE L’OPERATEUR DE DIRAC AVEC POTENTIEL COMPACT
ET RADIAL

On considére 'opérateur de Dirac :
3
D=3 a;D;—oa,+V(r).1,, (104)
j=1
ou V est un potentiel que I'on supposera C* et a support compact (sauf
a la section A.1.).

On commencera par donner I'opérateur de Dirac en coordonnées sphéri-
ques, on en déduira la forme générale des solutions et le systéme différentiel
ne dépendant que de r qui permet de trouver les valeurs propres et la
partie radiale des fonctions propres.

Dans la section suivante, on supposera que I’on connait une valeur
propre E, et on calculera la taille des fonctions propres a I'infini (en
résolvant I’équation radiale hors du compact ou V est supporté).

Enfin, on en déduira I’estimation sur 1’écart entre valeurs propres dans
le probléme du tight-binding de la section 2. 3.

A.1. Décomposition radiale-angulaire

Dans cette section, on résume briévement la méthode permettant de
découpler les parties radiales et angulaires de ’opérateur de Dirac. On
pourra trouver les détails dans les deux articles originaux de Dirac
([6] et [5]) ou dans le livre de B. Thaller ([22], pp. 123-126).

On décompose le systéme différentiel 4x4 de Dirac suivant les
2 premiéres et 2 derniéres composantes :

<Z ochj+oz4+V.I4><Zl>=E<Zl>, (105)
j=1 2 2
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que I'on réécrit en :

3
(Z Djoj>¢2+(1+V~E)¢1=0

=1

(Z chj>¢1+(—1+V—E)¢2=0‘

=1

Si on pose alors :
1 3
o, = ‘(12 xjc’j>’ (106)
rF\ij=1

le vecteur unitaire radial, et si on fait le changement d’inconnue
¢, =0, ¢, on peut montrer que le systéme a résoudre devient :

¢1>_ <¢1>
P =E , 107
<¢'z 5 aon
v e (aed))
i r 2
(o1-2)) e
i r 2

ou J, désigne le moment cinétique total (y compris le spin). Les moments
cinétiques totaux sont définis a partir des moments cinétiques L; de la
théorie non relativiste par :

1
Jo= Z Jj,2°-j9 Jj,Z:Lj+ E".O-kcl’ Lj:(kal_xle)- (108)

j=1 l

[Dans (108), les indices k et / sont tels que (j, k, /) soit un cycle direct].
Les opérateurs I, J; , et Popérateur :

3
B=21 (109)
j=1

forment un « ECOC » (ensemble complet d’observables qui commutent)
au sens que leurs fonctions propres communes forment une base hilber-
tienne de L ([0, m], x [0, 27],, C?; sin 0 8 dg). On montre que ces fonctions
propres communes s’écrivent sous la forme :

I3, ¢tmj:m Oimj
B(O, )=y, ou J§¢lmj=l(l+ 1) Gimjs (110)
Js ¢tmj=f¢lmja
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ou les valeurs possibles de /, m et j sont :

° lel+N,
2

e me{—I,—I+1, ...,I-1,1}, soit 2<l+ %) valeurs possibles,

e j=l+1ouj=—1 .
On définit alors les opérateurs J; ,, J3 et J, par :

J, 0 > 2 0 I 0
J. = Js2 , J2__. J. 2 2 , Ja=< c >
(o Jj,2> ,;("“) (o J%) 0 I,

On peut alors prouver que les opérateurs P, J; ,, J* et J, commutent.
On peut donc rechercher leurs fonctions propres communes. On montre
facilement que les fonctions propres communes des moments cinétiques

sont de la forme :
o), )

En posant o (r)=f (r) et B(r)=ig(r), ’équation (105) devient un systéme
ou il ne subsiste que la dépendance en r :

O O ) s

1+ve=(0, (i3 ) )r=Ee
r 2

Finalement, les solutions de Dirac radial s’obtiennent sous la forme :

S ) Bimj 1 ~ _ B
<Urg(r)i¢,mj>’ 162+N,me{ L ... 1} je{l+1, =1}, (111)

ou f et g sont solutions du systéme différentiel :
1/, 1
<5r+ ;<J+ 5>>g(r)=(E—V(r)— Df (),

(a,— 1(‘— §))f(r)=<\/(r)—E— e (),
r 2

'appartenance a I’espace L? des fonctions A et B de (105) est alors

équivalente a f(r), g(r)eL?(r*dr). On pose F=rf, G=rg pour donner
une forme plus symétrique au systéme et on cherche des fonctions F et G
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dans L2 (r dr) satisfaisant le systéme :

0,F— l<j— 1)F=(V(r)—E—l)G
r 2

(112)
8,G+ 1(,'— %>G=(E—V(r)—1)F
r

Remarquons que la donnée dun couple (F(ry), G(r,)) détermine une
solution unique du systéme (112).

Terminons en donnant le lien entre les ¢,,; et les harmoniques sphériques
scalaires |/m ), fonctions propres a valeur dans C communes aux opera-
teurs L, et L2. On montre ainsi, en appliquant les définitions des opéra-

teurs J en fonction des L que :
- Jl+t1-m l+1 m-—1
1 v 27 2

[21+2 | ’
vmﬁ:ﬁp+ﬂm+l>
2 2

¢l, m,—l=

(113)
[l+m|l— 1 m—l
p _ 1 27 2
Lm,1+1 \/271 1 1
Jﬁ%l—qm+—>
2 2 J
Rappelons que Ly =id, et L>= —0; —03/sin* 6, ce qui permet de calculer
explicitement les | /m ) en fonction de 6 et ¢ :
|im>(®, p)=C, ™ P, ,(cos®),
2\m/2 d e 2 1
P, (x)=(1—-x*)"* — x“—1),
e v B e

c = (=DY 2141 ((—-m)!
b N 4n (14m)!
Comme toutes les puissances de (x?>—1)' sont paires, on voit facilement
que :

P, ,,(0)=0 si et seulement si /+m est impair. (115)
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A.2. Potentiel tendant vers 0 a P’infini
Dans la suite, on posera :
1
=j——eZ*, a=_/1—E-“. 116
w=i= J1-F? (116)

On suit pour commencer la méthode permettant de trouver les valeurs
propres de 'opérateur de Dirac avec potentiel coulombien (utilisée par
Gordon pour déterminer les niveaux d’énergie de ’atome d’hydrogéne en
1928, ce qui lui permet de justifier I’existence de la constante de structure
fine a: ¢f. [7]). On effectue un nouveau changement de fonction en

posant :
(o) (5)

ou a est défini en (116). Le systéme a résoudre se traduit en :

u
a+ = V() —E-1I
a,<H>= r <H> (118)
I V()+E-1 _k I
P

a
On diagonalise ce systéme a I'infini. La matrice a diagonaliser est :

< a -E-1
E-1 a

dont les valeurs propres sont 0 et 2a. Une matrice de passage est donnée

par :
p(E*1 @) o L(1"E @ )
a E-1 2a*\ a —1—-E

Il reste a poser :
H ¢
=P , 119
<I> (‘P> ()

pour simplifier le systéme en :
—-E
Eve 1—<E +V(r)>
a a r

a,<¢>= <\p> (120)
¥ 'iE(E—V(r)> 2a-Ev ()
a r a

Les fonctions ¢ et ¥ doivent étre dans L2 (re™*" dr).
. . . T .
Pour un potentiel coulombien, on remplacerait alors V(r) par -, ou <t
r

est une constante et le systéme (120) n’admet de solutions que pour
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certaines valeurs de I’énergie E. Dans notre situation (V a support com-
pact), on suppose au contraire que E est connu et on va estimer la taille
de la fonction propre correspondante.

A.3. Potentiel a support compact

Cherchons les couples (¢, W) solutions du systéme (120) que I’on réécrit
pour r suffisamment grand en :

s g 1-Big
-
aw=1TBR, e
ar

Une fois toutes les solutions trouvées, on verra que l’appartenance a
L2 (re”* dr) entraine des conditions de décroissance sur ¢ et \P.

On commence par chercher un couple développable en série entiére.
Plus précisément, on commence par poser :

<‘f1>=rl<3), (122)

ou on cherche A et (u, v) développable en série entiére satisfaisant a :

rﬁ,u=—7\.u+(1—E)uv
1+E ’ (123)
r@,v=(——)'{u+(—k+2ar)r
a
D’ou pour tout 7 le systéme :
-E
(—r—myu+ LTBR, g (124)
a
ATBR (Ca—nyo, =-2as, .. (125)
a

avec la convention v_;=0. On fixe A de sorte que (x4, v,) Ne soit pas
(0, 0) (on veut construire une solution non nulle!). Le déterminant de
(124) doit donc étre nul pour n=0 ce qui, d’aprés la définition (116) de a
équivaut a A= +p. Chacune des deux valeurs possibles de A nous donnera
une solution, on aura ainsi une base de solutions.

Pour n>0, n# —2A, le systéme est équivalent 4 :

+ —
u=2a(n A) u=2(1 E)uv

I L 126
n(nt2n) "t nnt2n) " (126)
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Si on choisit de prendre A <0, on constate que les v, et u, sont déterminés
de fagon unique pour n< —2X par la donnée de v,. On s’apergoit que si
vo#0,0na:

v_,=0,v_,_;#0, U_541=0,u_,#0. (127)
Il existe donc une solution du systéme (121) de la forme :
g1 (N=r"*P(, ¥, ()=r""*1Q(, (128)

ou P est un polynéme de degré || et Q un polynéme de degré |p|—1.
Si on choisit de prendre la solution A positive, le déterminant du systéme
est alors n>+2An et est donc non nul pour #n>0. Pour n=0, on a :

u0=(1—E)uv
al

Ainsi tous les u, et v, sont uniquement déterminés par la donnée de v,
que I'on supposera non nul, pour construire une solution non nulle. La
relation (126) prouve que 5=Zvnr” est une série entiere de rayon de
convergence R =+ 0o, de méme que u =Y u,r". On va d’ailleurs estimer
la taille de u et v.

On constate que :

0

o = 2a 1
" (mt+h) 1= (n+1)?)

Un—1>

\ .1 . .
ouiA=xu= i(]- 5) est un entier naturel. Il existe donc une constante

C>0 (si v,>0) telle que :
=C(2a)k+k k 1

(k+2)! oy 1= /(n+2)%) (42

Uk

Or, le produit est convergent, ce qui entraine I’existence d’une constante
D >0, telle que pour k assez grand (fonction de £>0) :

(2 a)k+l (2 a)k+x
(k+2)! (k+2)!
et en revenant aux fonctions ¢ et ¥, on obtient pour tout £>0, I’existence
d’un polynéme P, (dont le degré dépend de &) tel que :

(D—¢)e* =P, (r)<¥ (r)<(D+¢g)e® —P,(r), (131)
d’ou l'on déduit un équivalent de ¥, puis, grace au systéme (121), un
équivalent de ¢ :

YO~ D 0~ DD (3
ar

(D—¢) (130)

<v,<(D+¢g)

On notera (¢,, ¥,) ce couple de solutions.
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Revenons maintenant 4 la recherche de rous les couples (¢, ¥). Du
systéme (121), on déduit une équation différentielle du second ordre
en¥:

2
0o, ¥)="Lw+0,Qarw) (133)
r
dont on connait deux solutions visiblement indépendantes. Donc tout
couple de solutions de (121) est combinaison linéaire des couples (¢, ¥;)
et (¢,, W,). Seules les combinaisons linéaires du couple (¢,, ¥,) satisfont
a la condition d’appartenance a L? (re”* dr). Le comportement asymptoti-
que de ce couple se déduit de I’équation (128) :

1-E C
b0~ 0200 Wm0

Revenant par la matrice de passage P 4 H et I, puis par (117) a F et G,
et enfin par F=rf, G=rg, on obtient les équivalents des fonctions f'(r) et
g(nde (1) (") :

Soit (£ (r), g(1)=(0, 0), soit il existe D>0/

DE+D aD

S~ w v B~ e (135)

A.4. Application au probléme du tight-binding

Pour calculer I’écart entre les deux premiéres valeurs propres de 'opéra-
teur de Dirac, nous devions estimer (39). On commence comme dans le
cas semi-classique (section 3.1.) mais au lieu d’utiliser I'approximation
BKW pour les fonctions propres, on se sert de la forme (111) des solutions
et de I’équivalent de fet g. Il s’agit donc d’estimer [cf. (57)] :

—ljf (o, u(x+R.ey)|u(x—Rey))
1 x1=0

et (136)

- EH (o; u(x+R.e;) |[Ku(x—Re,)).
! x1=0

/

ou K est I'opérateur de Kramers et ou u est donné en (111).

(7) Rappelons que I’argument d’unicité de la solution (f, g) empéche f et g d’étre & support
compact sauf s’ils sont identiquement nuls.
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Le premier intégrant dans (136) est :
(( 0 o )( A ¢lmj(R? X3, X3) ) ( f() ¢Imj(—R7 X3, X3) ))
c; 0 10,8 (r) pm;(R, X3, X3) i6,8(r) dimj(— R, x5, x3) ’

ou on rappelle que o, a été définie en (106). On peut réécrire ce terme
sous la forme :

(f (N g (@) bimi (—R, X)|i(c, 6, (R, X)=0,(— R, x) 6,) §i; (R, X)),

qui se simplifie puisque les matrices de Pauli anticommutent :

6,0,(R, x)=—0,(—R, x')o;.
On fait de méme avec le deuxiéme intégrant, on trouve alors :
(f ()& bimj (—R, X)|2i0, 0, (R, X') 0 1 (R, X))
Un petit calcul algébrique avec les matrices de Pauli montre alors que :
Vu,0eC%  |ul*x|v*=|@|v)|*+|@|o,) > (137)

On en déduit que I’écart entre les deux valeurs propres AA de (39) se
raméne & :

=0 (e~ )+ j j £ Olg®] |6 0, bmyx—R €0
x1=0
X |[ iy (6 + R . €) || dxy dxs. (138)
Or dx, dx,=r*d0 dg/cos ¢, donc :
Ax=0(e-4“")+f 18(@) || $1mi (0, m—9) ||

(8, ¢) e [0, 7] x[—n/2, m/2]

2
X || fum; (6, 9) ||c(:—s¢de dp.

Les équivalents de | £ (r)| et |g(r) | donnent alors :

A7u=0(e_4“R)+CJ e—2aR/sin(-lcos¢ 1

®, $) € [0, 1) x[—n/2, /2] cos ¢

X ” Pim; (6, T—¢) ” ” Pim; (0, 9) ” do dp.
On commence par évaluer I'intégrale sur :
T

e, ml, ¢e[—g+5, -3 ]

I’erreur commise est absorbée dans le reste O (e~ **®) pour & suffisamment
petit. On applique alors le lemme de la phase stationnaire (R — + o0). La
phase est critique pour :

cos0=0, sing=0,
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i.e. pour :

En ce point, le symbole vaut :

1 T T

_— A=, = mil => 0

cos § ¢"’”<2 > ¢”<2 )H
=C(Pl+1/2,m—1/2(0)2+Pl+1/2,m+1/2(0)2)3

ou P, , a été défini en (114). Comme /+m et [+m+1 n’ont pas la méme
parité, le symbole n’est pas nul au point critique ce qui permet de montrer
que :

C
Ah=—e 2R, a=_/1—E*. (139)
R
Remarque 11. — Avant de comparer les constantes de décroissance

exponentielle a de (139) et d, de (39), il ne faut pas oublier de décaler E
de 1. En effet dans cet appendice, on a supposé que V était & support
compact (lim, V=0) alors qu’a la section 2.2, on supposait que
lim, V=—1.
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