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Systéme de Yang-Mills-Vlasov
en jauge temporelle

par

Yvonne CHOQUET-BRUHAT et Norbert NOUTCHEGUEME
Université Pierre-et-Marie-Curie, 4, Place Jussicu, 75006 Paris Cedex 05, France

RisumE. — Nous démontrons pour le systeme intégrodifférentiel de
Yang-Mills-Vlasov, régissant par exemple I’évolution d’un plasma de
quarks et de gluons, un théoréme d’existence d’une solution locale dans le
temps du probléme de Cauchy. Nous utilisons la jauge temporelle et des
majorations dans des espaces avec un poids approprié pour les impulsions.

ABSTRACT. — We prove a local in time existence theorem of a solution
of the Cauchy problem for the Yang-Mills-Vlasov integrodifferential sys-
tem. Such equations govern the evolution of plasmas, for instance of
quarks and gluons (quagmas), where non abelian gauge fields and Yang-
Mills charges replace the usual electromagnetic field and electric charge.
We work with the temporal gauge and use functional spaces with appro-
priate weight on the momenta, but no fall off is required in the space
direction.

INTRODUCTION
On envisage qu’a trés haute température, telle qu’elle se trouvait par
exemple dans I'univers primordial, quarks et gluons forment un plasma
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760 Y. CHOQUET-BRUHAT ET N. NOUTCHEGUEME

(quagma) analogue a celui constitué par des électrons se déplagant libre-
ment dans le champ électromagnétique qu’ils créent. Le systéme d’équa-
tions classiques modélant une telle situation est un systéme dit de Yang-
Mills-Vlasov, couplant les équations d’un champ de jauge dont la source
est engendrée par une fonction de distribution de particules chargées, elle-
méme solution d’une équation de Liouville-Vlasov exprimant la conserva-
tion des particules qui suivent, en I'absence de collisions, les trajectoires
du champ moyen qu’elles engendrent.

Nous montrons dans cet article que le probléme de Cauchy pour un
systéme de Yang-Mills-Vlasov sur une variété réguliérement hyperbolique
a une solution locale dans le temps. Nous utilisons la jauge temporelle et
des majorations, avec poids dans la direction des impulsions pour la
fonction de distribution. Nous ne faisons par contre pas d’hypotheses de
décroissance dans les directions spatiales, travaillant dans des ouverts
bornés dans ces directions (méthode utilisée dans d’autres cas par [13],
[11]).

Le théoréme démontré ici et la méthode conforme (c¢f. [8]) permettent
de démontrer Dexistence globale si la variété est l’espace temps de
Minkovski M, et les particules ont une masse propre nulle.

1. CHAMP DE YANG-MILLS
SUR UNE VARIETE PSEUDO-RIEMANNIENNE

Soit V une variété différentiable, C*, de dimension d=n-+ 1 munie d’une
métrique riemannienne g de signature hyperbolique (—, +, ..., +). Nous
supposerons que (V, g) est régulierement hyperbolique, c’est-a-dire :

1° V est un produit S x R, avec S, =S x {1} spatial et { x } x R temporel.
Nous désignerons par x' des coordonnées sur S, par x° ou reR une
coordonnée temporelle. Sans restreindre la généralité on prendra les lignes
de temps orthogonales aux sections d’espace, c’est-a-dire la métrique sous
la forme

g=—o? (dx%)*+g,dx'dx’ (1.n
Les métriques g,=g;; dx' dx’ induites par g sur S, sont proprement riema-
niennes et uniformément équivalentes a une métrique g a rayon
d’injectivité §, non nul, donc compléte. On suppose qu’il existe des
constantes B;, B,>0 telles que dans chaque boule géodésique de rayon
8<3, pour g, sur chaque S, on a en coordonnées normales

B X((€)’=g;E'E<B,X (&), V(E)eR (1.1)
2. Tl existe des constantes A; et A,>0 telles que sur V la fonction
lapse a vérifie

0<A,<a<A, (1.2)
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SYSTEME DE YANG-MILLS-VLASOV 761

On désigne par A un potentiel de Yang-Mills représenté par une 1-forme
sur V a valeurs dans une algébre de Lie 4 d’un groupe de Lie G, munie
d’un produit scalaire Ad-invariant. On désigne par A} les composantes de
A dans des coordonnées locales x*, =0, 1,...,n, de V et une base g,
de 4. On désigne par F la 2-forme de courbure de A, représentée en
coordonnées locales x* et base ¢, par

F, =V, Ai—V, Al+c A A, (1.2)
ou cp, sont les constantes de structure du groupe G et V est la dérivée
covariante riemannienne dans g. La 2-forme F vérifie les identités

V,F,+V,F,+V,F,,=0, avec V=V+[A, ] 1.3)

ou[ , ] désigne le crochet dans ’algébre de Lie 4.

2. TRAJECTOIRE D’UNE PARTICULE

La charge de Yang-Mills g est représentée par une fonction sur V a
valeurs dans ¥, g=¢°¢,, de type Ad comme F par changement de jauge.
On dénote par un point le produit scalaire Ad-invariant dans ¢, que 1’on
suppose défini positif bien que ce ne soit pas nécessaire pour I’instant.

Les trajectoires d’une particule d’impulsion p et de charge ¢ dans un
champ de Yang-Mills sur la variété (V, g) vérifient le systéme différentiel

dx - dp
ds ds
dg* _

ds

la derniére équation, dite équation de Wong, exprime que la dérivée
covariante de jauge de ¢ le long d’une trajectoire est nulle.

L’espace des phases PP des particules avec charge de Yang-Mills est le
produit tensoriel fibré au-dessus de V du fibré tangent T (V) et du fibré
vectoriel de base V, fibre type ¢ et groupe l’action adjointe de G. Ce
dernier fibré étant ici trivial on prend P=T(V)x%=RZxT(S)x%. Le
systéme différentiel (2.1) exprime que le vecteur tangent Y a la trajectoire
d’une particule dans cet espace de phases est représenté par le triplet

Y=(p,P,Q), avec P*=-T}p'p'+pPq.Fg’, Q'=—cipALq
Si les particules considérées ont une masse propre donnée m, leur espace
de phase est le sous-ensemble #2,, de P défini par
—gap'pt=m*20,  p°20 2.2
Le champ de vecteurs Y est tangent a ’hyperboloide £,, passant par ce
point : les trajectoires sont contenues dans ’espace de phase (i. e. la masse

=I5, 0 p"+pPq.Fy®
Q.1
PPlA, q'=s —p i ALg°
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762 Y. CHOQUET-BRUHAT ET N. NOUTCHEGUEME

propre est conservée dans le mouvement), la normale a £,, est en effet
(0,8u.0" P*, g.p", 0) que lon vérifie étre orthogonale aY. On a
2,=RxT(S)x¥; des coordonnées locales sur 2, sont x°=1, X, P, ¢~
On asur 2,
po=a "t {gp' P +m? 12 (2.3)

On a p°=o "' m donc, si m>0, x° est un paramétre strictement croissant
sur une trajectoire. Si m=0 il n’en sera ainsi que tant que p°®#0. Si p°=
on a p=0, c’est un point singulier pour le systéme différentiel.

Nous écrirons le systéme différentiel des trajectoires d’une particule de
masse m sous la forme

dz
— =X
dt @, (2.4
z=(, Y)EP s ter, yeT(S)x %, |
ou le vecteur X est tel que le systéme (2.4) s’écrit localement

0 i i a
o e 0 2.4)
1 P 4 Q*
On déduit de (2.3) que p° est une fonction C* de x* et p’ si p®+#0. Alors
(p°) "1 P, et aussi (p°) ! pl, (p°) 1 Q“ sont des fonctions de classe C* sur
2, ’il en est ainsi de A et F.
On désigne par V [resp. Py] la variété Sx (=T, T) [resp. T(Vy) X 9].

THEOREME. — Si F est différentiable sur Vy et bornée ainsi que sa dérivée
la trajectoire Tz (T, zo)= (to+7, ¥, (zo)) d'une particule de masse m issue
de zy=(tq, yo) est définie pour tout t tel que 0=St<T—1, quel que soit y,
quand m> 0.

Si de plus A et F sont C* Papplication y,+— y, est C*.

COROLLAIRE. — Si m=0 et pd>0 la trajectoire est définie dans un
intervalle tel que 0<t1<Min(T—t,, £(2,)), ou €(z9)>0 ne dépend que de
la borne C' de F sur Vy , et de pg.

Preuve. — 1° Existence et unicité locales : le champ de vecteurs X est
de classe C! sur P;. Pour tout z,eP; il existe donc €(z)>0 tel que le
systéme (2.4) ait pour t<&(z,) une solution et une seule telle que z (0) = z,.
On a z=(t, y), ye T(S) X %. La solution z(t) est donnée par

t(T, ty, Vo) =ty T (2.5a)
alors que y (z, 1y, ¥o) €st en coordonnées locales
(xi (Ts tO’ yo)a Pi (I’ t()s y())a qa (T’ tOﬂ yO)) (2 5 b)

prenant pour =0 les valeurs (xh, ph, ¢8). Il résulte de (2.5a) que cette
trajectoire coupe chaque sous-variété T (S,) X %, avec 0=t —1,<e(zo), t<T
en un pOint Wi (ZO) =Y(t_ ls th yO)
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SYSTEME DE YANG-MILLS-VLASOV 763

Remarque. — On déduit des hypothéses faites sur (V, g) que
&(zo)=Min (T —1,, £(T, K))

ou £(T, K) ne dépend que des normes C' de F et A sur V; et de g;;ph pi,

|40]-
2° L’existence et unicité globales reposeront sur les lemmes suivants.

LeMME 1. — Toute trajectoire issue d’un point z,, vérifie des inégalités a
priori

gijpipj<K1: ‘9|<K2 (2.6)

Preuve. — (a) On voit sur 'expression de Q° que ¢.Q=0, les solutions
de (2.4) vérifient donc

2
daf _

. donc |q(t, z5)|=|q (0, zo)| 2.7
(b) Posons
(V)= (g;p'P) (1, zo).
On a:
@ = . pt d_‘ti] -+ a_gil _dx_qpipj

a0 w Tk
d’ou, en utilisant le systéme (2.4) et Pexpresssion des I,

du ; 0g ;o 08
B 2 pIF, . g—phpk Pk i 0 9800
a PTG ox'

d’ou (C et C,, désignent des constantes, C,, est nul pour une métrique
plate)
du 12
d—gCu IFI.]qi-I-uC@g 2.7
T

on en déduit par un théoréme classique pour les équations différentielles
(on utilise aussi le résultat |g|= Cte sur une trajectoire)

1
ut? () <u'?(0)exp (5 Cyy T)+ exp <% Csy 1:)

"1 |
XJ EC“FHCO(VT) exp<5 Cagc)dcr (2.8)

0

d’ou l'existence de la constante C(T) telle que u (1) £C(T) quand 1< T —¢,,
0=t,<T.

LeEmME 2. — Soient x, et x, les images dans la projection T (S) - S des
points yo et y, ou une méme trajectoire de X coupe les variétés T(Sy) X 4 et

Vol. 55, n° 3-1991.



764 Y. CHOQUET-BRUHAT ET N. NOUTCHEGUEME

T (S,) X 9. Soit d la distance dans (S, g) on a :
d(xo, x)=C(1—1,) (2.10)

Preuve. — Considérons la courbe y:t+ x(t) projection sur S de la
trajectoire de X passant par (¢,, y,). La distance d(x,, x,) est au plus égale
a la longueur le long de cette courbe, c’est-a-dire

d(xo, x,><f {g,, ) & ""'}”2 & @.11)
T

le long de y on a

d’ou le resultat annoncé.

Preuve du théoréme. — On déduit 'existence globale de I’existence locale
et des majorations a priori comme suit : désignons par p le supremum des
valeurs de t pour lesquelles la solution t+z(t, z,) existe. Supposons
p<T—t, Prenons t,=p—n et posons z,=z(t,, zo). Le systéme (2.4)
admet une solution o+ z (o, z,), avec z (0, z,)=z,, pour o <g(T, K). On
a (résultat classique conséquence de I'unicité) z (o, z,)=z(c+71,, z,). Il
suffit de prendre n<p—¢(T, K) pour voir que p<T—1¢, ne peut pas étre
le supremum concerné.

Preuve du corollaire. — Elle résulte de la minoration sur une trajectoire

gp'Pzc>0  pour 0=t<e(zy) 2.9

que l'on prouve, avec la propriété annoncée de £(z,), en déduisant de
(2.7) I'inégalité obtenue en soustrayant u*/2(0) des deux cOtés.

3. EQUATION DE LIOUVILLE-VLASOV

Soit f une fonction de distribution pour les particules Yang-Mills char-
gées c’est-a-dire une fonction numérique positive sur ’espace des phases P,
physiquement interprétée comme probabilité de densité de présence des
particules. L’équation de Liouville, aussi dite de Vlasov, qui exprime la
conservation du nombre de particules, est 'annulation de la dérivée de
Lie de f dans la direction du vecteur Y tangent aux trajectoires. Elle
s’écrit :

L

f
3.1
ox* op* =0 G

Ly (f)=0, c’est-a-dire  p*

Nous supposerons que les particules ont une masse donnee m et que leur
charge a une grandeur donnée e, c’est-a-dire prend ses valeurs dans une

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Physique théorique



SYSTEME DE YANG-MILLS-VLASOV 765

orbite @ de la transformation adjointe dans 4.

q.-9=|q|*=¢*, (3.3)

l’espace des phases 2 est le sous-espace de £, défini par (3.3). Le
vecteur Y en un point de & lui est tangent, a cause de I’antisymétre
des ¢p.. On désigne encore parf la fonction de distribution sur
Z=T(S)xRx (. Léquation de Liouville-Vlasov s’écrit maintenant en
coordonnées locales

Lyf=p* f P"a—f,+QAg=0 3.4
X a i an

ou les g* sont des coordonnées sur ¢, Q* les composantes du vecteur Q
tangent a 0.

4. EQUATION DE YANG-MILLS

Le courant engendré par les particules de charge g et de fonction de
distribution f est représenté par un vecteur J sur V, a valeurs dans ¢, de
type Ad par changement de jauge, donné au pomt x€eV par lintégrale
sur la fibre 2,

J'*'“=J Pefo,o, 4.1
Py .

ou o, est I’élément d’intégration usuel dans I’espace des impulsions d’une
particule de masse m, forme de Leray induite par 1’¢lément de volume de
T,V
dp' dp* dp*
0)=]g|1/2 p-ap-ap 4.2)
Po

et o, la forme de Leray induite sur ¢ par un élément de volume Ad
invariant dans 4. Sous les hypothéses faites on a en coordonnées canoni-
ques sur 4 pour élément de Volume dq'...dg", et o, est I'élément de
volume d’une sphére SN~1.

LemMmE. — Sile groupe G admet un produit scalaire Ad invariant et si f
verzfle léquation de Liouville- Vlavoz» la divergence covariante de jauge du
courant J est nulle.

Preuve. — Cette divergence est
vV Jr=V, P +[A,, J9 4.3)

Vol. 55, n° 3-1991.



766 Y. CHOQUET-BRUHAT ET N. NOUTCHEGUEME

le calcul montre que cette expression s’annule si les constantes de structure
ont une trace nulle, ¢§, =0, c’est-a-dire si le groupe G est unimodulaire, et
en particulier si 4 admet un produit scalaire Ad invariant.

Les équations de Yang-Mills sont

V,Fb o=y Fobat ol ALFoB =]k« 4.4
L’identité
V,V F¥=0
implique que (4.4) ne peut étre satisfait que si le courant J est a divergence
covariante de jauge nulle.
Le systéme de Yang-Mills-Viasov sur la variété (V, g), aux inconnues f
fonction sur # et A, potentiel de Yang-Mills sur V, est constitué¢ des

équations (3.2) et (4.4), ce systéme peut avoir des solutions, d’apres le
lemme, sous I’hypothése faite sur .

5. PROBLEME DE CAUCHY

Les données de Cauchy a I'instant x°=0 pour le systéme Y.M.V. sont :

1° Pour le champ de Yang-Mills la donnée d’un potentiel de Yang-
Mills @ sur S=Sx {0} et d’un vecteur E tangent & S a valeurs dans ¥ et
de type Ad qui seront respectivement I'image réciproque du potentiel de
Yang-Mills par Pinclusion S - V et la restriction a S de la partie électrique
o F% du champ.

2° Une fonction ¢ sur le produit S=T(S)x ¢, qui sera la valeur du
représentant de f pour x°=0.

Contrainte. — Les données de Cauchy doivent satisfaire ’équation (4. 3)
d’indice zéro sur S, qui s’écrit
‘gzdivE—aJ op’qu,0,=0, xeS (5.1
Px

ou div est la divergence covariante de jauge et riemannienne sur S. Pour
la solution de cette équation en E quand a et ¢ sont donnés, voir [8].

Evolution. — Nous déterminerons le potentiel en jauge temporelle, c’est-
a-dire satisfaisant A;=0. Alors on a

80 A;=Fo;. (5.2)

Les équations (4.4) d’indice i s’écrivent

@0F°i+ﬂ7jFﬁzJ\fpiqmpwq (5.3)

2
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SYSTEME DE YANG-MILLS-VLASOV 767

on leur adjoint comme équations une part des identités (1.1)
VoF,j+V,Fo—=V,Fo;=0. (5.4
1l est facile de voir que

LemME 1. — Quand f est connu, (5.2), (5.3), (5.4) forment un systéme
symétrique hyperbolique du premier ordre pour A, Fy;, F i

Lemme 2. — Si (5.2), (5.3), (5.4) et (3.2) sont vérifies € et
Fij—ViA;+V;A;—[A,, A]] vérifient un systéme hyperbolique du premier
ordre homogéne.

Preuve. — Ultiliser les identités.

6. SYSTEME LINEAIRE ASSOCIE

Supposons donnés 7, A,, Fy,, Fij. Considérons le systéme linéaire

Vo FO4V, Fi= —[&, B+ | gfplo,o, 6.1)
Px
VOFij+VjFOi VFo,_ [A-, l’fol]"‘[/s*aFo,’] (6.2)
pi i)
Lyf=p" f f+Q LA 6.3)
ax 0q

avece

Pl=—T, p'p"+q.(Fop®+Fp),  Q=—[Ap, q]
oA =F,, (6.4)
Les données de Cauchy pour x°=0 sont : a;, E, ¢
On rappelle que V; désigne la variété Sx(_T, T). On désigne par
Cg (Vy) [resp. C§ (2)] I'espace des restrictions a Vy [resp. 2;] des fonc-
tions ou tenseurs C* sur V [resp. 2] & support compact.

THEOREME 1. — Supposons que A et F soient dans Cg (V) alors Uéqua-
tion linéaire (6.1) a une solution et une seule fe CT (Py), prenant la donnée
de Cauchy o (X', p', ¢*)eCZ (S,),

1° quels que soient T et ¢ si m>0,

2° pour T assez petit et Support(Q)={g;p'p’2c¢>0} si m=0.

Preuve. — L’équation (6.1) s’écrit comme équation différentielle sur les
trajectoires

“ =0 (6.5)

Vol. 55, n° 3-1991.



768 Y. CHOQUET-BRUHAT ET N. NOUTCHEGUEME

Si A et FeC® (V,) ils vérifient les hypothéses du lemme 1, § 2, pour tout
T'<T. Soit (¢, X', p', ¢)=(t, y,) un point de S,. La trajectoire du champ
de vecteurs Y passant par ce point est

T (1t y (T 1, )

elle coupe S, pour la valeur T= —¢ si cette valeur de t est incluse dans
Pintervalle de définition, donc toujours si m>0. Le point d’intersection
est

xOZOa y0:y(_t’ f xi’pi’ qA) (66)

On en déduit les résultats du théoréme, la fonction fe Cf° (1) prenant la
donnée de Cauchy ¢ étant :

f(t9 xi= pi’ QA)=(P(Y(_ Lt xi’ pi> qA)) (67)

THEOREME 2. — Si feC¥(Py) et A, FeC¥ (Vy), le systéme linéaire
(6.1), (6.2), (6.4) aux inconnues A, F admet une solution dans C§ (Vy),
unique, prenant les données de Cauchy a, E€ Cg (S).

Preuve. — Lemme 1, §5, et appartenance du second membre a
C3 (Vo).

Nous montrerons P'existence d’une solution du systéme non linéaire a
l’aide de majorations que nous allons maintenant établir.

7. MAJORATION DE £ DANS L* (5,

Soient ® une forme élément de volume, et Y un champ de vecteurs sur
une variété différentiable W, on rappelle les identités

£,0=d(iy®)=(divY)®, 7.1

ou div Y est la divergence relative a cette forme ®, c’est-a-dire que si @
est en coordonnées locales

O=pdx'A...AdXP
(p densité tensorielle) on a, dans ces coordonnées :
. 1 0 |
divY=—- —(pY). (7.2)
p ox!
Soit w une sous-variété de codimension 1 de W. Supposons qu’en chaque
point de w le champ de vecteurs Y lui soit tangent. Désignons par 0 la

forme de Leray induite par ® sur w. On déduit de (7.1) que si Y a une
divergence nulle sur (W, ®) et est tangent a w, il a aussi une divergence

Annales de ['Institut Henri Poincaré - Physique théorique



SYSTEME DE YANG-MILLS-VLASOV 769

nulle sur (w, 0). On va en déduire :

LEMME. — Le vecteur Y donné par (2.1b) a une divergence nulle sur
(2, ).

Preuve. — La forme élément de volume sur 2
0=o’|detg|(po) T XA ... AdX"Adp' A .. Adp" A,  (7.3)

est induite par la forme élément de volume ® sur T (V) X% pour laquelle
il est facile de vérifier que, par suite de P’antisymétrie des constantes de
structure Y a une divergence nulle sur T(V)x % (la propriété correspon-
dante dans le cas électromagnétique est bien connue).

Conservation de || /'||.» s,

Remarquons d’abord que ¥, f=0 entraine :
LyfP=0, V entier p>1. (7.4)
D’ou, d’aprés (7.1) et le lemme précédent :
ZLy (fr0)=0. (7.5)

En utilisant a nouveau (7.1), en intégrant sur £2,, on obtient :
THEOREME. — Si fe C§ (Vy), on a, pour tout |t|<T :
J‘Af”p‘)(),:ﬁf"poeo, |t|<T, (7.6)
St So
ou
§,=T(S)x0, p°0,=i, 0 ls,»
c’est-a-dire

0= Aro,A0, p=o|detg 2 dx' AL Adx".

8. MAJORATIONS AVEC POIDS

Soit 4 une fonction positive, de classe C! sur V.. L’équation ou b est
une fonction donnée

Lo f=b 8.1)

Vol. 55, n° 3-1991.



770 Y. CHOQUET-BRUHAT ET N. NOUTCHEGUEME

entraine
Ly D=h L P+ f2 Ly h=f> L h+2bhf,
d’ou, si fe C{(V,) et vérifie (8.1) :

jhf‘poB,ZJ hf2p°90+ff (f2Lyh+2bhf}0.dt. (8.2
§i §0 0 §T

Si on prend pour 4 la fonction donnée en coordonnées adaptées 4 V=S x R
par
h=(p°)2*
on a
Lyh=k (¥ 2 Ly (%),
avec
Ly (PO =Lyo (g p'p'+m?)
= ( 8y p’+2gUP'p’> 2071 £ (poy?
ox* 0x*

=o” {p pp’ g” =2g; L0
+2gij(FoiP0+Fhiph)I’i_zoﬁl’kaxO‘(PO)z}
c’est-a-dire
Ly (PO =07 (= 2a(p") 00— p° P S g+ 2 Foup'p° ).

On en déduit que, quel que soit m=0 (dg n’intervient que par d,a et
Jog;j) on a

| Ly h|SCpy (PO K1+ F (%), (8.3)
On a p°=m. On suppose, si m=0, que
Support f={p°2zc>0}.
on a alors sur le support de
(pO)Zk—léc—Z(p0)2k+1. (84)

On pose
y(t)=J~ 2@ e,
§,
1° Si =0, on déduit de (8.2) et (8.3), (8.4) :

t

y(t)gy(())-kj {Cag+’C31slp|F]}y('c)d1:. 8.5)

0
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D’ou :
t
y(t)§y(())exp(Cagt+J sup]F]dr). (8.6)

0 S
2° Si b#0, on note

B(H)= {J‘A B2 (p)* 19, }1/2.
8

L’inégalité (8.5) est a remplacer par
y(t)éy(0)+f {(Co+Csup|F)y(m+2B(@y*(m}dr  (8.7)
0 S:
et implique

pu2 (z)é(yuz (O)+f{5(t)d‘c>exp % (Cagt+CJt sup| Fld‘c). (8.8)
0

0 5S¢

9. LOCALISATION

La localisation permet d’une part de raisonner en coordonnées locales,
ce qui allége les notations pour les dérivées, elle permet d’autre part
d’obtenir des théorémes (locaux dans le temps) sans restrictions sur le
comportement 4 Pinfini spatial des données de Cauchy.

Soit B;, <38, une boule géodésique de rayon & de (S, g). Prenons sur
B; des coordonnées géodésiques rapportées & son centre.

Considérons "ouvert borné Q, < B; x R défini par

Q,={0<x<s, K(T-x%>D (x)7"?},)

0§t§z, <2, @b
2 K
La frontiére de Q, est
=0, Uw, UL, 9.2)
ou o, {resp. ®,] est 1la boule de §, {resp. Sy).
S <KHT—-1)?  [resp.<K*T7, 9.3)

et L (frontiére latérale) est donnée par
K(T-x9)—{Y(x)?}2=0, 0<x°<r. 9.4
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Cette frontiére est spatiale si
xtx!

2,2 _ ,ij
K a g 2

>0, rr=Y (x)% 9.5

D’aprés les hypothéses sur la métrique, il existe sur By x R des nombres A
et B>0 tels que
ot xd
|g°|=a"2>A% gV —-<B%.
r

(9.5) est donc vérifié dés que K>A~"'B. On pose Q=0Q,xR"%0, les
coordonnées dans Q, sont (x%, p', ¢*). La frontiére de Q, est
00 ={o xR x 0} U {0 xR x 0} U {LxR"* 0}=6,U 6, UL

mais Q, n’est pas borné : il s’étend a linfini dans la direction du facteur R".
On a l'identité, pour tout élément de volume et toute fonction a :

Pya=div(@Y)—adivy, (9.6)
d’on, pour ’élément de volume 8, puisque divY =0 dans ce cas,
Pya=div(aY)=b. 9.7

Nous désignerons par C%(Q,) I'espace des restrictions a Q, de fonctions C*
a support compact sur 2. Soit aeCg(€,. En appliquant la formule de
Stokes a (9.7) on trouve :

J aiYGEJ aiYO—I aiY9+JaiY9=J bo, 9.8)
06, & A1) L ﬁr

ou les intégrales sont prises sur les variétés indiquées orlentees de fagon
que leur volume induit par celui de Q, soit positif. Sur o, [resp. ®,] on a

liy®s,=p°0,  [resp. p® 0o,

)

{Z(pi)Z}l/Z

<

AL X dx!
et sur L, vérifiant dx®= — <
-

iv0le=(p+3

0; forme de Leray induite sur L.
On a:

x'p
kr

i 0

xXp
Z =
; rpo pO

Sur B; X R, il existe des nombres A, et B, >0 tels que
asAj, Z(p2)<B1g”p P
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D’ou, en utilisant la relation entre p° et les p’,

xii
P
13

p
rp

<A,B;;

il suffit de prendre K> A, B, pour avoir

P+ Q>O,
i kr

donc

JaiYGgO si az=0.

L

(9.8) entraine donc

t
I apOO,_S_Jv ap°60+JJ b0, dr. 9.9
Gy éo 0Ja,

On en déduit pour a=f?, puisque .#yf*=0, la majoration localisée

JAfzp"Oéﬁ 12p°0,. 9.10)
o @9

10. MAJORATIONS AVEC POIDS

Prenons a=(p°)** 2, posons maintenant

y(z)=ﬁf2(p°)2"“e,, B(t)=“

A

o

1/2
b? (pO)Zk—l et}

Les calculs faits au paragraphe 8 et U'inégalité (9.9) montrent que I'inéga-
. e )
lit¢ (8.7) est valable avec ces définitions pour < 2B1 A, le supremum

de | F| étant maintenant pris sur o,.

Majoration des dérivées
Nous désignons par D' une dérivée d’ordre |/|=/ + ...+, d’une
fonction sur Q,, avec I=(l;, ..., [p)=(f), notons par I, [ et / le nombre

des dérivations en x, p et ¢ incluses dans /.
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L’équation ¥y f =5 implique, avec les C? des nombres, et en ordonnant
partiellement les suites par leurs éléments,

l<o
Ly(D°f)=D°b— Z C;’(D’Y‘)D""g, (10. 1)
RTES! X

on voit par inspection que les dérivées de Y vérifient les majorations :

‘DlYm|§C:(pO)1_7 (]02(])
r=l
D'Y" 1[G, ()P THC Y |DF|(O) T (10.25)
¢ F=r=0
r=il
ID'YAsC Y DAY (19.20)
r=r=0

Posons
u:x: (pO)k +6+(1/2) I Ds‘f l

On déduit des majorations (10.2) :

of -
|D Y. D°—'5§ D f (PO < Cuy oy, (10.30)

o

|DlYn+1+i|. Dc—lafi‘.|Dof’(p0)2(k+6)
opt
r<i
§<C09+CAZ |D'F]>u6u6_,+(55,+1“) (10.3b)
r=r=0
rsi
_, 0 . —
ID'Y*[.|D* lé D1 SC L DAty (10,30
Posons

(1;6)2=J uczr mpquf (p0)1+2k+2& (Dcrf)Z mpmq
R" %0 R"x 0
Notons
yc(t)zjv %HIEJV (p0)1+2k+26(Dof)Zet
o &

on a
1/2
1/2 22
f lDrF|uo‘uc—l+(5}1+1+i)et§ycr/ (t){J‘ |DrF| uc—l+(8¥.+1+i)”t}
o ©r
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Normes et espaces fonctionnels, définitions

On désigne par Cg (Q,) [resp. Co Q)] ’espace des restrictions a Q,
[resp. Q] des elements de C*(V) [resp. C*(2)] & support compact dans
V [resp. &].

1° L’espace E5 , (Q,) est la fermeture de C¥ (Q,) dans la norme

1/ Nles,..= sup (17152,
0st<t

avee

R 1/2
”f”;2k={ Z (p0)2k+21+1(D1f)zeT}

IS5 Ja,

2° L’espace E5(Q,) est la fermeture de Cqo (Q), dans la norme

I1F es = Sup [P

avec
, 1/2

7= | 3 Ioepa

avec [D"F[*= Y (D" F, )%
A<p
LEMME 1. — Si fe E3. Q). alors 2 eEB{71°N(Q,), fermeture de Cy ()
dans la norme
||U||Es1—m=0sup 1001
st=t

avec

UlE-ei= X |D'U |p,.

[1lss=1o|Jao,

Preuve. — Soit feC¥ (Q,). On a

k| s20m)| g
ox* ox*
or
0 — _
—Uesh€{w, [M[=[c|+1},
ox'
de méme

,Dl (1'70)2 ’ §C Z i;c+l l;l—l’

A<
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d’ou

Y D ) [ =CUIf [fmy, 2,0

w,lsm—oc

Le résultat pour feE5 , est conséquence de I'inégalité et des définitions
par complétion.

LeMME 2. — Si feE5 (&), s=1, et FeES, avec S>n+1, et r<i<o,

|o|<s, ona

j D FPZ e S o2l e )2
@

Preuve. — Prenons FeCgZ (Q), f€C® (Q,). Appliquons le théoréme de
multiplication pour les espaces de Sobolev sur o,

Wit x W2  L? si s, +s5,>n,

avee

s1=S—|rl.  sy=s=(|o|=|l|+]).

Par intégration de I’équation (10.1), en utilisant les inégalités démon-
trées dans les lemmes 1 et 2, puis le lemme de Gronwall on obtient le
théoréme

THEOREME. — Si feC®(Q,) et si A, FeB5(Q,) avec S>n+ 1, vérifient
léquation ¥ f=>b alors on a pour s<8S, 1€]0, 1]

nf||:,2,kgc{nf||s.2,k+j ||b||:,2,kdc}
0

Xexpj C(Coyt||AlS 2+ || FS 2)do  (10.4)
0

11. MAJORATIONS DU COURANT

LEMME. — Si feEB5 (Q,), avec k> g, alors Je E5 (Q).

Preuve. — Soit feCZ (Q,). On a

1/2
||J||:,2={ 5 |D'J|2u,} ,

ol LS8
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ou
Ji:J qfr'®,w,
R"x @
d’ou
|J'2§C{J (pO)—2k+1mpmq}{f f2(p0)2k+10)pmq};

R" x 0 R" x 0

ona
dpt ... dp"
0)p=|g|1/2_1’4_1”,
0
d’ou
) *0 0,<C s k> g;

R" x 0

alors

J‘ |J|2 Técj fZ(p0)2k+1 er
Dans Q, on a, avec évidemment /=7=0,

Dt |<C j DY 0,0+ 3 Co f IDf @, o,
R"x 0

R" x 0 r<l
L. n
d’ou, si k> 5’

A

r<lJ@
v

J lD’J|2ur§Cj 1le|2(P0)2k+19:+CagZJ |D'f|2(l)0)2k+197,
donc,

. n
15 =ClUS R 2 st k>3 11.1)

12. INEGALITES ENERGETIQUES POUR LE SYSTEME
LINEAIRE EN F

On considére ici 'opérateur linéaire L sur F défini par les premiers
membres de (6.1), (6.2).
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On définit la métrique proprement riemannienne y par :
Vop dX* dxP =02 dr* + g, dx' dx’.
Elle est uniformément équivalente a la métrique euclidienne.

Si T=(T* ™) est un champ de tenseurs de classe C* sur Q; et a
valeurs dans %, on définit maintenant la norme de V¥T au point x par :

lvaIZ:YPlcl et yPkaYal By v Y“lﬁlvpl XL
XVPTo % Vo1 Yok The - by

et on pose :
1T = [ 9T,

On a, pour la 2-forme de courbure F=(F*f) de A, étant données son
antisymétrie et la définition de v :

[VFE =y, 0 Yoo (—2VP1. VREO Vo1 Vo F )
+VPL L VRFY VoL VRF,

ProposiTioN. — Si F et d sont dans C§(Qq) et vérifient le systéme
LF =d, alors on a, pour tout t€[0, T}, les inégalités :
k—1 ki

uv*Fum,ge%w{nv"an(,Jrcag y(y zf)uv"Fum
i=0 \j=1

. k=1 ki
+cf [||denmt+ D (z (t—r)f>||de||mT:|dr}, 2.1
0 i=0

Jj=1

(on rappelle qu'on désigne par C des constantes ne dépendant que de V, g,
&, et par Cy, de telles constantes qui s’annulent avec les dérivées de g).
Pour k=0 les termes en k— 1 ne figurent pas dans (12.1)

Preuve. — 1° Considérons le cas k=0. Le systéme LF =4 s’écrit, avec
d=(a, b) :

VoF+V;Fi=d', (12.2)

VoF,;+V,Fj;y+V,; Foi=bo;; (12.3)

Le produit scalaire contracté de (12.2) par F, et de (12.3) par F¥ donne,
compte tenu de 'antisymétrie de F, des propriétés de V et de 1a forme de
la métrique :

%VO (Fo;- F)+Fo,. V,Fi=F,, d, (12.4)

%VO(FU.F,-j)—lr2Fij.VjF_0i=F”.b0ij. (12.5)
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D’ou I'on déduit, vues I'expression de | F |* et I'antisymétrie de F :
Vo (|F|?)+4V,(Fo;. Fi)y= —4Fy.a'+2FY. b, (12.6)
Introduisons I'analogue du tenseur de Maxwell :

= *% B F,,. 4+ F FP

Ona:

00

0= — g_] F
4
0= —F0, Fl= —g0OF . Fi = ¢00= g2
(12.6) est, comme prévisible :
V;\ TM) = (1—2 ('_ FOi‘ ai+ %Fij. bOij)
On a par ailleurs, en fixant P'indice 0 :
Vu ,tm() . Va tu(O) + r‘O b tak‘

On en déduit par un calcul élémentaire

V, (@ g2) = ( oie a+;F” },0”> %tiiaogij+r°°oc50cx. (12.7)

Intégrons 1’égalité (12.7) sur
Q,={(x° x)eQ, 0<x°<1}

en utilisant l'identité :

Vk ((12 T;“ (0)) —

A (0)
\/Ez_]m 0, (o® \/detg ™)

et la formule de Stokes. On obtient :

ij(az’c“‘O’)u=J 002y, — jtooazpo-%f ™o, (12.8)
Q o g L

avec sur L, donné par (9.4) avec une normale extérieure orientée vers le
futur

™o, = (°°+t°'K >|detg|”2dx .dx"

Il est bien connu et facile a vérifier que le vecteur t®* est temporel (ou
isotrope), orienté vers le futur: t°°=a~*(g;1°1%)"2. On en déduit,
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compte tenu de (9.5), la positivité de I'intégrale sur L. D’ ou

f|F|2u,§f IF P,
o ®o t
+f dtf {
0 [

(12.9) donne alors, compte tenu de I'inégalité de Schwarz :

A
—Fy.a+ EF”.bOij

+Cag|‘c[}ut. (12.9)

|d

o} T

o

t
IF2,< ) F 2, + j (CullFIE+C|F
0
et le lemme de Gromwall donne :

]|F||mt§ecag‘<[IF||mo+CJ ||d||m1dt>. (12.10)
0

(12.10) est I'inégalité (12.1) pour k=0,

Remarque. — On a ici C,,=0 si la métrique g est statique.

2° Supposons I'inégalité (12.1) vraie pour /=0, 1,2, . . ., k, et montrons
qu’elle ’est encore pour I=k+1.

Appliquons V°1. . . V°+1 aux équations (12.2) et (12.3). On obtient :

VOVUI...6k+1 F0i+VjV“1"'G"+‘=V61"'ck+lai+Lul"’ok‘Hi, (1211)
Vovcl---6k+1Fij+ViV61~--°k+1FjO+VjV“1---°k+1F0i
=Vou - Sketby Mok (12.12)

ou
k k
Lot - Sk+1i= Z z(VS—IR.Vk_S+lF)61"'ok”;ck_’*l"'c"*li, (1213)
1=0 s=1
k k
Mgt - Ckri= Z Z (VS_IR.V"_S“F)CH Ck—BOk=l+1 - Ckd1 o (12,13)
=0 s=1

ou on a posé dans (12.13) et (12.13") :
k

z (Vs*lR‘Vk—s+lF)01...uk_l;ck_,+1...0k+l

a =V % (R.VIF)%-1+1- - %+1, (12,13")
On déduit de ces équations
VoIV ' F ) +4V,(Vpy oy - - Vo s g opas

X VPPt Foo Vo1 Skit Fly=M  (12.14)
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ol M vérifie une inégalité de la forme
k

|M|§C|V"”F|.<|V"“a|+|V"”b|+CagZ|V’F|>, (12.14)
1=0
On introduit alors le tenseur :

af =
T+~ Vorog -+ - Vok+1ok+1

g®
x<—4VP1--~Pk+1Fl JVO1 - Skt M
4 n
+V"1""’k+1F°‘X.V°1"‘°k+1FBl>. (12.15)

On a:
-2
o
00 k+1 1|2
T(k+1)_TIV F|
Jjo = PL---Pk+1F . YO1 - - - Ok+1 U
T+~ Vpror - v ypk+1ck+1v FOlV FY.

En utilisant (12.14) on trouve
1 1 ..
Vi (e? T%k(-?)l))= ZM - ETH(+1) 00 8i;F Tk 1) %00 0

En intégrant cette égalité sur Q, et en utilisant les expressions de M et de
T4 1) on trouve :
[V FIG = VG,

¢ k+1

+j C||V"“F||m(<|w"“dllmt+cag 5 ||V"F||m1>dt (12.16)
0 h

et le lemme de Gronwall donne :

9 Pl e 94 L,

t k
e j (nv"“dnmcag » ||v’F||®T)dr} 12.17)
I1=0

0

On déduit de cette inégalité et de (12.10) que 'on a pour tout k=0, entier

ko k+1-i
“Vk+1FHmtéecagz{”VkﬂF||mO+C0g Z( > zf>||ViF||¢oo

i=0 j=1

t k k+1)—i )
+CJ<|IV"“dmr+Z< Y tj>||Vid||mr>dt, (12.18)
i=0

0 j=1

c’est-a-dire la formule (12.1).
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THEOREME. — Si F et d sont dans C§ (Qq) et vérifient LF=d alors on a
pour tout s et pour tout te[0, T] les inégalités

HFmgcfw{uFm+cjmdmm} 12.19)

s

Preuve. — L’équivalence uniforme sur Q; des quantités Y ||V'F||,
h=0
donne avec 'inégalité (12.16) et quelques manipulations usuelles

<11F||;>2§C<J|Fn£>2+j (Coy (1[92 +CIF[Elldlp } . (12.20)

13. INEGALITES POUR A

A étant un vecteur a valeurs dans ¢ de composantes (Al, 0), on va
montrer

PROPOSITION. — Si A est dans CF (Qy) et vérifie l'équation 0, A,=F,,
alors on a, pour tout t€[0, T), les inégalités
k—1k—i
HV"AIIm,éeCa”'{I’V"Allmo+ 2 X PIVIA
: mogt k—1k—i
+J C||VF |, +Cy Y ¥ (t—t)f“V"FHmtdr} (13.1)
0 i=0j=1

Preuve. — On déduit de d,A,=F,; que
1 . L~ .
S00(ALAY= A (Fort 3087 A),

On intégre la derniére relation sur Q,, on utilise la formule de Stokes et la
positivité de A*. A; pour obtenir

F

aTClIA

o} AT

Or

t
1ALz <A+ j (CallA
0

La formule générale (13.1) se démontre comme dans le cas de F, § 12,
par récurrence sur k et utilisation du lemme de Gromwall. On a aussi

TutorREME. — Si A, F sont dans C* (Qy) alors pour chaque s et pour
tout te[0, T]

t
||A||;§CeCaet{||Ans+cf uﬁnzdr} (13.2)
0
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14. ITERATIONS (cas m>0)

Nous allons utiliser les solutions du systéme lin€arisé pour construire
une suite d’itérées qui convergera dans des espaces appropriés vers une
solution du probléme non linéaire, nous supposons m>0 pour simplifier.

Construction des itérées

Soit donné (F,, A,, /)€ CZ (Qp) X CZ () X CZ (Q;). on définit la suite
(F,, A,, f,) par résolution du systéme linéaire du paragraphe 6 ou on fait
F=F, A=A, f=f,:

LF ,,=d,, oAy +1=F, ois vafv+1:0’ (14.1)

Vv

avec les données de Cauchy (@, a, ¢)e CF (wg) X c* () X CF (@)

Convergence des itérées

. .. n .
PROPOSITION. — Pour chaque entier positif s et chaque k>5 la suite

(F,, A, f.) est de Cauchy dans &;(t)=E5(Q)x E5(Q,) X E3, Q) sit est
suffisamment petit.

.. . n
Preuve. — Choisissons un entier s>n+1 et un nombre k> 5
1° Montrons que la suite est bornée. Soit My, Mj, N, les bornes

IFe, [|A]S, |If]2x déduites des données de Cauchy. Posons
E3 (0=E;(Q), E3 , ()=Ej} , (). Supposons

IF s =M. Ales =M [N lls =N (4.1

Compte tenu du fait que E (7) est une algebre si s> 5 et de la majoration

du courant paragraphe 11 on voit que

14, lles & =C {1 Avlles oI Fv lles o+ 4 lles o} (14.2)

On déduit donc de la majoration (12.16) et de I’hypothése (14.1) que
l’on a, pour tout t<T

[ Fyer lles 0 SCy { Mo+t (MM +N) } (14.3)

alors que le paragraphe 13 implique une inégalité de la forme
||Av+1||E3(,)§C2{M;,+tM} (14.4)
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La majoration (10.2) donne d’autre part
”fv+1”Ei(t)§C3Noet{ca-"ﬂ“(MJer)}- (14.5)

11 suffit de choisir M, M’, N assez grands et ¢ assez petit pour que F,, |,
A, f,4+ Vérifient a leur tour la majoration (14.1).

2° Convergence des itérées. En utilisant les bornes précédentes et les
inégalités (12. 16) on trouve, en désignant par C, une constance qui dépend
des bornes M, Mg, N,

”Fv+1_Fv”E§ (t)éCHdv+1_dv
<Cot{||F,—F,_,

IEsz 0]

ot A=A s ot A=Atk o) (14.6)

et une inégalit¢ encore plus simple pour A, ,,—A,. L’inégalit¢ pour
JSyr1—/, se déduit de (10.2), ou Pon fait b=%y _y  f,. En utilisant
I'expression de Y, et des calculs analogues & ceux du paragraphe 10 on
voit que pour t<T, s>n+1

1Ly, -y i lles 0= (VS =Yoo ) O [les 0
=C { || F,—F,_, ”Ei ot || Ay—A ”Ei m} ”fv ||hi ® (14.7)

la norme de f, dans E5*/ (¢) est bornée si 1<, par un nombre qui dépend

des bornes M, M}, N, définies comme M,,, My, N,, mais pour s+ 1.
En regroupant les inégalités on voit que u,=(F,, A,, f,) est tel que

oy =uy—1 log = Co ]y =111 [l 0 (14.8)

I1 suffit de prendre t<C[ ! pour que la suite u, soit une suite de Cauchy.

15. DONNEES DE CAUCHY DANS DES ESPACES H*

Posons #=H*(0,) x H (0,) X Hj (®,). Désignons par E$[resp. E3 ]
des espaces définis comme ES [resp. E ;] mais avec une norme L en ¢
au lieu d’une norme C° pour les dérivées d’ordre s : ces espaces sont des
duals d’espaces de Banach (¢f. [10]), par conséquent leurs ensembles bornés
sont faiblement compacts. '

THEOREME. — Le systéme en jauge temporelle (3.4), (5'3)&(5'41 admet
une solution et une seule (F, A, f)e & ()=E3 (Q) x B3 (Q,) x E5 ((Q) pre-
nant les données de Cauchy (®, a, 9)eH; si t est suffisamment petit,

s>n+1 etk>g.

Preuve. — Approchons les données de Cauchy par
D, A,,[,€Cq (wp) X Cg’ (wy) X CF (030)
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(rappelons que les éléments de CJ ne sont a support compact que dans
V, ou ). Construisons la suite u,=(F,, A,, f,) comme au paragraphe
précédent, mais avec ces nouvelles données initiales. Les majorations des
itérés restent valables, dépendant de la norme 7 de (@, a, ¢), si s>n+1,

n iy .

k> 3 Pour étudier la convergence de la suite u, on remplace (14.6) par
T ,_ h ,

I'inégalité valable pour tout s'> 2’ avec s'<s

||Fv+1—Fv||Eg(,)§C{||FV+1~FV

o, +1Co||uy—uy_y |lsy o (15.1)

En utilisant (10.2) et (14.7) on a, pour s donné supérieur a n+ 1, avec
seulement s’ <s— 1, puisque f, n’est borné que dans E5 , (¥)

va+1_fv||13§ (t)éc { va+1 _vag,k'*'Cot(” U,—u,_4 ”é”ﬁ (z)} (15.2)

On déduit de (15.1), (15.2) la convergence de la suite u,, pour ¢ assez
petit, dans & (1), s'<s—1, vers ueé&; (1). Cette suite est d’autre part
bornée dans & (1) &3 (£), on peut en extraire une sous-suite qui converge
faiblement dans cet espace, donc ue & (1).

16. EXISTENCE D’UNE SOLUTION DU SYSTEME
DE YANG-MILLS-VLASOV

THEOREME. — Le systéme de Yang-Mills-Viasov, avec m>0, admet une
solution sur Q,, prenant des données initiales

a, E, e H*" ! () x H (@) X Hj, ((;)O)a

n . , . . . \
avec s>n-+1, k>72, si ces données satisfont la contrainte et si t<g, ou

£>0 ne dépend que de (V, g, &) et des normes des données de Cauchy.
Preuve. — On déduit des données initiales (a, ®, @) € #; en posant
®,=0,a;—0;a;+[a; a],  ®y=0a 'E, (16.1)
on résout le systéme en jauge temporelle avec des données de Cauchy. On

montre en utilisant le lemme 2, § 5, que cette solution vérifie le systéme
complet

Remarque 1. — On peut déduire du précédent un théoréme d’existence
pour r<¢', global dans I'espace, avec des données initiales dont la restric-
tion a chaque boule géodésique By (chaque By pour @) est dans #7, avec
des normes uniformément bornées.
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Remarque 2. — On peut démontrer par des méthodes standard (cf. [20])
un théoréme d’unicité, & un changement de jauge pres.

17. CAS m=0

En utilisant les méthodes précédentes et expression (6.7) de f on voit
que le théoréme d’existence du paragraphe 16 s’¢tend au cas m=0, ainsi
que les remarques 1 et 2, a condition d’ajouter aux hypothéses la suivante

Supporte N {p°=0}=F (17.1)

Ce théoréme local et les propriétés d’invariance conforme du syst¢me de
Yang-Mills-Vlasov avec m=~0 (cf. [21]) permettent de montrer un théo-
réme d’existence globale d’une solution du probléme de Cauchy pour ce
systéme sur ’espace temps de Minkovski, en utilisant la méthode donnée
dans [8].
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