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Étude semi-classique d’une perturbation
d’un opérateur de Schrödinger périodique

Frédéric KLOPP (1)
Université de Paris-Sud, Centre d’Orsay,

Département de Mathématiques, 91405 Orsay Cedex, France

Ann. Henri Poincaré,

Vol. 55, n° 1, 1991, Physique théorique

RÉSUMÉ. - Sous l’hypothèse que V est périodique, on étudie le spectre
de l’opérateur Pt = - h2 0 + V + t ~V agissant sur L2 (~n) quand h tend
vers 0. Pour ce faire, on ramène par équivalence unitaire l’opérateur Pt
restreint à un intervalle spectral convenable, à un opérateur que l’on peut
étudier grâce à un noyau de Birman-Schwinger. On montre alors l’existence
d’au moins une valeur propre simple pour Pt quand t est assez grand (ceci
dépendant de la dimension n) et on étudie le comportement de cette valeur
propre en fonction de t.

Mots clés : Opérateur de Schrôdinger, limite semi-classique, bande spectrale, potentiels
périodiques, décroissance exponentielle.

ABSTRACT. - Assuming that V is periodic, we study the spectrum of
Pt = - h2 0 + V + t bV acting on L2 (f~") when h tends to 0. We first show
that Pt restricted to a convenient spectral interval is unitary équivalent to
an operator that one may study with a Birman-Schwinger kernel. We then
show that Pt admits at least one simple eigenvalue when t is not too small
(depending on n) and we study the behaviour of this eigenvalue with
respect to t.
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460 F. KLOPP

0. INTRODUCTION

Nous allons ici étudier le spectre d’opérateurs du type suivant :

où est L-périodique, L étant un réseau de !R",
0~8VeC~(~; fR) et t est un paramètre mesurant la taille de la pertur-
bation. On définit P = - h2 0 + V.

L’étude d’opérateurs du type (0.1) a d’abord été amorcée par les physi-
ciens voir par exemple le livre de J, Callaway [C] ou celui de Landau et
Lifschitz [LL], ceux-ci traitant la plupart du temps des cas particuliers à
la dimension 1. Puis, plus récemment, ces opérateurs ont donné lieu a des
papiers mathématiques (voir F. Bentosela [B], M. Klaus [K]) dont beau-
coup se placent dans l’approximation de la limite semi-classique ou dans
le cas des grandes constantes de couplage.
Dans le cas des grandes constantes de couplage (c’est-à-dire h =1 et

t -+ oo), P. A. Deift et R. Hempel [DH] ont montré, sous des hypothèses
différentes des nôtres que pour presque toute énergie E dans un gap de
P, il existe des valeurs du paramètre de perturbation t tel que E soit valeur
propre de Prt. Ce résultat fut retrouvé par F. Gesztesy et B. Simon [GS].
Alama, Deift et Hempel [ADH] ont aussi étudié la question du nombre
de valeurs propres de Pt dans un gap de P. Dans le cas unidimensionnel et
dans l’approximation des grandes constantes de couplage, dans [GHKSV],
F. Gesztesy, D. Gurarie, H. Holden, M. Klaus, L. Sadun, B. Simon et

P. Vogi ont mis en évidence des phénomènes de cascades de valeurs
propres pour des opérateurs du type de Pt.
Dans le cas de la limite semi-classique, dans [S4], B. Simon a étudié la

largeur de la première bande spectrale de P. Ses résultats ont été obtenus
indépendamment par Outassourt qui, dans [0], a aussi démontré des
résultats sur l’existence de valeurs propres pour Pt dans un gap de P ceci
pour des perturbations pas trop petites.
Notre travail va en quelque sorte prolonger le sien mais les techniques

utilisées seront différentes. Nous allons nous servir des méthodes mises en

place par Helffer et Sjôstrand ([HSj 1], [HSj2], [HSj3]) puis étendues par
Carlsson [Ca] au cas d’une infinité de puits. Nous étudierons le spectre de
Pt dans un intervalle 1 en utilisant des opérateurs de référence qui
sont associés aux puits de potentiel. Ceci nous permettra de ramener notre
problème, par équivalence unitaire, à l’étude du spectre d’un opérateur du
type noyau de Birman-Schwinger dépendant de t agissant sur L 2 (1") où
T=(~)*/L*.

Classification A.M.,S. : 35 J 10, 35 P 20, 35 P 25, 47 A 40, 81 H 20.
e) U.R.A. 760 C.N.R.S.
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461OPÉRATEUR DE SCHRODINGER PÉRIODIQUE

On obtient alors l’existence d’un seuil positif ou nul T03B4V (T ôY est nul en
dimension 1 ou 2) tel que pour t positif plus petit que il n’y a pas de
spectre pour Pt au-dessus de la bande spectrale de P dans I. Par contre,
pour t plus grand que il apparaît au moins une valeur propre de Pt,
notée ~, (t), hors de la bande de spectre essentiel de Pt dans I; cette valeur
propre est simple et on peut caractériser le comportement en t. On étudie
la manière dont ~, (t) décolle du sommet de la bande spectrale de P quand
t croît à partir de On obtient qu’en dimension 1 et 3, elle croît comme

. le carré de en dimension 2, comme une exponentielle en - (t - -1,
en dimension 4, et linéairement pour les
dimensions plus grandes.
Pour ce qui concerne les dimensions supérieures à 3, on montre que

pour t assez petit, cette valeur propre est la seule dans l’intervalle 1

considéré, mises à part celles éventuellement plongées dans le spectre
essentiel.

Des résultats analogues aux nôtres ont déjà été obtenus dans l’étude de
perturbations du laplacien libre par B. Simon puis par M. Klaus et

B. Simon. En effet, dans le cas où V est un potentiel négatif à courte
portée, B. Simon en dimension 1 et 2 dans [S5] puis M. Klaus et B. Simon
en dimension quelconque dans [KS] ont étudié le comportement asympto-
tique de la plus grande valeur propre négative quand t &#x3E; 0 et

t -+ 0; ils obtiennent des développements identiques à ceux décrits ci-dessus.

REMERCIEMENTS

Je voudrais remercier J. Sjôstrand, sous la direction duquel ce travail a
été effectué, pour l’aide constante, tant matérielle que morale, qu’il m’a
apportée.

1. DÉFINITIONS ET RÉSULTATS

Soit L un réseau c’est-à-dire L = 0 Z uj où (uj)j~[1,n] est une base de
1 jn

On considère l’opérateur de Schrôdinger suivant agissant sur L 2 (!R") :

avec V satisfaisant :

(H .1 ) (!?"; !R) et V périodique sur le réseau L c’est-à-dire tel que
pour tout je dans et tout a dans L : V(~+(x)=V(x).
On définit : L* = {a’ E (B~)*; (!R")*/L*. On note
alors pour a dans L : ’t0152: L 2 (fR") -+ L2 (!R") définie par (ia p) (x) = cp (x - a).

Vol. 55, n° 1-1991.
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463OPÉRATEUR DE SCHRÔDINGER PÉRIODIQUE

Appelons F (F c L2 (0~")) l’espace spectral associé à P et à
a + a (h)] et 03A0F, la projection orthogonale sur F. On obtient

alors

PROPOSITION 1.1. - Sous les hypothèses (H. 1 )-(H . 3) :
(I) Il existe ’Y&#x3E; 0 et ho&#x3E; 0 tels que, pour ~h E ]0, ho[,

a (P) n 2 a + 2 a (h)] c 2 a (h), ~,, ~. + 2 a (h) ~ + D (o, 

où D (x, r) désigne le disque de centre x de rayon r dans C.
(II) Il existe ho&#x3E; 0 tel que pour tout h E ]0, ho[, PIF est unitairement

équivalent à Q, un opérateur de L2 (1") dans L2 dé~ni pour u E L2 
par Q (u) = co. u où :

(i) co est une fonction analytique réelle sur T et analytique dans un
voisinage complexe W de lf de la forme ~ + i B (0,1 /C h) où C est une
constante positive ne dépendant pas de h et B (x, r) désigne la boule de
centre x de rayon r dans 

(ii) lim sup [h log (sup | 03C9 (8) - )] _ - So.
8elf

(iii) ’Y E L* alors Y/2 est un point critique de co et h ~ ho est bornée
dans l’ensemble des fonctions holomorphes sur W .

(iv) co (8) est la valeur propre de Floquet du problème périodique.
Cette proposition a déjà été obtenue par Outassourt [0] sous des hypo-

thèses équivalentes aux nôtres bien que formulées différemment. Dans la
partie du paragraphe 2, on donnera une preuve de la proposition 1.1
différente de celle d’Outassourt. La majoration de la largeur de la bande
a aussi été établie par Simon [S4]. On notera et 

Nous allons maintenant nous intéresser à l’opérateur suivant: -

où l’on suppose que ÕV vérifie :

On peut remarquer alors que pour tout se[0, Eo] et tout a non nul,
ona:

( 1. 8) 
On note : et Alors, pour

ot~O

E E [0, Eo], Ssv, E&#x3E;0 et il existe a &#x3E; 0 indépendant de h tel que 
[pour cela voir (3 . 25) et sa démonstration].

Vol. 55, n° 1-1991.



464 F. KLOPP

On va étudier Pt de la même manière que P. Pour cela on construit
des opérateurs de référence Pt, 0152 à partir des Pa de la façon suivante :
( 1. 9) si alors et 

c’est-à-dire que :

Remarque 1.2. - Pour h suffisamment petit et ~~(/x)/2, le spectre
de Pt, o est toujours discret en dessous de E2/4 et on montre facilement
que ~, + a (h)] est réduit à une valeur propre simple
que l’on notera ~t.

Définissons alors : l’espace spectral associé à Pt et

[ -a(h), +a(A)], et 03A0Ft la projection spectrale sur Ft. En exhibant, grâce
aux vecteurs propres des opérateurs de références une base de Ft,
nous démontrons :

THÉORÈME 1.3. - Supposons (H . 1 )-(H . 4). Pour tout ~e]0,l/2[ ~
8e]0,Eo[, il existe que pour tout h E ]o, h,~, E[ et pour tout

t E ] - rl a (h), r~ a (h)[ :
Pt|Ft est unitairement L2 (T) -+ L2 défini par

avec :

(i) co = co (9) la valeur propre de Floquet définie ’ par P dans

[~-~(~~+~(A)].

Lebesgue. 
(iii) K(~) ~ MM , , ~Mr

1.1. ~(~ /ï, 8, 8’) ~~ .’

avec ka, ~ (t, h) vérifiant qu’il existe ’ tels que 
’ pour tout

h E ]0, Y, J, on a ’ uniformément pour I  ~ a ’ (h) :

Annales cle l’Institut Henri Poincaré - Physique ’ théorique ’



465OPÉRATEUR DE SCHRÔDINGER PÉRIODIQUE

De plus, l’application b : t H ~, réalise , une bijection de D (0, a (h)/8)
dans un domaine Dh tel que : .’

Remarque 1.4. - Pour t réel, K (t, h) est auto-adjoint et analytique en t.
De plus K (t, h) est compact et si on note :

alors, pour tout ne]0,l/2[ :

Par le théorème de Weyl et le théorème 1.3, on a :

On va s’intéresser à ceci pour

a (h)/8[, une étude tout à fait symétrique pouvant être menée pour
~e]-~(/!)/8,0[. Comme nous avons déjà isolé

le spectre de Pt dans ~, + a (h)] est discret. On démontre
la

PROPOSITION 1.5. - Pour h suffisamment petit et a (h)/8[, on a
~)n[~-~i[=0.
Pour étudier a(PJ n]~ !~+~(~)], on se sert de la réduction donnée par

le théorème 1.3, puis on étudie l’opérateur S2t grâce à une sorte de principe
de Birman-Schwinger. On a alors besoin d’hypothèses supplémentaires
sur (D :

(H . 5) (i ) o n’admet que les éléments de (( 1 /2) L*)/L* comme points
critiques et de plus, ceux-ci sont non dégénérés.

(ii) Si f (h) = s - i = sup (o (8)) - inf (co (9)) alors
03B8~T CeT

quand h -+ 0.
(iii) Soit ~ (o) _ (~ (o) - ~,)/f (h). Il existe ho &#x3E; 0 et C &#x3E; 0 tels que, pour

(*) ro n’atteint son maximum s (resp. son minimum 7) qu’en un seul
point noté OJ.

( * *) max 
8eY

(* * *) tout 8&#x3E;0, il existe 08(8) indépendant de h tel que :

~ ~ (e) - s ~ &#x3E; b (E) si et 1 ro (a) - TI&#x3E; Õ (E) si ei) ~ &#x3E; E.
Remarque. - Dans un appendice, on montre que de telles hypothèses

sur co découlent naturellement d’hypothèses de symétrie sur le réseau

Vol. 55, n° 1-1991.
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lorsque les minimums de V sont supposés non dégénérés et que  est la
valeur propre de fond de puits de Po.
Notons

et

On obtient alors les deux théorèmes suivants:

THÉORÈME 1.6. - Supposons (H. 1 )-(H . 5) et n =1 ou 2. Il existe ho&#x3E; 0
tel que pour h E ]0, ho[, il existe À, (t) une fonction croissante analytique réelle
sur ]0, a (h)/8[ dans ]s, J.1 + a (h)] qui est valeur propre simple de Pt et qui
vérifie :

(1) si t/f (h) -+ 0+ :
(i ) si n =1 :

(ü ) si n = 2 :

(2) pour tout C&#x3E;1, il existe ’ C’ &#x3E; 0 1 tel que , pour tE] f (h )/C, a (h)/8[,
ona:

(3) si t/f (h) -+ + oo et t/a (h) -+ 0 : .’

avec Cn (h, t) vérifiant que, pour tout E &#x3E; o, il existe hE &#x3E; 0 tel que pour
h E ]0, hE[ est pour tout t E ]0, a (h)/8[,

(i) C1 (h ~ t) _ (21 ~2 . .1t DS ( 1 + O (e - ~Ssv - E»h)) ~
(ii) C2 (h, t) _ DS (ro))). ( 1 + O (e - ~ssv - E»n)) _
De plus, pour tout ~ &#x3E; o, il existe hE &#x3E; 0 tel que pour h E ]0, hE[ et pour

t E ]0, a (h)/8[, À, (t) est lu seule valeur propre de Pr dans

Dans [S5], B. Simon a déjà obtenu des asymptotiques
similaires à (i)-(ii) dans l’étude des valeurs propres pour ÕV

négatif et à courte portée, en dimension 1 ou 2.

L’étude de la valeur propre À, (t) quand t/f (h) tend vers + oo a déjà été
faite par Outassourt dans [0].

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



467OPÉRATEUR DE SCHRÖDINGER PÉRIODIQUE

THÉORÈME 1.7. - Supposons (H.l)-(H.5) et n ? 3. Il existe h0 &#x3E; 0 tel

que, pour h E ]0, ho[, il existe une constante &#x3E; 0 et À, (t), une fonction
croissante analytique réelle sur a (h)/8[ dans ]s, J.1 + a (h)] qui est valeur
propre simple de Pt; elle vérifie :

(2) pour tout C &#x3E; l, il existe C’ &#x3E; 0 tel que pour f(h)/C, a (h)/8[,
on a : 1/C’-_ôt~,(t)l; 

-

(3) si --&#x3E; + oo et t/a (h) -+ 0 :

, 
avec et C" (h, t) vérifiant que, pour tout E &#x3E; 0, il existe hE &#x3E; 0 tel que
pour h E ]0, hE[ pour tout t E ]0, a (h)/8[,

Pour TÔY[’ on a, a (Pt) (~ ]s, ~, + a (h)] = Qf . Si n &#x3E;_ 5, À,(TÔY)=s est
une valeur propre de PT03B4V.
De plus, pour tout E &#x3E; o, il existe hE &#x3E; 0 tel que, pour tout h E ]0, hE[, il

existe une constante positive 03C403B4V vérifiant: tôv ~f (h) . telle que,

pour t E ]Tsv, isv]~ ~ (t) est la seule valeur propre de Pt dans ]s, ~. + a (h)], et
pour t E ]’tôY, a (h)/8[, À, (t) est la seule valeur propre de Pt dans

[s + O (e - ~Ssv - E~~h) À, ( t) - s), J.l + a (h)] .

Remarque. - Dans [KS], M. Klaus et B. Simon ont obtenus des asymp-
totiques similaires à (ii)-(iv) dans l’étude des valeurs propres de - 0 + t ÕV
pour SV négatif et à courte portée, en dimension 3 ou plus.

Il convient également de faire remarquer que, À, (t) étant simple, si on

note cpt un vecteur propre unitaire associé à À, (t) alors, par (r. 7)

Alors les théorèmes 1.6 et 1.7, nous disent que cpt est localisée au voisinage
de supp(03B4V) quand est grand. Par contre, quand

VoL55,n°l-1991.
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-+ 0, cpt n’est localisée au voisinage de supp(03B4V) qu’en dimen-
sion plus grande que 5 alors que dans les dimensions 1 à 4, cpt se

« délocalise » (la justification de ceci est fondée sur les démonstrations des
théorèmes 1.6 et 1.7).

2. ÉTUDE DU CAS NON PERTURBÉ :
PREUVE DE LA PROPOSITION 1.1

Pour montrer la première assertion de la proposition 1.1, on reprend
la démonstration du théorème 4. 2 de Carlsson [Ca]. Remarquons que
dans notre cas, par ( 1. 6), on a pour tout aeL,

On construit Ro (z) un opérateur borné pour et tR?(z)~s~/8 où
f~e (z) désigne la partie réelle de z [la norme de Ro (z) dépend de

o(Po)) et de [E2/4, + oo [) où de désigne la distance euclidienne
dans C] qui vérifie

où T est tel qu’il existe c &#x3E; 0 et ho&#x3E; 0 tels que pour h E ]0, ho [ et pour
Zt E C~ ~~n~~

Donc, il existe c &#x3E; 0 tel que pour h suffisamment petit, 1 + T (z) donc (P - z)
est inversible pour ce qui achève la démonstration du
point (I) de la proposition 1.1.
Pour ~e[0, Eo] [Eo étant donné par l’hypothèse (H 2)], on note dE la

distance associée à la métrique d’Agmon (V (x) - E2) + dx2. Notons alors,
pour aeL et UJ et définissons les fonctions dÉ ,dÉ
sur L x L par :

(grâce à la périodicité de V), et

Soit une fonction positive localement lipschitzienne sur M" vérifiant

Annales de l’Institut Henri Poincare - Physique " théorique



469OPÉRATEUR DE SCHRODINGER PÉRIODIQUE

On définit, désigne la norme habituelle sur L2 ((~"), l’espace 
par muni de la norme" . 

Sous les hypothèses (H .1)-(H . 3), définissons q~==T.(9o) pour el E L.

D’après (1. 6), c’est un vecteur propre normalisé pour P0152 associé à ~,.
On sait d’après la formule (5 .1 ) du travail de Carlsson [Ca] qu’il existe

tel que pour tout 8e]0,8j, il existe hE &#x3E; 0 tel que pour tout

h E ] 0, hE] et pour tout a dans L, on a P0152 E et il existe C &#x3E; 0 indépendant
de a tel que :

Si on note alors pour tout aeL, et vérifie

De plus ("’0152)0152eL est une base de F au sens que tout élémentf de F s’écrit
de manière unique et avec convergence en norme comme f = ~ a« ~«,

et avec C &#x3E; 0 indépendant de f et de h .

A l’instar de Carlsson [Ca], on définit :

DÉFINITION 2 .1. - Pour se[0,sj [ et pour une famille de réels

positifs on dit qu’une matrice A = ((a03B1,03B2))(03B1, 03B2)~L L est
(~ (exp ( - s«, ~, E~h)) si pour tout il existe tel que pour

h E ] o, et pour (a, 

On définit ainsi C~ (exp ( - dÉ (a, P)/A)) et C~ (exp ( - a~ (a, ~i)/h)).
Notons 1/ la matrice de Gram ayant pour coefficients ("’0152 l "’(i)’

D’après [Ca], on a : ~ = I + ~% + ~ où

avec :

Remarquons que d’après (2. 5) :

Comme (1 + z) -1~2 est définie par une série entière, la proposition B . 6 de
[Ca] entraîne que existe et :

La base ("’0152) "f/ -1/2 est orthonormée. De plus, dans cette base, la matrice :
de P est :

Vol. 55, n° 1-1991.



470 F. KLOPP

Par l’hypothèse " (H .1 ), on a , pour tout a E L, donc pour
(z - P) -1 et 1tF commutent avec On en déduit que 

" 

pour tous

donc la matrice de P dans (W0152) 1/’ -1/2 est une matrice de convolution.

D’après le théorème principal de Carlsson (et sa démonstration, voir

partie 5 de [Ca]), on sait que

Rappelons aussi (exp ( - ~ (a, ~i)/h)).
Notons par ff la transformée de Fourier de l2 (L) dans définie

par,

si (a«)« e L ~ l2 (L). Alors F-1 s’écrit, pour a E et (x E L,

Alors, si on munit du produit scalaire défini, pour û et v dans

L2(1r), par : (u’v) _ (Vol ~) -1. ~ est une transformation uni-

taire dans 

Comme ~ (qui décrit est une matrice de convolution, on obtient,
en conjugant par !F, que PIF est unitairement équivalent à la multiplication
par la fonction 03C9 sur T, définie par

D’après (2. 5) et la remarque suivant (2.17), il existe C indépendante de h
telle que la série (2. 20) converge normalement sur

Annales de ’ Henri Poincaré - Physique ’ théorique



471OPÉRATEUR DE SCHRÔDINGER PÉRIODIQUE

En effet, l’hypothèse (H. 2) nous dit que si, pour on désigne par
I x ~ la norme euclidienne de je, alors il existe C &#x3E; 0 (indépendant de E) tel
que, pour tout aeL, on a,

Ceci nous donne immédiatement pour une autre constante C :

Comme P est auto-adjoint à coefficients réels, on obtient pour tout a E L :

et 03C9 est une fonction réelle et paire. De plus, comme o est L*-périodique,
on a, pour tout y E L* et tout 6 e T

En dérivant, on voit que les points de (l/2)r* sont des points critiques
de ro.

Notre discussion peut aussi se combiner avec la théorie de Floquet (voir
Outassourt [0], B. Simon [S4], Skriganov [Sk]) et on peut déduire que
ro (T) est une bande simple du spectre de P engendré par la valeur propre
de Floquet, 03C9(03B8). En particulier 0(8) ne dépend pas du choix de E et de
la fonction de bouchage 90,

3. ÉTUDE DU SPECTRE DE L’OPÉRATEUR Pt,o

On notera dist la distance euclidienne dans C et on fait des hypothèses
(H. 1)-(H. 4). Alors, on a

LEMME 3.1. - Pour spectre de Pt,o 
dist (z, )  2 a (h) - réduit à une seule valeur propre simple t
vérifiant : I t ( . De plus, ~,t est une fonction sur le disque
D (0, a (h)) vérifiant, pour | t |  a (h)/2 :

est la valeur propre de Po introduite ’ dans l’hypothèse ’ (H. 3) et Po est
un vecteur propre normalisé associé.

Preuve. - Soit a (h)). On a défini

VoL55,n"l-1991.



472 F. KLOPP

existe pour z E Dt et on a :

En particulier le spectre de Pt, o dans D (u, 2 a (h) -1 t ~ ) est contenu dans
D(~,~).

Soit II, o le projecteur spectral associé " au spectre ’ de Pt, o , dans

D(~,2~)-~): 
,

Cette famille de projecteurs est continue en t et, 03A00, o est de rang 1 d’où

03A0t, 0 est de rang 1 pour |t|a(h). On en déduit que le spectre de 
dans {z~C; dist (z, )2a(h)-|t|} est réduit à une seule valeur propre
simple. Notons cette valeur propre. En tenant compte de la remarque
suivant (3 . 5), on obtient :

Comme ~,t est simple et que Pt, o est analytique de type A au sens de
Kato, le théorème de perturbation de Kato nous dit que t est analytique
pour t dans D (o, a (h)) . (3 . 5) donne pour z 

Utilisant que

on obtient

Notons :

Alors, par (3 .10)

De plus, pour t réel, on a :
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donc, pour t réel,

En utilisant (3 . 7) et (3 .12), on voit que et se

prolongent analytiquement de ] - a (h), ~)[ au disque D(0, a (h)) par les
mêmes expressions. Donc, comme ~,t est analytique en t dans D (o, a (h)),
~,t vérifie (3.16) pour t dans D(0, a (h)/2).

Explicitons (Pt, o 03A0t, o 1 Po) :

Donc :

c’est-à-dire,

En utilisant (3 .13) :

donc, par l’hypothèse (H. 4) :

ce qui achève la démonstration du lemme 3. 1.
Nous allons maintenant étudier l’action de Pt,o sur des espaces L2 à

poids définis dans la partie du paragraphe 2. On a

PROPOSITION 3 . 2. - Soit cpE une fonction positive, lipschitzienne vérifiant
1 o | ~ (V - £2) + 2 presque partout. Alors pour | Re (z) 1  ~2/32 et

dist (z, a (Pt, o)) &#x3E; a (h) . b avec 03B4 E 0, 1 [, il existe C &#x3E; 0 et hE&#x3E; 0 tels que,

pour h E 0, h£ [, pour u E C~ et pour t E D (o, a (h)),

Preuve. - Pour démontrer (3.22), on constate que si (pg vérifie les

hypothèses de la proposition 3 . 2, alors il existe hE telle que pour h E ] 0, hE [,
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pour on a

Notons Q=P+ L 03B803B1 = Pt + 03A3 9.. Donc Comme le poten-

tiel V+~8V est un potentiel régulier au sens de Carlsson, on peut alors
appliquer le théorème 3 .1 de Carlsson à Pt, o ce qui donne (3 . 22). En fait,
on n’applique pas exactement le théorème 3.1 car t est un paramètre
complexe c’est-à-dire que Pt,o n’est plus auto-adjoint, mais une version
modifiée obtenue sans difficultés supplémentaires à partir de l’identité
d’Agmon écrite pour En considérant ( 1. 9), on voit que les

vérifient les hypothèses du théorème 3 .1 de Carlsson. On obtient
alors (3 . 23) en constatant que, pour h assez petit, le théorème 4 . 2 de [Ca]
et sa démonstration s’appliquent à Pt uniformément pour a (h)).
Prouvons maintenant qu’il existe a &#x3E; 0 indépendant de h pour h assez

petit tel que

Par l’hypothèse (H. 4), il existe r~ &#x3E; 0 et a &#x3E; 0 tels que : bV &#x3E; 2 a sur 
donc :

or, par la formule (5 .1 ) de Carlsson [Ca], on sait qu’il existe C &#x3E; 0 et

hT) &#x3E; 0 tels que, pour /ïe]0, A [,

donc, comme d,~~2 (f~nBUo, ,~, Uo)&#x3E;0,

On en conclut que pour h suffisamment petit,

4. CONSTRUCTION D’UNE BASE ORTHONORMÉE DE Pt

Dans cette section nous allons exhiber une base orthonormale de Ft,
(Ft étant défini dans la section 1 ) puis dans la prochaine section
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nous décrirons la matrice de Pt dans cette base (Ft étant stable par Pt).
On a :

PROPOSITION 4 .1. - sous les hypothèses (H. 1 )-(H . 4). Pour ~~]0, 1 /2 [
et existe ~,E&#x3E;0 tel que pour h E ] o, h,~, £ [ et pour

t E ] - ~ a (h), r~ a (h) [, une base de Ft.

Preuve. - Soit 8e]0, Eo [. On sait, d’après Carlsson [Ca], qu’il existe
tel que pour /ïe]0, AJ, est une base de F ( = Fo) et de

plus, si "Y est la matrice de Gram de cette famille de vecteurs alors :

Notons matrice de Gram de Nous

allons montrer qu’elle est inversible ce qui nous dira que les

(~03A0Ft TIF 03A0Ft TIF P0152)0152 e L sont linéairement indépendants.
Comme dans la partie 2, on définit pour a et p dans L, si (a, P)~(0, 0),

et ~(0, 0)=2~v,e où supp(Q)) où, par définition,
9.. Et on définit alors P)//x)) en utilisant la

.eLB{0}
définition 2.1. On a :

LEMME 4 . 2. - Pour 11 e ] 0, 1 /2 [, il existe £ 
&#x3E; 0 tel que 0, E [

et uniformément pour tE D (o, ~ a (h)),

Preuve. - Pour la démonstration de ce lemme, on va fixer 1 /2 [.
Les coefficients de 1/ sont :

D’après la proposition 1.1, il existe " un c&#x3E;0 1 tel que, pour h assez petit,
,

Soit ~ le cercle défini précédemment. Alors, pour 

Pour on a,
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Donc, il existe - hT] &#x3E; 0 1 tel que 
- 

pour h E ] o, (z - Pt) -1 existe - pour
~ t (  r~ a (h) et :

Alors,

Nous allons maintenant estimer les pour
t E D (0, (h)) et h suffisamment petit. On a :

En utilisant alors la proposition 3 .2, on obtient un lemme de préparation
qui nous donne l’action de ôt (IIFt) sur les espaces à poids définis dans la
partie 2.

LEMME 4. 3. - Soient cp£ et deux fonctions positives et lipschitziennes
de dans f~ vérifiant:

.. ~ ~ i - v 
- 

iT 
-- 

~ 
. 

t=.

Alors, il existe &#x3E; 0 tel que pour h E 0, [, pour z on a uniformément
pour t dans D (0, 11 a (h)) :

où la constante ’ C ne dépend ni de t, ni de h.

Pour h suffisamment petit, par la proposition 3 . 2, il existe C&#x3E;0 tel que,
pour tout t~D (0, ~ a (h)), pour et pour on a,
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Donc, et se prolongent de à des
opérateurs de h dans h de normes respectives majorées par

(ceci pour h suffisamment petit dépendant de E et de ~ et C ne dépendant
ni de t, ni de h) . 0

On sait que,

De lemme 4.3, pour (pg et vérifiant les hypothèses de ce lemme, on
déduit immédiatement qu’il existe C&#x3E;O (C ne dépend ni de h, ni de t) tel
que pour h assez petit (dépendant de E et de 11) et r~ a (h)) :
(4 .18) et appartiennent à ~f(L~~L~~) de normes
majorées par :

On a alors :

LEMME 4.4. - Il existe , h£, ,~ &#x3E; 0 et C &#x3E; 0 1 (ne dépendant ni de t, ni de h)
tels que pour tout h E ]0, ~eD(0, T~(/ï)) et pour (a, P)~(0, 0) :

Preuve. - En appliquant le lemme 4 . 3 et (4.18) à (p,=~(., UJ et
"’t = dt (., supp(8V)), on obtient :
(4 . 20) ôt et ôt o) appartiennent à

de normes majorées par :

Si (a, P) =1= (0,0): d’après la formule (5.1) de [Ca], 
pour tout aeL. En utilisant (4 . 20), on obtient

l’estimée annoncée :
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Il nous reste à étudier On a :

Preuve. - On a :

et en dérivant par rapport à t

En utilisant la proposition 3.2 et le fait que S2 opère continûment
de L £ ~ . , supp (ÔY», h dans L;£ ( . , supp (0», h de norme majorée par
Ce - supP 

pour h assez petit, on a uniformément pour
t E D (o, 11 a (h)),

(4 . 26) IIFt - IIt, o opère continûment de L;£ ( . , supp (ÔY», h dans
LaE ~ . , supp (0», h de norme majorée par

De plus, par le lemme 4.3 et (4.25), pour h assez petit, on obtient,
uniformément pour (A)),

(4 . 27) opère continûment de dans

Le (., supp (Q)), ~ de norme majorée par

D’après la formule (5.1) de [Ca] et comme par l’hypothèse
(H . 4),
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En utilisant le lemme 4.3 et ses conséquences appliqués à

Pt = (., supp (8V)) et (4 . 26) - (4 . 28), on obtient :

d’où, par (4.23) :

Pour achever la démonstration du lemme 4.2, il suffit de minorer les
dénominateurs intervenant dans l’expression (4. 3). Grâce au lemme 4.4,
en intégrant en t, on a, pour (a, P) ~ (0, 0) :

donc d’après (4 .1), il existe hT) &#x3E; 0 tel que pour /ïe]0,~[, on a, pour tout
r~ a (h)) et tout 

Et par le lemme 4. 5,

ainsi en utilisant les calculs de la partie du paragraphe 3

avec ~ ~ yt ~ ~ - ~ t ~/(a (h) - ~ t i)  r~/( 1- r1). Mais souvenons-nous 
donc d’après (4 . 36), il existe - l tel que 

- 

pour /xe]0, on a, pour tout

De plus, les formules (4.1), (4.33) et le lemme 4.4 nous disent que pour
r~  1 /2 et pour tout y &#x3E; 0, il existe ~&#x3E;0 et C &#x3E; 0 (ne dépendant ni de t,
ni de h) tels que pour Ae]0, h,~, ,~[, on a, pour tout a (h)) et pour
tout (a, [i) ~ (0, 0),

d’où, par l’inégalité triangulaire,

Donc, en utilisant la formule de Leibniz appliquée à (4. 3), on obtient que
pour r~  1 /2 et pour tout ’Y&#x3E; 0, il existe Tl &#x3E; 0 et C &#x3E; 0 (ne dépendant
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que de 11) tels que pour h E ]0, hY, J, on a, pour tout tE D (0, (h)) :

Ceci achève la démonstration du lemme 4. 2. D

D’après (4 . 8), 03A0Ft est analytique en t pour t dans D(0, 11 a (h)) [au sens
des opérateurs bornés sur L 2 (!Rn)]. Par (4 . 34) et (4 . 37), pour h suffisam-
ment petit, ne s’annule pas pour tout t dans
D (0, (h)); on en déduit immédiatement que les coefficients de ~’t sont
analytiques pour |t|  ~ a (h) (tout ceci pour h suffisamment petit).

Fin de la preuve de la proposition 4. 1. - D’après le lemme 4.2, pour
1 /2[, il existe hn, E &#x3E; 0 tel que pour E[ et uniformément pour

donc, pour h suffisamment petit, 1/t est inversible c’est-à-dire que
(II 03A0Ft TIF P0152 I I 1 03A0Ft TIF P0152)0152 E L est libre.
Pour achever la démonstration de la proposition 4. 1, on va montrer

maintenant le :

LEMME 4 . 6. - Pour tout ~ E ]0, 1 /2[, il existe h~ &#x3E; 0 tel que pour
tout h E ]0, et tout t E ] - r~ a (h), ~ a (h)[, IIFr TIF P0152 11-1 IIFt TIF P0152)0152 E L
engendre Ft.
Preuve. - En effet, soit cp E L2 ((~") tel que IIFt cp soit orthogonal à

l’espace vectoriel fermé engendré par (II 03A0Ft TIF P0152" -1 IIFi TIF P0152)0152 E L noté
on sait, d’après Carlsson [Ca], que (TIFP0152)0152eL est

une base de F, donc il existe (a0152)0152 E L E l2 (L) tels que:

donc 03A0Ft TIF 03A0Ft (p EV ect TIF L) et

Alors, comme " si on obtient par (4 . 43) et

l’hypothèse " que 
" 03A0Ft 03C6 &#x3E; est orthogonal à que 

"

Par conséquent, si l’orthogonal de
dans Ft est réduit à c’est-à-dire "

Voyons pour quel t on a ~ 03A0Ft - 03A0F~  1. Par (4.10),

donc la définition de ~ (4 . 5) et (4 . 7) nous donnent
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Donc on cherche t tel que

c’est-à-dire,

quand /x -~ 0, on déduit de (4 . 47) que pour tout
~e]0, 1 /2[, il existe h’l &#x3E; 0 tel que pour Ae]0, et pour r~ a (h)),
on a

ce qui achève la démonstration de la proposition 4.1. D

La base n’est pas orthonormée mais

(ll 03A0Ft TIF P0152 11-1 03A0Ft TIF P0152) est orthonormée. Dans la suite, cette base
de Ft sera notée ~. Remarquons tout de suite que pour /x assez petit, le
spectre de 1/t est contenu dans D (1, ~(~)) et on a :

ce qui donne en dérivant par rapport à t,

D’après les définitions de

données dans la partie 2, et par l’appendice B du travail de Carlsson [Ca],
ona:

où le premier membre désigne la composition de deux matrices qui sont
respectivement  (exp(-d03B4Va (03B1, P)//ï)) et  (exp(-d1s (a, 03B2)/h)).
On en déduit l’estimée suivante pour la matrice at (~Y~’~) - l2,

5. RÉDUCTION DE Pt A UN OPÉRATEUR SUR L2 (T)

Dans ce paragraphe, nous allons étudier ~t, la matrice de Pt dans ~.
Cette matrice est donnée par :
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où ~t est la matrice de coefficients mt, ~ s avec :

Nous allons montrer la

PROPOSITION 5 . 1. - Sous les hypothèses (H .1)-(H . 4). Pour tout

Tie]0,1/2[ ~ tout se]0, Eo[, il ,&#x3E;0 ’ tel que ’ pour tout /xe]0~ £[
et tout tE D 1 , (h)), on a : 

’

où 0 désigne la matrice ayant pour coefficients Õ0152, o Õp, o.
Preuve. - Fixons 11 E ]0, 1 /2[ et E E ]0, Eo[. Grâce aux lemmes 4 . 4 et

4 . 5, on connaît déjà des estimées pour ôt ((nF IIFt TIF P0152 1 P0152)) pour a E L.
Donc pour obtenir (5.3), il ne nous reste qu’à étudier
ôt ((TIF Pt IIFt TIF P0152 1 pp)). On obtient:
LEMME 5. 2. - Il existe C &#x3E; 0 (ne dépendant ni de h, ni de t) et E 

&#x3E; 0
tels que pour tout h E ]0, E[’ pour tout (a, (3) ~ (0, 0) et tout
t E D (0, 11 a (h)), on a :

Preuve. - On sait

donc,

Soit (a,P)~(0,0). En utilisant la proposition 3 . 2 appliquée à
Pt = dE (., UJ et = dE (., supp (bV)) et la formule (5 .1 ) de Carlsson [Ca],
on obtient :

- B /J 
- ’ 

.

Ceci démontre le lemme 5 . 2. 0
On va maintenant estimer ôt ((TIF Pt IIFt TIF 
LEMME 5 . 3. - Il existe C &#x3E; 0 (ne dépendant ni de t, ni de h) et 

tels que pour tout h E ]0, £[ et tout t E D (o, 11 a (h)), on a :
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Preuve. - On va appliquer les mêmes idées que dans la démonstration
du lemme 4 . 6. On a :

Par (4. 24) et (5. 5), on obtient,

Par (5.10)-(5.12), (4.18), (4.26)-(4.28) et par le lemme 4.3, en faisant
exactement les mêmes estimées que dans la démonstration du lemme 4. 5,
on obtient :

Fin de la preuve de la proposition 5 .1. - Pour obtenir la proposition 5.1,
pour (a, P)~(0, 0), il suffit maintenant d’utiliser la formule de Leibniz, les
résultats (4. 34), (4. 37) et les arguments développés en (4. 38), (4. 39) pour
obtenir pour les estimées annoncées. Considérons la différence

Pour ~=0, d’après [Ca], elle vaut

Le lemme 4 . 5 nous donne la même estimée

pour en t ~ 0 donc pour ~0,
est (!) (exp(-~(0,0)//x)). En utilisant
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le lemme 5 . 3, on peut faire le même raisonnement pour

Il est clair que

Ceci termine la démonstration de la proposition 5.1. 0

Fin de la preuve du théorème 1. 3. - D’après les définitions des ordres
de grandeur matriciels  (exp(-d1~(03B1m 03B2)/h)),(exp(-d2~((03B1, (3)/h))
et  (exp(-d03B4V~(03B1, [3)/h)) données dans les parties 2 et 4, et par l’appen-
dice B du travail de Carlsson [Ca], on a :

Sachant cela, en combinant la proposition 5.1 et les formules (5 .1 ) et
(4. 52), on obtient :

Puis, en intégrant en t, on déduit que :

En conjuguant t par la transformée de Fourier F de l2 (L) dans L2 (lr)
définie dans la partie 2, on voit, que pour tout ~e]0,1/2[ et 8e]0, Eo[, il
existe ~,e&#x3E;0 tel que, pour tout Ae]0,~,[ et pour tout t E ] - r~ a (h),
~ a (h)[, Ft est unitairement équivalent à l’opérateur Qt de L2 dans
L2 défini par D, ~,) no f + K (t) f avec :

(i) û)=M(8) la valeur propre de Floquet définie par P.
y

est la mesure de Lebesgue.
(iii) ~ (t) est un opérateur de L 2 (lr) dans L 2 (lr) défini, pour 

par :
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où

avec h) vérifiant que pour tout ’Y&#x3E; 0, il existe E &#x3E; 0 tel que pour
tout Ae]0, h~,03B3,~[, on a uniformément pour tout | t  ~ a (h) :

.

si (0153, ~) = (0, 0) et ~,~o(~ A)!~~’~-~~~
Des estimées ci-dessus, on déduit que /~ 9, e’) est analytique sur

où x~T et a été défini
dans la proposition 1.1 [car d~ (supp (8V), U0152) = (1 + c (1)). d~ (Uo, UJ
quand 1 rJ.. 1-+ +00].
Démontrons maintenant que réalise la bijection annoncée

dans le point (iv) du théorème 1.3. D’après le lemme 3.1,

avec, pour tE D (0, a (h)/2),

Or (1 + tq (t)) -1 existe si (  1 c’est-à-dire qu’il suffit :

De plus, si on note alors :

Donc

et d’après (5 . 21) et les estimées de Cauchy pour ~j~~(A)/2 :

En minimisant le membre de droite, on obtient :

Donc, par (5 . 21 ) et (5 . 23),

Pour a (h)/8), on obtient

Donc, b est bijective de D(0, a (h)/8) dans ~(D(0, a (h)/8) = Dh. En effet,
si E D (o, a (h)/8), on a,
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donc

L’encadrement de " Dh nous est donné " par les estimées de " et de "

ôt(b -1 (t’)) pour t E D (0, a(A)/8) et t’ E Dh,

ce qui achève la preuve du théorème 1.3. En effet, pour h fixé, comme
Dh est un voisinage ouvert de 0, il existe 8&#x3E;0 (dépendant de h) tel

que D (0, Or, par (5.33), ~(D(0, ra (h))) c D (0, 9 r . a (h)/4)
donc en faisant croître r de 8 à 1 / 18, on obtient

c’est-à-dire D(O, On obtient l’autre membre de l’encadre-
ment de D~, de la même manière.

6. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.5

Rappelons que d’après la proposition 1.1, il existe ho &#x3E; 0 tel que pour
tout h E ]0, ho[, le spectre de P dans [jLL-9~(A)/8,/[ [ est vide. Comme

Il Õ V 1100 ~ 1, on déduit de cela et du théorème 1. 3, que, pour a (h)/[,

est discret.
On va montrer que, en fait, le spectre de Pt dans [~2014~(/ï), i[ est vide.

L’idée de la démonstration est la suivante : on va montrer que, si ~, (t) est
une valeur propre de Pt alors ~, (t) ne peut que croître en t (ceci parce que
8V~O) et que sa dérivée est inférieure à 1 (car Il Õ V 1100 ~ 1). Donc, si on
suppose que (y(Pjr~[~2014~(/ï), i[ est non vide pour t E ]0, a (h)/8[ et si on

appelle ~, (t) une valeur propre de Pt dans [~2014~(/ï), i[, en suivant ~, (t)
quand t décroît jusqu’à 0, on obtiendrait une valeur propre de P dans
[~20149~(/ï)/8, i[ ce qui contredit ce qui a été dit ci-dessus pour P.
Remarquons d’abord que, comme

si ~, (t) désigne une valeur propre de Pt alors celle-ci est lipschitzienne en
t. Donc ?~ (t) est dérivable presque partout. On notera cpt un vecteur propre
normalisé associé à ~, (t) et IIt la projection spectrale sur l’espace propre
associé à ~, (t).

Soit to un point où 7~ (t) est dérivable et t&#x3E; to. Alors
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On p~ut choisir

Comme les opérateurs considérés sont auto-adjoints, par un calcul similaire
à celui fait en partie 3 pour Pt, o, on obtient,

donc,

Ainsi, par (6. 3),

On en déduit, par (6. 6),

Donc, comme - 

Ceci achève la démonstration de la proposition 1. 5.

7. UN OPÉRATEUR AUXILIAIRE

Dans cette section, nous allons montrer que l’étude de

se réduit à l’étude du spectre d’un opérateur compact agissant sur L2 (T).
On fixe se]0, £0[’ Notons J (h) = [~, - a (h), ~+~(A)] et rappelons que par

définition [i, Par le théorème de Weyl : Il

ne nous reste qu’à étudier ~+~(A)] i[
est sonné par la proposition 1. 5.

Remarque. - Dans ce papier, on n’étudiera pas les valeurs propres de
Pt plongées 

Par le théorème 1. 3, on sait que pour tout ~e]0, 1 /2[, il existe 

tel que pour h E ]0, et t E ] - r~ a (h), ~ a (h)[, on a
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où est défini par : avec

Mo, K (t), b (t) et co définis dans l’énoncé du théorème 1. 3. On sait aussi
que le spectre de Qt dans ]s, ~, + a (h)] est discret. Dans la suite, nous
prendrons 11 fixé.

Alors dire que ~, + a (h)] est équivalent à dire qu’il existe
telle que :

c’est-à-dire

où û = (~, - ~) 1 ~2 u.
Dire que 

- ~, E 6 (Pt) n ]s, ~ + a (h)] est donc équivalent à dire - que - 1 est valeur

propre de

Soit K un opérateur auto-adjoint de L 2 (lr) à noyau ~(8, 8’) analytique
sur D x D où D est un voisinage complexe de T. Pour cp une fonction
d’un ensemble E dans C, on définit et on notera

jceE

Il K 1100 k ~ ~ ~, Nous allons étudier l’opérateur de L2 dans lui-
même et définit, pour par,

On définit pour ~, E (~) :

Alors le spectre de (pour À,E]S, + oo [) est décrit par la :

PROPOSITION 7. 1 :

(I) Pour À, E J s, + 00[, r Ã, o est de rang 1 et 03C3 (r Ã, 0) = { 0, 1 (À,)} où une
fonction propre normalisée associée à 1 (À) est donnée par:

(II) Soit K un opérateur auto-adjoint à noyau analytique sur D x D tel
que Il K 1100  1 /4. Alors, pour À. E ] s, + 00[, K est un opérateur auto-adjoint
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compact tel .’ .

où vp (À., K) est une valeur propre simple vérifiant:
( 1 ) vp (À., K) est analytique réelle en 7~.
(2) 1 vp (À., K) - 1 (À.) 1 ~ II (À) 1.11 K 1100’
(3) 1 al (vp (À., K) - 1 (À.)) 1 ~ (I (À.)) 1.11 K 1100’
(4) Il existe un vecteur propre normalisé associé à vp (À., K) de la forme
K - o ( 1 + K) où K est analytique sur D et Il Wl, K 1100 ~ Cil K ~~

oû C est indépendante de h.

Preuve. - La partie (I) de la proposition 7. 1 est immédiate car IIo est
la projection orthogonale sur 1 [la fonction constante de L2 (lr)] dans
L 2 (1f). Notons: o (8) = 1 (À.) -1/2 (À. (8)) -1/2.
On va considérer K comme une perturbation de o :

donc :

désigne la norme Hilbert-Schmidt.
d’où :

Comme À. est supposé réel, tous les opérateurs considérés sont auto-
adjoints et on a :

Donc le spectre de est contenu dans :

Par hypothèse ~ K  1 /4, donc :

Comme r1, K est compact, son spectre est discret en dehors de O.

Intéressons-nous maintenant au spectre de dans [I(~)(12014~K)~),
1 (03BB) ( 1 K 11(0)]’ Pour 03B1~ [0, 1], considérons r1, 0152K opérant sur L 2 (1); c’est
une famille analytique en ex au sens de la norme des opérateurs. Soient

0152K leurs projecteurs spectraux associés à
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Cette famille de projecteurs est analytique en (x au sens de la norme, donc
de rang constant. En particulier :

Ainsi, rB ~ n’a qu’une valeur propre dans [1 (~) ( 1- I K 11(0)’
I(~)(1+~K~)] et cette valeur propre est simple. Nous la noterons

vp(~,K). Notons que :

Comme rÂ" K est analytique en ~, (au sens de la norme des opérateurs)
sur ] s, +oo[ et comme vp(~K) est simple, vp(~K) est analytique réelle
pour ~e]~, + 00[.
Nous allons maintenant préciser un vecteur propre normalisé associé à

vp (~ K) que l’on notera K. Soit ~% le cercle de centre 1 (~) et de rayon
I(~)/2; comme on a supposé ~K~1/4, on sait que (z - r~, existe

pour z E ~% et :

De plus:

Annales de Henri Poincaré - Physique . théorique .



491OPÉRATEUR DE SCHRODINGER PÉRIODIQUE

c’est-à-dire " d’après les estimées précédentes sur K, vp (À" K) et u~,, K, on
sait que 

~ ~r~,, K est analytique " réelle " 

en ~e]~, + oo [, et uniformément pour

De plus, (7 . 22) nous dit que ~r~, K (8) est analytique dans D. Pour
~, &#x3E; s, comme est auto-adjoint, que est de norme 1 et que

vp (~ K) = ((p,, K 1 rI., K (P~, K)’ on a :

On calcule

avec :

(7 . 27) J.1 (9,9’, À., K) analytique en (9,8’) sur DxD, et analytique en À.
dans ] s, +oo[ [

Ceci achève la démonstration de la proposition 7.1. D

Remarque. - Exactement la même étude peut être faite pour ~e] - 
Les résultats sont les mêmes à une modification de signe près.
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Le comportement de 1 (Â) en fonction de 03BB et de h va jouer un rôle
primordial à cause des estimées (7.13) et (7.30) qui vont nous permettre
d’obtenir des asymptotiques pour les valeurs propres de Pt. Nous allons
donc l’étudier de manière précise. En reprenant les notations de l’hypothèse
(H. 5), on pose :

Alors on a le

LEMME 7 . 2. - Pour  &#x3E; s, J () est analytique réelle décroissante. Suppo-
sons que l’hypothèse (H . 5) est vérifiée et rappelons que, par définition,
DS (03C9) = | dét (Hess (00 (8S))) |-1/2. Alors, pour h suffisamment petit et uni-

formément en h, on a, quand 7~ -+ s, ~, &#x3E; s :

Et quand ’ 7~ - s ~ + oo .

Preuve. - Le fait que J (~,) est analytique réelle se voit immédiatement

sur l’expression de J (~,); de plus ¿B (J (~,)) _ - (~, - ~ (8)) - 2 de  0 donc

J (~) décroît.
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Quand X2014?-~ + oo, on a :

Le comportement de ?(~) au voisinage de s s’obtient en calculant
l’intégrale au moyen d’un changement de coordonnées de Morse au voisi-
nage du point es où o atteint son maximum.

Par l’hypothèse (H. 5) (~), on peut appliquer le lemme de Morse
uniformément pour c’est-à-dire qu’il existe U voisinage de 9s
dans TT, V un voisinage de 0 dans R" et un difféomorphisme D~, analytique
réel de U dans V, vérifiant, pour tout 8 dans U :

et tels qu’il existe r~, r2 &#x3E; 0 (indépendant de h) tels que, pour /ïe]0, ho[,
r2)cV où B(a, r) désigne la boule de centre a et de

raryon r dans De plus Dh et (D~)"~ sont uniformément bornées dans
Notons r2)). Alors B(9,, 

Soit J (x), le déterminant jacobien de Alors, par (7.34) :

L’hypothèse (H. 5) (iii), (**) nous permet de majorer J(0) uniformément
en h assez petit. On a :

D’après l’hypothèse (H. 5) (ii), (* * *), il existe 03B4=03B4(r1)&#x3E;0 tel que l’on
ait :

De plus, on a :

où Sn -1 est la sphère de dimension n -1.
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Or, comme G) est analytique, J l’est aussi. On peut donc développer

(r cr) da en une série entière de la variable r,
Sn - 1

D’où

Il nous reste donc à étudier le comportement, quand X ~ S, des intégrales
~2
Jo «X - S) 

+ ~) ’ ~ ~ ’ ~. Un petit calcul donne,

si p &#x3E; 0, et

si p &#x3E; 1.
Ce qui, par (7 . 3 5) et (7 . 36) nous donne (i ) et (ii).
Pour n ~ 3, on remarque

Alors comme précédemment,
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Et, en faisant le même changement de variable que ci-dessus,

Ce qui, par (7. 35) et (7.41)-(7.44), nous donne (iii) et (iv).
Pour n ~ 5, il suffit de remarquer que

converge pour obtenir (v). D

8. DÉMONSTRATION DES THÉORÈMES 1. 6, 1. 7

Si, pour a (h)/8), on note r=b(t), alors on a,

Le théorème 1. 3 nous dit que

avec analytique dans D(0, a (h)/8) et vérifiant, pour tout ’Y&#x3E; 0, il

existe hY &#x3E; 0 tel que pour h E ]o, et tout ~eD(0~/ï)/8),

D’après l’étude faite dans la partie du paragraphe 5, on sait que, pour
rEDh,

Alors, en utilisant les estimées de Cauchy et un développement en série
entière pour K (b -1 (r)), on obtient que, pour tout ’Y&#x3E; 0, il existe hy &#x3E; 0 tel
que pour /ïe]0, et r E Dh,
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0,.; elle vérifie : .’

(2) pour tout existe ’ C’&#x3E;O 1 tel que ’ pour Cf (h)[,
ona:

avec et Cn (h, r) vérifiant que, pour tout 03B4 &#x3E; 0, il existe hY &#x3E; 0 tel .que
pour h E ]0, et pour tout r E Dh +,

(i) Tsv - (I (s)) -1 . ( 1 + O 
(ii) pour r~ &#x3E;__ 5 :

(où les notations J, X et s sont dé~nies dans la partie ’ 7),

Pour r E ]o, TÔY[’ on a, ~, + a (h)] = QS. Si n &#x3E;_ 5, À est

une valeur propre de 0398T03B4V.
De plus, pour tout ’Y&#x3E; o, il existe h,~ &#x3E; 0 tel que pour tout h E ]0, hY[, il

existe une constante positive = p (I (s)) -1, telle que pour
dsf

~sv]~ ~ (r) est la seule valeur propre de Or dans ]s, ~, + a (h)], et pour
r ~ Dh n + 00[, À (r) est la seule valeur propre de Or dans

]s + O (À (r) - s)~ J.1 -~_ ~ ~h)] .
Preuve des théorèmes 8.1 et 8 . 2. - Dans la partie 7, nous avons vu

que À dans ]s, ~ + a (h)] est valeur propre de multiplicité p de 0r si et

seulement si 1 est valeur propre de multiplicité p de r . r Ã, H (r) c’est-à-dire
si et seulement si il existe v, une valeur propre de multiplicité p de r Ã, H (r~
[défini par (7 . 5)] telle que v . r =1.

D’après l’estimée (8 . 5), on sait que, pour h suffisamment petit, pour
tout r E Dh,
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Alors, H (r) vérifie les hypothèses de la proposition 7.1 uniformément
pour r E Dh (~ I~ + . Donc on sait que le spectre de IB H ~r~ est contenu dans
la réunion de deux intervalles disjoints

et que

où vp (~ H (r)) est une valeur propre simple.
Nous allons maintenant résoudre l’équation

et nous nous occuperons plus loin des valeurs propres de " Or créées par
les valeurs propres de 

" I~’~, H ~r~ dans ,, I (~,) ( ( H (Y) ~ ( ~]. On a

Preuve. - Pour r dans Dh, r À, H ~r~ est analytique en r au sens de la
norme Hilbert-Schmidt et :

Donc, par (8.5), pour tout ’Y&#x3E; 0, il existe hY &#x3E; 0 tel que, pour Ae]0, 
on a

De plus, comme vp(~, H (r)) est valeur propre simple et que H (r) est
analytique en r dans Dh et auto-adjoint quand r est réel, vp(~, H (r)) est
analytique réelle en r dans Dh n !R; si on note un vecteur propre
normalisé, alors peut être choisi analytique en r dans (pour
cela, voir par exemple la démonstration de la proposition 7.1). Comme
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En appliquant la proposition 7.1 à IB H(r)? on obtient,

Comme ôl. (1 (À)) est négatif pour À dans ]s, ~. + a (h)], d’après (8 . 5), pour
h assez petit et ôl. (vp (Â., H (r))) est négatif c’est-à-dire que
vp (À, H (r)) décroît en À pour ~, dans ]s, ~, + a (h)]. 0

Preuve du théorème 8.1. - Nous supposons donc n =1 ou 2. La

proposition 7.1 et le lemme 7.2 nous disent que

Donc par le lemme 8.3, pour tout r fixé, vp(~, H (r)) réalise une bijection
décroissante en ~, de ]s, + oo[ dans ]0, + 00[. Alors, pour tout 
il existe un unique ~, (r) dans ]s, + oo[ tel que

c’est-à-dire tel que ~, (r) est valeur propre simple de 0r. À. (r) est analytique
en r car, au voisinage de chaque r, elle nous est donnée par le théorème
d’inversion local appliqué à l’équation (8.17) et que vp(~H(~)) est

analytique en r et ~. De plus, en dérivant (8.17) par rapport à r, on

obtient

Or d’après la proposition 7.1 appliquée à FB 

où, grâce à (8 . 5), g vérifie uniformément pour r dans Dh (1 !R + et pour h
suffisamment petit (dépendant de y),

Donc, par (8 .18), pour h assez petit

c’est-à-dire ~ (r) croît strictement en r.
Nous allons maintenant démontrer les estimées annoncées pour ~, (r).

Par (8.19), en reprenant les notations de la partie du paragraphe 7,

c’est-à-dire,
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Donc, par (8 . 22) et par les estimées de J (X) données au lemme 7.2, on a
(8.24) si v = r/. f ’ (h) --~ U + :

avec r) vérifiant que, pour tout ’Y&#x3E; 0, il existe hy &#x3E; 0 tel que pour
et pour tout r~Dh (1!R+,

Plaçons-nous maintenant dans le cas où Par les enca-
drements donnés sur Dh, on 7 p a (h)/36. On déduit que h -+ 0 + . On
sait que

c’est-à-dire, en utilisant le lemme 7.2,

Par (8.18), (8 .19), (8 .14), (8 . 5), (8 .17) et les points (II) (ii) (2)-(3) de
la proposition 7.1, on a

où m vérifie uniformément pour r dans et pour h suffisamment
petit (dépendant de y),

Comme

il existe C’&#x3E; 1 tel que pour r~Dh () [f(h)/C, + 00 [,

Ceci achève l’étude de ~, (r) si n =1 ou 2.
Nous allons maintenant essayer de préciser pour lesquels il peut

exister v dans [-1 (À.) Il H (r) 1100’ 1 (~) ~ H {r) ~ 1100] tel que v . ~-= 1. Nous savons
que 1 (À.) réalise une bijection décroissante en À de ]s, + oo[ dans ]0, + 00[.
Notons 1 - 1 sa bijection réciproque.
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Preuve du lemme 8.3. - D’après (8.1), pour tout y&#x3E;0, il existe 

tel que pour on a

Donc une condition suffisante pour que 1 (Â.) il H (r) ~~~ I r ~  1 est que :

Comme 1 (À) est bijective décroissante, le résultat est immédiat. 0

Du lemme 8.4, on déduit immédiatement que, pour h suffisamment petit
(dépendant de y) et pour ?~ (r) est la seule valeur propre de
Or dans ~, + a (h)]. Remarquons que, pour C &#x3E; 1 et pour 

donc, si on pose alors et par (8.33), on
conclut que pour C&#x3E; 1 et y&#x3E;0,

Donc, par le lemme 8.4 et par (8 . 22), pour il existe hy &#x3E; 0 tel
que pour tout Ae]0, on a,

Ceci achève la démonstration du théorème 8.1. D

Preuve du théorème 8.2. - On suppose maintenant ~3. Donc pour r
fixé dans F~~ (~ (~ +, r . vp (~,, H (r)) réalise une bijection de [s, +oo[ dans
]0,r.vp(~H(r))] car atteint son maximum sur [s, +oo[ [
en s. Nous allons étudier ce maximum. On définit :

d’où, par (8 .14) :

Donc, par l’assertion (ii)-(2) de la proposition 7.1, pour h suffisamment
petit, H (r)) croît en r pour r dans et tend vers 0 quand r
tend vers 0. Ainsi il existe T oY &#x3E; 0 tel que r. vp (s, H (r))  1 pour tout

et r.vp(~, H (r)) &#x3E; 1 si C’est-à-dire, pour rTÔY’ il n’y a
pas de ?~ &#x3E; s (h} tels que H (r)) = I et, pour il existe un

unique ~, (r) dans [s, + oo [ tel que

À. (r) est alors valeur propre simple de ~r. Le fait que X (r) soit analytique
en r provient à nouveau du fait que l’on inverse localement H(r))

Vol.55,n°l-1991.



502 F. KLOPP

qui est une fonction analytique. De plus (8.18) et (8.21) restent toujours
valables; on en déduit que ~, (r) croît strictement en r.

Définissons Nous allons estimer On sait :

En utilisant (8.5) et en intégrant (8.14) en r, on obtient, pour h assez
petit (dépendant de y),

Nous allons maintenant démontrer les estimées annoncées pour ~(r).
Par la proposition 7.1, on sait

où, grâce à (8 . 5), g vérifie uniformément pour ~e[~ +oo[ [
et pour h suffisamment petit (dépendant de y),

Ceci associé au lemme 8.3, à (8 .17) et à (8 .18) nous dit alors que,

où g1 vérifie (8 . 20). Or on sait que 03BB (r) est bijective et analytique réelle
pour r dans Donc pour (r, 1R+)2, en intégrant (8 . 44)
entre r et r’, on obtient

où g2 vérifie uniformément pour (r, IR +)2 et pour h suffisam-
ment petit (dépendant de y), )

Alors, en posant on obtient,

Maintenant pour obtenir les estimées annoncées, il suffit de prendre u’ = 0
et on en déduit, par le lemme 7.2,
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avec Cn (h, r) vérifiant que, pour tout ’Y&#x3E; 0, il existe hy &#x3E; 0 tel que pour

/ïe]0, h,~[ et pour tout r E Dh (1 !R + ,

Plaçons-nous maintenant dans le cas où u -+ + oo alors v = r/f (h) -+ + oo,
donc en utilisant exactement le même raisonnement que dans le cas de la

dimension 1 et 2, on obtient,

L’estimée (8 . 30) dans le cas + oo[ s’obtient de la
même manière que pour n =1 ou 2. Nous allons à nouveau préciser les

pour lesquels il peut exister v dans [ - I (~,) ~ ~ H (r) ~ ~ ~, tel que

v . r =1. Nous savons que 1 (À.) réalise une bijection décroissante en ~, de

[s, + oo[ dans ]0, I (s)] . Notons 1-1 sa bijection réciproque.

alors

Preuve. - La démonstration de ce lemme est exactement celle du

lemme 8.4 mis à part le fait que l’image de 1 (À) est bornée donc si r est
assez petit, l’équation (8 . 32) est toujours satisfaite. 0

Comme (8.34) reste valable dans ce cas, par le lemme 8.5, on obtient

(8 . 3 5) exactement comme dans le cas n =1 ou 2.
Pour achever de démontrer le théorème 8.2, il suffit de remarquer que,

si ~5, alors (s - t~ (8)) -1 1 est dans L 2 (lr) ce qui associé à la

proposition 7.1, nous dit 1 est valeur propre de r, donc s est valeur

propre de 0398T03B4V.
Pour obtenir les théorèmes 1.6 et 1.7, il suffit de faire le changement de

variable r=b(t). Alors comme ~, (t) _ ~, (b (t)) est une valeur propre simple
def

de Pt, si Pt est un vecteur propre unitaire associé à ~), en dérivant la _
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relation

on obtient, pour tout 

Puis, en se servant de l’encadrement (5.33), on déduit aisément les
théorèmes 1.6 et 1.7 des théorèmes 8.1 et 8.2.

APPENDICE

Dans cet appendice, nous allons d’abord donner un exemple de potentiel
périodique pour lequel les hypothèses (H.1 )-(H.3) sont vérifiées. Puis en
imposant des conditions de symétrie supplémentaires sur le réseau, nous
verrons que (H.5) est également vérifiée.

Soit une base de fR" et L = E9 Si x = ~ on note

~ x ~ _ ~ ~ a~ ~. On note Co la cellule de base du réseau. Soit alors

(fR"), une fonction positive, L-périodique telle que :

Les puits de V notés U~ seront alors les points de L.
On suppose de plus que Hess (V) (0) est définie et positive, où Hess (V)

désigne la matrice hessienne de V. Par périodicité, pour tout aeL,
1 V V = 0 et Hess (V) (a) est définie et positive.
Pour E suffisamment petit, on définit les comme dans la partie 1.

On prend 80 une fonction positive dans C~ £) telle que, pour XE £~2,

Alors, si on note 8~ les translatés de 80 par les points de L,

En le définissant comme dans la partie 1, Po n’a qu’un seul puits {0} et
celui-ci est un minimum non dégénéré du potentiel. On peut alors appliquer
des résultats classiques (cf. [HSjl], [S2]), à savoir que la première valeur
propre de Po est simple et de plus, si on la note ~,, on sait qu’il existe

I~o &#x3E; 0 tels que :

où 
On constate ’ que 

’ (H.1 )-(H.3) sont vérifiées.
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Supposons de plus, que pour (a, implique
1 a 2014 P ~ =1 et qu’il existe G, un groupe fini d’isométries linéaires de tel

que :
(i ) G agit transitivement sur L1 = { rJ..E L; 1 rJ.. == 1} c’est-à-dire que pour

tout (a, x L 1, il existe gEG tel que ~(a)= P,
(ii) pour tout gEG et tout x~Rn, V(g(x))=V(x).

Remarque. - Le (ii) associé à la condition nous

garantit que le réseau est invariant par G. De plus, chaque élément de G
réalise une bijection de L dans L.
Pour gEG, on note g* l’opérateur unitaire de dans lui-même

défini pour par On a, pour E suffisamment

petit, que pour tout gEG, 
On construit alors 80 = 1 G -1 ~ g* (90) (OÙ 1 G est le cardinal de G);

~eG

c’est une fonction positive dans telle que, pour x~U0, t/2’

On note Õ0152 les translatés de 80 pour et on définit l’opérateur
Po=P+ L 3p. Po n’a qu’un seul puits {0} et celui-ci est un minimum

13*0

non dégénéré du potentiel. Les opérateurs Pa vérifient alors les mêmes
propriétés que les opérateurs Pa construits ci-dessus. De plus, on a, pour
tout gEG :

On note (po, le vecteur propre réel positif normalisé associé à l’unique
valeur propre de Po dans [0, Comme (po&#x3E;0, pour tout gEG, on a,

De plus pour 03B1 ~ L et g E G, si pour on a

(On trouvera d’autres constructions de ce type dans [HSj2].)
Or comme G agit transitivement sur { a E L; |03B1| == 1}, pour |03B1| == I (3 1 = 1,

il existe g E G tel que g (a) _ (3 donc

Les mêmes relations sont valables pour la matrice de Gram. Donc si ma
désignent les coefficients de Fourier de co calculés dans la partie 2, on a,
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pour tout ~=~==1,

Dans la partie 2, nous avons vu que, pour aeL,

Ceci nous dit, qu’il existe C &#x3E; 0 telle que, pour 1,

Nous allons maintenant estimer ma pour 1 rJ.. =1 en suivant la méthode
de Helffer et Sjöstrand [HSjl]. Remarquons que, d’après la section 2
et (a. 11), pour estimer ma, il suffit d’estimer wa, o. Soit r l’hyperplan

notons

De plus, on notera n la normale à r orientée vers 0.
Alors,

D’après ce qui a été dit sur la localisation des dans le paragraphe 2,
il existe C &#x3E; 0 telle que,

De plus, comme Po est vecteur propre associé à J.1 pour Po,
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Donc, par la formule de Green,

car P0152 est vecteur propre associé à J.1 pour Pa (ici, dcr désigne la mesure
de surface sur r).
De même, par symétrie sur 0 et a,

Donc, par (a. 11), (a. 12), (a. 15), (a. 16), (a. 18), (a. 19), il existe C&#x3E;O

telle que

Puis le terme h2 ~ ((03C603B1.~03C60-03C60.~03C603B1).n)d03C3 s’estime comme dans

Jr

grâce aux estimations B.K.W. obtenues pour les fonctions propres

(po et au voisinage des géodésiques minimales de la métrique d’Agmon.
On obtient qu’il existe tel que, pour A assez petit
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D’après la partie 2, on sait,

avec, d’après (2 . 20), pour 
Donc, on a,

Sous cette forme, en utilisant (a. 13), (a. 21 ), on a

où ba sont tels qu’il existe C &#x3E; 0 tel que, pour A suffisamment petit,

Sous cette forme, on vérifie aisément que, pour h suffisamment petit, 0)
satisfait l’hypothèse (H.5).
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