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Etude semi-classique d’une perturbation
d’un opérateur de Schrodinger périodique

par

Frédéric KLOPP (%)

Université de Paris-Sud, Centre d’Orsay,
Département de Mathématiques, 91405 Orsay Cedex, France

REsuME. — Sous I’hypothése que V est périodique, on étudie le spectre
de l'opérateur P,= —h* A+V+¢3V agissant sur L2(R") quand h tend
vers 0. Pour ce faire, on raméne par équivalence unitaire 'opérateur P,
restreint 4 un intervalle spectral convenable, & un opérateur que I’on peut
étudier grace 4 un noyau de Birman-Schwinger. On montre alors I’existence
d’au moins une valeur propre simple pour P, quand ¢ est assez grand (ceci
dépendant de la dimension ) et on étudie le comportement de cette valeur
propre en fonction de ¢.

Mots clés : Opérateur de Schrodinger, limite semi-classique, bande spectrale, potentiels
périodiques, décroissance exponentielle.

ABSTRACT. — Assuming that V is periodic, we study the spectrum of
P,= —h2A+V+13V acting on L?(R") when 4 tends to 0. We first show
that P, restricted to a convenient spectral interval is unitary equivalent to
an operator that one may study with a Birman-Schwinger kernel. We then
show that P, admits at least one simple eigenvalue when ¢ is not too small
(depending on n) and we study the behaviour of this eigenvalue with
respect to ¢.
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460 F. KLOPP
0. INTRODUCTION

Nous allons ici étudier le spectre d’opérateurs du type suivant :
©.1) P,=—-h*A+V+15V

ou VeC®(R% R) est L-périodique, L étant un réseau de R"
0<3VeCg (R* R) et ¢ est un paramétre mesurant la taille de la pertur-
bation. On définit P= —h*>A+V.

L’étude d’opérateurs du type (0.1) a d’abord été amorcée par les physi-
ciens voir par exemple le livre de J, Callaway [C] ou celui de Landau et
Lifschitz [LL], ceux-ci traitant la plupart du temps des cas particuliers a
la dimension 1. Puis, plus récemment, ces opérateurs ont donné lieu a des
papiers mathématiques (voir F. Bentosela [B], M. Klaus [K]) dont beau-
coup se placent dans I'approximation de la limite semi-classique ou dans
le cas des grandes constantes de couplage.

Dans le cas des grandes constantes de couplage (c’est-a-dire A=1 et
t - o), P. A. Deift et R. Hempel [DH] ont montré, sous des hypothéses
différentes des nétres que pour presque toute énergie E dans un gap de
P, il existe des valeurs du paramétre de perturbation ¢ tel que E soit valeur
propre de P,. Ce résultat fut retrouvé par F. Gesztesy et B. Simon [GS].
Alama, Deift et Hempel [ADH] ont aussi étudié la question du nombre
de valeurs propres de P, dans un gap de P. Dans le cas unidimensionnel et
dans I'approximation des grandes constantes de couplage, dans [GHKSV],
F. Gesztesy, D. Gurarie, H. Holden, M. Klaus, L. Sadun, B. Simon et
P. Vogl ont mis en évidence des phénoménes de cascades de valeurs
propres pour des opérateurs du type de P,.

Dans le cas de la limite semi-classique, dans [S4], B. Simon a étudié la
largeur de la premiére bande spectrale de P. Ses résultats ont été obtenus
indépendamment par Outassourt qui, dans [O], a aussi démontré des
résultats sur ’existence de valeurs propres pour P, dans un gap de P ceci
pour des perturbations pas trop petites.

Notre travail va en quelque sorte prolonger le sien mais les techniques
utilisées seront différentes. Nous allons nous servir des méthodes mises en
place par Helffer et Sjostrand ([HSj1], [HS;j2], [HSj3]) puis étendues par
Carlsson [Ca] au cas d’une infinité de puits. Nous étudierons le spectre de
P, dans un intervalle I en utilisant des opérateurs de référence P, ; qui
sont associés aux puits de potentiel. Ceci nous permettra de ramener notre
probléme, par équivalence unitaire, a I’étude du spectre d’un opérateur du
type noyau de Birman-Schwinger dépendant de ¢ agissant sur L?(T) ou
T=(R")*/L*.

Classification A.M.S. : 351] 10, 35 P 20, 35 P 25, 47 A 40, 81 H 20.
() U.R.A. 760 CN.R.S.
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OPERATEUR DE SCHRODINGER PERIODIQUE 461

On obtient alors I’existence d’un seuil positif ou nul Ty (Tsy est nul en
dimension 1 ou 2) tel que pour ¢ positif plus petit que T;y, il n’y a pas de
spectre pour P, au-dessus de la bande spectrale de P dans 1. Par contre,
pour ¢ plus grand que Ty, il apparait au moins une valeur propre de P,
notée A (f), hors de la bande de spectre essentiel de P, dans I; cette valeur
propre est simple et on peut caractériser le comportement en ¢. On étudie
la maniére dont A (¢) décolle du sommet de la bande spectrale de P quand
t croit a partir de Tyy. On obtient qu’en dimension 1 et 3, elle croit comme
le carré de ¢-T;y, en dimension 2, comme une exponentielle en— (¢ — Tyy) ™7,
en dimension 4, comme — (¢ —Ty)/Log(¢—Tsy), et linéairement pour les
dimensions plus grandes.

Pour ce qui concerne les dimensions supéricures & 3, on montre que
pour ¢ assez petit, cette valeur propre est la seule dans lintervalle I
considéré, mises a part celles éventuellement plongées dans le spectre
essentiel.

Des résultats analogues aux nétres ont déja été obtenus dans I’étude de
perturbations du laplacien libre par B. Simon puis par M. Klaus et
B. Simon. En effet, dans le cas ou V est un potentiel négatif a courte
portée, B. Simon en dimension 1 et 2 dans [S5] puis M. Klaus et B. Simon
en dimension quelconque dans [KS] ont étudi¢ le comportement asympto-
tique de la plus grande valeur propre négative de—A+¢V quand >0 et
t — 0; ils obtiennent des développements identiques a ceux décrits ci-dessus.

REMERCIEMENTS

Je voudrais remercier J. Sjéstrand, sous la direction duquel ce travail a
été effectué, pour l'aide constante, tant matérielle que morale, qu’il m’a
apporteée.

1. DEFINITIONS ET RESULTATS

Soit L un réseau c’est-a-dire L= @ Zu; ou (4;);. 1, €St une base de

15jsn
R". On considére "opérateur de Schrddinger suivant agissant sur L (R") :
(1.1 P=—-hm2A+V

avec V satisfaisant :

(H.1) VeC=®(R" R) et V périodique sur le réseau L c’est-a-dire tel que
pour tout x dans R” et tout « dans L : V(x+a)=V (x).

On définit : L*={a'e(R")* YaeL, a.a’'e2nZ} et T=(R")*/L*. On note
alors pour o dans L : 7,: L2 (R") - L? (R") définie par (t, @) (x)=¢ (x— ).

Vol. 55, n® 1-1991.



462 F. KLOPP

Par I’hypothése (H. 1), on a, pour tout o dans L :
(1.2) T_,°Pet1,=P.

Nous allons maintenant supposer qu’il n’existe qu’un puits par point
du réseau, c’est-a-dire :
(H.2) il existe g,>0 assez petit tel que pour d€[0, go[, on a:
{xeR", V(x)—82<0}=U U, s ou U, ,=U,,+{a} et tels que si

ael

a¢a,:Ua,BnUa',8=®'

On suppose, de plus, que U, 5 est compact et de diametre 0 pour la
métrique d’Agmon, (V (x)—82), dx?, ou f, =max(f, 0).
On notera, pour aeL, U,=U, o; on appellera les (U,),.., les puits
de potentiel et les (U, ;) .. (pour 6>0), les puits de potentiel éten-
dus. On notera d;(., .) la distance associée a la métrique d’Agmon
(V(x)—8%),dx* (pour 8€[0,g) et d(.,.)=dy(.,.). On définit:
So= inf (d(U,, Up)).

a0

Pour chaque o dans L, on construit un opérateur de référence. Soit

0<e<g, et B, une fonction veérifiant

1.3 - 0=0,eCg (U, ) et pour tout xeU, ,,
’ V (x)+ 0, (x)=€?/4.
Notons, pour aeL :
(1.4) 0,=1,(8y) et P,=P+ ) 6,
B#a

Remarque. — Les fonctions 8, vérifient :

0=6,eCy (U, ) et pour tout xeU, ,,
V(x)+6,(x)=€%/4.

Pour tout o dans L, on sait que P, est symétrique, borné inférieurement,
essentiellement auto-adjoint sur C3 (R"). Notons aussi P,, son extension
auto-adjointe qui a pour domaine H?(R"). Par un théoréme de Persson
[P], on sait que le spectre de P, est discret en dessous de £%/4.

Par construction, pour tout ael, on a :

(1.6) P,=1,°Pyot_,

donc tous les P, ont le méme spectre. On note o (P,) le spectre de P,.
Supposons maintenant :

(H.3) Il existe p=p (h), une valeur propre simple de P, telle que pu(h) - 0
quand 4 — 0 et une fonction a(h)>0 telle que a(h) —» 0 et hLog(a(h) -0
quand A — 0 tels que :

o (Po) N[k—2a(h),p+2am)]={n}.
On notera alors @, un vecteur propre normalisé associé¢ d p.

(1.5)

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Physique théorique




OPERATEUR DE SCHRODINGER PERIODIQUE 463

Appelons F(FcL?(R") UIespace spectral associé a4 P et a
[n—a(h), pta(h)] et I, la projection orthogonale sur F. On obtient
alors

ProposiTiON 1.1. — Sous les hypothéses (H.1)-(H.3) :
(D) 1l existe y>0 et hy>0 tels que, pour he)0, hy,

cP)N[p—2a(h), p+2a(h)]c{p—2a(h), ™ l»l+2a(h)}+D(0, )

ou D (x, r) désigne le disque de centre x de rayon r dans C.

(ID) Il existe hy>0 tel que pour tout hel0, hyl, P\p est unitairement
équivalent a Q, un opérateur de L?(T) dans L*(T) défini pour ue L(T),
par Qu)=w.uou :

(i) o est une fonction analytique réelle sur T et analytique dans un
voisinage complexe W de T de la forme T+iB(0,1/Ch) ou C est une
constante positive ne dépendant pas de h et B(x, r) désigne la boule de
centre x de rayon r dans R".

(i) limsup [klog (sup|®(8)—p|)]< —S,.

h—0 0eT

(iii) SiyeL* alors y/2 est un point critique de ® et () < n<ho €St bornée
dans I'ensemble des fonctions holomorphes sur W.

(iv) ®(0) est la valeur propre de Floquet du probléme périodique.

Cette proposition a déja été obtenue par Outassourt [O] sous des hypo-
théses équivalentes aux nétres bien que formulées différemment. Dans la
partie du paragraphe 2, on donnera une preuve de la proposition 1.1
différente de celle d’Outassourt. La majoration de la largeur de la bande
a aussi éte établie par Simon [S4]. On notera i =inf (o (T)) et s=sup (o (T)).

Nous allons maintenant nous intéresser a ’opérateur suivant : -
1.7 P,=—h2A+V+t3V=P+15V
ou I'on suppose que 8V vérifie :

(H.49) 0=8VeCP(U,,), 3V>0sur Uget ||8V],=1.

On peut remarquer alors que pour tout £€[0, €,] et tout o« non nul,
ona:

(1.8) d (supp(3V), U)>0.
On note : Szy .= inf [d, (supp (8V), U,)] et p=(9, |8V @,). Alors, pour
a#0

gel0, &), Szy, >0 et il existe a>0 indépendant de & tel que a<p<1
[pour cela voir (3.25) et sa démonstration].

Vol. 55, n° 1-1991.



464 F. KLOPP

On va étudier P, de la méme maniére que P. Pour cela on construit
des opérateurs de référence P, , a partir des P, de la fagon suivante :
(1.9) sia%0 alors P, ,=P et P, (=P,+15V
c’est-a-dire que :

P,,=P+ Y B

(1.10) : LA
ou ;=0 si B0 et B=0,—13V
Remarque 1.2. — Pour h suffisamment petit et |7|<a(h)/2, le spectre

de P, , est toujours discret en dessous de €2/4 et on montre facilement
que o (P, o) N[u—a(h), p+a(h)] est réduit & une valeur propre simple
que I’on notera p,.

Définissons alors : F,cL?*(R") l'espace spectral associ¢ a P, et
[u—a(h), p+a(h)], et IIg, la projection spectrale sur F,. En exhibant, grace
aux vecteurs propres des opérateurs de références P, ,, une base de F,,
nous démontrons :

THEOREME 1.3. — Supposons (H.1)-(H.4). Pour tout mel0, 1/2[ et
€€]0, go[, il existe h, >0 tel que pour tout hel0, h, [ et pour tout
te]-mah), nah):

P, |, est unitairement équivalent  Q,:L?(T) - L2 (T) défini par

Qf=o.f+—wWrf+K@Of

avec :
(i) o=w(®) la valeur propre de Floquet définie par P dans
[u—a(h), pta(h).

(i) my:L2(T) - L2(T) défini par : nof =(Vol(T))™* j fdo ot dO est la
T
mesure de Lebesgue.

(iii) K (¢) est un opérteur de L*(T) dans L*(T) a noyau analytique sur
D (0, na(h))x W (h) x W (h), ou W (h)={x+iy; xeT et |y|<1/Ch} défini
dans la proposition 1.1. Soit k(t, h, 0, 8') son noyau. Alors :

k(t,h,0,0)= Y (ko p(t, )e ' 27F-9)
(o, B)eL XL
avec k, 5(t, h) vérifiant qu’il existe h
hel0, h

1, c €10, Ay [ tels que pour tout
. v, €l O @ uniformément pour tout |t|<ma(h):

| at k N (t h) | <e -4 (supp (3V), Uy) +d, (supp (3V), Up)l/h
o, 9 =

si (o, B)#(0, 0) et |0,ko, o (1, B)|Se™ 207" Sov. o/,
De plus K (0)=0.

(iv) p,—p=@0V Q0| ®o) t(1+1q(?)) ou q est analytique sur D (0, a(h)/2)
et vérifie : | q(¢)|<1/(a(h)—2|t|) pour teD(0, a(h)/2).

Annales de 'Institut Henri Poincaré - Physique théorique



OPERATEUR DE SCHRODINGER PERIODIQUE 465

De plus, I'application b:t+—p,—p réalise une bijection de D (0, a(h)/8)
dans un domaine D, tel que :
D0, pa(h)/18)=D,c=D(0, 7 pa(h)/36).

Remarque 1.4. — Pour t réel, K (¢, h) est auto-adjoint et analytique en ¢.
De plus K (¢, h) est compact et si on note :

[ K|l = sup |k(t, h, 0, 0|

(t0,0)eD(0,nam)xTxT

alors, pour tout ne€]0,1/2[ :

(1.11) hlog(||K|.)< —Ssy+o(1) quand h—0.
Par le théoréme de Weyl et le théoréme 1.3, on a :
(1.12) Gess (P) N[L—a(h), ptam]=0(T)=[; sl.

On va s’intéresser & oc(P)N([n—a(h), p+a®I\[i; s]), ceci pour
t€]0, a(h)/8[, une étude tout a fait symétrique pouvant étre menée pour
te]—a(h)/8,0[. Comme nous avons déja isolé

O P)N[—a(h), pta®)]

le spectre de P, dans [u—a(h), i[U]s, p+a(h)] est discret. On démontre
la

PrOPOSITION 1.5. — Pour h suffisamment petit et te]0, a(h)/8[, on a
cP)Nu—ah),i=d.

Pour étudier o (P,) N Js, p+a(h)], on se sert de la réduction donnée par
le théoréme 1.3, puis on étudie opérateur Q, grace & une sorte de principe
de Birman-Schwinger. On a alors besoin d’hypothéses supplémentaires
sur o :

(H.5) (i) o n’admet que les éléments de ((1/2)L*)/L* comme points
critiques et de plus, ceux-ci sont non dégénéres.

(i) Sif (h)=s—i=sup(o(0))— inf (o (0)) alors

0eT 0eT

hlog(f (h))= —S,+o(1)

quand A — 0.

(i) Soit ®(8)=(w(8)—w)/f (k). 1l existe hy>0 et C>0 tels que, pour
0<h<hy, on ait :

(%) @ n’atteint son maximum §(resp. son minimum 7) qu'en un seul
point noté 6, (resp. 6,).

(**) max sup|93®(0)|<C et pour 0e{0,, 6,}, |det|[Hess(@(©))]|>1/C.

la|<3 0eT

(k**) Pour tout £>0, il existe 0<3(g) indépendant de h tel que :
|&(8)—5|>8 () si |dist (8, 6,)|>¢, et |@(0)—7|>8(e) si |dist (8, 0))|>e.

Remarque. — Dans un appendice, on montre que de telles hypothéses
sur ® découlent naturellement d’hypothéses de symétrie sur le réseau

Vol. 55, n® 1-1991.



466 F. KLOPP

lorsque les minimums de V sont supposés non dégénérés et que p est la
valeur propre de fond de puits de P,,.
Notons

D, (o) = | dét (Hess (@ (8,))) | ~*/2
et
D, (w) =| dét (Hess (0 (8,))) | ~ /2.
On obtient alors les deux théorémes suivants :

THEOREME 1.6. — Supposons (H.1)-(H.5) et n=1 ou 2. Il existe hy>0
tel que pour hel0, hyl, il existe A (t) une fonction croissante analytique réelle
sur 10, a(h)/8[ dans 1s, p+a(h)] qui est valeur propre simple de P, et qui
vérifie :

(1) sit)f (W)>07" :

() sin=1:

A@O=9)f (W=1+0(1)).C,(h D.(pt/f ()*,

(ii) sin=2:

A@=s)lf (W=exp(=(1+0(1)).C,(h, 0) . (f W)/(p 1)),

(2) pour tout C>1, il existe C'>0 tel que pour te] f(h)/C, a(h)/8],
ona:

C' <oA=,
(3) sitlf (h) >+ o0 et tla(h) >0 :
A@)=s+(1+o(1).(p),
avec C,(h, t) vérifiant que, pour tout £>0, il existe h,>0 tel que pour
hel0, h[ est pour tout t€]0, a(h)/8[,

() C,(h, H=Y2. 1D, (w)/Vol T)?.(1+ 0 (e~ Ssv—hy),

(i) C,(h, )=(Vol T/2nD,(®))).(1+ O (e~ Sov=oky),

De plus, pour tout £>0, il existe h,>0 tel que pour hel0, h[ et pour
tel0, a(h)/8[, A () est lu seule valeur propre de P, dans

Is+0 (e v M (A (1) —s), nta(h)].

Remarque. — Dans [S5], B. Simon a déja obtenu des asymptotiques
similaires a (i)-(ii) dans I’étude des valeurs propres de—A+¢3V pour oV
négatif et 4 courte portée, en dimension 1 ou 2.

L’étude de la valeur propre A (¢) quand t/f (k) tend vers+ oo a déja été
faite par Outassourt dans [O].

On définit I(X)=(V01'I]')_1J A —(0))"1d0 pour Lels, + o[ si n=1

T
ou 2 et pour Ae[s, + oo sin=3.
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THEOREME 1.7. — Supposons (H.1)-(H.5) et n=3. Il existe hy>0 tel
que, pour hel0, hy[, il existe une constante Tg,>0 et A(f), une fonction
croissante analytique réelle sur 1Tgy, a(h)/8[ dans 1s, u+ a(h)] qui est valeur
propre simple de P,; elle vérifie :

(D) siu=@—Te)f (H)>0* :

sin=3:

A@=9)f W=01+0(1)).C5(h, 1).(pu)?,
sin=4:
A@O—=9/f (=—(1+0(1)).Cy(h 1).(puflog (pu)),

sinz5:

A=l =1+0(1)).C,(h, 1).pu;
(2) pour tout C>1, il existe C'>0 tel que pour te]Tsy +f (B)/C, a(h)/8],
ona:l/C'LorOZ]; -
B) si¢t—Tsy)lf (B) >+ et tla(h) -0 :

AO=s+(1A+0(1).(pD,
avec Tgy et C,(h, t) vérifiant que, pour tout £>0, il existe h,>0 tel que
pour hel0, h] pour tout t€]0, a(h)/8],
(i) Toy=pA (). (A+0 (e Gy,
(il) n=5:
C,(h, )=(=3,(D)2=9) 1. 1(5)*.(1+ O (e”Gov™),

(iii) C4 (B, )=(Vol T (L(s)f (1)*/(47* D, (@))) (1+ O (e~ Gov™M)),

(iv) C5(h, =(Vol T (L(s)f (h))*/(2*?.n* Ds(@)))* (1 + O (e~ Sov ™))

Pour te0, Tgyl, on a, c(PY)N1s, ptah)=. Sinz5, AM(Tz)=s est
une valeur propre de P ;.

De plus, pour tout £>0, il existe h.>0 tel que, pour tout hel0, hJ, il
existe une constante positive Tyy vérifiant : Ty, 2f (h).eSV™R telle que,
pour te]Tsy, Tsyl, M(2) est la seule valeur propre de P, dans 1s, n+a(h)}, et
pour teltsy, a(W)/8[, A(?) est la seule valeur propre de P, dans
[s+0 (e v IMA()—3), p+a®)].

Remarque. — Dans [KS], M. Klaus et B. Simon ont obtenus des asymp-
totiques similaires a (ii)-(iv) dans I’étude des valeurs propres de—A+18V
pour 3V négatif et & courte portée, en dimension 3 ou plus.

Il convient également de faire remarquer que, A (f) étant simple, si on
note ¢, un vecteur propre unitaire associé¢ a A.() alors, par (1.7)

(1.12) oA ()=@V o, | ).

Alors les théorémes 1.6 et 1.7, nous disent que o, est localisée au voisinage
de supp(8V) quand (¢—Tgsy)/f(h) est grand. Par contre, quand
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468 F. KLOPP

(t—Tsy)/f (h) — 0, @, n’est localisée au voisinage de supp (8V) qu’en dimen-
sion plus grande que 5 alors que dans les dimensions 1 & 4, @, se
« délocalise » (la justification de ceci est fondée sur les démonstrations des
théorémes 1.6 et 1.7).

2. ETUDE DU CAS NON PERTURBE :
PREUVE DE LA PROPOSITION 1.1

Pour montrer la premiére assertion de la proposition 1.1, on reprend
la démonstration du théoréme 4.2 de Carlsson [Ca]. Remarquons que
dans notre cas, par (1.6), on a pour tout ael,

@.1 o(P)=c(P,) donc U (o(P))=0(Py)

On construit R, (z) un opérateur borné pour z¢ o (P,) et Re(z)<&?/8 ou
Re(z) désigne la partie réelle de z [la norme de R,(z) dépend de
d,(z, o (Py)) et de d,(z, [e*/4, + oo[) ou d, désigne la distance euclidienne
dans C] qui vérifie

2.2) P-2)Ry(2)=1+T(2)

ou T est tel qu’il existe ¢>0 et h,>0 tels que pour hel0, h,[ et pour
ueCg (R"),

2.3) IT@u|| S, G o @) e ||ul].

Dong, il existe ¢>0 tel que pour 4 suffisamment petit, 1 +T (z) donc (P —z)
est inversible pour d, (z, o (P,))>e " ce qui achéve la démonstration du
point (I) de la proposition 1. 1.

Pour €0, &,] [g, étant donné par I'hypothése (H.2)], on note d, la
distance associée a la métrique d’Agmon (V (x)—¢€?), dx2. Notons alors,
pour aeL et xeR": d, ,(x)=d, (x, U,) et définissons les fonctions d’,d>
sur LXL par :

d; (o, B)=d,(Ug, U,)  si a#p

et
d; (o, @)=2inf d,(U,, Up)=2 inf d(U,, Uy)
a¥f a#0
(grace a la périodicité de V), et
@ Pp= inf (@(U, U)+d(U, U)+d,(U, Uy

a#y,n#p
Soit @, une fonction positive localement lipschitzienne sur R" vérifiant
2.9 |V, |<(V—ed)i? ou (.),=max(.,0).
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On définit, si | . || désigne la norme habituelle sur L?(R"), I'espace Lg,
par L ,={ueLlf,; e®™". ueL?} muni de la norme I Nl »= | e®™ ()|

Sous les hypothéses (H.1)-(H.3), définissons @,=1,(@,) pour aeL.
D’aprés (1.6), c’est un vecteur propre normalisé pour P, associé a p.

On sait d’aprés la formule (5.1) du travail de Carlsson [Ca] qu’il existe
g, <g, tel que pour tout €€]0, & [, il existe A, >0 tel que pour tout
helO0, h] et pour tout a dans L, ona @, € L,%s ,cetilexiste C>0 indépendant
de o tel que : '

2.3 | Pallag o s+ 11V @l o, s < Cle-
Si on note , =7 @,, alors pour tout a€L, \I/ueLi’u et vérifie

| Walla st 1V Ve lla, o n=Cle

(2.6 e
(C étant indépendant de o).

De plus (), .y, est une base de F au sens que tout élément f de F s’écrit
de maniére unique et avec convergence en norme comme f =Y a, Y,
avec || f|2/C<Y.|a,|*SC|| f|]* et avec C>0 indépendant de f et de h.
A l'instar de Carlsson [Ca], on définit :

DeFiNiTIoN 2.1. — Pour €€[0, ;[ et pour une famille de reels
positifs (s, g, ), pyerxr, ON dit qu'une matrice & =((dy, p))s, pyerLxL €St
O (exp (—S,, p,/h) si pour tout n>0 il existe h,€]0, ] tel que pour
hel0, h,] et pour (o, B)eLxL:

2.7 |a,, 5| Sexp (= (1 =) s, 5, /h).
On définit ainsi @ (exp (—d? (o, B)/h)) et O (exp (—d2 (o, B)/R)).

Notons ¥ la matrice de Gram ayant pour coefficients (V| Vp),
(o, B)eLx L. D’aprés [Cal,ona: ¥ =1+7 +Z ou

T =((ty, p)ia, pyeLxL et R=((ry, p))a, pyeL xL

avec :

2.8) typ=(9,|@g)  pour a#B, f,,=0, poura=,

2.9) et #=0 (exp (—dZ (o, B)/A)).

Remarquons que d’apres (2.5) :

©.10) T, T +R=0(exp(—d: (a, P)/h)).

Comme (1+2z)~ /2 est définie par une série entiére, la proposition B.6 de
[Ca] entraine que ¥~ ~ /2 existe et :

2.11) “I/‘”2=I—%ﬁ'+(5(exp(—df(cx, B)/h)).

La base ({,) 7"~/ est orthonormée. De plus, dans cette base, la matrice
de P est:

2.12) M= (Mo, Do, prerx1 =72 (Vo P ¥ 12
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Par I'hypothése (H.1), on a t1,°P=P-1, pour tout acL, donc pour
z¢o(P), (z—P)™! et mz commutent avec 1,. On en déduit que pour tous
a, BeL :

(2.13) (‘l’al‘l’ﬂ)z(nF Qo | Tp—-aTF ®o)»
(2.14) Pop = (W, l Pp) = (nr 0 | Tp—o P e o),

def.
donc la matrice de P dans (y,)¥"~'/? est une matrice de convolution.
D’aprés le théoréme principal de Carlsson (et sa démonstration, voir
partie 5 de [Ca]), on sait que

(2.15) m, =8, gn+tw, s+ 0 (exp(—d?(a, B)/h)),
ou
1
(2.16) Wap= " (@] rp) + (.| 9p))
avec
(2.17) r.=Y 0,0,
B#a

Rappelons aussi que w, 5= (exp (—d! (o, B)/h)).

Notons par & la transformée de Fourier de /2 (L) dans L%(T) définie
par,
(2.18) (F ((@)ec L) (O)= Y a,e' ™",

ael

si @)y €2 (L). Alors &~ s’écrit, pour aeL*(T) et aeL,

2.19) (?_l(u))a=(VolT)‘1J u(@)e™i*°do.

T
Alors, si on munit L*T) du produit scalaire défini, pour u et v dans
L*%(T), par : (u|v)=(Vol T)™* f (u.v)dd, F est une transformation uni-
T

taire de /2 (L) dans L2(T).

Comme # (qui décrit P;) est une matrice de convolution, on obtient,
en conjugant par &, que Py est unitairement équivalent 4 la multiplication
par la fonction ® sur T, définie par

(2.20) @)= > m, e

ael

D’apres (2. 5) et la remarque suivant (2.17), il existe C indépendante de A
telle que la série (2.20) converge normalement sur

(.21)  W={0+iy;8eT, [y|<1/Ch}=T+iB(0, (Ch)™1).
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En effet, ’hypothése (H.2) nous dit que si, pour xeR", on désigne par'ﬁ
| x| la norme euclidienne de x, alors il existe C>0 (indépendant de g) tel
que, pour tout ael, on a,

(2 . 22) C de (Uu’ UO) ; | a | g ds (Ucn UO)/C'
Ceci nous donne immédiatement pour une autre constante C :
g, | <Cellch,
Comme P est auto-adjoint a coefficients réels, on obtient pour tout aeL :
(2'23) me;,ozmo,m=-u,0=m0,—aER’
et ® est une fonction réelle et paire. De plus, comme o est L*-périodique,
on a, pour tout yeL* et tout 0T
(2.24) o(y—0)=0(0).

En dérivant, on voit que les points de (1/2)T* sont des points critiques
de o.

Notre discussion peut aussi se combiner avec la théorie de Floquet (voir
Outassourt [O], B. Simon [S4], Skriganov [Sk]) et on peut déduire que
@ (T) est une bande simple du spectre de P engendré par la valeur propre
de Floquet, o (0). En particulier ®(6) ne dépend pas du choix de € et de
la fonction de bouchage 6,,.

3. ETUDE DU SPECTRE DE L’OPERATEUR P, ,

On notera dist la distance euclidienne dans C et on fait des hypoth¢ses
(H.1)-(H.4). Alors, on a

LemME 3.1. — Pour teD(0, a(h)), le spectre de P, , dans {zeC;
dist(z, p)<2a(h)—|t|} est réduit a une seule valeur propre simple p,
vérifiant : |p,—p|<|t|. De plus, p, est une fonction holomorphe sur le disque
D (0, a(k)) vérifiant, pour |t|<a(h)/2 :

G.D =W+ 1BY 00| 90) [S@V 0o | 0o) | £[*/(@(m)—2[1])

ou | est la valeur propre de P introduite dans I’hypothése (H.3) et ¢, est
un vecteur propre normalisé associé.

Preuve. — Soit teD (0, a(h)). On a défini
(3.2 P, o=Py+1t3V

Soit D,={zeC; |¢|<dist(z, py<2a(h)—|t|}. Pour zeD, (z—Pp)~"
existe et :

(3.3) || z=Po) ! || w2 < 1/dist (z, 8Dg) < 1/| ].
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Donc :

(3.4 (z=P, o) ' =(=Py) ' (1-18V(z=Py)"))7",
existe pour ze D, et on a :

3.5 |(z=P, o) ||S1/dist (z, ID,).

En particulier le spectre de P, , dans D (u, 2a(h)—|t|) est contenu dans

D (p, tl).

Soit 7 ={zeC; |z—p|=a(h)}. Pour ze T, on a
(3.6) “(Z*Po)—l{|2(L2)§1/a(h)-

Soit II, , le projecteur spectral associé au spectre de P,, dans
D(u, 2a(h)=|1]) :

(3.7 n,,0=1/(2in)J (z—P, o) ‘dz
Va

Cette famille de projecteurs est continue en ¢ et, IT, , est de rang 1 d’ou
I, , est de rang 1 pour |7|<a(h). On en déduit que le spectre de P, ,
dans {zeC; dist(z, p)<2a(h)—|t|} est réduit & une seule valeur propre
simple. Notons p, cette valeur propre. En tenant compte de la remarque
suivant (3.5), on obtient :

(3.8) |llz_11|§lt|-

Comme p, est simple et que P, , est analytique de type A au sens de
Kato, le théoréme de perturbation de Kato nous dit que p, est analytique
pour ¢ dans D (0, a(h)).(3.5) donne pour ze J :

(3.10) [z=P, o) IS 1(a(h)—|2]).
Utilisant que
(z2=Po, ) 1= (z=Py o) 1=(z—Py, )7 18V (z—Py o) 7",

on obtient

(3.11) H:,O(Po_(Po=t/(2in)j (Z_Pt,o)_l(z_u)_ISV(Podz-
T

Notons :

(3.12) Ye=IL, 0 9o~ Po.

Alors, par (3.10)

(.13 I <16V ol el 1))
De plus, pour ¢ réel, on a :

(3.14) ”Ht,o(Po”z:(Ht,o(Pol(Po):1+(Y:|‘Po)
(3.15) (Pr, oI, 0 9o l I 0 90)= (P, o II; o @ | ®o)
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donc, pour ¢ réel,

(3.16) 1=, o1, o 00|, o Po)/|| IL,, o Po *
=(1+ ('Yt | (PO))_ ! (Pt, 0 Ht, 0Po | ‘Po)-

En utilisant (3.7) et (3.12), on voit que (P, oII, o @0 | ®o) €t (v:|®o) se
prolongent analytiquement de ]—a(h), a(h)[ au disque D (0, a(h)) par les
mémes expressions. Donc, comme p, est analytique en ¢ dans D (0, a (h)),
u, vérifie (3.16) pour ¢ dans D (0, a(h)/2).
Explicitons (P, oI1, o 9o |®o) :
(B.17) (P o110 90| 90)
=P, 000 l 00)+(Pr 07 | ®o)
=p+1@BV Q0| @o)+ 1 (Y| Po) + 1 (.| 3V @)
= (1+ ¥, |90) +1(BV 9o | 96) + (¥, |3V o)
=(1+(v,| 90)) (1 + 1BV 9 | 90))
+1((7, |8V 90) — (8V 90 | 90) (7| 90))-

Donc :

(3.18) p—p—t(BV e, o)
=t(1+ (Y, | 96) " [(V:| 8V 00— BV 94 | 90) ®o)],

C’est-a-dire,

(3.19) p— =1V Qo] @o)=1(1+ (¥, |9o)) ' [(¥,|[1 = o, 0] BV )]
En utilisant (3.13) :

(3.20) |p—n—1(V 90| 90) |[I8V 0o [I*[[*/(a(B) = (1 +[|8V oo} [ £])
donc, par 'hypothese (H.4) :

(G.21) [ n— 1@V o 00) [SBV 90| @o) |[*/(a(h)~2]t])

ce qui achéve la démonstration du lemme 3. 1.
Nous allons maintenant étudier I'action de P, o sur des espaces L? &
poids définis dans la partie du paragraphe 2. On a

PROPOSITION 3.2. — Soit @, une fonction positive, lipschitzienne vérifiant
|Vo,|S(V—e2)? presque partout. Alors pour |Re(2) |<€2/32 et
dist(z, o (P, o)) >a(h).d avec 5€]0, 1[, il existe C>0 et h.>0 tels que,
pour hel0, h.[, pour ue Cg (R") et pour teD (0, a(h)),

(3.22)  |tllonthl|Vullg, sSClE a(r).8) || (P 0= 2) telgy, 1o
et,
(3.23) l|4]lg, nt Al Vu q,s’,,§C/(s3a(h).8)||(P,—z)u||q,£’,,‘
Preuve. — Pour démontrer (3.22), on constate que si ¢, vérifie les

hypothéses de la proposition 3.2, alors il existe A, telle que pour helO, h.|,
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pour teD (0, a(h)), on a

(3.24) |V ¢, | <(V+Re (1) 5V — (g/2)%) V2.
Notons Q=P+ } 6,=P,+ Y 8,. Donc P, ,=Q—8,. Comme le poten-
ael aeL

tiel V+¢8V est un potentiel régulier au sens de Carlsson, on peut alors
appliquer le théoréme 3.1 de Carlsson a P, , ce qui donne (3.22). En fait,
on n’applique pas exactement le théoréme 3.1 car ¢ est un paramétre
complexe c’est-a-dire que P, ;, n’est plus auto-adjoint, mais une version
modifiée obtenue sans difficultés supplémentaires a partir de I'identité
d’Agmon écrite pour Py, o. En considérant (1.9), on voit que les
(P, o)y #0 vérifient les hypotheses du théoréme 3.1 de Carlsson. On obtient
alors (3.23) en constatant que, pour 4 assez petit, le théoréme 4.2 de [Ca]
et sa démonstration s’appliquent a P, uniformément pour 1€ D (0, a (h)).

Prouvons maintenant qu’il existe >0 indépendant de 4 pour h assez
petit tel que

(3.25) a<(8V 90| o)< 1.

Par 'hypothése (H.4), il existe n>0 et a>0 tels que : §V>2a sur Up, 4
donc :

(3.26) 2af |96 P S(BV @, |@o) =1
Uo

.

et

(3.27) f (o)*=1- f (672 2 & Volk) (g2 & Vol )2 i
Uo, y R"\Uo, y

or, par la formule (5.1) de Carlsson [Ca), on sait qu’il existe C>0 et
h,>0 tels que, pour h€]0, h [

ez e L2(RY) et |lefz®=Uolbgi|l s<C/m

donc, comme d,, (R™\\U, ,, Uy)>0,

(3.28) f (€72 %2 & Uolhy (g2 &= Volh o 2 x ) quand h— 0
R"™\Uop,

On en conclut que pour 4 suffisamment petit,
(3.29) asp=0BVo,|p)=1.

4. CONSTRUCTION D’UNE BASE ORTHONORMEE DE F,

Dans cette section nous allons exhiber une base orthonormale de F,,
(Wo)y 1 (F, étant défini dans la section 1) puis dans la prochaine section
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nous décrirons la matrice de P, dans cette base (F, étant stable par P,).
Ona:

ProrosiTioN 4.1. — Sous les hypothéses (H.1)-(H.4). Pour n€]0, 1/2]
et €€]0, e[, il existe h, ;>0 tel que pour hel0, h, [ et pour
tel-ma(h), na®[, (|| HF,HF(pu“ Mg, Mg @), 1. est une base de F,.

Preuve. — Soit £€]0, g,[. On sait, d’aprés Carlsson [Ca], qu’il existe
h,>0 tel que pour he]0, A,[, (I @), est une base de F(=F,) et de
plus, si ¥~ est la matrice de Gram de cette famille de vecteurs alors :
4.1 ¥ =I+0(exp(—d!(a, B)/h)).

Notons 7", la matrice de Gram de (|| g, Iz @, || ™! TIg, I @), . .- Nous
allons montrer qu’elle est inversible ce qui nous dira que les
(]| Mg, g @, ||~ T, IIg @,), o1, SON linéairement indépendants.

Comme dans la partie 2, on définit pour a et p dans L, si (o, B) #(0, 0),

&Y (o, B)=d, (supp (3V), U,) +4, (supp (8V), Up),

et &Y (0, 0)=2S;y,, ot Sgy, . =d, (supp (3V), supp(Q)) ou, par définition,

Q= Y 6, Et on définit alors 0 (exp(—d" (o, B)/h)) en utilisant la
« e L\ {0}
définition 2.1. On a :

LEMME 4.2. — Pour n€]0, 1/2[, il existe h, >0 tel que pour he]0, h, [
et uniformément pour t€ D (0, n a(h)),
4.2 0,(#")=0(exp(— &' («, B)/h)).

Preuve. — Pour la démonstration de ce lemme, on va fixer n€]0, 1/2[.
Les coefficients de ¥7, sont :

4.3) v, 5= (|| Mg, TTg @, || | g, T @)™
X (Ig, g @, | ITg, I 0p)
= [T I, @, l ¢,) (e Ig, I @ | o)l 1z
X (g I, g (Pal(Pp)

D’aprés la proposition 1.1, il existe un ¢>0 tel que, pour / assez petit,
si m(h)y=e" ",

(4.9 o(M=c@)N[p—2am)+m(),
pt+2a(h)—m®B)]clu—m(h), p+mhH).

Soit 7 le cercle défini précédemment. Alors, pour z€ 7,

4.5 (z—P)"! existeet ||(z—P) | g w2 = 1/(@(h)—m(h)).
Pour ze 7, on a,

4.6) (z=P)=(1—-1t3V(z—P) ) (z—P).
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Donc, il existe h,>0 tel que pour he]O, h,[, (z—P,)™! existe pour
[t|<na(h)et:

4.7 [E—P)~ || S(@B)—m(R)—|t])~1.
Alors,
4.8) HF,=1/(2iﬂ)f (z—P,)"1dz,

T

Nous allons maintenant estimer les &, ((I, g, e 9, | ©5)) pour
teD (0, na(h)) et h suffisamment petit. On a :

4.9) 0, ((TTg g, I @, , @) =10, (Ig) g @, | ©p)-

En utilisant alors la proposition 3.2, on obtient un lemme de préparation
qui nous donne I’action de o, (ITg,) sur les espaces a poids définis dans la
partie 2.

LemMME 4.3. — Soient @, et I, deux fonctions positives et lipschitziennes
de R" dans R vérifiant :
@.10) Vo, |S(V=e)? et |V, |S(V-ed)i2.
Alors, il existe h,>0 tel que pour he]0, h, [, pour ze T, on a uniformément
pour t dans D (0, na(h)) :

(@) z¢o(P)U S (P, ),

(i) 6,(z—P)™") et 0,(z—P, o)) appartiennent a ¥ (L2 L ) et

e, h>
de normes majorees par : sup (e ()~o (. )/h

C [83 a (h)] -2 eS“Pp @V) ,

ou la constante C ne dépend ni de t, ni de h.

Preuve. — On a,
4.11) 0,((z—P) " H=(z—P) " 18V(z—P) !,
4.12) 0,(z=P, )" N=(z—P, o) *8V(z—P, ;)7L

Pour £ suffisamment petit, par la proposition 3.2, il existe C>0 tel que,
pour tout €D (0, na(h)), pour ue CY (R") et pour ze 7, on a,

(4.13) ”(z—P,)‘lu||%h§C/(e3a(h))”u

Pe; b
et,
4.14) [(z=P, o)™ ulg, s C/(e* a(®)]|| 4 ||, »
De plus, sup (Y, —9,)/h
supp (3V)

4.15)  [|8Vully, 4=] et ¥ EV ety || < e 1| #]log, 5
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Donc, 6,((z—P)™!) et 6,((z—P, o)~ ") se prolongent de Cg& (R") a des
opérateurs de prs, » dans Lf,:’ , de normes respectives majorées par

sup (Yo~ @g)/h
supp (8V)

Ce /(€3 a(h))?

(ceci pour h suffisamment petit dépendant de € et de n et C ne dépendant
nidet,nideh) O
On sait que,

(4.16) a,(HF,)=1/(21'1T)I (@0, (z=P) N dz,
T

4.17) 0, (I, o) = 1/(2i1r)J (0,(z=P, o)™ dz.

De lemme 4.3, pour @, et \, vérifiant les hypothéses de ce lemme, on
déduit immédiatement qu’il existe C>0 (C ne dépend ni de A, ni de ¢) tel
que pour h assez petit (dépendant de € et de n) et e D (0, na(h)) :

(4.18) 8,(Ilg) et 8,(II, o) appartiennent & & (L; L; ) de normes

. g, b
majorees par : sup (W ()= (. Vh

C [86 a (h)] -1 esupp ®v)

On a alors :

LemME 4.4. — Il existe h, ,>0 et C>0 (ne dépendant ni de t, ni de h)
tels que pour tout hel0, h, [, pour te D (0, na(h)) et pour (a, B)#(0, 0) :

4.19) | (g 0, (HF,) Ir o, I (Ps) ‘

é Ce~ 14 a (h)— 1 E_(de (supp (8V), Uy) +d (supp (3V), UB))/h.

Preuve. — En appliquant le lemme 4.3 et (4.18) 4 ¢, =d (., U,) et
V.=d_(., supp(3V)), on obtient :
(4.20) 0,(IIg) et 0,(I1, ,) appartiennent &
L (Li, (., g, w Ly (., supp V),
de normes majorées par :
C [86 a (h)] -1 e—d8 (supp (8V), Uu)/h.
Si (a, B)#(0, 0) : d’apres la formule (5.1) de [Ca], Il Q€L (. uo

et || @ull4, e, ug, s<C/e pour tout aeL. En utilisant (4.20), on obtient
I’estimée annoncée :

@.21) |(gd, (Tx,) r 0, @) |[SCe™ a(®) ™

X @~ g (supp (8V), Uy) +d; (supp @V), U/ ]
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1l nous reste 4 étudier (Ig 0, (Tg) Iz 90 | @o). On a :
LeMME 4.5. — 1] existe he, w>0 et C>0 (ne dépendant ni de h, ni de )]
tels que pour hel0, h,, ols pour t€D (0, na(h)):
(4.22) I Iz 0, (HF,) Ir @, ' ®o)— (0, (Ht, 0) Qo , ®o) '
§ C (817/2 a (h)) -2 e 28gy, E/h.
Preuve. — On a :
(4.23)  (I1g 0, (g ) Tz 9 | 96) = (8, (T, o) 9 | @)
=g 0, (HF,) (I =Ty, o) @ | ®o)
+ (I 0, (HF, =1L, o)o, I @)+ ((Ig— Iy, 0) 0, (Hr, 0) ®o l ®o).
On a

4.249) HFt—H,,0=(2in)_1f (z—P)7'Q(z—P, o) ldz,
T

et en dérivant par rapport a ¢
(4 . 25) at (HF, - Ht, 0)

=(2in)‘lj 61((2—P,)_1)Q(2—P,’ o) ldz
T

+(2i1t)_1f (z=P)7'Q0,((z—P, o) ")dz

En utilisant la proposition 3.2 et le fait que Q opére continiiment

2 3 o
de L7 cppevy.n dans Li (.. supp@),n de norme majorée par

Ce quppiay (> PP @Y pour h assez petit, on a, uniformément pour

teD(0, na(h),

(42. 26) g, —11, opére' continiment de L ,,.cvy s dans
L3, (., supp ), » d€ NOrme majorée par

Ca_ 6 a (h) -1 e_"t (supp (Q), supp (8V))/h‘
De plus, par le lemme 4.3 et (4.25), pour h assez petit, on obtient,
uniformément pour e D (0, n a(h)),

(42. 27) 0,(Ilg,—11, o) opé_re continiment de Li:(.,supp @vy,x dans
Li. (., supp ), » d€ NOrme majorée par

Ce~ 9 a (h) -2 e“’t (supp (Q), supp (8V))/h‘

D’apres la formule (5.1) de [Ca] et comme U, csupp (8V) par I’hypothése
(H.4),

(4.28) 190 lla, .. supp 6wy = @0

4. (., ug), n = C/e.
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En utilisant le lemme 4.3 et ses conséquences appliqués a
0.=V.=d_(., supp (3V)) et (4.26)—(4.28), on obtient :

(4.29) |(Med, (M) (M —T1o) 90| @0) | SC (6172 a () ~2 ™ Sov..,
(4.30) |(Mgd, (g, — 1, o) 9o | o) | SC (€7 a(h)) "2 e~ 2Ssv. ok,
(4.31) I(( I —11,) 6, (I1,, o) @y I ®o) | <C(e"a(h) " 2e™ Ssv.eh
d’ou, par (4.23) :
(4.32) i (Ig 0, (I1g) TTg @4 | 00) — (0, (I, o) @ | ®o) I
CE "2 a(h)) 2e 2Sv.ek, O

Pour achever la démonstration du lemme 4.2, il suffit de minorer les
dénominateurs intervenant dans I’expression (4.3). Grice au lemme 4.4,
en intégrant en ¢, on a, pour (a, B)#(0, 0) :

(4.33)  (eIly, IIp 0, | @) = (T 0, | Tx ) + O (exp (— ;" (o, B)/A),

donc d’aprés (4.1), il existe 4,>0 tel que pour h€]0, 4,[, on a, pour tout
teD(0, na(h)) et tout a#0,

(4.34) | (e g, I 9, | 0,) | > 1/2

Et par le lemme 4.5,

(4.35)  (pIlg Ip 0o | 90) =(IL, o 9o | @) + O (exp (— d2Y (0, 0)/h)),
ainsi en utilisant les calculs de la partie du paragraphe 3

(4.36)  (IpIlg, Ix 0o | 90) =1+ (1, | 9o) + O (exp (— 43" (0, 0)/h)),

avec || v,||<|¢]/(a(h)—|t])<n/(1—n). Mais souvenons-nous que n<1/2,
donc d’apreés (4.36), il existe h, >0 tel que pour £€]0, A,[, on a, pour tout
teD(0, na(h)

(4.37) | (T ITg, TIg 9 | 00) | > (1 —2M)/(2(1—M)) >0

De plus, les formules (4.1), (4.33) et le lemme 4.4 nous disent que pour
n<1/2 et pour tout y>0, il existe A, , >0 et C>0 (ne dépendant ni de ¢,
ni de h) tels que pour h€]0, A on a, pour tout teD (0, na(h)) et pour
tout (a, B)#(0, 0),

(4.38) | (T, (Tg,) I @, | 0,) (I I, [T 0, | @) |

< C e~ (177 (@ (supp (8V), Uy) +d; (supp (8V), Up) +dg (Ug, Up))/h’

Yy n[’

d’ou, par 'inégalité triangulaire,
(4.39) | (I 0, (HF,) Ik @, | ¢,) (g HF, Iz o, I (PB) |

§ Ce™ (1 =) (dg (supp (8V), U,) +d (supp (8V), Up))/"_

Donc, en utilisant la formule de Leibniz appliquée a (4. 3), on obtient que
pour n<1/2 et pour tout y>0, il existe h, ,>0 et C>0 (ne dépendant
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que de n) tels que pour k€0, A, .l on a, pour tout teD (0,na(h)) :
(4.40) 10, (0, 4, p) | Sexp (— (1 —7) &2 (2, B)s/h).
Ceci acheve la démonstration du lemme 4.2. O

Drapres (4.8), I, est analytique en ¢ pour ¢ dans D (0, 1 a(k)) [au sens
des opérateurs bornés sur L* (R")]. Par (4.34) et (4.37), pour 4 suffisam-
ment petit, (IIzIIg Iz @,|®,) ne sannule pas pour tout ¢ dans
D (0, na(h)); on en déduit immédiatement que les coefficients de ¥”, sont
analytiques pour |#|<m a(h) (tout ceci pour 4 suffisamment petit).

Fin de la preuve de la proposition 4.1. — D’aprés le lemme 4.2, pour
nelo, 1/2[, il existe A, ,>0 tel que pour k€]0, A, [ et uniformément pour
teD(0, na(h)),

@“.41) ¥, =I+0 (exp(—d; (o, B)/m)+ T (exp(— & (o, B)/h),

donc, pour 4 suffisamment petit, ¥, est inversible c’est-a-dire que
(| T, Mg @, ||~ Tg, g @), . est libre.

Pour achever la démonstration de la proposition 4.1, on va montrer
maintenant le :

LEMME 4.6. — Pour tout nel0, 1/2[, il existe h,>0 tel que pour
tout hel0,h [ et tout te]—ma(h), na(h), (“HFtHF(pm” e, T 9,), e
engendre F,.

Preuve. — En effet, soit peL?(R") tel que I, (p soit orthogonal a
Pespace vectoriel fermé engendré par (|| IIg, ITg (pm|| g, e 9,), .. NOtE
Vect (Ilg, ITg @), . 1); On sait, d’aprés Carlsson [Ca], que (Ilf @,), .. est
une base de F, donc il existe (a,),.Le? (L) tels que :

(442) HFHFt(p= Z aaHF(pw
ael
donc I, M g, @ € Vect (T, I @,), . 1) et
4.43) || 0TI, I Mg, o || < || Ty, (I, — TTR)|| . | g, @ |

Alors, comme ||IIg,||=1, si ||IIg,— F||<1 on obtient par (4.43) et
Ihypothése que Ilg,¢ est orthogonal a Vect (Mg, Mg @y), 1), que
|IMg,@|[=0. Par conséquent, si ||H —II ||<1, l’orthogonal de
Vect (ITg, I ¢,), . 1) dans F, est réduit a {O} C’est-a-dire

F,=Vect ((Ig, Hr @)y e 1)-
Voyons pour quel ¢ on a || ITg, — I || < 1. Par (4. 10), .

(4.44) HF,_HF=t(2in)—1f (z—P)"18V(z—P) 1 &z,

donc la définition de 7, (4.5) et (4.7) nous donnent
(4.45) || g, —Ig||<|t|a()/[(ah)—mB)—|t]).(a(B)—m (B)]
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Donc on cherche ¢ tel que

(4.46) |t|a®)/i(ah)—m®B)—|t]).(a(r)—mR)]<]1,
c’est-a-dire,
(4.47) || <[(1=mB)/ah)*/(1—mB)2a(h))].a(h)2.

Comme m(h)/a(h) - 0 quand ~ — 0, on déduit de (4.47) que pour tout
nelo, 1/2[, il existe 2, >0 tel que pour k€]0, A,[ et pour teD (0, na(h)),
ona

(4.48) || g, — g || <1,

ce qui achéve la démonstration de la proposition 4.1. O

La base (||IlgIg@,| ' e 9,),., Dest pas orthonormée mais
(|10, Mg @, ||~ Mg, e @) ¥ 112 st orthonormée. Dans la suite, cette base
de F, sera notée #. Remarquons tout de suite que pour h assez petit, le
spectre de ¥, est contenu dans D (1, a(h)) et on a :

(4.49) (V,)'1/2=(2ni)‘1f 272 (z—v )" Y de,

(@D (1, 1/2))
ce qui donne en dérivant par rapport a ¢,

(4.50) o,(¥)'*=Q2mi)! 27 V2 (=)0, ,(z—¥ ) tdz.

@D (1, 1/2))
D’aprés les définitions de

0 (exp(—d; (o, B)/h) et de O (exp(—d3Y (o, B)/A))

données dans la partie 2, et par 'appendice B du travail de Carlsson [Ca],
ona:

4.51) 0 (exp(—dgY (o, B)/h). O (exp(—d; (o, B)/h))
=0 (exp(=d;" (o, B)/h)),

ou le premier membre désigne la compos~ition de deux matrices qui sont
respectivement O (exp (—d¥ (o, B)/h)) et O (exp (—d} (o, B)/R)).
On en déduit I’estimée suivante pour la matrice 9, (¥",) ™'/,

(4.52) 0,(¥)"12=0 (exp(—d? (x, B)/))-

5. REDUCTION DE P, A UN OPERATEUR SUR L?(T)

Dans ce paragraphe, nous allons étudier ¢,, la matrice de P, dans .
Cette matrice est donnée par :

(5.3) G=V) P, (V)
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ou .#, est la matrice de coefficients m, , p Avec :
(5-2) my 5=, ITr 9, | @,)
X (g Mg, Mg @5 | @g)] = /2 (T P, g, T g | ).
Nous allons montrer la
ProposiTioN 5.1. — Sous les hypothéses (H.1)-(H.4). Pour tout

nelo, 1/2[ et tout €€]0, gy, il existe hy, >0 tel que pour tout hel, hy, ol
et tout teD(0, na(h)), on a :

(5.3) 0,(M)=0,[1]Po+ T (exp(—d (a, B)/h))
ou P, désigne la matrice ayant pour coefficients 8,00, 0-
Preuve. — Fixons nel0, 1/2[ et £€]0, g;[. Grice aux lemmes 4.4 et

4.5, on connait déja des estimées pour 9, (T, Mg, g ¢, | ¢,)) pour aeL.
Donc pour obtenir (5.3), il ne nous reste qu'a étudier
0, ((I1 P, I, TT @, | 9p)). On obtient :

LeMME 5.2. — 1l existe C>0 (ne dépendant ni de h, ni de eth, >0
tels que pour tout hel0, hy, [, pour tout (a, B)#(0,0) et tout
teD(O, nah),ona :

(-4 |0:((Tg P, Iy, T 0, | 9p) |
<Cle'*a(hn)!

X @~ (dg (supp (8V), Uy) +d; (supp (8V), Uik

Preuve. — On sait

(5.5) P,(z—P) '=~1+4z(z—-P)7},

donc,

(5.6) 6,(P,HF,)=(2in)‘1J z(z—P) 18V (z—P) 'dz.
A

Soit (a, B)#(0, 0). En utilisant la proposition 3.2 appliquée a
0. =d.(., U, et y,=d, (., supp(8V)) et la formule (5. 1) de Carlsson [Ca],
on obtient :

5.7 I (g 0, (P, HF,) ; o, ' ®p) '
é C [814 a (h)] -1 e“"s (supp (3V), Up) +d, (supp (8V), UB))/h,

Ceci démontre le lemme 5.2. O
On va maintenant estimer 9, (TI; P, g, ITg 94 | 00)) :

LEMME 5.3. — 1l existe C>0 (ne dépendant ni de t, ni de h) et h, ;>0
tels que pour tout hel0, h,, [ et tout teD(0, na(h)), ona:

(5.8 |az ((TIgP, I, I @4 I o)) — 0, (1, (IT, 5 @ I (Po))l
gCa‘”a(h)_ze_st"”'.
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Preuve. — On va appliquer les mémes idées que dans la démonstration
du lemme 4.6. On a :

(5.9 06, ((I1gP,Ig, g @ | 00)) — 0, (1, (IT, o P | o))
=0,((ITg P, I1g, I @ l ©0)— 0, (P, oI, oo | ®o))
=TI 0,(P, HF,) (Mg —Ty, o) 9o | o)
+ 11 0, (P, (HF, —1II,, o o, 090 l ®o)
+ (g 0, (P, — P, o) I, 6) o, 0 ®o I ®o)
+((Me—Ty, 0) 0, (P, o I1; ) I, 0 Po |90)
= (I 6, (P, ITg) (I — 11, 0) 9o l ®o)
+ (HF at (Pt (HF, - Ht, 0)) Do | (PO)
+ ([ Q0,(I1;, o) @0 | ®o)
+ (Mg — Ty, 0) 6, (P, o I1;, 0) @ | ®o)-
Par (4.24) et (5.5), on obtient,

(5.10) 8, (P, (Mg, —IL, o))

=—ﬂa,(n,,o)+(2in)-*J 20,(c—P) ) Qz—P, o) dz
g
+(zm)-lj 2(—P) "1 Q6,(z— Py o) )z,

T

(5.11) 6,(Pt1'IFt)=(2i1t)_1J 2(z—P)"18V (z—P) ' dz,

T

et

(5.12) 0,(P, oI1, 0)=(2i1t)'lj~ 2(z—P, o) 18V (z—P, o) ' dz.

T
Par (5.10)-(5.12), (4.18), (4.26)-(4.28) et par le lemme 4.3, en faisant
exactement les mémes estimées que dans la démonstration du lemme 4.5,
on obtient :

(5.14) | 0, (T P, ITg, I1g @ | o)) — 0, (1, (I, o Po I ©o)) |
<Ce Va(h)y 2e Wov.dh. O

Fin de la preuve de la proposition 5.1. — Pour obtenir la proposition 5.1,
pour (o, B)#(0, 0), il suffit maintenant d’utiliser la formule de Leibniz, les
résultats (4.34), (4.37) et les arguments développés en (4.38), (4.39) pour
obtenir pour J,(m, , p) les estimées annoncées. Considérons la différence
(T g, e 9o | 90)) — (IT; o @ | @o). Pour =0, d’aprés [Ca], elle vaut
O (exp(—d® (0, 0)/h)). Le lemme 4.5 nous donne la méme estimée
pour 3, (I ITg, T @ | 90)) — (IT;, 0 @0 L‘Po)) en t#0 donc pour 7#0,
(g g, I @ |90))— (I, 6 Po | @) est O (exp(— dZ¥ (0,0)/h)). En utilisant
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le lemme 5.3, on peut faire le méme raisonnement pour
(I P, I, e 0, | ©o)— 1 (I, o @ | ®o)-
Il est clair que
(5- 15) at m,, 0,0=at ”t+@(exp(_dfv (0, 0)/h))
Ceci termine la démonstration de la proposition 5.1. O
Fin de la preuve du théoréme 1.3. — D’aprés les définitions des ordres
de grandeur matriciels 0 (exp (—d_ (a, B)/h)), @ (exp (—d? (o, B)/h))
et O (exp(—d® (o, B)/h)) données dans les parties 2 et 4, et par I’appen-
dice B du travail de Carlsson [Ca], on a :
(5.16) O (exp(—d¥ (w, B)/h)). T (exp(—d} (o, B)/h)
=0 (exp(—d;" (o, B)/h))
et
(5.17)  O(exp(—ds¥ (a, B)/A)). O (exp(—d? (a, B)/h)
=0 (exp(—d;" (o, B)/h)).
Sachant cela, en combinant la proposition 5.1 et les formules (5.1) et
(4.52), on obtient :
(5-18) 0,(4)=0,((¥" )" ') M (¥ )1
T ()0, (M) (V)T )TV M 0,(V )
=+ 0 (exp(—d; (o, B)/h))). (0, b, Po+ O (exp (= diY (a, B)/h)))
X (I+ 0 (exp (= d; (a, B)/h))+ O (exp (—d;" (o, B)/h))
=0,u, 2o+ 0 (exp (—d;" (0, B)/h)).
Puis, en intégrant en z, on déduit que :
(5.19) Gy=M+ () Po+ 0 (exp(—d2 (o, B)/h)).

En conjuguant %, par la transformée de Fourier & de /% (L) dans L?(T)
définie dans la partie 2, on voit, que pour tout nel0,1/2[ et £€]0, g, il
existe h, .>0 tel que, pour tout he]0, hy, [ et pour tout te]—na(h),
na(#), P, g, est unitairement équivalent a I'opérateur Q, de L?(T) dans
L?(T) défini par Q, f=o.f+u,—wII, f+K (2) favec :

(i) ®=w(0) la valeur propre de Floquet définie par P.

(i) I, : L*(T) - L%(T) définie par : I, f=(Vol (TT))"J fdb ou 4O
T

est la mesure de Lebesgue.
(iii) K (#) est un opérateur de L?(T) dans L*(T) défini, pour ueL?(T),
par :

K () w)(0)=(Vol T)~! J k(, 0, ) u(®)do,

T
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ou

k(t,h,0,0)= Y  (k,p(t,h)e!®°7P-9)
(a, Bp)e L XL
avec k, g (t, h) vérifiant que pour tout y>0, il existe A, , .>0 tel que pour
tout €0, A, , [, on a uniformément pour tout | <na(h) :

|6,ky, g (1, B)| S ™1~ e supp GV), Uy +d, (supp GV, Ul

si (o, B)#(0, 0) et |9,kq o (1, h)|Se 27V Sv. ok,

Des estimées ci-dessus, on déduit que k(z, A, 0, 6) est analytique sur
D0, na(h)xWxW, ot W={x+iy; xeT et |y|<1/Ch} a été défini
dans la proposition 1.1 [car d,(supp(8V), Uy)=(1+0(1)).d, (U, Uy
quand |o| > + o0].

Démontrons maintenant que b (¢)=p,—p réalise la bijection annoncée
dans le point (iv) du théoréme 1.3. D’aprés le lemme 3.1,

(5.20) b(1)=(0|8V 00) 1 (1+ 14 (1)

avec, pour teD (0, a(h)/2),

(5.21) lg(@®|<1/a(h)—2]|t].

Or (1+1q(0)~* existe si |7 (¢)| <1 c’est-a-dire qu’il suffit :
(5.22) |t|<a(h)—2|t]  Cest-a-dire |t|<a(h)/3
De plus, si on note b(£)="5b(2)/(p, |8V @,) alors :

(5.23) 3, (b()=1+21q(t)+*6,(q(2)).

Donc

(5.24) |0, B(1)| 21|22 (1) +120,(q ()],

et d’apres (5.21) et les estimées de Cauchy pour |¢|<x<a(h)/2 :
(5.25) [0,(g (@) |=1/[(a(h)—2x) (x— | £]].

En minimisant le membre de droite, on obtient :

(5.26) |2, (g (D) | <8/(a (W) 2]t ))*

Donc, par (5.21) et (5.23),

(5.27) [0,B()—1|=2|t|(ah)y+2|t)/(a(h)—2]¢])>.
Pour teD (0, a(h)/8), on obtient

(5.28) 12,5 (D) —1]59.

Dong, 5 est bijective de D (0, a(4)/8) dans b(D (0, a(k)/8)=D,. En effet,
si ¢y, t;€D (0, a(h)/8), on a,

1

(5.29) I;(to)—g(tl)=.[ 0,(5(s.t,+(1=5). 1)) ds. (to—1,)

0
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donc
(5.30) |l7(to)—l7(t1)|g4/9|to—t1 |

L’encadrement de D, nous est donné par les estimees de 0, B () et de
0,b~1 () pour teD(0, a(h)/8) et t' €D,,

(5.33) 49<[0,6()[=14/9 et 9/14=[3,(57 (1) |£9/4

ce qui achéve la preuve du théoreme 1.3. En effet, pour 4 fixé, comme
D, est un voisinage ouvert de 0, il existe >0 (dépendant de 4) tel
que D (0, 3 a(h))=D,,. Or, par (5.33), 5~ (D (0, ra(h)))c=D (0, 9r.a(h)/4)
donc en faisant croitre r de 8 a 1/18, on obtient

51 (D(0, a(h)/18))=D (0, a(h)/8)

c’est-a-dire D (0, a(h)/18)=D,. On obtient ’autre membre de 1’encadre-
ment de D, de la méme maniére.

6. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.5

Rappelons que d’aprés la proposition 1.1, il existe 4,>0 tel que pour
tout hel0, hy[, le spectre de P dans [u—9a(h)/8, i[ est vide. Comme
|3V ||o =<1, on déduit de cela et du théoréme 1.3, que, pour t€]0, a(h)/],

cP)Nu—a®),ilcc@®)N—©Oa®)/8—|t]), i]

est discret.

On va montrer que, en fait, le spectre de P, dans [u—a(h), i est vide.
L’idée de la démonstration est la suivante : on va montrer que, si A(?) est
une valeur propre de P, alors A (f) ne peut que croitre en ¢ (ceci parce que
8V =0) et que sa dérivée est inférieure a 1 (car |8 V||,,<1). Donc, si on
suppose que o (P)N[u—a(h), i est non vide pour ¢€]0, a(h)/§[ et si on
appelle A (¢) une valeur propre de P, dans [u—a(h), i, en suivant A(¢)
quand ¢ décroit jusqu’a 0, on obtiendrait une valeur propre de P dans
[W—9a(h)/8, i[ ce qui contredit ce qui a été dit ci-dessus pour P.

Remarquons d’abord que, comme

6.1) oc(P)co(P,)+B(0,|t—1]),

si A () désigne une valeur propre de P, alors celle-ci est lipschitzienne en
t. Donc A (?) est dérivable presque partout. On notera @, un vecteur propre
normalisé associé a A (7) et II, la projection spectrale sur ’espace propre
associé a A (?).

Soit ¢, un point ou A (¢) est dérivable et ¢>¢,. Alors

(62) 7"(’)_}"(’0)=(Pt (ptl (pt)_(PzO Do |(pr0)'
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On p.ut choisir
(6.3) 0= | TL @ || T, @y

Comme les opérateurs considérés sont auto-adjoints, par un calcul similaire
a celui fait en partie 3 pour P, ,, on obtient,

6.4 |, 11, ||= O (t—t,).
donc,
6.5) 1L 0, [|=1-0 ((t—10)?).

Ainsi, par (6.3),

(6.6) A1) —A(to)=(P,IL, 0,y | TL, 0,)) = (P @1 | 0) + O (1= 1)?).
Or, ‘

6.7 (PIL,0e, |11, ,,)

= (Pt Dy | (Pto) - (Pr a- Ht) Do | (0 Ht) (Pro)
= (Pt (pto | (Pto) + 0 ((t - z‘0)2)'

On en déduit, par (6.6),

(6.8) A= A(te)=(—10) BV @ | ;) + O (1~ 15)?).
Donc, comme || @, ||=1et 03 V<1,
6.9) 0=0,(AN);=(,=1.

Ceci achéve la démonstration de la proposition 1.5.

7. UN OPERATEUR AUXILIAIRE

Dans cette section, nous allons montrer que I’étude de

c®)Nk—ak), pta®\e(T)

se réduit a I’étude du spectre d’un opérateur compact agissant sur L2 (T).

On fixe £€]0, g,[. Notons J (1) =[u—a(h), p+ a(h)] et rappelons que par
définition [i, s]= (T). Par le théoréme de Weyl : o, (P)NI(A)=0(T). Il
ne nous reste quwa étudier o (P)NJs, p+a (k)] puisque o (P)N[p—ah), i
est sonné par la proposition 1.5.

Remarque. — Dans ce papier, on n’étudiera pas les valeurs propres de
P, plongées dans o(T)=o,,(P).

Par le théoréme 1.3, on sait que pour tout n€]0, 1/2[, il existe A,>0
tel que pour k€0, i, [ et te]—na(h), na(h), on a

c(P)Nls, pra®]=oc@Q)N]s, pta®)]
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ou Q,:L*(T) » L2(T) est défini par : Qu=w.u+b(f) [ u+K (f)u avec
ITy, K (9, b(?) et @ définis dans ’énoncé du théoréme 1.3. On sait aussi
que le spectre de Q, dans Js, u+a(h)] est discret. Dans la suite, nous
prendrons 1 fixé. ,

Alors dire que Ae o (P)N]s, p+a(h)] est équivalent a dire qu’il existe
ueL?(T) telle que :

(7.1) Qu=M\u,
c’est-a-dire

(7.2) o.ut+b(@)Myu+K @) u=\u,

d’ou

(7.3) u=A—0)"2Gb@H)I,+K@O)A—w) 4

ou u=(A—w)?u
Dire que Le o (P)N]s, p+a(h)] est donc équivalent a dire que 1 est valeur
propre de
7.4 A—o0) " 2GOH,+K@))(A—w) 12
=b(0).(A—@) 2, +H(®)) M- )~ 12,

ot H ()4 =K (9)/b (9).

Soit K un opérateur auto-adjoint de L?(T) a noyau k (8, 8") analytique
sur DX D ou D est un voisinage complexe de T. Pour ¢ une fonction
d’un ensemble E dans C, on définit || ¢ ||, g=sup(|@(x)|) et on notera

xeE
| K|l =% |«, v2- Nous allons étudier 'opérateur T, x de L?(T) dans lui-
méme et définit, pour ue L% (T), par,

(7.5) Ixu=A—0) "2 m,+K)A— )" Y2u
On définit pour Le C\ o (T) :

(7.6) I(x)=(V011r)—1f (. —®(0))"! db.

Alors le spectre de I', ¢ (pour A€]s, + oof) est décrit par la :

ProrosiTiON 7.1 :
(D) Pour Aels, +oof, T, o est de rang 1 et o(I, o)={0,I(A)} ou une
fonction propre normalisée associée & 1(\) est donnée par :

@ o=IMW) 2 (A-w)™?

(1) Soit K un opérateur auto-adjoint a noyau analytique sur D x D tel
que ||K ||, <1/4. Alors, pour Ae]s, + o[, T, g est un opérateur auto-adjoint
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compact tel que :

@) o @O <[~IW K|, IM[K]]

) U0 (1= K [|,), T0) (1 + [ K [|.)]

(i) o@NIMA—[K[)IMA+|K|]={vp*,K)}
ou vp (A, K) est une valeur propre simple vérifiant :

(1) vp(A,K) est analytique réelle en \.

@) |[vpAK)—IM) [STMW)]. || K |-

3) |8, (. K) 1) ||, AW .| K ...

(4) Il existe un vecteur propre normalisé associé a vp (h,K) de la forme
Oy, k=, 0 (1+V, x) ot Y,  est analytique sur D et || ¥, || <C|| K|
ou C est indépendante de h.

Preuve. — La partie (I) de la proposition 7.1 est immédiate car I, est
la projection orthogonale sur 1 [la fonction constante de L?(T)] dans
L?(T). Notons : @, o (0)=I(A)" "> (A—w(8))~ 2.

On va considérer I';, ¢ comme une perturbation de I, , :

7.7 rx,K_rx,0=0“_0))—1/2K0¥_0))_1/2
donc :

(7.8) ” Ix—Tio ”.2’ PR “ A=) " PKA-—w)~? ”HS
ou || . ||lus désigne la norme Hilbert-Schmidt.

d’ou :

(7.6) [Tk~ Tholleaz mySTM) [|o, v

Comme A est supposé réel, tous les opérateurs considérés sont auto-
adjoints et on a :

(7.10) ooy o) t[— ” Lk~ Tho “.‘?(Lz M)
Lk =T olle a2zl
Donc le spectre de I', g est contenu dans :
[T || K [|os T [ K[ U R (1= [| K || ), TR (1 +]| K |
Par hypothése || K ||, <1/4, donc :
7.1 [~IM)||K ], IR [ K||]
NI A= [[K L), IM (0 +][K ]| )] = 2.

Comme I, ¢ est compact, son spectre est discret en dehors de 0.
Intéressons-nous maintenant au spectre de I, ¢ dans [I(A)(1—||K||,),
I(A) (1+||K]|)]- Pour a€[0, 1], considérons T, ., opérant sur L?(T); C’est
une famille analytique en o au sens de la norme des opérateurs. Soient
IT, . leurs projecteurs spectraux associés a

IMA-[K]o)  IQA+]K]L)]
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Cette famille de projecteurs est analytique en o au sens de la norme, donc
de rang constant. En particulier :

(7.2 rg(IL,, O =rg(IL, o)=rg(Il)=1.

Ainsi, T, ¢ n’a quune valeur propre dans [I(M)(1—|XK]|,),
IA)(1+||K||o)] et cette valeur propre est simple. Nous la noterons
vp (A, K). Notons que :

(7.13) [vp (A, K)—I)|SIA). || K-

Comme I, g est analytique en A (au sens de la norme des opérateurs)
sur |s, + oo et comme vp (A, K) est simple, vp (A,K) est analytique réelle
pour A€]ls, + oof.

Nous allons maintenant préciser un vecteur propre normalisé associé a
vp (A, K) que I’on notera ¢, . Soit 7 le cercle de centre I(A) et de rayon
I(A)/2; comme on a supposé || K ||, <1/4, on sait que (z—1TI}, )~ existe
pour ze J et :

(7.14) =T <41
De plus :

(7.15) E—T e, o=CE—IMN) o ot Ty 0~ T )P0
donc :

(7.16) IT, x @5, 0= P, 0t 01 x5
avee

(7.17) vx,x=(2i“)—1j (Z—r;,,x)-l(Z“I()"))_l(rx,K_Fx,o)(Px,odZ-
T

Ainsi

(7.18) |1, x [le2 1 < 4[| K [|o-

En posant (P;.,K=|| IL, k@10 ”_1 I, x@s,0o 0N 2

(7.19) k=00t k ou ”ux,K”L2 (1r)§C”K”ao~
Or:

(7.20) @, x=(pA*,K))"~ ! Ty x 0 0)
=(vp(AK)“1IM) G0t x—Th0) 00t T k4, 1)
=@y, o(vp (LK) TV +vp (A, K) 7!
xIM) K ((Pf 0) T (To +K) (@, 014, x)))-

D’ou
(7.21) (Px,x=(Px,o(1+\|’).,K)
ou :
(7.22) Y x=vpK)"'IRA)—vp(*,K))
+vp (AL K)T'IM) (K ((P)% 0) T (Mo +K) (9, 014, x)
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C’est-a-dire d’aprés les estimées précédentes sur K, vp (A, K) et u, g, on
sait que V, g est analytique réelle en Ae]s, + o[, et uniformément pour
A€els, toof :

(7.23) ¥k o, TS ClIK [l

De plus, (7.22) nous dit que \, ¢ (8) est analytique dans D. Pour
A>s, comme I', ¢ est auto-adjoint, que ¢, ¢ est de norme 1 et que

vp (A, K)=(9,, | I kP x)sona:

(7.24) 0, (vp (A, K)=(0, (T, k) ¢» x | @5, k)
=—12{(A—0®)] [, +KIL—0®)] ¢, k| 0, ©)
+(A =0 @)] I, +KIA—0®)] >0, |01}
=—Re([II, +KIA—0®)] 2 ¢, x|[A— o (0)]>* ¢, )

On calcule
(7.25) 8,(vp(A,K))=—Re((VolT)"2
XJ J‘ (A+k0,0)IMN ' A—0(@®)
o XM= @)1+, « (0)) 1+, ¢ (8)) d0 ),
d’ou :
(7.26) &, (vp(\,K)=—-1(N)"!(Vol(T)2
xRe(J‘[()\—(1)((-)))‘2()»—co(f)'))‘1

X(1+u(9,9’,7»,K))d9d9'>,

avec :

(7.27) (6,0, A, K) analytique en (0,6") sur D x D, et analytique en A
dans s, + oo

et

(7.28) ) [, 7x7x35, + a1 SC | K |0
De (7.26), on déduit :

(7.29) A (vp (A K)—1(A)
=—IM)"! .(Vol'[l')‘?f J A —w(®)?
X (A —1(2) (1(3’)) “1Re(n(0,0,1,K))dodoy,
et:
(7.30) 18, LK)~ T[], A W) - K
Ceci achéve la démonstration de la proposition 7.1.

Remarque. — Exactement la méme étude peut étre faite pour Ae]— oo, i[.
Les résultats sont les mémes a4 une modification de signe prés.
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Le comportement de I(A) en fonction de A et de 4 va jouer un rdle
primordial a4 cause des estimées (7.13) et (7.30) qui vont nous permettre
d’obtenir des asymptotiques pour les valeurs propres de P,. Nous allons
donc I’étudier de maniére précise. En reprenant les notations de ’hypothése
(H.5), on pose :

(7.31) A=(f()'A—p) et S=sup(@(9))

0eT
et

TX)=(VolT) f(WIQ)
C’est-a-dire

(7.32)
T(X)=J X—o(0)"14.

Alors on a le

LEMME 7.2. — Pour X>s, J(X) est analytique réelle décroissante. Suppo-
sons que l'hypothése (H.5) est vérifiée et rappelons que, par définition,
D, (w)=|dét (Hess (@ (8,))) |~ '/2. Alors, pour h suffisamment petit et uni-
formément en h, on a, quand X — 5, A>5 :

(i) sin=1:

JX)=2"2.2D (@) X5 (1 +o(1),
(i) sin=2:

TX)=—2nD,(@)log X5 (1 +0(1)),
(iii) sin=3:

T®=T@-2% 72D, (@) -5 +o(R—-H"2),
(iv) sin=4:
J®)=T(E)+47’ D, (@) RA—3)log X~ 5)+ 0 (X —5) log (R 5)),

(V) sin=5:

I0=T0)+5:0)7-5 G~ +o(E-5).
Et quand X —5 —+ 0 :
JR)=Vol(T).X=5)"1.(1+0(1)).
Preuve. — Le fait que J(X) est analytique réelle se voit immédiatement
sur I'expression de J(X); de plus 3, J (X)) = — f A—®(8))"2dd <0 donc
T(X) décroit. '
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Quand X—5—+ 00, on a:

(7.33) T(X)=(>I—3~)-1(J<1+(s"—6<e»/(i—§))'lde)
' =Vol(T).(A—5) "1 (1+0(1)).

Le comportement de J(X) au voisinage de 5 s’obtient en calculant
l'intégrale au moyen d’un changement de coordonnées de Morse au voisi-
nage du point 6, ou ® atteint son maximum.

Par I’hypothése (H.5) (iii), (**), on peut appliquer le lemme de Morse
uniformément pour Ae]0,h,, Cest-a-dire qu’il existe U voisinage de 6,
dans T, V un voisinage de 0 dans R" et un difféomorphisme D, analytique
réel de U dans V, vérifiant, pour tout 6 dans U :

(7.34) ®(0)=5—|D,(0) %

et tels qu’il existe r;, r,>0 (indépendant de /) tels que, pour he]0, Ay,
D,(B(O,, r,))=B(0, r,)=V ou B(a, r) désigne la boule de centre a et de
raryon r dans R". De plus D, et (D,)”! sont uniformément bornées dans
C=. Notons V,=D, (B (0, r,)). Alors B(6,, r;)=V,cU.

Soit J(x), le déterminant jacobien de D, ! (x). Alors, par (7.34) :

(7.35) J(0)=2"2 | det (Hess (& (6,))) |~ /2=2"D, ()

L’hypothése (H.5) (iii), (**) nous permet de majorer J(0) uniformément
en h assez petit. On a :

(7.36) TN= (X—(T)(O))_ldﬁ-i-J R—o(8))"1do)
T\Vh Vi

D’aprés ’hypothése (H.5) (ii), (**x%), il existe §=58(r,)>0 tel que I'on
ait :

(7.37) J X—®(0) 'dd<Vol(T)(A—5+82)~1
T\Va
De plus, on a :
(7.38) f (X~6)(e))'1de=f A—5+|D,®)>)"*do
Vi Vi
=J (R=5)+|x[)" I (x)dx
B (0,rp)
=J2((X—5+r2)-1w-lj J(ro)dodr,
0 st

ou S"~ ! est la sphére de dimension n—1.
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Or, comme ® est analytique, J 'est aussi. On peut donc développer

J J(ro)do en une série entiére de la variable r,
st 1

(7.39) j J(ro)do=Y a,r,
gn—1

peN

avec a,=1J(0). Vol (S"™1).
D’ou
(7.40) J (R-®(©) 'do= Y aq, r2((X—E)+r2)_1r"+""1dr.
Vi peN 0

11 nous reste donc a étudier le comportement, quand X — 5, des intégrales
r2
j (X=35)+r?)~1r*?=1dr. Un petit calcul donne,
(4]
(7.41) J G-+ Ldr=n2.X—5"12. (1 +0(1)),
0
ry ~
(7.42) J (X=+r>) " trrdr=(A—5)""%0(1),
0
si p>0, et
r2 ~
(7.43) J (A—=5)+rH) " trdr=—12.1og(X—5).(1+0 (1)),
0

(7.44) Jrz((x—§)+r2)_1r”dr=log(7~»—§)o(l),
0

sip>1.
Ce qui, par (7.35) et (7.36) nous donne (i) et (ii).
Pour n=3, on remarque

(7.45) T(X)—f (5—®(0)"1do
- @-seri-G-am)
TV
+J (A0 @) '-(—o®)"!)db.
Vi
Alors comme précédemment,

(7.46) U (A-0®) ' —G—0 () ')db
T\Vh
<|X=5]872Vol(T)(R—5+8%) 1.
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Et, en faisant le méme changement de variable que ci-dessus,
(7.47) j (A-0@®) ' -G (@) ")d0
Vi

=Y g, | (G- trrrmiopre-d gy
P

peN 0

——G-HYT 4| @-H+) 2,

peN 0

Ce qui, par (7.35) et (7.41)-(7.44), nous donne (iii) et (iv).
Pour n=5, il suffit de remarquer que

(== —j (-o(©) 4

converge pour obtenir (v). O

8. DEMONSTRATION DES THEOREMES 1.6, 1.7

Si, pour te D (0, a(h)/8), on note r=>(?), alors on a,
8.1 Q=0+b@,+tK(@)=0+r(II,+H()=0,,

avec H)=K b ' (n)/r.
Le théoréme 1.3 nous dit que

8.2) K ()= j @K () d,
0

avec 0, (K (?)) analytique dans D (0, a (h)/8) et vérifiant, pour tout y>0, il
existe h,>0 tel que pour k€]0, A[ et tout te D (0,ah)/8),

8.3) |6, (K () || o Se~Sov—nit et K (0)=0.
D’aprés I’étude faite dans la partie du paragraphe 5, on sait que, pour
reD,,
(8.4 9/(14p)<|0,b™1 (r)|<9/(4 p).
Alors, en utilisant les estimées de Cauchy et un développement en série
entiére pour K (b~ (r)), on obtient que, pour tout y>0, il existe 4, >0 tel
que pour €0, h,[ et reD,,

|6, (H (@) || <p~t e~ Cov=r0"
(8.5) et

” H(0) ” <p~ 1 o= Sgv =k,
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Le fait que I'on obtienne ce résultat pour tout r dans D, et non pas dans
un domaine plus petit, vient du fait que (8.3) est valable pour ¢ dans
D (0, a(h)/4).

Remarque. — On sait que
D(0,pa(h)/18)=D,<=D(0,7 pa(h)/36)
et que

[0,5 p a(M)/48T=DyYR* {0, 7 path)/48[.

De plus, d’apres (iii) et (iv) du théoréme 1.3, on sait que, pour re D,
H(r) est un opérateur de L?(T) dans L?(T) 4 noyau analytique sur
D, X W (h) x W (h). Comme b(RND(0,a(h)/8))=RND,, H(r) est auto-
adjoint quand r est réel. Donc, quand r est réel, on peut appliquer la
proposition 7.1 4 (A— )~ 2 [[I,+ H(M](A—®) "% noté T, g,

On démontre alors les théorémes suivants :

THEOREME 8.1. — Supposons n=1 ou 2. Il existe hy>0 tel que pour
hel0, hyl, il existe A (r) une fonction croissante analytique réelle sur D, N\ R™*
dans Is, p+ a(h)] qui est sa valeur propre simple de ©, et qui vérifie :

M) sirff()—>0" :

sin=1:
) =9)f =(1+0(1)).C,(h,n).(rlf (W)?,
sin=2:
A () =9/f (W=exp(=(1+0(1)).C,(h,r).(f (B)/r)),

(2) pour tout C>0, il existe C'>0 tel que pour re] f (h)/C, C f (h)[, on
a:

1/C' 8,1 ()2,
@B)sirff(h)» +o0 -
A(r)=s+(1+o(1)).r,
avec C,(h, r) vérifiant que, pour tout y>0, il existe h,>0 tel que pour
hel0, k[ et pour tout re D,NR™,
(i) C,(h, n=02Y2. 7D, (w)/Vol T)2.(1+ 0 (e~ Sev=1/y),
(i) C,(h,r)=(VolT/2nD,(w))).(1+ O (e™ Ssv1Ihy),
De plus, pour tout y>0, il existe h,>0 tel que pour hel0, h,[ et pour
reD,NR*, A(r) est la seule valeur propre de ®, dans
Is+O0 (e Sy (A (r)—s), p+a(h)).
THEOREME 8.2. — Supposons n=3. Il existe hy>0 tel que pour hel0, k|,

il existe une constante Tg,>0 et A(r), une fonction croissante analytique
réelle sur D,M]Tgy, + oo dans s, p+ a(h)] qui est valeur propre simple de
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0, elle vérifie :
(D) siu=@—Ts)lf ()07 :

sin=3:
A —=9fmW=0+0(1)).C;(h,1r).u?,
sin=4:
A =9)f (= —(1+0(1)).Cy(hr).(u/log(w)),
sin=5:

A —9lf W=1+0(1)).C,(h,r).u,

(2) pour tout C>0, il existe C'>0 tel que pour relf (h)/C, C f (h)],
ona:

1/C'20, M (=2,

@) si(r—Tey)/f (B) > +o0 -
AP)=s+(1+o(1)).r,

avec Ty et C,(h,r) vérifiant que, pour tout >0, il existe h,>0 tel que
pour hel0, h[ et pour tout reD,NR*,

(i) Toy=>1()71.(1+0(e”GovM),

(ii) pour n=5:

() Cp(h,n)=(—0Dy7=9~" . VoI T(s) £ (W)* (1 +0 (e~ Cav =),

(ou les notations I, X. et 5 sont définies dans la partie 7),
(*x%) Cu(h,r)=(Vol T (I(s) f (1)*/(8 n* D, (@))). (1+ 0 (e~ Cav=1/%),

(kx%)  Cy(h,r)=(Vol T(I(s) f (1)*)?/(2° n* D, (0)*). (1+ O (e~ Cov=1M),

Pour rel0, Tgyl, on a, c(®,)N]1s, p+a)]=. Sin=5, M(Tsy)=s est
une valeur propre de Oq,,.
De plus, pour tout y>0, il existe h,>0 tel que pour tout hel0, h,[, il

existe une constante positive Ty, = pe®v Ik (1(5))71, telle que pour
def

relTsy, Tsvl, A (r) est la seule valeur propre de ©, dans s, p+a(h)], et pour
reD,N]tsy, t o, A(r) est la seule valeur propre de ©, dans
Is+ 0 (e v M) (A () —s), p+a(h).

Preuve des théorémes 8.1 et 8.2. — Dans la partie 7, nous avons vu
que A dans ]s, p+a(h)] est valeur propre de multiplicité p de @, si et
seulement si 1 est valeur propre de multiplicité p de r.T; 4, c’est-a-dire
si et seulement si il existe v, une valeur propre de multiplicité p de I, 4,
[défini par (7.5)] telle que v.r=1.

D’aprés I'estimée (8.5), on sait que, pour 4 suffisamment petit, pour
tout reD,,

(8.6) [HO[|=1/4.
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Alors, H(r) vérifie les hypothéses de la proposition 7.1 uniformément
pour reD,NR*. Donc on sait que le spectre de I', y, est contenu dans
la réunion de deux intervalles disjoints

[IM[HE) ||, IO [H O o]
VI (= [[HE ), IM) A+ [HE) ||,
et que
B.7) oM ue)NIMA—=[H@)]),
IAMA+HO|N={vpAH(F)},
ou vp (A, H (r)) est une valeur propre simple.
Nous allons maintenant résoudre ’équation
8.8) r.vpLH(@)=1,
et nous nous occuperons plus loin des valeurs propres de ®, créées par
les valeurs propres de Iy, dans [=I(A)|[|H ()|, IA) |H()||,). On a
LEMME 8.3. — Pour A€ls, p+a(h)] et reD,NR", on a
(1) Pour reD,N\R* fixé, vp(\,H(r)) décroit en ) pour N dans s,
p+adh).
(2) Pour tout y>0, il existe h,>0 tel que, pour hel0, h.[, L€]s, p+a(h)]
etreD,NR*, on a

19, (vp (v H()) | < T ()| p=t e~ Ssv o,

Preuve. — Pour r dans D,, I', 4, est analytique en r au sens de la
norme Hilbert-Schmidt et :

(8.9) 0, Ty y )=~ )"0, HEI A~ )
d’ou :
(8.10) ||ar(rx,ﬂ(r)(h)) ”H.Sé'l(}\')"“ar(H("» “tx)

Dong, par (8.5), pour tout y>0, il existe 4, >0 tel que, pour k€], hl,
ona

(8.10) 10, Ty o ) s ST | p~ 1 e™Covik,

De plus, comme vp (A, H(r)) est valeur propre simple et que H(r) est
analytique en r dans D, et auto-adjoint quand r est réel, vp (A, H(r)) est
analytique réelle en r dans D, N R; si on note ¢, y ) un vecteur propre
normalis¢, alors ¢, y, peut étre choisi analytique en r dans D, N R (pour
cela, voir par exemple la démonstration de la proposition 7.1). Comme

(8.12) vp(A, H(r)= ((Px, H(r) I | o) (h) Oy, H (r))’
ona:
(8.13) 0, (vp(A, H(r))=(0,(T;, M) 0 1 ' Py H (r))‘
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D’ou,
@.14) [o,(vp A HON) < [IMW)]. |6, H®) ||l S[TQ) | p~ " €™ Cov =9,
En appliquant la proposition 7.1 4 I, y,, on obtient,

(8.15) |0, (vp (s H)—IA)[=],AA) |- [HE) |-

Comme 0, (I(A)) est négatif pour A dans ]s, p+a(h)], d’aprés (8.5), pour
h assez petit et reD, N R*, 3, (vp(A, H(r))) est négatif c’est-a-dire que
vp (A, H(r)) décroit en A pour A dans Js, p+a(h)]. O

Preuve du théoréme 8.1. — Nous supposons donc n=1 ou 2. La
proposition 7.1 et le lemme 7.2 nous disent que

(8.16) supvp (A, H(r)))= + c0.

A>s

Donc par le lemme 8.3, pour tout r fixé, vp (A, H (r)) réalise une bijection
décroissante en A de ]s, + oo[ dans ]0, + oo[. Alors, pour tout re D, \R™,
il existe un unique A (r) dans }Js, + oof tel que

@8.17) rvp(A(r), H(r)=1,

c’est-a-dire tel que A (r) est valeur propre simple de ®,.A (r) est analytique
en r car, au voisinage de chaque r, elle nous est donnée par le théoréme
d’inversion local appliqué & I'équation (8.17) et que vp(A, H(r)) est
analytique en r et A. De plus, en dérivant (8.17) par rapport a r, on
obtient

®.18) 9, (A (M) =—{vp(A (), H(r)) ,
+ro.[vp (., HONAM) }/{rdilvp (., HONA () }.

Or d’aprés la proposition 7.1 appliquée a I, g,
(8.19) vp(A (1), HM)=IA () (1+g (1))

ou, grice a (8.5), g vérifie uniformément pour r dans D, N\ R* et pour A
suffisamment petit (dépendant de ),

(8.20) lg()|<p™te Gav ik
Donc, par (8.18), pour 4 assez petit
8.21) 0,(A(r))>0,

c’est-a-dire A (r) croit strictement en r.
Nous allons maintenant démontrer les estimées annoncées pour A (r).
Par (8.19), en reprenant les notations de la partie du paragraphe 7,

8.22) r.IAM)A+g@)=r.(VolT) L. f(W) L. TX@).(A+g(®)=1,
c’est-a-dire,

8.23) X()=T"1 Vol T.f (W/(r(1+g(r)))).
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Donc, par (8.22) et par les estimées de J (X) données au lemme 7.2, on a
8.24) siv=r[f(h)—>0":
@) sin=1:
AM=9lf W=(1+0(1)).C,(h, 1. ()
(ii) sin=2:
A —9/f (=exp(—(1+0(1).C,(h, r).v),
avec C,(h, r) vérifiant que, pour tout y>0, il existe /,>0 tel que pour

hel0, k[ et pour tout reD, N R*,
(.25 () C,(h, r)=2"2.2D,(@)/Vol T)?. (1+0 (e~ Esv—1/ry),

(i) C,(h, )=(Vol -“-/(2112Ds(0)))), (l+0(g_(sav_‘i)/h)).

Plagons-nous maintenant dans le cas ou v=r/f (h) = + co. Par les enca-
drements donnés sur D,, on a |r|<7 pa(h)/36. On déduit que #—0*. On
sait que

(8.26) X(=F"H(A+o0(1).Vol T/v),
c’est-a-dire, en utilisant le lemme 7.2,
(8.27) quand v >+ o0, A(r)=s+(1+0(1)).r.
Par (8.18), (8.19), (8.14), (8.5), (8.17) et les points (IT) (ii) (2)-(3) de
la proposition 7.1, on a
(8.28) 0,(A(MN)=—(1+m(r)). A1)/, T(A(r))),
ou m vérifie uniformément pour r dans D, N\ R* et pour 4 suffisamment
petit (dépendant de v),

(8.29) |m@r)|<p~te Ssv ik

Comme
—6,“1(1)=(V01T)‘1.J‘ A—w(0) 240,

il existe C'>1 tel que pour re D, N [f (h)/C, + o],
(8.30) 0<1/C'=|0,(A ()| =2.

Ceci achéve I’étude de A (r) si n=1 ou 2.

Nous allons maintenant essayer de préciser les A pour lesquels il peut
exister v dans [—I(A) || H(r) ||, I(A) || H (") ||..] tel que v.r=1. Nous savons
que I(A) réalise une bijection décroissante en A de Js, + o[ dans ]0, + oo[.
Notons I™! sa bijection réciproque.

LEMME 8.4. — Pour tout y>0, il existe h,>0 tel que pour tout he)0, h,[,
onal(\N)||H@)||,|r|<1 si Aels+g,(r), n+a(h)] ou g,(r) est définie sur
D, NR* par g, (N=1"1 (e~ v p/r)—s.
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Preuve du lemme 8.3. — D’aprés (8.1), pour tout y>0, il existe £,>0
tel que pour k€0, A,[, on a

®.31) [H®||o|r|<]r|p™" ™ Covmk,
Donc une condition suffisante pour que I(A) || H(r)||,, | 7| <1 est que :
(8.32) I <pe Ssv=r|r|.

Comme I (M) est bijective décroissante, le résultat est immédiat. [0

Du lemme 8.4, on déduit immédiatement que, pour 4 suffisamment petit
(dépendant de y) et pour reD, N R*, A(r) est la seule valeur propre de
©, dans ]s+g,(r), p+a(h)]. Remarquons que, pour C>1 et pour x>0,

(8.33) Is+Cx)=I(s+x)/C,

donc, si on pose y=I(x+s)/C alors x=1"*(Cy)—s et par (8.33), on
conclut que pour C>1 et y>0,

(8.34) CI Y (Cy)—s)<I7 1 (y)—s.

Donc, par le lemme 8.4 et par (8.22), pour tout y>0, il existe #,>0 tel
que pour tout 2€]0, A [, on a,

(8.35) g (/A () —s)Spe”Gov Il

Ceci achéve la démonstration du théoréme 8.1. [

Preuve du théoréme 8.2. — On suppose maintenant n=3. Donc pour r
fixé dans D, N\ R*, r.vp (A, H(r)) réalise une bijection de [s, + oo dans
10, r.vp(s, H(r))] car r.vp(A, H(r)) atteint son maximum sur [s, + oo[
en 5. Nous allons étudier ee maximum. On définit :

vp (s, H(r))=lim (vp (A, H(r)).
AN

On a

(8.36) 0,(rvp(s, Hr)=vp (s, H(r))+r0,(vp(s, H(r)))
d’ou, par (8.14) :

(8.37)  |8,(r.vp(s, HM)—vp (s, HM)|<|1(®) . ]|, (H (")) |-

Donc, par 'assertion (ii)-(2) de la proposition 7.1, pour h suffisamment
petit, rvp (s, H(r)) croit en r pour r dans D, N\ R* et tend vers 0 quand »
tend vers 0. Ainsi il existe Tz >0 tel que r.vp(s, H(r))<1 pour tout
r<Tsy, €t r.vp(A, H(r))>1 si r>Tsy. Clest-a-dire, pour r<Tsy, il 0’y a
pas de A>s(h) tels que r.vp(A, H(r))=1 et, pour r=T;y, il existe un
unique A (r) dans [s, + oof tel que

(8.38) r.vp(A(r), H(r)=1.
A (r) est alors valeur propre simple de ®,. Le fait que A (r) soit analytique
en r provient 2 nouveau du fait que I'on inverse localement rvp (A, H (r))
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qui est une fonction analytique. De plus (8.18) et (8.21) restent toujours
valables; on en déduit que A (r) croit strictement en r.
Définissons T, = 1/I(s). Nous allons estimer | Tsy — T, |- On sait :

(8.39) Tevvp (s, H(T5)) =T I(s)=1
donc
(3.40) | Tev—T, |/| T, | = l vp (s, H(T4y))—1(s) |/| vp (s, H(Tsy)) l

En utilisant (8.5) et en intégrant (8.14) en r, on obtient, pour 4 assez
petit (dépendant de v),

(8.41) |T8V_T0|§|TO|p—le—(ssv—v)/h_

Nous allons maintenant démontrer les estimées annoncées pour A (r).
Par la proposition 7.1, on sait

(8.42) o, (vp (A, H))=0,AA).(1+g A (),

ou, grice a (8.5), g vérifie uniformément pour reD, \R*, Ae[s, + o]
et pour 4 suffisamment petit (dépendant de v),

(8.43) gL (r)|<p e Savrk,
Ceci associé au lemme 8.3, a (8.17) et 4 (8. 18) nous dit alors que,
(8.44) (148, (). 8, AAM)).0,A(r)=—r2,

ou g, vérifie (8.20). Or on sait que A(r) est bijective et analytique réelle
pour r dans D, "\ R*. Donc pour (r, r')e(D, N R*)?, en intégrant (8.44)
entre r et r’, on obtient

(8.45) IA@)—TIA )= +g,(r, ). (' =1)/rr"),

ou g, vérifie uniformément pour (r, r')e (D, N R*)? et pour 4 suffisam-
ment petit (dépendant de vy),

(8.46) |go(r, r)|<p™te Govnih,
Alors, en posant u=(r—Tsy)/f (h), on obtient,

8.47) TJAM)-TARCN=(1+g,(, )
* Vol (T) (' — w)/((u+ Tsy) (' + Tsy)).

Maintenant pour obtenir les estimées annoncées, il suffit de prendre u'=0
et on en déduit, par le lemme 7.2,

(8.48) siu=(r—Ts)/f () >0" :
sin=3:
AM=9lf (W=0+0(1).C5(h, r).1,
sin=4:

() =9)f (=—(1+0(1)).C,(h, r).(uflog(w)),
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sin=5:
AO)—9)f(W=1+0(1)).C,(h, 1).u,

avec C,(h, r) vérifiant que, pour tout y>0, il existe >0 tel que pour
hel0, h[ et pour tout reD, N R,
(8.49)

(%) pour n=5:

C,(h, )=(—:()5-9— 1 (VoI TA(s)f (h))*).(1+ O (e Csv™7y),
(#%) Cy(h, )= (VoI T (L()f ()47 D, @) (1+0 (¢~ Oov =),
(kx%) C3(h, n=(Vol T (s)f (h)»)?/(2° ©* D, (@?).(1+0 (e~ SsvIhy),

Plagons-nous maintenant dans le cas ou u — + oo alors v= rlf (h) =+ 0,
donc en utilisant exactement le méme raisonnement que dans le cas de la
dimension 1 et 2, on obtient,

(8.50) quandu—+oo,A(r)=s+(1+o(1)).r.

L’estimée (8.30) dans le cas reD,N]C™1f (h), + o[ s'obtient de la
méme maniére que pour n=1 ou 2. Nous allons & nouveau préciser les A
pour lesquels il peut exister v dans [~I(A)||H (") ||, I |H () |.] tel que
v.r=1. Nous savons que I(A) réalise une bijection décroissante en A de
[s, + oo[ dans ]0, I(s)]. Notons 17! sa bijection réciproque.

LeMME 8.5. — Pour tout y>0, il existe h,>0 tel que pour tout hel0, A,
si

IO H || |r|21
alors

P2ty = pe SR (I(s))"t et ASITM(e SvTp)n).
def

Preuve. — La démonstration de ce lemme est exactement celle du
lemme 8.4 mis & part le fait que 'image de I(A) est bornée donc si r est
assez petit, ’équation (8.32) est toujours satisfaite. [

Comme (8.34) reste valable dans ce cas, par le lemme 8.5, on obtient
(8.35) exactement comme dans le cas n=1 ou 2.

Pour achever de démontrer le théoréme 8.2, il suffit de remarquer que,
si n>5, alors (s—o(8)~! est dans L*(T) ce qui associc a la
proposition 7.1, nous dit 1 est valeur propre de I's y (15 donc s est valeur
propre de Or,,. U

Pour obtenir les théorémes 1.6 et 1.7, il suffit de faire le changement de

variable r=b(t). Alors comme A (f) = A (b (7)) est une valeur propre simple
def

de P, si @, est un vecteur propre unitaire associé a A (?), en dérivant la
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relation

@.51) P, 0. P) =1 (),
on obtient, pour tout te D (0, a(h)/8),

(8.52) A1

Puis, en se servant de I’encadrement (5.33), on déduit aisément les
théorémes 1.6 et 1.7 des théorémes 8.1 et 8.2.

APPENDICE

Dans cet appendice, nous allons d’abord donner un exemple de potentiel
périodique pour lequel les hypothéses (H.1)-(H.3) sont vérifiées. Puis en
imposant des conditions de symétrie supplémentaires sur le réseau, nous
verrons que (H.5) est également vérifiée.

Soit (4;); <;<, une base de R"et L= @ Zu,. Six= ) a;u;, on note

1<isn 1<izn
|x|= Y. |a]- On note C, la cellule de base du réseau. Soit alors
15iZn
VeC*®(R"), une fonction positive, L-périodique telle que :
V(x)=0<xeL.

Les puits de V notés U, seront alors les points de L.

On suppose de plus que Hess (V) (0) est définie et positive, ou Hess (V)
désigne la matrice hessienne de V. Par périodicité, pour tout oeL,
|VV () |=0 et Hess (V) (o) est définie et positive.

Pour ¢ suffisamment petit, on définit les U, , comme dans la partie 1.
On prend 6, une fonction positive dans Cg’ (U, ,) telle que, pour xe U, 5,

(a.1) 0, (x)=&2/4.
Alors, si on note 0, les translatés de 6, par les points de L,
(@.2) V+ Y 0,>¢%/4.
ael

En le définissant comme dans la partie 1, Py n’a qu’un seul puits {0} et
celui-ci est un minimum non dégénéré du potentiel. On peut alors appliquer
des résultats classiques (¢f. [HSj1], [S2]), a savoir que la premicre valeur
propre de P, est simple et de plus, si on la note p, on sait qu’il existe
ro> o >0 tels que :

(@.3) o (Py) N0, roh]={u}
ou pu=p,h+ 0 (h?).
On constate que (H.1)-(H.3) sont vérifiées.
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Supposons de plus, que pour (o, B)eLxL, d(U,, Uy)=S, implique
|o—B|=1 et qu’il existe G, un groupe fini d’isométries linéaires de R", tel
que :

(i) G agit transitivement sur L, ={aeL; |o|=1} c’est-a-dire que pour
tout (o, B)eL, XL, il existe ge G tel que g(a)=p,

(ii) pour tout ge G et tout xeR", V(g(x))=V (x).

Remarque. — Le (ii) associé a la condition [V (x)=0<>xe€L] nous
garantit que le réseau est invariant par G. De plus, chaque élément de G
réalise une bijection de L dans L.

Pour geG, on note g, I'opérateur unitaire de L*(R") dans lui-méme
défini pour ueL?(R"), par g, (u)=u°g~'. On a, pour & suffisamment
petit, que pour tout ge G, g(U, )=U, ..

On construit alors 8,=|G|™! Y g,(8,) (ou |G| est le cardinal de G);

geG
c’est une fonction positive dans Cg’ (U, ,) telle que, pour xe U, ,,
(a.4) B, (x)=¢%/4.

On note 8, les translatés de §, pour aeL et on définit I'opérateur

Bo=P+ Y 8. P, n’a qu’un seul puits {0} et celui-ci est un minimum
B#0

non dégénéré du potentiel. Les opérateurs P, vérifient alors les mémes

propriétés que les opérateurs P, construits ci-dessus. De plus, on a, pour

tout geG :

(35) g*olSOo(g*)_1=130 et g*oPn(g*)—I:-_ .

On note @,, le vecteur propre réel positif normalisé associé a I'unique
valeur propre de P, dans [0, r, 4]. Comme ¢,>0, pour tout geG, on a,

(a.6) 84 (90) = (0.
De plus pour aeL et geG, si 1, u(x)=u(x—a) pour ue L*(R"), on a
(37) g*otao(g*)_lzrg(a)'

(On trouvera d’autres constructions de ce type dans [HS;j2].)
Or comme G agit transitivement sur {aeL; |o|=1}, pour |a|=|B|=1,
il existe ge G tel que g ()= donc

(@.8) (Il | 75 11 ®o) =T 9, ‘ Ty @ LF ®o)
=1z @, ’g* °Ta°(g*)#l Mg o) =TT 0, | T g @),
et

(@.9) I (P0|Tp I P oy)
=(HF(Po|g*°Ta°(g*)_l HFP(PO)Z(HF(Po]TaHFP(Po)-

Les mémes relations sont valables pour la matrice de Gram. Donc si m,
désignent les coefficients de Fourier de o calculés dans la partie 2, on a,
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pour tout |a|=|B|=1,

(a.10) my,=my.
Dans la partie 2, nous avons vu que, pour o€ L,
(a.11) My =8,,0+ W, o+ 0 (exp (—d2 (01, 0)/h)),
avec,
(a.12) Wa, 0=~ 1/2((¢,| (ﬁ;o 6,) @0) +(( ; 0,) 0, |o)).
y#a

Ceci nous dit, qu’il existe C>0 telle que, pour |a|>1,
(a.13) Imu|Sce—(so+(lal+l)/C)/h_

Nous allons maintenant estimer m, pour |o|=1 en suivant la méthode
de Helffer et Sjostrand [HSjl]. Remarquons que, d’aprés la section 2
et (a.11), pour estimer m,, il suffit d’estimer w, o. Soit I" hyperplan
{xeR" |x|=|x—a|}; notons

I"={xeR% |x|z|x~al} et I ={xeR"|x|<|x—al}.
De plus, on notera » la normale a T orientée vers 0.
Alors,

(@.14) —(o,|(¥ Gy)tpo)=—J 9, (Y 0,) podx
Rn

y#0 Y#0

= —L%-(Z Oy)wodx—f_tpa~(2 6,) 9o dx.

Y#0 v#0

D’aprés ce qui a été dit sur la localisation des (®,), <1 dans le paragraphe 2,
il existe C>0 telle que,

(a.19) f 9. (Y 8) g dx|<Ce o0
r— Y#0
(a.16) 0 (D 0.).0pdx|<Ce Sot1/CVh
. 0
rt ¥Y#0

De plus, comme @, est vecteur propre associé a p pour P,,

(a.17) —f 9. () 8,) @pdx
rt+ Y#0

=J Oy - (P— ) 9 dx
r+

= —hzf +(pa.A(podx+f+(pa.(V—u).(podx.
r r
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Donc, par la formule de Green,

(a.18) —j +%-(Z 0,) @y dx

¥#0

=—h2J (9,- V0o~ 9.V 9,).n)do
r
—hzj <po-A<pudx+J Q- (V—1). 9o dx
rt r*
=—h2J((<pa-V<po—<po-V<pu).nd0
I

+h2j‘ +(p0'(z ey)(pudx’
r

y#a

car @, est vecteur propre associé¢ a p pour P, (ici, do désigne la mesure
de surface sur I').
De méme, par symetrie sur 0 et a,

(a‘19) _J‘ (Pu(zey)-(l)odx
r-

y#a

= —hzf (= 0u-V 9o+ 90.V 9,).(—n) do
r

+h2J 0o( Y 6,).9,dx.
-

y#0

Donc, par (a.11), (a.12), (a.15), (a.16), (a.18), (a.19), il existe C>0
telle que

(a.20) <Ce Go+ 100,

ma+h2j (0,- Voo~ 90.V@,).n)do
Tr

Puis le terme hzj (@,-V0o—@o-VP,).n)do s’estime comme dans
r

[HSj1] grace aux estimations B.K.W. obtenues pour les fonctions propres
@, et 0,, au voisinage des géodésiques minimales de la métrique d’Agmon.
On obtient qu’il existe meN tel que, pour h assez petit

(a.21) h2IC<|m,|. M <Ch' ~™2,
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D’apreés la partie 2, on sait,

(a.22)

o®)=) m,e™,

ael

avec, d’aprés (2.20), m,=m_, pour aeL.

Donc,

(a.23)

on a,
o(0)=my+ Y. m,cos(ab).

aeL

Sous cette forme, en utilisant (a.13), (a.21), on a

(a.20)

o(0)=my+2m, ( ), cos(u;0)+ } b,cos(ad))

1=<izn la]>1

ou b, sont tels qu’il existe C>0 tel que, pour 4 suffisamment petit,

| b, |<e™1EM g=laliCh),

Sous cette forme, on vérifie aisément que, pour 4 suffisamment petit, ®
satisfait I’hypothése (H.5).

[ADH]

[A]
[B]
[Bi]
(€]
[Ca]

[DH]

[GHKSV]

[GS]
[HSj1]

[HS;2]

[HS;3]
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