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RESUME. — On considére un systéeme de Dirac massif, couplé quadra-
tiquement avec une équation des ondes en dimension 3 d’espace. Le pro-
bleme de Cauchy global est bien posé si les non-linéarités satisfont certaines
conditions algébriques en rapport avec I'invariance de Lorentz, la condition
nulle et la compatibilité d’une forme sesquilinéaire avec le systéme de Dirac.
L’exemple fondamental est le modéle pseudoscalaire de Yukawa des forces
nucléaires. On utilise des estimations L?-L® dans les espaces de Sobolev
associés a la métrique de Lorentz, pour I’équation de Dirac avec un poten-
tiel. On établit aussi la complétude de 'opérateur de diffusion pour un
électron dans un champ électromagnétique libre.

ABSTRACT. — We consider a massive Dirac system quadratically
coupled with a wave equation in three space dimensions. The global
Cauchy problem is well posed if the nonlinearities satisfy some algebraic
conditions related to the Lorentz-invariance, the null condition and the
compatibility of a sesquilinear form with the Dirac system. The funda-
mental example is the pseudoscalar Yukawa model of nuclear forces.
We use some L2-L* estimates in Sobolev spaces associated with the Lorentz
metric, for the Dirac equation with a potential. We establish the complet-
ness of the scattering operator for an electron in a free electromagnetic field.
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388 A. BACHELOT

INTRODUCTION

Considérons un systtme de Dirac couplé quadratiquement avec une
equation de Klein-Gordon ou des ondes dans I'espace de Minkowski R
muni de la métrique de Lorentz g, , = diag (1, —1, —1, —1) :

0y — 0y + My = oVy
2 O + sz = yFy.

Les matrices de Dirac y* vérifient les relations :
(3) y“y“ + yv.yu — 2g/t,vL ?u — gu,uyu.

M et m sont des paramétres réels (masse des champs); V et F sont des
matrices 4 x 4 A coefficients constants et A désigne la transposée conju-
guée d’une matrice A.

On sait que le probléme de Cauchy associé 4 (1) (2) admet une solution
globale pour des données initiales petites dans les cas suivants :

i) Si aucune masse n’est nulle (M # 0, m # 0), le systéme (1) (2) est
équivalent & un systéme d’équations de Klein-Gordon a non-linéarités
quadratiques étudiées par S. Klainerman [/4]. Le point important est
que les normes L*(R3) décroissent comme |¢|™!7% 0 < ¢, si bien que
Iénergie des seconds membres est intégrable en temps ;

ii) si toutes les masses sont nulles (M = m = 0), le systéme (1) (2) est
conformément invariant et Iexistence de solutions globales est établie
par Y. Choquet-Bruhat [5] (voir aussi [6] et [7]).

Dans le cas ou :
4 M#0, m=0,

il y a alors deux difficultés : d’une part la masse M non nulle brise I'inva-
riance conforme, d’autre part le champ sans masse ¢(t, x) décroit unifor-
mément a priori au mieux comme 0(|¢|™'). On rencontre une difficulté
analogue, la divergence infrarouge, dans I'étude du systéme de Dirac-
Maxwell ; néanmoins, dans ce cas, M. Flato, J. Simon et E. Taflin [8] ont
montré lexistence de solutions dans R} x R2 en modifiant Popérateur
d’onde de fagon & absorber la partie lentement décroissante des champs.
Nous montrons ici que le probléme de Cauchy global a petites données
initiales pour (1) (2) est encore bien posé sous des conditions algébriques
sur les non-linéarités qui apparaissent naturellement dans des modéles
de la Physique :

~

(H1) V=9V, F=F;
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PROBLEME DE CAUCHY GLOBAL POUR SYSTEMES DE DIRAC-KLEIN-GORDON 389

cette hypothése assure la conservation de la charge du spineur :

(%) j | Y(t, x) |*dx = constante .
R
Nous supposons aussi que 'une des deux hypothéses suivantes est verifiée :
(H2) V=igy’, geR  y=—i%;
(H3) F =igy%’, geR.

Cette derniére hypothése admet deux interprétations :

i) le champ ¢ est pseudoscalaire et Lorentz-invariant ;

ii) linteraction YFy est compatible avec le systéme de Dirac massif
— iy*0, + M, au sens de B. Hanouzet et J.-L. Joly [2, 10, 11].

Les hypothéses (H1) (H2) (H3) sont simultanément satisfaites par le
modéle pseudoscalaire de Yukawa défini par le lagrangien d’interaction

igpP*yy.
Nous utilisons les techniques d’estimations L2-L® dans les espaces

de Sobolev associés a la métrique de Lorentz, introduites par S. Klainer-
man [/4] [I5]. On définit la famille d’opérateurs différentiels (I'y); <0<,
sur R%*!, composée de :

6) Ops Qv = X0, — X,0,, o<pu v<n
avec les conventions usuelles sur les indices avec la métrique diag (1,
—1,...,—-1.
On a les relations de commutation suivantes :
[Qu v a}.] = gu la - gv,lau
(7) [Qu vy Qa ﬁ] gu o - gv,aQu,li + gu,ﬂgv,a - gv.ﬁQu,a
[Q,‘,Vala*] =0.

On note x° = ¢, x = (x!, ..., x"). Pour u dans (R, x R%) on définit les
normes :
® fuo) |k = z IT%u0) [, Ju) v = sup ITu(t) hvgy

|AT<N h

NeN, 1eN?, T =T} ...T}.

Les opérateurs Q,, ne commutant pas avec le systtme de Dirac, on les

remplace, dans le cas d’'un champ spinoriel sur R} "', par les opérateurs

de Fermi :

ou

. 1
©) Quv =Quy + o0 O vs3
qui vérifient :
(10) [Q,,, — iy’ + M]=0

Vol. 48, n°® 4-1988.



390 A. BACHELOT

Comme précédemment, on définit les normes || y(t)|lx et | ¥(¢)|n pour
un spineur ¥, a I'aide de la famille (I',); <o<10 = @ Quro<pv<s

(0 [0 IR= )P0 e 190) s = s0p | FH0 ey

JAI<N

Il est clair que les normes définies par (8) et (11) sont équivalentes.
L’estimation fondamentale due a S. Klainerman [/4] assure que pour u
dans 9(R, x R}) on a :

12) 0<t, |ut)n<CN1+07" sup, () [h+3

0<s<2

Si u est solution de I'’équation de Klein-Gordon de masse non nulle :
(13) Ou+m*u=f(@tx), m#0, (tx)eR'*3
(14) suppu < {(t,x); | x| <|t]|+ R}

la décroissance est plus rapide : S. Klainerman établit dans [/5] que,
pour tout ¢ >0 et t>0,0na:

(15) |u(t) In < Cner(l + )7 7*(|| u(0) lIn+s + %‘ip L+ 9" f(5) lln+a) -

Pour résoudre le probléme de Cauchy pour (1) (2) sous les hypothéses
(H1) (H2) nous avons besoin d’une estimation plus précise :

2
(16)  |u(t)|n < Cnr(l + t)_3/2< [ u(0) [In+a + J;) Il £(s) ”N+4ds>~

Ce résultat est démontré dans la premiére partie ; une inégalité analogue
est énoncée par L. Hormander dans [/2]. Dans la deuxiéme partie, on
montre que le probléme de Cauchy global associé a (1) (2) sous les condi-
tions (4) (H1) et (H2) est bien posé. On étudie I’équation de Dirac en présence
d’un potentiel dans la troisiéme partie; si une énergie convenable de ce
potentiel est uniformément bornée, les solutions sont dispersives ; on obtient
en particulier I'existence et la complétude des opérateurs d’ondes pour
un électron dans un champ électromagnétique libre. Dans la quatriéme par-
tie, on étudie la relation entre la Lorentz-invariance d’une forme sesqui-
linéaire sur I’espace des spineurs, la notion de compatibilité d’une forme
avec le systéeme de Dirac, introduite par B. Hanouzet et J.-L. Joly [/0],
et la condition nulle utilisée par S. Klainerman [/6]. Les estimations
a priori obtenues dans les parties III et IV permettent de résoudre dans
la cinquiéme partie le probléme de Cauchy global pour le systeme (1) (2)
sous les conditions (4) (H1) et (H3).

L’auteur remercie V. Georgiev d’avoir attiré son attention sur les opé-
rateurs de Fermi qui permettent d’éviter le calcul pseudodifférentiel utilisé
dans [/].
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I.  ESTIMATION L>-L®
POUR PL’EQUATION DE KLEIN-GORDON

THEOREME 1.1. — Soit u la solution de I'équation de Klein-Gordon :
Ou + u = f(t, x), (t,x)e Rt*",

On suppose que le support de u est inclus dans {(t,x);|x| <|t|+ R}.
Alors il existe une constante Cg > 0 ne dépendant que de R, telle que, pour
tout t = 0 et tout x, on ait :

A7) ut, x)| < CR(1+t)""’2<II u(0) ll2y+3 + f

0

2t

11 () lmy2+ 3d5> .
Remarque.— Pour les dimensions n < 3, L. Hormander a donné dans [12]
une inégalité analogue ne faisant pas intervenir le futur de la source.

Preuve. — Quitte a faire une translation en temps et a donner les condi-
tions initiales a t = R, on suppose que :

(18) R<t<|x| = ult,x)=0.
I¢* étape : Estimation de u(t, x) pour t[2 < | x| < t.
On pose g(x) = u(y/p* + | x|, x). D’aprés [I4] on a, pour x, € R" fixé :

o)) < el o] 4 112 Z 10 [ e |

lal, |BlS[(n—1)/2]+1
1<i<

Iikn

0988 (x) [|t5%x1 > 1o

ou
q

Q= T o= (g, ...,0p)
h=1
(Qh)1$hSq = (0;, Qi,j)lSi,an-
On remarque que :
0;8(x) = (p* + [ x )™ Qo )/ P* + | x 1% X).

On en déduit que :

(19) |u/P* + [ x01% X0) | <
< Clxo|™"? z ” (l"lu)(\/ p* + x| x) ”LZ(R;)-

[Al<(n—1)/2]+2

Grice aux relations de commutation (7) les fonctions v = T*ueth = ' f
vérifient’équation :
Ov+v=h

Vol. 48, n° 4-1988.



392 A. BACHELOT

et
R<t<|x| = otx)=0.

On introduit le vecteur T = (] v, |*+| Vv |2+ v |2, —v,V,o—15,V,0) et on
intégredivT =v,h + Thsurledomaine 2={R* <> < p*+|x|LR < t}:

f T-%dX = f (vh + Thydtdx
09D 2

ou sur I'hyperboloide {t* = p? + |x|*}, la normale unitaire sortante v

est égale a :
V=(p*+21xP)V/P* + |x %~ ),
et la mesure dX est donnée par :
2 2
JpL+ 2] x|
VP T
VPP HIx?

az =

On obtient :

ﬁ”(«/pz+|xlz,x)lzdx= (10 P+ Va0 I+ v )R, x)dx +

»
+ | (vh+70h)t, x)dtdx

LY

f Vo x+0,Vo-x
- <|v,|2+]VvIz—ft——t—(\/pz-t—lxlz,x)dx.

J PP+ xI?

Cette derniére intégrale étant positive, il vient :
Jl /P + 1 x % x) Pdx < || o) |} + ZJ j | vit, x)| | At x) | dtdx .
R JRz

On applique l'inégalité de Cauchy-Schwartz a I'intégrale en x et on
utilise (19) :

|“(\/ p* + | xo |2,xo)| < Clxo|™™2.

(” u(R) ||[2(n—1)/2]+3 + ilip Il w'(s) ”[(n-l)/2]+2 J
IS

R

o0

1/2
1 £(9) llgn— 1721+ 245
u = (auu)O <u<n:

L’inégalité standard de I'énergie assure que :

[e o)
i‘ip I u'(5)||[(n—1)/2]+2 < |[u(R) ”[(n—l)/2]+3 + J i f(s)||[(n—1)/2]+2d3
<s R
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et on conclut que :

(20) lu(\/ p* + | x01%, x0) | <

< Clx |—"/2 ( |l w(R) ||[(n—1)/2]+3 + j Il £(s) ”[(n—l)/2]+2ds>
R

2¢ étape : Estimation de u(t, x) pour | x| < t/2.

Nous reprenons la technique de [/5] en écrivant 'équation de Klein-
Gordon dans le céne {|x| <t} a l'aide des coordonnées pseudosphé-
riques p = /t* — [x]}, w = (@°% 0, ...,0")eH, ot H est hyperbo-
loide unité { p=1}.Onnote s=Hn {|x|<t/2}eto’=Hn {| x| <t//2}.
Sachant que :

? no 1
+

= J—

> pdp P’

2 E 2
QO,i - Qi,j
<i< 1<i<j<n

<is<n

ou
AH =
1

I’équation Ou + u = f devient :
(21) Uy + 0=k

v=p"%u, k= p"/z[p_2<AHu + g(; - 1>u> + f:l.

On note ug et u; les données de Cauchy 4 t = R :
u(R’ X) = uO(x)a atu(R7 x) = ul(x) .

ou

o = (0°, ') étant fixé dans ¢’, on pose :

R [ R RJ
po=—€|—,R|.
0 COO \/5
On a alors :
v(pow) = P'(')/zuo(Pow'),
n - ’ r ’ 4
V(pow) = 5 P8P tug(pow’) + pli [woui(pow’) + @ - Viuig(pow’)].
On multiplie ’équation (21) par 7, et on intégre de p, a p > po:

[op(pw) I* + [ o(pw) > < C(] uglpoe’) > + | Vatto(po’) |> +

+ | us(po’) 12 +J | k(Aw) | Iv,,(lw)ldl)
R/J/2

Vol. 48, n° 4-1988.



394 A. BACHELOT

Nous intégrons cette inégalité par rapport a @ sur ¢’ pour la mesure
do'(w) = (1 + |0’ |H)"do', || < l/f On obtient :

22) || v(po)|faey < [II u(R) ||%+J fj | k(Aw) | | v, (o) | do"(w)dl].
R/J2 Jo’

Or,on a :
| k(Aw) | | v(Ao) | < CA"[A72(] Agu |+ w |+ u )+ £ 11 [ +]u])])(o).

Sachant que dtdx = A"do’(w)d 4, on évalue :

JP J | k(Aw) | |v,,(lw)|do"(a))dl<
RJ/2 Jo’
JZp
< [J j (s? —lez)'l(IAHu|+|u'|+IuI)Z(S,X)dXdS]
x| <s/v2

J2p
j J | f(s, %) (1w | 4 [ul)Xs, x)dxds
|x| €5/4/2

0<s</2

J2p
<CU 572 || uls) |3ds+ sup ||u(s)||1f |If(S)IIodS]
R/Ji

L’inégalité d’énergie donne :

V2p
sup |l u(s) |1, < [u®)ll2 + j Il f(s)ll2ds

0<s<J/2p

et on a finalement,

VZp
(23) Il v(pw) L2 < [ll uR) |l2 + j I f(S)llzdS]

On rappelle I'inégalité de Sobolev :
| U(pw) Loy < C [l 0(p) [ wevar+ 1.2
qui implique que :

J2p
[ 0(pw) |Lo(e) < [|| U(R) [lw21+3 + J Il £(s) ||[n/21+3d5:|~

Ainsi, pour t > R et | x| <t/2,on a :

2t
24) lu(t,x)| < CA + t)_"’z[ll u(R)|I[n/21+3+L Il /(s) |I[n/21+3ds7.

On conclut par (20) et (24) que, pour tout t > 0 et xe R”,

25 lutx)| < CQ1 + t)‘"/2|:||u(0)||[n/2]+3 + L‘” [1£(8) llgny23+ 3ds |-

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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3¢ étape : troncature temporelle de la source.

On choisit une fonction-test 6(t, x) dans 2(R"*!) égale a 1 sur un voi-
sinage de { | x| < 1,|t| < 1} et nulle pour | x| ou || > ﬁ (to, xo) étant
fixe, tel que 0 < tyet | xq | < to + R, on considére la fonction w solution de :

Ow + w = F(t, x) = f(t, x)0 al
w+w=F(tx x
R+%R+%

u et w coincident pour | t| < tget | x| < R + | ], donc u(te, xo)=w(to, Xo)
et on applique & w ’estimation (25) :

[ w(to, xo) | <C(1 + to)_"/2<|| W(O)”[n/2]+3+f | F(s) ”[n/2]+3ds>-
o

D’une part,
| w(0) "[n/2]+3 = || u(0) ”[n/2]+3

s x
R+t R+t
On vérifie aisément que :

s x Py(s, x) < s x >
o , = E R e o),
<R+to R+to> (R+to)"(" )R+to R+t

lal<[4]
k<Al

et, d’autre part,

Il F(s) “[n/2]+3 Cll f(s) ”[n/2]+3

[n/2]1+3

ou Py est un polynome de degrés au plus k: on en déduit que :

‘0 s x
R+t R+t

et pour ¢ty > R,

SClys< /2R +01(5)

[n/2]+3

Il F(s) ”[n/2]+3 Cll f(s) ”[n/2]+31](|s|<2!0}(s)

ou C > 0 est indépendant de t,. On en conclut que pour t, > R, on a :
2to
(26) | u(to, x0)| < C(1 + to)_"/z[ Il u(0) ”[n/2]+3+J‘ Il £(s) ”[n/2]+3ds} .
0
Pour 0 < ¢ty < R T'injection de Sobolev donne :

to
7)1 ulto, xo0) | < C || ulto) lln23+1 <C|:|| u(0) llin21+1 +J; () llm21 + 1ds]

ce qui achéve la preuve du théoréme I.1.

Vol. 48, n° 4-1988.



396 A. BACHELOT

II. PROBLEME DE CAUCHY
SOUS LES HYPOTHESES (H1) ET (H2)

Nous considérons le probléme de Cauchy :

(28) — 0,0 + My = igpy’y, M#0, geR
(29) Op =yFy, F=F
(30) l//(O’ X) = 8!//0()(3), (p(O, X) = 8§00(X), 6t(p(05 X) = £(p1(X)
(31) ll’O € @(R:::; C4)5 Do, ¢, € @(Ria R)a 0 < €.
TuEoreME II.1. — Il existe gy > 0 ne dépendant que des dérivées des

données initiales Yo, @o, @1 jusquw'a Pordre 26, tel que, pour tout €€ [0, & [,
le probléme de Cauchy (28) d (31) admet une unique solution globale (i, ¢)
dans C*(R*).

Les estimations de la solution assurent en particulier que

o) ey = /) et [Y(E) lLomy = O ~>?)

quand t — + oo, ainsi I'énergie du second membre de (29) est intégrable
sur R, et @ est asymptotiquement libre; en revanche, on a seulement
I P Y() llL2ms) = O(t™ 1y et il n’est pas clair que ¥ soit asymptotiquement
libre ; on a cependant la :

PropositioN II.1. — Sous les hypothéses du théoréme I1.1, il existe
v PE, oF vérifiant 1
Pt e CORLHA(RE), — 00" +My*
3,0t € COR, HYRY), Do
3
, yrinw< 10— )+ (1) sy + Zn 0,0(0)— 2,0*(t) ||stm;,)> =0.

u=0

— iy*0,f* —MyE=0
0

1+ ||

Preuve. — Pour Ne N, k, a € R, -on définit les normes :
(33) | N g = 321?(1 +1)"%(1+Log (1+) 7"l u(t) lIx
(34) | N = (8)1113(1+t)_“(1+1~0g(1+t))_" | u(t) In

et pour N, entier > 8, on pose :
(35) { Mulll = sup Il ulln,sn0 + 1l 4 llng-4,0,0 +

0<N<Np

+ | U |Ng-a,5N0+1,-3/2 F | U INo—8,1,-312

[[u]]= > sup lulln,son-1)+1,1/2 + |4 Ngj21.4,-1 +

<N<No

(36)
+ (11 0, Ing,0,0 + | 0uth Iinos21,0,-1) -

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Physique théorique



PROBLEME DE CAUCHY GLOBAL POUR SYSTEMES DE DIRAC-KLEIN-GORDON 397

LeMME II.1. — Soit Y une solution de :
(7 - +My=ipy’y, M#0, suppy <= {|x|<|t|+R}

ou @ est une fonction d valeur réelle. Alors pour Ny > 15, il existe C > 0
ne dépendant que de N, et R tel que :

(38) Yl < CA+ [ D™ ¥©0) I, + [L@11-1 ¥ III).
LemMmE I1.2. — Soit ¢ une solution de :
(39) D¢ =yFy, suppoc {|x|<|t|+R}

ou Y est une fonction @ valeur dans C* et F est une matrice 4 x 4 da coeffi-
cients constants. Alors pour N, > 25, il existe C > 0 ne dépendant que de N,
et R tel que :

(40) e1] < CIoO) llno+1 + MY NI

Admettant ces deux lemmes nous achevons la démonstration du théo-
réme II.1. On suppose que les supports de ¥q, 0o, @, sont inclus dans
{Ix| <R} et on choisit une fonction-test 6 dans P(R, x R3) égale a 1
si|t]et|x]|<1letnullesi|t|ou]|x|> 2. Pour tout entier n on définit :

t
6"(t, x) = 0<_,—x—>
nR+n

et on résoud le probléme de Cauchy pourn > 0 :

(41) — 0" + MY = igo" 10y

(42) D(p" — ‘pn—lF!/ln— 1

43 Y'0,x) = efo(x),  ¢"0,x) = epo(x), 0,070, x) = g¢p;(x)
et on pose :

(44) yi=0, o7l=

On remarque que ¢"~'6"=0 pour ¢ > 2n, et donc la solution y" e C*(R%
de (41) vérifie :
— iy*o,y" + My" =0, t=2n;
on en déduit que :
(45) Myl < + oo.

D’autre part, on montre aisément comme dans la troisiéme étape de la
premiére partie que :
sup | 0"(t) |n < 0.
1<n
. o<t
Cela implique que :

[l '6"11 < Cllp"'1]

Vol. 48, n° 4-1988.



398 A. BACHELOT

ou C > 0 est indépendant de n. On choisit Ny = 25 et les lemmes I1.1
et 11.2 donnent :

46) lly"lll < Co(l+[[e" *1D*%e + [le" '11-Ml¥"ID),  1s<n,
@7 [lo"1]1 < Cole + Y"1 MIA),  1<n,
@8) Myl < Coe,  [[@°1] < Cot,

ou C, > 0 est indépendant de n et ¢ > 0. A présent on suppose que g, > 0
est assez petit pour que 0 < & < ¢, vérifie :

(49) 4C3e < J2 -1

(50) (1 + 2Coe)?® < /2.

On fait ’hypothése de récurrence que :

(51 Myl <2Coe,  [l@" 1] < 2Coe.
On déduit alors de (47) et (49) que :

(52) [[¢"]] < /2Co¢ < 2Coe .
D’autre part, (46) et (50) donnent :

(53) " lIl < </2Coe(1 + 2Co [l Y™ 11 ;
compte tenu de (45), on a alors :

(54) 1" Il < /2Co8(1 — 2C3,/220) ™! < 2Coe.
On conclut de (48) (52) et (54) que :

(55) (S)gp(llll/f"lll, [[¢"]]) < + 0.

Pour T > 0 fixé, la suite " est bornée dans C°(0, T; L°(R2)), et pour n > 2T,
Y" est solution de :

— i')’”aﬂlll" + Ml/l" — ig(pn—l,yslpn, 0 <t< T .
LemME I1.3. — Soient Y" dans (C°0, T; L3(R2) n L*(R2)))*, et 9" dans
C}(0, T: L¥(R2)) n C%0, T: HY(R3)) solutions de :
— iy + My =" 'Vy",  0<t<T
D(p" — ;/;n— lFl/I"_l,
ou V et F satisfont (H1) et les données initiales a t = 0 vérifient (31) et (43).
On suppose que " est une suite bornée dans (C°(0, T; L*(RR)))*; alors la

suite Y" converge dans (C°(0, T:L*(R3))* et la suite @" converge dans
C°%0, T; HY(R2)) n CY(0, T; L%(R3)) quand n — oo.

Le lemme I1.3 implique donc Iexistence d’une solution (, ¢) du pro-
bléme de Cauchy (28)-(31) dans C(R, L*(R3)); en fait I'estimation (55) assure
que ¥ est dans (CO(R, H2(R2)))* et on remarque que si i € (C(R, H"(R3)))*,
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2 < m,alors ¢ € CR, H™*Y(R2)) n C** (R, H™(R2)) et '’équation (1) donne
Y e [CHR,H™!(RY)) n C** (R, H"(R2))]*. Finalement, y et ¢ sont C*.
L'unicité de la solution est immédiate dans C(R, L*(R2) n L*(R2)); si
(W, @) et (Y, p) sont deux solutions de (1) (2) de mémes données initiales,
(H1) étant vérifiée et @, § étant réelles, la conservation de la charge donne :

t
0<t<T,  lYt) — ¥(0) lhemy) < C(T)J Il @(s) — @(s) ll2msyds
0
et l'estimation d’énergie de ¢ et @ implique :
t
0<t<T, I @(t) — o(t) llLe@s) < C(T)f 1 (s) — ¥(s) llLoayds -
0

On conclut par le lemme de Gronwall que y = lﬁ et @ = @ ce qui achéve
la preuve du théoréme II.1.

Preuve du Lemme II1.1. — Pour évaluer | ¥(t)||x il suffit d’estimer
”QNl/l(t)HLz(Ri) ou Qu décrit un ensemble fini d’opérateurs différentiels
du type :

10

(56) Oy = Z C. I, CeC I*= n T4
|1A|<N j=1

ou on rappelle que :

(57) (fj)lSjS 10 = (aw xuav - xvau + 1/2’))qu)0<;¢,\/$3 .

Remarquons que les relations de commutation (3) impliquent :

(58) Ony® = 9°Qy.

Qu est donc solution de :

_i?”auQNW‘i‘MQNw = ig(pySQN(//+ E QN -k QALY

k<[N/2]

(59)
+ Z QN ALY,

[N/2]+1<ksN-1

ou les A; sont des matrices 4 x 4 a coefficients constants et dans toute
la suite Q, désigne un opérateur différentiel d’ordre < k, construit avec la
famille (Fj)l <j<10 -

(60) Qk = Z Cll—"l, CAEC.

|AI<k
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¢ étant réel, la conservation de la charge donne :
61) 11OxY(t) llmy
T
< C[ Il ¥(0) ||N+J Il @(s) I | ¥(5) lowy21+ 19(S) Iiny21 11 () “N—lds:|
0

et ainsi on a :

62) { I llnMax e +hy + ks +1+ 1,0 < CUTYO) In+HI @ Nk 172

AW l2n -3z + 1@ Iz2nng, -1 1 lIn=1,60) -
On choisit h=1, k=5(N-1), hy=4, ky=5(N—1)+1 et on obtient pour
0<N<N,:

63) 1Y llnsn0 < Clll ¢(0)||N0+0<S;11<)N|| @ lnson-1+1,172° | ¥ IiNnor2,1,— 32 +

+ | @ Inos214, -1 1 W lIn-1,508-1),0] -

On sait qu'une suite positive u, satisfaisant u, <a + bu,_(, 0<a, b
vérifie : u, < a(1+b)* + b"u, ; (63) implique donc :
64)  sup Y linsno < CI+ (Lo 1Dl ¥(0) llno + L@ 11- 11w 111

S
0<N<Np

si [No/2] € Np — 8,i.e. : 15 < Np.
A présent on applique l'opérateur (— iy*d, — M) a I’équation (1) en

rappelant que y*y° = — y%y*, 0 < pu < 3; ¢ est donc solution de I'équation
non linéaire de Klein-Gordon :
(65) Oy + M = — g@.00"*Y + g0y

On remarque que dans la partie quadratique de la non-linéarité de (65),
le champ ¢ n’intervient que par ses dérivées dont il est aisé d’estimer les
normes L2. On applique le théoréme 1.1 :

2t
(66) () In < C(1+t)‘”2[ 190 |In+a + J f(S)dS}
0
ou
SE=110"(s) ln+a | ¥(5) lin+a/21 + 1 0°(8) I+ ar21 | ¥(5) [l s +
+ | o(s) |[2N+4/2] 1(s) lIn+a + | @8) N+ a2 I Y(s) vt 47 -
On en déduit que :
|'// |No—4,5No+ 1,-3/2 <C[|| ‘//(0)||No+|| (P' ||No,0,0'| l// |[N0/2],1,-—3/2 +
(67) + 1o’ liNor21,0,— 1 Y llno, 80,0+ | @ |[2N0/2],4,—1 1| ¥ llno, sN0,0 +
+1le |[No/2],4,—1 e |lN0,5(N0—1)+ 1,1/2 1y |[N0/2],1,—‘3/2] :
Pour N, > 150na [Np/2] < N, — 8etainsi :

(68) |V Ino-a.sNo+1,-32 < CL+ [[@ 1D Y(O) Ino + L@ 1T-MEMID -
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Maintenant I'estimation de I'énergie standard sur I’équation (65) donne :

(o) IIn < C[ 1y (0) lln + j 1 "(s) IIn [ ¥(s) In +
(69) 0
+ 11 9(s) lIn | @(3) liny21 | Y(s) |Nds:| :
En prenant N = N, — 4 dans (69) on obtient :

1Y lIno—4.0,0 < CLI1 ¥(0) [lng + Il @ lIno,0.0 | ¥ INo—2,5N0+1, —3/2 +

+ 1l ”NU,S(NO— 1)+1,1/2 | |[N0/2],4,—1 |y INo—4.5Ng + 1,—3/2]

et ainsi

(70) 11 llno-4,00 < C1+ [[@ IDCN¥AO) I, + [l 111111

On utilise de nouveau (66) avec N = Ny — 8 :

[ Ino-8,1, - 372 < CLIY(O0) Iy + 11 @ lINo,0,0 | ¥ |ivos22.1, - 3/2
+ 19" Iings21,0,-1 1 Ino-2,0,0 + | @ lingszna,— 111 ¥ lng— 4,00
+ 1@ INgs21.4,- 111 @ INosmo- 1)+ 1,172 | W IiNg21.1, — 3/21

et il vient :

(71 1 INo-8.1.-32 < CL+ [[@]1 D1 ¥(0) [Ino + [l 11-N1¥ 1)
L’inégalité (38) suit de (64) (68) (70) et (71). Q.ED.
Preuve du Lemme I1.2. — L’estimation d’énergie classique assure que :

I’ @lIn < C( Il 9’0 [Ix + LH W(s) lIn -1 (s) l[N/zldS>-

On en déduit que :

(72) 119" lIno0 < Ceal Il @O) ln + 1V linseo [ ¥ liny210.-3/2)

et I'inégalité (12) implique :

(73) 19" In-3.0,-1 < Cenlll @O) lIn + 1V lIno [ ¥ Ivj21m,-372) -
On conclut de (72) et (75) que :

3
(74) Z( 10,9 llzo.0.0 + 1048 Iings21,0,-1) < CUL@(0) [Ing+ 1 + NIl ¥ [117)-
n=0

Nous estimons maintenant || ¢(t) ||y & I'aide de I'inégalité d’énergie de [16] :
t

75 lle@)ln < C( Il (0) IIn + J (1+5) 14(s) -1 - 1 Y(s) |[(N—1)/2]ds>
0
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ce qui donne :

(76) Il @ ||N,k+h,1/2 < C(l 00) lIn + 1l IIN= 14071 ¥ |[(N—1)/2],h,—3/2)-
En prenant k = 5(N — 1) et h = 1 dans (76) on obtient :

(77 sup 1@ lnsov-1y+ 1,172 < CU@0) lIn, + 111 111%).

<N=<Ng
A présent on note ¢°(t, x) la solution de :
O¢°=0,  ¢%0,x) =00,x), 39%0,x)=06,p(0,x).
On écrit :

1 (*1 ~
(78)  o(t, x)=0, x)gL;:;(J; e (s, y)FY(s, y)dz(y)>ds

=¢%t, x)+ D(t, x).

D’une part I'inégalité (12) donne :

(79) |9, x)| < CL+0)7H 1 0°0) 15

et

(80) 1°0) lls < C(11 @(0) IIs + [ ¥(0) Il | ¥(0) |) -
On conclut que :

81 1 9° Iings21,0,-1 < CI9(0) lIng + 1Y 1I%) -
Evaluons maintenant ®(t, x) pour :

(82) 2R +1<1t, Ix|<t/2;

on remarque que pour 0 < s <t/4 — R/2,ona:
(83) lx—yl=t—s=]ylZs+R = yY(s,y)=0;

donc pour t et x vérifiant (82), Oz, x) s’écrit :

1 (* ~
@4 @ x) = 4—f (t - S)"(fl e (s, YIFY(s, y)dz(y)>ds.

T Jt/4—R/2

Or,o0n a :

(85)

JI o Vs DFUG, y)dz(y)]
< = 92(1+9) A +Log (1 + ) 1Y i, -1
On déduit de (84) et (85) que :

B6) 2R+1<¢t |x|<t2 = |¥tx)]
S CA+0)7'A+Log (L+0)*" [ Y 134, -32-
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Pour 2R + 1 < tett/2 < | x| on utilise les estimations suivantes de S. Klai-
nerman [/6] :

87) | @(t, x)| < C(1+1)" 1 Z H—rlcb'(t)

Li®3)

(88) H — @'(t)

LI®R3)

ZJdS[JX|<1+Lg| : :|>|F(|//(sx)Fl//(sx)ldx:|

On tire de (87) et (88) :
@9) | ®(t, x)| < C(1+1)(1+Log (1 +1)*"1(t) [ Y 3,372

ou

(90) I(t) = fum*“s+ <1+Log|——+—£|>dp]ds.
0 0 - -

On évalue I(¢) :

I(t) < C[Log (1+t)+J 149" [J Log (t—s+p)dp]ds -

—J(1+s) U Loglt—s—pldp]dS]-

(92) J t (1+s)‘2Us+ Log(t —s + p)dp]ds < C(Log(1+1)?.
0 0

&2y)

On a, d’autre part,

On étudie d’autre part,

t s+R
93) S = - j (1+s)'2|ij Log|t —s — pldp]ds
0 0

Tout d’abord on a, pour 2R + 1 < ¢t

(t—R)/2 s+R
94) £, =— J (1+s)"2|:j Log(t — s — p)dpilds
0 0

¢—R)/2
< —CJ (1+s5)"'Log(t—2s—R)ds < C'(1+¢t)~*.
(t—R-1)/2
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Maintenant on écrit :

( 't t—s
I,=— (1+s)‘2[J Log (t—s—p)dp

J(—R)/2 (]

s+R
+ j Log (p+s—t)ddes
t

't -s

=— (1+s)‘2[(t—s)Log(t—-s)+(t_—s)+(2s+R—t).

95) < _
) JemR2 Log (2s+R —t)+(t—R—2s)]ds
("t (t—R/2)+1
<—| (1+s)*t—s) Log (t—s)ds—f (145)7%2s+R—1)
Ji—1 (t—R)/2
t
Log (2s+R—t)ds—j (145)"%(t—R—2s)ds.
L ¢-R)/2
(96) S, <C.
On déduit de (91) (92) (94) et (96) que :
97) I(t) < C(1 + Log(1 + t))?
et finalement pour 2R + 1 <t <2|x|ona:
(98) | @, x) | < C(1+8)" (1 +Log (L+ )" [ Y |3 4,-32-

Pour estimer ®(t,x), 0 < ¢t < 2R + 1 on écrit linjection de Sobolev

| ®(t, x)| < Cll () I,
et I’estimation d’énergie

@) 1l2 < J (A+3) 1 ()il [ ¥(s) lods

etdoncpour0<t<2R +1,ona:

99) [0, %) | < ClIY lipo | ¥ lon, -32-
(89) (98) et (99) impliquent si Ny < 25 :
(100) | D(t) INos21,4,-1 < CllIIY I

et (40) suit de (74), (77), (81) et (100).  Q.E.D.

Preuve du Lemme II.3. — On écrit :
(101)  —iy*, (Y =Y+ MY =) =" V(YT =Y+ (0" — " VYY"
(102) O(e"  —g")=("—§" HFY"+ " 'Fy"—y" Y.

" étant réel et V satisfaisant (H1), la conversation de la charge pour (101)
donne pour 0 <t < T:

(103) Sup " (s)— '//"(S)||L2(R3)<|V|AJ sup [|9"(s)— " \(s) “Ll(uzz3)d0'

O<s<t 0<s<o
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et 'estimation d’énergie appliquée a (102) assure que :

(104) sup I @"*(s)— <P(S)”H1(R3)+||ar¢"+l(s) z¢"(3)||L2(Rg)<

0<s<t ¢
SCTIFIAJ sup {1 Y"(s) =y () [l

ou oSS

(105) A= Sup sup [Y™(s) lL=ms)
0<n O0<s<T

Posons :

A1) = Sup i Y s) — Y) ey + 110" 1 (9) — 0"6) iy +
+ 11 8,0"* (s) — 0,0"(5)|L2w3)) -
(103) et (104) impliquent que pour 0 < ¢t < T :

(106) At) < Cy J: A,_((o)do

ou C, est indépendant de n et ¢. (106) entraine que :

(107) Ant) < Ao(T)

ce qui montre que " converge dans CO(O, T; L*(R3)) et ¢" converge dans

C°0, T; H(R2)) A CY(0, T; LA(R2)) quand n —» oo.  Q.ED.

Preuve de la proposition I1.1. — Nous introduisons les groupes uni-
taires Uy(t) et Ug(t) associés aux équations de Klein-Gordon et des ondes :

D!/I+M2'l’:03 W(O’ X)=!/J()(X), at‘/I(O’ X)=|l/1(X), lp(t’ x)=UM(t)(¢’0, !//1)
O¢=0, 90, x)=¢x), 6,¢0,x) = i(x), o, x)=Uo(t)po, ¢1).

On pose :
Un(= o),  ay() = (f @), g(t)

Uo(— t)@(t),  d,0(t) = (u(t), u(t)) .

En tenant compte de I'¢quation (65) on a :

(f(2), g(0)—(f(s), g(s)) = f Unl(— )0, g(0,.0(5))y* () + g2 @ (s (s))ds
et aussi :
(u(t), 1)) — (u(s), u(s)) = J Uo(— 5)0, Y(s)Fy(s))ds.
On en déduit que : )
I f@®) = f(5) lluz2myy + 11 8(2) — &(5) 21wy <

WP YY) 1@y + 1| @ (W(S) 21 @ads
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et

Il Vu(t) = Vieu(s) ll2smay + | v() — (5) sy < C J I HSFY(s) llesmapds |

On remarque que les normes ||| ||| et [[]] définissent des espaces duals
d’espaces de Banach si bien qu’en tenant compte de (55), on a :

Yl < lim inf Iy || < + oo
[e]] <liminf [[¢"]] < + 0.
On en déduit que :

| (6,,(p(s))y5y“l/1(s) a2 @sy + | @2 (sWr(s) Iz mzy < C(1+5)~ 242 O<g< 1/2

et
Il Y(FY(S) sy < CL+5)712%, 0 <e < 1/2.

On conclut que les limites suivantes existent :
: _ * 22(mp3)\4
Jim f(0) = f* e (H2(RY)
: — ot 21(mp3)\\4
t_l’qinoO g(t) = g* e(H*'(RY))
Jim u(e) = u®; Vit e H(R)

Jim o(r) = v* e H?(R}).

A présent, considérons le systéme :

f1i+ﬁi=fi,

3 3
<Z P9°0; — iMy°)f1i + <Z P9%0; + in")fl* =g*.

j=1 j=1

M étant non nul, ce systéme admet une unique solution, f;*, fi* dans
(H**(R2))*. On pose :

3
YEr) = I:UM(t)<f1ia Z?jyoajfli - iMVOflJ_r)]l

i=1

U = [UM(o(fﬁ, vay‘)a,ff + in"ff)]
j=1

@*(O) = [Uo®)u*, v¥)].
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Il est clair que ces fonctions vérifient :
Ut Pt eCOR(HZ(RY)Y),  0,0% e CUR, H2(RY))
(— "0, + Mt =0, (—iyd, —MW* =0, D=0

3
i (1) = 0+ 3 5(0) ey + Zn 0uplt) = 0,0 *(1) llasyy=0.
n=0 QED

III. ESTIMATIONS
POUR L’EQUATION DE DIRAC AVEC UN POTENTIEL

Nous considérons le systéme linéaire de Dirac :
(108) — "0, + My =V(t,xy, M#0

ou le potentiel V(t, x) est une matrice 4 x 4 a coefficients variables dans C
et vérifiant :

(109) Ve, x) e RT3 V(T x)y° = 3OVt x)
et pour des entiers Ny et h fixés

(110) IV {Ing,n0 < + 00

ou || |lnyno €st donné par (33).

Exemple. — (Champ électromagnétique libre).
On pose V = eA " ou e est une constante réelle et A, est un champ vec-
toriel réel vérifiant :

DAu = 0’ Au |t=0 € H?(gnpact (Rg)7 atAu |t=0 € Hz:\lo?n_p;ct (Ri)
La condition (109) assure que la charge de s est conservée :

(111) f | Y(t, x) |?dx = constante.
[RS

x

THEOREMEIIL. 1. — Soit Y une solution de (108) de support inclus dans
{(t,x);|x] <|t|+ R}. On suppose que le potentiel V satisfait (109) et
(110) pour un certain N, > 8. Alors il existe une constante C > 0 ne dépen-
dant que de R, Ny, et h telle que :

(112) ¥ llno-7.00+ | ¥ INg-8,00- 20+ 1),~ 372 < CINY(O0) o1+ 1| V lIgg 00N ™1

ou les normes || |Inxa €t | |npq Sont données par (33) et (34); de plus,
si N est supérieur ou égal a 10, on a :

(113) 1Y lIno, 70+ 11,0 < CHYO) g1+ V llng,n,0)™ "
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On peut déduire de ce résultat I'existence et la complétude des opéra-
teurs d’ondes et de diffusion pour le systéme (108). Ce probléme a été étudié
dans [/3] pour des systémes plus généraux, mais sous ’hypothése que le

potentiel se stabilise suffisamment vite & I'infini, || V(t)— V(00) |Lwgsdt < o0,

ce qui ne permet pas de considérer deux cas physiquement intéressants :

i) le potentiel périodique en temps, étudié en collaboration avec V. Pet-
kov dans [4].

ii) le champ électromagnétique libre pour lequel (12) et (110) entrainent
seulement que | V(t) | g3 = O(|¢|!); ce dernier cas est résolu par le
théoréme III.2 suivant.

On note U(t, s) le propagateur unitaire sur (L*R2))* associé au sys-
téme (108) : :
Uz, s)(s) = ylt)

et Uy(t) désigne le groupe unitaire associé au systéme libre :
— iy + My =0.
Pour  dans (L*(R3))* on déﬁnif :
W_y = t—l'i-fmoo U0, — t)Uo(— t)y

Wy = lim Uo(— )U(z, 0y
S=W-W_

ou les convergences sont prises au sens de la norme de (L*(R3))*. L’existence
de W_y et Wi exprime respectivement que le probléme de Cauchy associé

a (108) est bien posé a t = — o0, et que la solution est asymptotiquement
libre.
THEOREME III.2. — On suppose que le potentiel V satisfait les condi-

tions (109) et (110) pour Ny = 8. Alors les opérateurs W_, W, S sont des
isométries définies sur tout (L*(R2))*.

Preuve du théoréme 111.1. — La démonstration comporte quatre étapes :
1) estimation logarithmique de || Y(¢) |ln,-3 ; 2) décroissance L* ; 3) bor-
nage de || Y(t) [In, - 7 ; 4) estimation logarithmique de || Y/(¢) [In,-

Comme dans la preuve du lemme II.1, nous estimons || Qn(t) |lL2w3)
ou Qy est donné par (56). On remarque que la partie principale de I'opé-
rateur différentiel 4 x 4, Qy est diagonale et que l'on a :

(114) On =0y + Z A0,

ksN-1
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ou les A, sont des matrices 4 x 4 a coefficients constants et Qy et ; sont
définis par (60). On en déduit que :

(115) ONVY) = VOy + Z AQn- V- Ay Y
k<N—1

ou A, et Aj sont encore des matrices 4 x 4 a coefficients constants. (109)
et (111) donnent dlors :

t
| OnY(t) ll2ma) < C(” ¥(0) ||N+J Z 1ON-iV - Aru(s) ||L2(Rg)d3>
0
k<N-1

ce qui implique que :

t

(116) {1 ¥(r) IIN<C<|I !//(0)||N+J E 11 Qn-kV() || QW (5) | llL2ayds -
0 ks<N-1

11 vient en particulier

() [In < C( 190 [Ix + LIV(S) In 11 ¥(s) ”N—lds> ;

I’hypothése (110) et I'inégalité (12) entrainent que pour N < Ny — 3,0na :
1 g+ 1,0 < CUTYO) [no + 1TV Hng,0 11 ¥ - 1,0 -

On prend k = (N — 1)(h + 1) et il vient :

A17) 1 e+ o < TCUTYO) v + 11V g 0 1Y lIN-1,08- 1+ 1),0) -

On conclut par la conservation de la charge (111) et par (117) que :

(118) 11 lino-3.00- 330+ 11,0 < CIHYO) lIno(L + 1V [In,p,0)™ >

Pour estimer | y(t) |y, nous appliquons le théor¢me I.1 :
2t

1 VHS) s sds> .

[Y(t) In < C(1+t)_3/2<|l Y(O0) lln+a + J
0
On choisit N = N — 8 et on écrit :

| V(W (s) lIng-3 < C | V(S) Ing—3 1 () lIn, -3
< C1+s)” 1(1 + Log(1 +S))(N°_3)(h“)+h v HNo,h,O 1R ||No—3,(No—3)(h+1),0-

(118) et (119) impliquent alors :

(120) 1Y INo-8.0N0- 258+ 11, ~ 372 < CINYO) lin1 + 11 V gm0 2 -
Nous revenons a I'estimation (116) en écrivant pour N = N, — 7 :

11 Qn-xVS) [ Q($) | NlL2ms) <
k<No-8 < C145) 72| V |lngno |V INo-8.0No- 2yt + 11,320 0<&<1/2
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(120) et (116) assurent donc que :

(121) 1V llno-7,0,0 < CHYO) ling(1 +11 V lIngn0)™ ™"
Nous utilisons de nouveau (116) pour Ny — 6 < N < N, en écrivant :

Z I TON-iV() || Qutb(9) | NIy < CCIVS) lno | Y(5) -5 +
k<N-1 + V) |7 1908 lIn-1 -

L’estimation (12) permet d’estimer | V(s)|; si Ny = 10. On obtient alors
en tenant compte de (120) pour Ny —6 < N < Ny :

1 g+ nr1,0 < CUNO) oL +1TV noun0)™ ™ 1TV oo 1 ln=14,0) -
Onpose k=(N—Nj + 6)(h + 1)et par récurrence finie sur N €[N, —6, N, ],
il vient :

(122) 1 lIno, 70+ 11,0 < CHYO) (L 41V [In,,0)0 " °

(112) suivi de (120) et (121), et (122) donnent (113). Q.E.D.

Preuve du théoréme I11.2. — On prouve facilement I’existence de W_
par la méthode de Cook : pour montrer que U(0, —t)Uq(—t)y converge
dans (L*(R2))* quand t — oo, il suffit d’établir que :

d
— U0, —t)Uo(—t)y

(123) o

Or, on a :

e LY(R,).
L2(R3)

d
7 00 = U=y = 1UQO, = V(= Uo( =1 llL2@y) -

L2R3)

Si iy € 2(R2, C*) on obtient :

< C(1+1)7*2(1+Log (1+ )/ Vllng.n.0

L2®R3)

d
H 7; 0O —Uo(— 1)y

ce qui implique (123). W_y existe donc sur un sous-espace dense de
(LAR2)* et comme || W_y|lags) = |V Iz, W- est en fait défini
sur tout (L%(R32))*. Pour la méme raison, il suffit d’établir I'existence de Wy
pour ¥ dans 2(R2, C*). Le théoréme II1.1 donne :

(124) U, O [Le@y) < C(1+1)™%3(1+Log (1+1))°".
Orona : '

Uo(— t)U(, O = ¢ + f Up(—s)V(s)U(s, O)rds
et (124) et (12) donnent : °
(125) 1 Uo(= 9)V()U(s, OW llemzy < C(1+5)~**(1+ Log(1 +s))"*
ce qui assure l'existence de Wi. Q.E.D.
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IV. INVARIANCE DE LORENTZ,
COMPATIBILITE ET CONDITION NULLE

Pour obtenir une solution globale d’un syst¢tme de Friedrichs semi-
linéaire Lu = f(u), f(u) = O(|ul|%), comme perturbation de la solution
nulle, on est amené & établir une estimation du type :

J_ I f(u(®)) l|lLogpdt < oo .

Or la solution libre uy d’un systéme hyperbolique homogéne du premier
ordre Lu, = 0, décroit uniformément comme |¢| "1/ et ainsi
| f (o) llzmny = O(| |~ D@"D12), Le cas n =3, d =2 est donc cri-
tique et les systémes hyperboliques en dimension 3 d’espace et avec des
non-linéarités quadratiques présentent souvent des propriétés d’explo-
sion [11]; aussi est-il intéressant de distinguer les interactions bilinéaires f
pour lesquelles || f(uo(t)) lL2ms) soit intégrable. Une condition suffisante
est que f s’annule sur le noyau du symbole de L : c’est la notion de compa-
tibilité introduite par B. Hanouzet et J.-L. Joly [I0] (voir aussi [2]) et,
pour I'équation des ondes, la condition nulle de S. Klainerman [/6];
cest ici la motivation de ’hypothése (H3).

Dans cette partie nous étudions les rapports entre I'invariance de Lorentz
d’une forme sesquilinéaire sur C*, la compatibilité avec le systéme de Dirac,
et la condition nulle. Nous distinguons le cas du systéme de Dirac sans
masse :

(126) Ko = — iy*0,
et celui du systéme massif :
127) Fu=—iyo,+ M, M#0.

Nous rappelons quelques définitions :

i) Une forme sesquilinéaire f sur CN est dite compatible avec un systéme
différentiel du premier ordre sur R}

: 0

j=1

ou A; et B sont des matrices P x N a coefficients constants, si
vEe R"\ {0}, VeKer(Zf,-Aj+B> = f(V,V)=0.
j=1
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ii) Une application sesquilinéaire N(y}, y3) sur C!6 x C!6 satisfait
la condition nulle, si pour tout y;e C}(R* C%), "y, = (Y1, y2, y3, ¥i),
Vi = OuW¥idosu<zona:

(129) VX =(X,)e R%, g*X,X,=0 = Vh, k Z N %o
\“ ’ uery s vy a(aullli')a(avlllg) uxy .

Oospu,vs<3
iii) La représentation spinorielle du groupe complet de Lorentz 03,1)
est lapplication bivalente qui, 4 une transformation de Lorentz
L = (L%)e0(3, 1), associe + A e SL(4, C) défini par :
(130) Liyy = A~ 1yrA .
Enfin, on note DO(3, 1) le sous-groupe orthochrone propre de Lorentz.

THEOREME IV.1. — Soit f une forme sesquilinéaire sur C*; les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1) f est invariante sous I'action de la représentation spinorielle du sous-
groupe orthochrone propre de Lorentz :

(131)  Vy;eC*  VLeDOG, 1),  f(Ayy, AY2) = f(Y1,¥2);

2) f est compatible avec le systéme de Dirac sans masse £, :
(132) VEeR*\ {0}, VeKer(y") = f(V,V)=0;

3) la forme N1, y3) = f(LoW1, Lov2), ¥ie CY(R*, C*) satisfait la con-
dition nulle (129) ;
4) il existe C > 0, tel que, pour tout ;€ CY(R* C*) on ait :

(133) | f(ZLo¥r1, Lova)t, x)| <
SCl+t]+|x])"" sup oIF,,z/u(t,x)l | Teba(t, x) |

0<g,t<1
ou Lo=x*, e t=x° x=(x'x%x%;

5) il existe des complexes « et B tels que :

~

(134 WieCh  f1, ¥2) = Yy(ey°+ By, .

Remarquons que dans I'estimation (133) intervient I'opérateur de radia-
tion I’y = x*0, qui vérifie :

[,?0,1"0]7=$0, [Zm, Lol = %o ;

il est clair qu’on ne peut utiliser cet opérateur dans le cas de champs mas-
sifs. Sila masse n’est pas nulle, I'espace des formes compatibles est de dimen-
sion 1 et on n’a pas besoin de T,

THEOREME IV.2. — Soit f une forme sesquilinéaire sur C*; les asser-
tions suivantes sont équivalentes :
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1) pour tout y; dans C* et tout L dans 0(3,1), on a :
(135) S(AY1,AY5) = (det L) f(y1, ¥2) ;
2) f est compatible avec le systeme de Dirac Ly, M # 0 :
(136) VEeR*\{0}, VeKer ¢y + MId) = f(V,V)=0;

3) la forme N(Y1, ¥3) = f(LoV1, LoV2) + " f(0,¥1,0,¥) satisfait la
condition nulle (129) et il existe C > 0 tel que pour tout ; € C}(R*,C*) on ait :

(137) N1, ¥2)(t, X) | <
S CA+[t]+[x)7" sup 1ol TV 160 Tt 0 1

<0,1<
4) la matrice de f est proportionnelle a y°y> (hypothése H3 ).

Le point crucial est que I'opérateur de radiation I'y n’apparait pas dans
Pestimation (137). ,

Preuve du théoréme IV .1. — On associe a la forme sesquilinéaire f, la
matrice Q €.4#,4(C) définie par :

(138) S, ¥2) = 907°Qy2 = ¥1QY.
La représentation spinorielle L — + A vérifie :
(139) 9°Ay° = AL,

On en déduit que I'invariance (131) est équivalente a :

(140) VLeD(3,1), ATIQA = Q.

On sait que I'espace vectoriel .4, 4(C) est engendré par les 16 matrices :

Id, y*, y%, D* = y*y°, " = iy*",0 < p < v < 3, et que I'on a les relations :
ATI*A =18, 0<pu<3

(141) A~ 1eRA =2 ZL;“,LVWJ""“', o<pu<v<3

w<v

et

A"IDFA = det (LLYDY, 0< u<3
(142)

A7 195A = det (L)y.

On en conclut que (140) est vérifiée si et seulement si Q = ald + By° et
donc (131) est équivalent a (134). D’autre part, il a été établi dans [10] que
les formes compatibles avec %, sont de la forme (134) ; il reste donc a prouver
les implications (132) = (129) = (133) = (132). Remarquons que si
N(y1, y3) est donnée par :

N1, ¥2) = f(Lo¥1, Lovr2)
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ona:

(143) Z _‘ELXX—f(X I‘X‘V)
TR e T Ko

ou yj est le vecteur colonne h-iéme dé y*.

On suppose que f est compatible avec £,, donc pour établir (129)
il suffit de montrer que pour tout h, le vecteur Xy} est dans le noyau de
&0" pour un covecteur £ convenable, i.e. :

(144) X&' = 0.

IUu. vV

On choisit X, = £, et (144) est une conséquence de (3) et de I’hypothése
g X, X, = 0. Ainsi (132) entraine (129) et on sait que (133) est une consé-
quence de la condition nulle [/6].

A présent, supposons que (133) soit vérifié et considérons un vecteur
VeKer (£,0#), £ # 0. Les relations (3) impliquent :

(145) (CuyNEW") = g*7¢,81d 5
donc Ker (£,y*) est non trivial si et seulement si :
(146) g8, =0, & #0
et on a alors

(147) Ker (£,7*) = Im ().

Soit W tel que V = £,*W ; on pose :
Y(x*) = e W,

On a donc
Lolx) = =5y
et
(148) N/, ¢)x") = f(V, V).

T, ¥(x*) est de la forme if“e‘:"“éuV, i(x,&, — x,&,)e™V, ix*¢,e™ V. On
choisit x* = A&, A > 0. (146) entraine alors que x*¢, = 0 et on déduit
de (148) et (133) que :

If(V,V)I<C(1+l|50|)‘1|V|sgp|€,,|.

En faisant tendre A vers I'infini on obtient (132). Q.E.D.

Preuve du théoréme 1V.2. — Avec la notation (138), 'invariance (135) est
équivalente a :

(149) YL e0(3, 1), A7IQA =det ()Q.
Les relations (141) et (142) imposent & Q d’étre proportionnelle & y° et
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ainsi les assertions 1) et 4) du théoréme IV.2 sont équivalentes. A présent
on remarque que (3) entraine :

(" + ME* — M) = g, — M2,
Ker (¢,7" + M) est donc non trivial si et seulement si :
(150) §EE — M2 =0

et on a alors
Ker (¢,7* + M) = Im (" — M).

Si f est compatible avec %y, on a donc, pour tout ¢ vérifiant (150) et tout X :
(151) &L, f (X, y’X) — MEF(PX, X) + f(X, y*X)] + M?*f(X,X) = 0.

— ¢ vérifiantaussi (150), onobtient :

(152) SulfOMXX) + f(XpX)] = 0.

En considérant successivement &, = M, £ — & = M2, il vient :
(153) VXeC*, f("XX) + f,7X) =0, 0<pu<3
et donc

(154) oD+ fLy)=0, 0<pu<3.

En décomposant la matrice de f sur la base { I, y*, y°,D*, o** } on montre
aisément que f satisfait (154) si et seulement si sa matrice est proportion-
nelle & D° = y%%; ainsi les assertions 2) et 4) du théoréme IV .2 sont équi-
valentes. Supposons a présent que :

X, Y) = Xy%°Y.
On écrit : )

N1, ¥3) = f(LoV1, Lov2) + 8" f(0u¥1, 0,¥2)
= z 31 7MY YO, + By 705y 0,0
Ospu<v<l
+ Z 001(7M°y%y + g% )02 .
o<sus<3
Les relations (3) impliquent que :
PO == I, Ay
PO+ g% =0, 0<pu<3.
On en déduit que :
(155) N1, ¥3) = Z Qu Wi, ¥3)

0O<u<vs3
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ou
Qu Wi, W) = 0,01 7470759 0,0, — B 7#9°9 390,

Draprés [16], les formes Q,, , satisfont la condition nulle (129) et I'estima-
tion (137); il en est donc de méme pour N(y¥/}, V).
Considérons - maintenant un vecteur Ve Ker (¢,y* + M) pour ¢ véri-
fiant (150); on pose : ‘
Y(x*) = ey,
Ona:
LoUl") = (V) = — Moy,

(Lo, L)) = M2 f(V, V),
g"" f©0u¥, 0.) = g"* L f(V,V) = M2 f(V, V).

On en déduit que :
(156) N/, ')x) = 2M? f(V,V).

LY, 1 < 0 < 10, est de la forme i& 6™V, i(x,&, — x,£,)e™*=V. On choisit
x, = A&,, 0 < 1;(137) et (156) entrainent que :

[f(V, V)| < CA+Al&) N

Comme ¢ n’est pas nul par (150), on conclut en faisant tendre A vers Pinfini
que f(V, V) est nul, ce qui achéve la preuve du théoré¢me IV.2.

V. PROBLEME DE CAUCHY
SOUS LES HYPOTHESES (H1) ET (H3)

Les équations de la théorie relativiste des champs sont équivalentes
a des systémes d’équations d’ondes couplées quadratiquement. Ainsi que
nous l'avons remarqué dans l'introduction, la présence de champs sans
masse rend leur étude difficile du fait que leurs normes L®(R2) décroissant
comme ¢t~ ! ne sont pas intégrables. De plus, I'énergie associée au systéme
de Dirac n’est pas définie positive et on ne dispose pas de loi de conservation
assurant une estimation a priori des dérivées des spineurs. Cependant, ces
systémes possédent des propriétés d’invariance sous I'action de groupes
de transformations, sur les variables, symétries externes, ou sur les champs,
symétries internes ou « de Jauge ». Ainsi, I'invariance par le groupe con-
forme 0(4, 2) est utilis¢ dans [5] et I'invariance de Jauge SU(n) a permis
de résoudre le probléme de Cauchy pour les équations de Yang-Mills [9].
Ici, Iinvariance par le groupe de Lorentz assurée par I’hypothése (H3),
permet d’obtenir des solutions globales de Cauchy :
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Nous considérons donc le probléme de Cauchy :

(157) — i+ My =oVy, M#0, Vy° =17V,
(158) Og = igyy%%y, geR,
(159) YO, x)=epo(x), @0, x) = epo(x), 0,90, x) = ep4(x),
(160) Yo 2(R3, C*), ®o, ¢91€9(R:R), 0<e.
THEOREME V.1. — Il existe ¢y > 0 ne dépendant que des dérivées des

données initiales o, @o, @1 jusqu’a ordre 16, tel que, pour tout ¢€ [0, gy
le probléeme de Cauchy (157) a (160) admet une unique solution (Y, @)
dans C*(R*).

Ce résultat se généralise au cas de systémes d’équations de Dirac et
des ondes convenablement couplées (voir [/]).

Exemple. — (Modéle pseudoscalaire de Yukawa des forces nucléaires).
L’interaction entre le proton et le neutron, transmise par trois pions,
est décrite par le lagrangien d’interaction :

Lo = 18 {L W7 + Un?*Vp)01 — iU 70 — Va?*Vp)02 + 3
+ Wy Vo — Un? Y3}, ¥ = y°.
Les estimations de la solution assurent en particulier que
Sltlp I o(t) llLe@z) < 0, | Y(t) |Lw(m;3,)' =0(]t]73?);

ainsi I’énergie des seconds membres de (157) et (158) est t-intégrable et la
solution est asymptotiquement libre.

"THEOREME V.2. — Sous les hypothéses du théoréeme V.1, il existe Y
et * vérifiant :
y* e COR, H3(RY)), — o YT + My* =0

¢* e CYR, H'S(R})) n CY(R,, H'3(R3)), Op* =0
Jim (1Y) — ¥*0) lsmy + 1| 9(1) — 9*(0) ey +
+ 11 0i0(t) — 007 (1) llurs@z) = 0.
Preuve du théoréme V 1.— Pour N > 8§, on introduit la norme :

W1=1¥lN,7.0 + I ¥No-7,00 + | ¥ INg—8,No—2,-3/2 +

(161) + sup {(1+Log(1+1)""(1+1) | Luy () lIn, +
+ (1+Log (1+1) N*4(1+12)°2 | Ly(t) Ino-s } -

On définit la suite (Y", ") en posant pour n > 0 :
(162) — iy + My" = " 1Vy"
(163) D" = igh"™ 1%y
(164) ¥'(0,x) = efo(x),  ¢"0,x) = epo(x),  8,0"0, %) = ep1(x)
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et
(165) 1=0, o'=

Le théoréme III.1 assure que pour N, > 10, il existe C > 0 ne dépendant
que de N, tel que :

Y™ Ino,7,0 + 1¥" llng—7,0,0 + ¥ INg—8,Ng—2,- 32 <
< Ce(l + [l 9" Hlng,0,0MT°.
D’autre part, on a :
1@~ VE")O) line < CA+O7H 0" lln,0,0 1 ¥ ling,7.0(1 +Log (1+12))
+ Cll 0" ling.0,0(L +Log (L+ ) HL+8)™ V| ¥ Iny-8.80-2.-372
en appliquant de nouveau le théoréme II1. 1, il vient :
(167)  (1+Log(1+)~"(1+) || La"(t) lin, < Ce1+ 11 9" I 0,00 " .
Enfin, on a :
| (@" " 'VY)t) Iny-s < C(1+Log (1+ )71 +1)7%2 x
x [ o™ ! lINo.0.0 | ¥ INo—8.No—2,-3/2
et le théoréme II1.1 donne encore :
(168) (1 + Log (1 + ) ™" (1 + £)*? | Lyy"(¢) Ino-8 <
< Ce(1+11 9" lIng0.0)™ 7.
On conclut de (166) (167) (168) que I'on a :

(169) [¥"] < Ce(1+11 9" {Ing,0,0™ "
PRrROPOSITION V.1. — Soit ¢ une solution de
(170) D¢ = g1y, geC,

de support inclus dans { (t, x);| x| < |t| + R }. Il existe une constante C > 0
ne dépendant que de Ny = 16 et R, telle que :

(171) @ lne0,0 < CU@O) Iy + 1 ]- [¥2]).

Admettant cette proposition, nous achevons la preuve du théoréme V. 1.
On déduit de (171) que si Ny > 16 :

(172) Il 9" lIng0.0 < Cle + [Y"117).

On choisit N =16 dans (161) et (169) et on obtient :
(173) Y"1 < Ce(1+11 0" * |l16,0,0)>
(174) 190" ll16,0.0 < Cle + [Y" ' 17).

On choisit ¢ assez petit pour que

(175) (1+2Ce)?** <2, 4C%k<1.
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On suppose que :

(176) o™ 16,00 <2Ce, Y"1 < 2Ce;

alors (173) (174) (175) impliquent que

177 19" ll16,00 < 2Ce,  [YP"] < 2Ce;

compte tenu de (165) on conclut que si ¢ satisfait (17), ¢" et y" vérifient :
(178) VneN, W]+ 119" |l16,0,0 < 4Ce

et en particulier y" est une suite bornée de C%0, T; L*(R3)) ce qui permet
d’appliquer le lemme II.3 et cela achéve la preuve du théoréme V.1.

Preuve de la proposition V.1. — On note f(1, ¥2) = g¥17°7%%,. On
remarque que ¥ = M~ YLy — Loy) et on vérifie que :
(A79)  fW1, ¥2) = CM) [ f(LY1, ¥2)

+ 2f (Lo, Lov2) + f(W1, L3V)] + 2
ou

(180) 2 =CM)™'[f (L1, ¥2) + W1, A 2)—CM) > [f (LoLrtn, o)
+ (s, L)+ (Lo, Puba)+ fW1, LoLwy2)].
Les relations (3) entrainent que :

L= —0ld.
On en déduit que :

(181)  f(L31,¥2) + 2/(Lov, Lova) + [, L3Y,) =
= —0fW1,¥2) + 2[f(Lo¥1, Lov2) + g @01, OW2)].
On conclut par (179) et (181) que I'équation (170) est équivalente a :

(182) O(p + CM)2 f(Y1, ¥2)) = N1, ¥3) + 2
ou Z est donné par (180) et N est définie par :

(183) N1, ¥2) = 2@M) 2 [f(Loyr1, Lov2) + &7 f(Oub1, OW2)].

L’estimation d’énergie pour 1’équation des ondes de [/5] assure que :

I10(E) lino < Cr LIl 9(O) llwo 11 S 1, Y12)O) o +11 S04, 2)(8) o +

4
(184) f (4 91 NG Y36 finoes + | 05) o ods}

Tout d’abord on a :

I f (W, 2)t) Ing < CCI W (8) llo | W2t) Iivor2r 1 W 1(8) lings2s 1l W(2) llno)
et pour Ny > 16, on a [Ny/2] < N, — 8; donc

(185) Sup [l f(Ws, ¥2)(0) llne < CY11- 2]
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A présent I'hypothése (H3) et le théoréme IV.2 impliquent que N(y, y3)
donnée par (183) satisfait la condition nulle et (155) ; or, si Q, est un opérateur
différentiel du type (60) on a :

(186) QN(Y1, ¥32) = ZNh(th//i,Qk-h!//’z)
h<k

ou N, est encore une forme satisfaisant (155) ; on en déduit que :

N, ¥2)6) lino—1 < CL+3) (1 W1(5) llng | ¥2(8) livo- 12141+ (187)
+ 1¥1(8) livo- 121+ 1 1| W2(8) [no) -
Enremarquant quesi Ny > 16,0ona [(Ny—1)/2]+1 <Ny —8, on obtient :

(188) || N(W1, ¥2)s) lino-1 < C(1+5)™**(1+Log (1 +s)™* [y, ] [Y. ].

On estime directement || Z(s) ||ln,—1 :

Il Z(s) ”No—l < Cl Lwy1(s) ||N0 | Y2(s) |[(N0—1)/2]+1 +
+ | L 1(8) liwo - 13721+ 1 1 ¥2(8) lIng + |1 Lt 2(s) Il | Y1(s) liNo - 1y/21 +

+ | Lm¥a(5) limo- 1721+ 1 1 ¥1(5) lIng
il vient alors : :
(189) 11 2(5) llno-1 < C(1+5)">2(1+ Log(1 + )N * Y1 ] ¥, ].
Maintenant I'estimation (171) est une conséquence directe de (184) (185)
(188) et (189). Q.E.D.

Preuve du théoréme V.2. — On désigne respectivement par U, et R,
les propagateurs associés & — iy*d,+M et O; soient :

Uo(— (1) = & + J;Uo(— 8) [@(s)Vip(s) Jds

o)\ _ (%o ' _ 0
Rol = t)<5t¢(t)> B 8((/)1) " L ol S)<igt/~/(8)v°v5¢(S)>ds'

U, est un groupe unitaire sur (H3R32))* et il suffit de montrer que
| @(s)Vi(s) Il est dans L'(R,) pour prouver que y est asymptotique-
ment libre. Or, on a, avec N, = 16 :

(1+5)"*(1+Log (1+5)** || (s)V¥(s) lles < Cll @ ll16,0,0[¥] < + 0

et il suffit de poser : o

YE(E) = Uo(t)eyo) + J Uo(t =) [@(s)Vi(s) Jds.

0

A présent on remarque-que par (182) (188) et (189) ¢ est solution de I'’équa-
tion :

(190) O(p + M) 2ighy*y*y) = N/, ¥) + 2
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avec pour Ny = 16

(191) [N/, ¥')s) llmsmzy < CA+ 5)**(1+ Log (1+ 8)*' Y]
et

(192) | Z(s) llursms) < C(1+5)”>*(1+Log (1 +s))** [y 1*.
On déduit de (190) que :

(1) ®o WYY
RO(—t)(a,w(t)> - 8((1)1) + @M 2lg(é”:(tﬁ(t’)v"vsw(t’)))f=o

o M) gy ) ) J‘R B ( 0 > i
Rol t)<(2M>-2iga,(Jz(—t)vwz(t» * 1 RN N, vy + 9™

On a les estimations :
(193) (1 () y*y(t) llmsmsy < C(1+1)"¥(1+Log (1+1)** [ ]?
(194) [ 3:(P()y*y*W(®)) llussmay < C(L+1) ™32 (1+ Log (1+1)** [y 1.

Sachant que :
IRo®) | @is@yxnsmay < Clt]

la convergence de Ro(— t)(¢(t), 0,¢(t) est une conséquence de (191) (192)
(193) (194). Q.E.D.
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