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RESUME. — Dans ce travail, on poursuit ’étude de I’effet tunnel entre
des puits sous-variétés. On fournit en particulier les outils nécessaires
pour justifier la démonstration de Witten des inégalités de Morse dégé-
nérées dues a Bott.

ABSTRACT. — In this paper, we continue the study of the tunneling effect
between submanifold wells. In particular, we give the necessary technics
to justify Witten’s proof of Bott’s degenerate Morse Inequalities.

§ 0. INTRODUCTION

Ce travail fait suite au travail sur les minipuits [HE-SJ]5 et est motivé
par les travaux de Witten sur les inégalités de Morse dégénérées (cf. [WI]
[BI]). On considére, sur une variété M riemannienne C® compacte (ou-
bien M = R"), 'opérateur de Schrédinger

0.1) — h*A + Vo + hV,
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354 B. HELFFER AND J. SJOSTRAND

ou V, et V, sont des potentiels C® et ou A est Popérateur de Laplace-
Beltrami sur M.
Si M = R" on suppose de plus que :
lim V, > min V,
x| = o0
et quil existe C > 0 t. q.
Vi < C(Vo + O).

On reprend les hypothéses de [HE-SJ]s (avec quelques changements
de notation). On pose :

0.2) Eo = min 'V,
et on suppose que :
©.3) Vi B =T,

ou les I sont des sous-variétés C® compactes, connexes, disjointes de
codimension : n — v/; = v”; telles que : (Vo — Ey) s'annule exactement
a l'ordre 2 sur I;.

Comme dans les articles précédents ([HE-SJ],, [SI],), on introduit la
distance d’Agmon dy,(x, y) associée a la métrique (Vo — Ey)dx? (ou dx?
est la métrique sur M) et on rappelle de [HE-SJ]5 qu’au voisinage de I;
la fonction ¢ = dy,(x, ;) (distance d’Agmon a T;) est C* et vérifie :

IV(PB |2 = (Vo — Ey)
0.4) 96=0, ¢@o,r,=0
¢ s’annule exactement a I'ordre 2 sur I;.

Introduisons sur I'; le potentiel « sous-principal » :
(0.5) CWik) = (Al + Vi)(x), xeT;.

[HE-SJ]5 traitait du cas ou ces 'potentiels Wi(x) avaient des puits non-
dégénérés qu’on avait appelés mini-puits.

On étudie ici le cas ou les puits T; sont uniformément dégénérés, c’est-
a-dire le cas ou les potentiels « sous-principaux » sont constants, on a alors :
0.6) L =Wix), xeT
(UD)

Notons que lorsque les I'; sont des points et que V; = 0, on est dans la
situation décrite dans [HE-SJ],.

On se propose d’étudier la nature du spectre prés de E lorsque A — 0.
Comme Iétude faite dans [HE-SJ], sur linteraction est générale, le pro-
bléme essentiel qui nous préoccupera dans cet article est I'étude du spectre
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PUITS MULTIPLES EN MECANIQUE SEMI-CLASSIQUE. — VI 355

du probléme de Dirichlet dans un voisinage tubulaire d’un puits que 1'on
notera I'.

B. Simon [SI]; nous a signalé qu’il avait des résultats du méme type.

Ce travail comportera 2 parties. La premiére concerne la construction
d’une solution B. K. W. donnant Pexistence d’une valeur propre proche
de Ey + E h + E,h? (Modulo O(k%)) ot E,, E, sont définis en (0.2), (0.6)
et ou E, est la premiére valeur propre d’un opérateur elliptique sur I'.

La deuxiéme partie est plus délicate, on montre, par une technique de
déformation sur un modéele, qu’il n’y a effectivement qu’une seule valeur
propre de ce probléme de Dirichlet voisine de Eq + E;h + E,h? (Modulo
O(h*)). Comme exemples d’application, on peut certes produire des exemples
ou il y a action d’un groupe compact comme :

©.7) = BA, + (6 +y? = 1)

(qui se traiterait sans doute également par des techniques de réduction a
des équations différentielles ordinaires) ou comme :

0.8) —RA,, + (x> +y* — D1 + x?) = 2h /1 + x?

mais une autre motivation, suite aux travaux de Witten [WI] et & un
travail plus récent de J. M. Bismut [BI], était de donner dans lesprit de
Witten une démonstration purement analytique des inégalités de Morse
dégénérées de Bott [BO] (dans la continuation de notre travail [HE-SJ],).
Les techniques développées ici permettent effectivement de I'obtenir
mais §’il est finalement possible de justifier complétement les suggestions
de Witten, sa « démonstration » est plus délicate qu’il n’y parait, comme
J. M. Bismut l’avait d’ailleurs remarqué. Ceci ne sera pas détaillé ici. Ce
travail fait suite de maniére naturelle a [HE-SJ], et & [HE-SJ]; et a été
partiellement annoncé dans [HE-SJ]¢. Le premier auteur voudrait remer-
cier B. Simon qui lui a transmis le chapitre 12 d’un livre en préparation
[C.F.K.S].

§1. CONSTRUCTION B.K.W.

Comme indiqué dans lintroduction, on travaille au voisinage d’un
puits uniformément dégénéré I' de codimension v”. On se propose dans
ce paragraphe de montrer le :

THEOREME 1.1. — Sous les hypothéses (0.1) a (0.6), il existe dans un
voisinage tubulaire de T' ¥ (I',¢) = {xe M, d(x,T) < ¢} (avec ¢ > 0 assez
petit), une solution B. K. W.u, et une valeur propre formelle

0

E(h) ~ thE,.

j=0
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356 B. HELFFER AND J. SJOSTRAND

telle que :
(1.1) (= h*A + Vo + hVy)u, = E(h)u, (modulo O(h®)e ™~ ?o)
(1 2) u, = h_"”/“a(x, h)e_‘l’()/h

1.3) a(x, h) ~ Za JOh  avecag >0 dans ¥(T,¢)
j=0

ou E,, B, sont définis en (0.2) et (0.6) et ou E, est la premiére valeur propre
d’un opérateur différentiel sur T Py, dont le symbole principal est le méme
que lopérateur de Laplace-Beltrami sur I

De plus, Py est essentiellement autoadjoint comme opérateur non borné
sur LT, dvy) ou
1.4 dvr = (det Hess;, ¢o) ™ "*dvr
ou Hesst, @, est le hessien transverse de la distance d’Agmon a T'g, et dvp

est la mesure induite sur T'.
De plus, on peut écrire que :

(1.5) Pr = VIV + Sr

ou V§*) est 'adjoint de Vy en prenant les produits scalaires relativement a
L%, dvy) et Sr sera défini intrinséquement plus loin.

REMARQUE 1.2. — Si CodimI" = 1, V, =0, alors :
(det Hessk, o) 1'% = (Ago)™'/2 = (B;)~"/2.

Par conséquent, Pr = — Ar + S ou Ar est le Laplace-Beltrami usuel
sur T'.
REMARQUE 1.3. — On peut retrouver Sr par la formule :
(1.6) Sr = Pri .
On montrera que :
1.7 Fr=—|Vel + (A),r

oui ¢ est solution de :

2V, Ve — (Wy — Ey) =0
(1.8) { Po (W, 1)
crr=0
ou
1.9) W, ¥ (Apo) + V;.
Démonstration du théoréme. — La démonstration est en partie voisine
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PUITS MULTIPLES EN MECANIQUE SEMI-CLASSIQUE. — VI 357

de celle développée dans le cas des minipuits. L’équation eiconale (cf. 0.4)
est vérifiée et la premiére équation de transport s’écrit

(1.10) { (2V@o-V + Wy — Ey)ap =0
(Ty) aorr = fo

D’aprés le lemme (1.1) de [HE-SJ]s, on peut résoudre (1.10) dans
(T, ¢) pour tout f, dans C*°(I'). On note ® l'application qui & f, associe
ay dans ¥ (T, ¢).

REMARQUE 1.4. — Notons que si on pose :
(1.11) b= 0(1)
ona:
(1.12) c=—logh, Ofy=fo'b, Pr= —reAb
oil fo est le prolongement de f, dans v '(I, ¢) tel que

Voo-V]o =0

et rp désigne Popérateur de restriction a T'. |

Les équations de transport suivantes "I“, (I = 2) (attention "I', = T,, dans
les notations de [HE-SJ];), sont de la forme

(1.13) (2Vpo-V + W, —E -y
(T) +(-A—-Eya-, + Z Enai-m=0.

1Zm>2

Considérons tout d’abord I'équation (Tz)
(Vo -V + (W, — E)ay + (= A — Ej)ap = 0.

Comme vudans [HE-SJ 15, on peut résoudre cette équation si et seulement
si

(1.14) (— A —Ey)ao,r =0.

Compte tenu de (1.10) et de la définition de ®, on réécrit (1.14) sous
la forme : '

(1.15) (= rrA®) fo = Ezfo

ou rr est 'opérateur de restriction a T,
On définit ainsi, au départ sur C*(I'), Popérateur :

(1.16) Pr = — rrAG.

Supposons un instant que nous ayons démontré les propriétés de Pr
indiquées dans le théoréme. On choisit alors :

(1.17) E, premiére valeur propre de Py (qui est de multiplicité 1)

Vol. 46, n° 4-1987.



358 B. HELFFER AND,J. SJOSTRAND

(1.18) f, vecteur propre normalisé de P correspondant a la valeur
propre E,.

Lellipticité de P assure que f,e C®(I).

La résolution des autres équations de transport se fait alors par récur-
rence.

Supposons déterminés a;_,, (I = m > 2), a,_, modulo la connaissance
de sa restriction f;_, a I" et E; pour j <1 — 1 et montrons comment
déterminer complétement a,_,, E, et a;; modulo la connaissance de sa
restriction a T .

La résolution de (T)) est possible, si on impose la condition :

(1.19) (—A—-E)a-_z/r — Z En.a-mr=0.
1Zm>2

Si on se rappelle que ag;_, était solution de :
def ~
(1.20) Xa;-,=(@2VeoV+(Wy—E )a;-,=g-, a-2)r=J1-2
avec gi-2/r = 0

et si on désigne par R lopérateur défini, pour ge C*(¥ (I, ¢)) vérifiant
grr =0, par :

X(Rg) =
(1.21) { (Rg)=¢
(Rg)/r=0.
Alors la solution de (1.20) s’écrit :
(1.22) a-, =Rg_2+0Of ;.

On peut alors résoudre (1.19) en écrivant :

(1.23) (Pr — Ey)fi—, =r(A + Ez)Rg_, + Z Enfi-m + Ei. fo.
I>m>2

Si on choisit E; de sorte que le second membre soit orthogonal a f,
dans LXT, dVy), il existe un unique f,_, orthogonal & f, et solution de
(1.23). La démonstration du théoréme est donc compléte sous réserve
de vérifier les propriétés de Pr.

Etude des propriétés de Pr.

LEMME 1.5. — Pr est formellement autoadjoint dans L*(T, dv).

Démonstration. — Une preuve directe est sans doute possible mais
nous préférons une preuve indirecte utilisant le théoréme de la phase
stationnaire.
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Pour cela, soit y une fonction égale a 1 sur [0, 1/2] et & support dans
]— 1,1 et posons ®° = x<@ .0.
€

®¢ opére alors de C*(I') dans C*(M) de maniére naturelle.
Considérons 'opérateur :

(1.24) Q(h) = (— h*A + Vo + hV; — Ey — hE,)

et considérons, pour f,geC®(I), lidentité suivante qui se déduit du
caractére autoadjoint de Q(h).

(1.25) (Q(h)[®7(f)e?m], ©(gle” *m)=(O(f)e™ *™, Q(h)(O(g)e™*")).
Utilisant la définition de ®° nous remarquons que :
QM) [ f)e™?om] = — KPA@(f)e™?m + O(e™").
On déduit alors de (1.25) que :
(1.26) JA(G”(f ). @%(g)e™ 2*omdvy
= J@‘( ). AO%g)) . e~ 29omdyy + Oe™ "),

Appliquant le théoréme de la phase stationnaire de Colin de Verdiére
(cf. [CHAY]), on obtient en identifiant les premiers termes du développement :

(1.27) fPl—f.gdﬁr = J‘f.Prgd?r
r r
ou dVr est introduit au théoréme 1.1. n
LEMME 1.6. — VfeC*I), Vge C*(T), on a :
(1.28) (Prflg) = Jvrf-vrgd;r + JS’rf-ngr

ou Sr est défini en (1.7).
Démonstration. — On part de la formule (cf. 1.25) :

QR [O(f)e™*m]/@%gle™ %" > =h*(V(O(f)e™ *")/V(O(g)e™ *™)as
+ I(VO +hV,—Eo—hE,)O(f) . @(g)e™ **dvy .

On remarque maintenant que I'on a :
1
V(©%(f)e™ %) = [V(@’E(f ) =5 Voo . O(f )]e“”"”‘-

Vol. 46, n® 4-1987.



360 B. HELFFER AND J. SJIOSTRAND

On obtient ainsi :
h? {V(OF(f)e™ om)/(V(©(g)e ™ *o) > =h? j V(O(f)) . V(OH(g)) . e 2¢odvy

’ J Voo *O(f) .- @‘(g)e-“owdm—”fv% V(©(S). ©(g)) . e~ *omdvy

def

=[+I1+1II.
Remarquons que, par intégration par parties :
h
(D=3 JV% - V(O(f) . ©%(g))e ™ >¢0rdvy
h
+ 3 Je_Z""’/"A(pO LOS) . Og)dvy .
Utilisant (0.4), on obtient finalement :

QIO (f)e > /O (gle™*" rapn= hzfv«as(f» V(©F(g))eomdvy
+ hj [(Vi—E )+ A@y19%f). ®(g)e” 200/hde

def

=I1+1I.
Compte tenu de (1.8) et (1.9), on obtient que :

= hf 2VpoVe . OF(f) . O(gle 2#omduy

= 2 f Ac . ©%(f) . ©(gle~29°mdvy,

+ hzje" 2oomye  V(O(f) . ©@%(g))e ™ 29omdvy, .

On peut réécrire (I) + (IV) sous la forme :

(1.29) (O + @V) = n? j (V + VoXO(S)) . (V + Ve)(OF(g)e ™ >*omdvy

+ hZJ(Ac — | Ve HOH(f) . O(g)e ™ 270mdvy .

Observons maintenant que :
2Ve(V + Ve)(@i(f) =0 dans ¥'(T,¢/2) (cf. (1.8) et (1.10))

de sorte que les composantes normales sur I' de (V + Vc)@%( f) sont nulles.
On conclut alors par le théoréme de la phase stationnaire. [ ]
Il résulte classiquement du théoréme (1.1) le :

COROLLAIRE 1.7. — Le spectre de la réalisation de Dirichlet de
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— h*A + Vo + hV, dans ¥, €) contient une valeur propre Ah) de déve-
loppement asymptomatique E(h).

L’objet du paragraphe suivant sera de montrer que dans un intervalle
delaforme [Eq + E h + Ejh? — nh?, Eq + Ejh + E,h% + yh?]avecn > 0
assez petit, il n’y a qu’une valeur propre de l'opérateur ci-dessus pour
h<hg.

§2. LOCALISATION DU SPECTRE POUR LE PROBLEME
DE DIRICHLET A UN PUITS I' ET APPLICATIONS

On sait (cf. Hirsch [HI], ou toute démonstration du lemme de Morse
généralis¢, cf. par exemple Chazarain-Piriou [C-P]) qu’il existe un fibré
vectoriel euclidien & au-dessus de I tel qu'un voisinage de la section nulle
de ce fibré soit difféomorphe & un voisinage de I" dans M (On notera i
ce difftomorphisme). Concrétement cela signifie que I'on peut choisir
une famille finie d’ouverts U; recouvrant T, et pour chaque U; un systéme
de coordonnées (x'V, x”V) définies sur U; x R*” tels que :

n
. 1 7(j)\2 ”
2.1 Poci=> (x79) pour |x”|<e.
- v+1

(On omet parfois i dans la suite),
(2.2) x9 =x{" (pour xi fixé) définit la variété sortante pour Ve,

partant du point de I : x'V) = x{) x" =0,
(2.3) Au-dessus de U; n U, qu’on peut supposer connexe, le changement

de variables est de la forme :

X' = (Pj,k(x,(k))

xy = Z B (x®)xi®, i =v 4+ 1,...,n,
1
2.4 B (x'®) e O(v") (’'espace des matrices orthogonales),
(2.5 x"D 1y, est une carte de T.
On n’utilise dans la suite, quer des coordonnées de ce type. Il s’agit donc

d’étudier Q(h) (cf. (1.24)) dont on a donné au cours de la démonstration
du lemme 1.6 (cf. (1.29)), 'expression suivante :

(2.6) Q(h)=(hV*+hVc+Vo)hV +hVc+ Vo) +h*(Ac)— |Ve)?).

On va chercher, dans le méme esprit que dans [HE-SJ |5 & déformer Q
(et simultanément la densité d’intégration) par une famille d’opérateurs
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362 B. HELFFER AND J. SJIOSTRAND

autoadjoints en un modéle simple. Par rapport & [HE-SJ]5 deux difficultés
apparaissent ; d’une part il faut un contrdle beaucoup plus fin des restes
et d’autre part apparaissent des problémes globaux liés au fait que & n’est
pas un fibré trivial, ni méme plat en général.

Pour ce deuxiéme point, on peut remarquer que sont bien définis indé-
pendamment des coordonnées :

en chaque point I'espace vectoriel engendré par les d,;, I'espace des
opérateurs différentiels d’ordre 1 engendré par les ho,, + xJ.

Par contre, sauf si dans (2.3) on peut s’arranger pour que les B/* soient
indépendants de x’, I'espace engendré par les d,, n’est pas invariant. On va
donc tout d’abord définir un espace horizontal naturel dans notre fibré
qui soit défini globalement.

Soit U x R*" un ouvert de carte de notre fibré, et transportons sur &
(au voisinage de x” = 0) la métrique donnée sur M. Dans cette carte,
notre espace horizontal sera engendré par des champs

@.7) X = 0y + z Z BMx')x1 B »
k 1

i=1,...,v, vérifiant la condition que
(2.8) X Oxy Dy = O X" 7).

On vérifiera que cette condition détermine les bY¥(x’) et que l'espace
engendré par les X! est bien défini sur le fibré.

0
Puisque V,,, = O(x") (0—7>, on déduit de (2.8) que
x
(X Vo diwrixry = O(1 X" %),

c’est-a-dire
Xi(@o) = O(1 x" %),

Z Z bEx)xxl = O(| x" ?) et donc = 0.
k 1

La matrice b; ((b}*) est donc antisymétrique et on a :

ou bien

2.9 b (x') = — bFl(x'),

(2.10) Xlpo =0

2.11) X) =0, + Zb{-‘”x}{(ax;l +x7).
k.l

Explicitons la condition (2.8). Dans nos coordonnées la métrique est
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donnée par la matrice G = (g*/), d’inverse H = G™! = (g; ;). Il résulte
de (2.2) que 'on a

2.1 Z G =0, =1, v,
i
et par conséquent :
(2.13) g (x,0 =0, i=1..,v, j=v+1,...,n,

et si on pose

0g: )
2.14 L= 20 bl = ,
( ) g sJ ax;/ g ax;I
pouri=1,...,v,j=v +1,...,nl=v +1,...,n, alors
(2.15) g (x,0) = — gl)(x',0).

De (2.8) on obtient
(2.16) g x) + Z Z bikx)xi gx) = O(1 x” %),
1 k

pouri=1,...,v,j=v +1,...,n De (2.13) on obtient
2.17 gHx,0 =0, i=1,...,v, j=v+1,....n,
donc si on décompose G et H en blocs de maniére naturelle

G - <G11 G12>’ H - (Hll H12>,

G2 Gy, H,, Hy,

ona G;y, Hj, = 0 pour x” = 0sij # k, Gj;' = H;;si x” = 0. On obtient
également que
0G, ,

0 = — H, ((x’,0) W (x’, 0)H; ,(x", 0)
X1

H,,

2.1
@.18) oxy

ce qui permet d’exprimer les g} (x’, 0) en fonction des g"*!(x’, 0). On déduit
de (2.16) la relation :

(2.19) g (x', 0) + 2 bk, 0)g"i(x",0) = 0,
k

que, compte tenu de (2.18), on peut réécrire :

(2.20) bi™ = Z g%, O)gim(x’, 0) .
k

Vol. 46, n° 4-1987.
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On va maintenant définir une norme assez faible adaptée & notre opéra-
teur. D’abord, pour ue CP(U,, x R”'), on pose :

It llm = B2 0|l + h2 B2 || x72 08X .. Xu|

1+]a] +1B1<2

n Z 10 (B, + x| + 11 x7(Bs, + xiJut |

i J
hz Z || Xi(Bx, + x:Ju || + h‘/zz I (O, + xJull.
k i

i
Comme on s’intéressera en général seulement aux ordres de grandeur
uniformément en h, on utilisera souvent la notation abrégée :

e W = B2 [ 1]+ 2 p2 D2 || g8 X |
lal + 1T+ Iy <2 _
+ 1| 3B + xull + 1| X" + X"
+ R X B + X"l + B2 (B + X"
La multiplication par y(x)e C3(U x R*") est uniformément ¢(1) pour
cette norme si y est indépendant de x” prés de x” = 0. On remarque que

sur U;n Uy, [llullln; et [l ulllsx sont uniformément du méme ordre de
grandeur. On définit alors pour ue C3(#) :

(2.21) I eellln = 2 || 2 Il »

avec Zy;=1, supp y;< U; x R, x;(x)=x;(x). Alors a équivalence uniforme
prés (pour des fonctions u 4 support dans un compact fixé) ||| u |||, est
intrinséquement défini.

On pose
R I<j<yv
2.22) Zj= i, V+1<j<n
oxY
Alors pour la métrique g :
(2.23) — A =Z3Z¥ms, Z,,

ou
(m52) = (KZ;1 Zi )
et on peut écrire 'opérateur (2.6) sous la forme

(2.24) Q=ZZ(Z*+Z;(po+ho)msZi+ Z@o + he) + hA(Ac—(Ve)d)

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



PUITS MULTIPLES EN MECANIQUE SEMI-CLASSIQUE. — VI 365

ou on rappelle que ¢|r = 0. Ici Z = hZ et Z* est l'adjoint de Z pour la
densité associée a g, qui est (det G)!/?dx; ... dx,. Conjuguant Q avec e,
on obtient

.25 Q= EZ(Z}‘ +Zj(po+ 2hc))m§-,k(zk +Z(@o))+h*(Ac—(Ve)?),

qui est formellement autoadjoint pour la densité e~ 2¢ (det G)'/?dx.
Par des déformations, nous allons remplacer cette densité par :

(2.26) (det G)'/2 | odx = (det G,,)'2 (det G, ) 2dx'dx" = d¥ . @ dx”

ou dvr est la densité sur I, définie par (1.4).
Q sera déformé en

2.27) QW) = Z Z (— 5x, + X8 (%", 0)( O, + )
+ R2EEXMg (3, 0K, + h2F )

ou X désigne I'adjoint pour la mesure (2.26) et F(x’) est introduit
au § 1. Plus précisément nous allons établir le :

LEMME 2.1. — Il existe une famille C* par morceaux : [0,1]3t » Q®
avec Q© = Q, d’opérateurs différentiels d’ordre 2, et une famille C* par
morceaux [0,1]3t — w, de densités C*, > 0, avec wy = e~ %¢ (det G)!/%dx,
wy = dVr @ dx", telles que QO est formellement autoadjoint par rapport
d w, et telles quil existe C > 0, hy > 0, 1y > 0, tels que

(2.28) QU k) — Q“()u | < Cx + ') | Iy,
pour tous t,t'e [0,1], he ]0,hy], 1€ 10,10 ], ue CF(¥ (T, 7).

Démonstration. — On va obtenir notre déformation comme la compo-
sition de plusieurs déformations C*. On ne pourra pas toujours définir
ces déformations directement de maniére globalement invariante et on
commence par décomposer I'opérateur (2.25) par une partition d’unité
1 = Zx(x), x,€ Cg'(U,); puisque

(Qu| U)Lz(e - 2¢(deg G)1/2dx) =

= J [EZmik(Z& Z(@o)u.(Z i+ Z{@o)o+ h*(Ac— (Vey)uv e (det G)H/2dx

ou la fonction intégrée est intrinséquement définie, on a la décomposition
«en cartes locales »

(2.25) Q = h¥Ac — (Vo)) + ZZ Z

(Z}, — Zi (9o + 2hN X WM ks Zy + Zie @0)) -
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Cest donc sur cette expression que 'on va faire nos déformations,
~mais pour éviter des notations trop lourdes on travaillera avec (2.25).
A la fin on trouvera un opérateur avec une écriture invariante.

A. La premiére opération est de déformer Ac — (Vc)* linéairement en
sa restriction p(x’) = Ac — (Vc)? |xr=o, et ceci sans changer la densité
e~ % (det G)'/?dx. Cela donne licu & une différence h*0(x")u dont la norme
L? se majore facilement par le second membre de (2.28).

B. On déforme ensuite linéairement Z;(¢po + 2hc) en Z;(p,) dans
(2.25). On remarque que la différence vérifie :
@ h " 1 1 < . < ’
iz = O s lsisY
Oh) si V+1<<j<n.
On observe ici que
(2.29) mi(x) = 0O(x"*) si j<V <k ou si k<V<j

et que Z;(¢) = Xo(@) = 0sij < V', Zj(po) = x;8ij =V + 1. Qu se modifie
alors par quatre types de termes :

1° O(hx")Xiu

2° O(hx")(0, + x")u

3° O(h)x"*X}u

4° O(h)d, + x")u.

La norme L? de chacun de ces termes se majore par le second membre
de (2.28). Si on déforme en méme temps e~ 2 (det G)'/?dx convenablement
en (det G)'/%dx, les opérateurs intermédiaires restent autoadjoints.

On est donc arrivé a

2.30) Q=PI + TXZF + Zi(@o)mSuZy + Z@o))
qui est autoadjoint pour (det G)'/*dx.

C. On déforme maintenant (det G)!/?dx en (det G)'/*(x’, 0)dx par une
famille t — f(x)dx avec f(x’,0) = (det H)'/?(x’,0). Bien entendu, dans
(2.30), on remplace alors Z;“ pour 2}‘" qui est 'adjoint pour fdx. On a
Z¥ — 7% = O(x"h)si1 <j<Vet=0hsiv+1<j<neton trouve
exactement les mémes modifications que dans ’étape B.

On est donc arrivé a un nouvel opérateur (2.30), ou 2;“ désigne mainte-
nant I'adjoint pour dvp ® dx”.

D. La derniére étape est maintenant de figer m$; en x” = 0. Cela
revient & modifier m$, par O(x")sij, k > v + 1 ousij, k < V', et par O(x"?)
dans les deux autres cas. Il y a donc quatre cas a vérifier -
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1° v/ 4+ 1 <j, k < n. On obtient des modifications de Qu de la forme
(= By + X))OC" O + XK
ce qui donne des termes :
OB + XY, O"2N B + X, OC") DDy + X3
dont les normes L? se majorent bien par le second membre de (2.28).
2° j < v < k. On obtient
(= X} + O)O"Ydx; + X¢)u
ce qui donne N .
O(hx")( 0y + X8, Ox")X [ Oxyy + X
dont les normes L? se majorent bien par le second membre de (2.28).
3° k < V' < j. Remarquons d’abord, que si f est une fonction, alors
Vf =Zm§ Z(f)Z;.

Pour f = x”? on sait que les composantes X’; de V f s’annulent et donc
q p j

@.31) 2 R
j

La modification de Q est maintenant de la forme

z Z (= Buy + X7 + O)m; )X;
k j

et utilisant (2.31) on peut remplacer x} par — x7. Il suffit alors de majorer
la norme L? des termes

By + XNOX"DKiut, OO X .

Ici le deuxiéme terme se majore sans problémes et le premier se décom-
pose en une somme de termes du type

O )XYy + X, OR)O") Ko,  Ox"?)[(Dy+x7), XiJu.

Ici les deux premiers termes sont OK. Pour analyser le troisieme on
exprime X; comme dans (2.11). Ce terme devient alors une somme de
termes du type :

Ohx"3u, O(hx"?)d,u

qui se majorent dans L2 par le second membre de (2.28).
4° j, k < v'. On obtient alors des modifications

Xox" X, Ohx")Xiu,
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Le premier terme ici se décompose en
O")X;X; et Ohx")Xju
et ces termes se majorent sans problémes.
Ceci termine la démonstration du lemme 2.1. #
Nous allons maintenant étudier Q) donné par (2.27) et dont I'action

sur des fonctions sur & est bien définie. Rappelons d’abord quelques
propriétés des fonctions d’Hermite sur R”. Pour a e N*, on pose :

ha = (Z*)ahO ’

ou hy(x) = e™**/2, Zj= (0x, + x;), Z} = (— 0, + x)).
Soit H, l'espace vectoriel engendré par les fonctions h, avec |« | = k.
On sait alors que :

(2.32) H, est invariant sous l'action de Z,Z*,.

(2.33) H, est invariant par rotations et donc aussi sous I'action de
L =%%¥x,a,,0x, si a,,= —a,,eR. (Une autre maniére de le voir
est d’écrire L = 1/2X%(— 0,, + x,)ay ,(0x, + X,).)
(2.34) Soit (g,,,) une matrice symétrique définie positive, et posons
Q =13x7Z%g,,Z,.
Alors le spectre de Q |y, est contenu dans un intervalle [k/C,, Cok].
Soit maintenant k > 1. De (2.34) on obtient facilement

(2.35) kllull? + ZIZull* + 21| Zfull* < CQu|u),

Yue #(R"). Soit #V = L%(R") I'espace des ue L¥(R") tels que Zu, Z*ucL*(R")
(en notation abrégée), muni de la norme naturelle. Soit #~ Y Iespace
dual pour le produit scalaire L. Puisque Z;, Z* sont bornés #V — L2
ils sont aussi bornés L2 — #( Y. De (2.35) on obtient facilement :

(2.36) lully < CllQull-,.

Ici on remplace. u par Z;u et Z}u.
Puisque [Q,Z;] et [Q,Z}] sont des combinaisons linéaires des Z*

et Z, on trouve
| Zully + 1| Z*ull, < ClIQull.

Avec (2.36), on trouve :
2.37) Nlull + 1 Zull + 1 Z*ull + 1 Z2ull + 1 ZZ*u|| + | Z**u|| <C||Qul| .

D’autre part k||u|| < C||Qu|| et par une interpolation simple, on
arrive & améliorer (2.37) en :

(2.37) kllull + k21 Zull + | Z*ull) + | Z2ull + | ZZ*ul| + | Z**ull <
<CllQull, ueH;.
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Puisque Hj = éHk, on voit que (2.37) reste valable pour tout
1

ue #® N Hg. (Ici A est défini par la norme du premier membre de
(2.37)). De (2.37) et (2.34) on obtient aussi :

(2.38) | Zull + || Z*u || < CkY*||u||, VueH,
(2.39 1 Z%u]| + | ZZ*u || + || Z**u]|| < Ck|lu]|, Vue H,.
Introduisons maintenant la « constante » de Planck : h. On pose
ho(x) = h™"4e=*2h Z,- = (ng + x;), 2;“ = — ng + xj,
= (2*)’h0. On étend de maniére évidente la définition de H, et on pose
Q=23Z%,,2,
Par la dilatation habituelle x = h'/2y, on trouve alors que H, est inva-

riant sous I’action de sz;f, que (2.33) reste vrai et que le spectre de Q |1,
est contenu dans un intervalle [kh/Cy, Cokh]. On trouve aussi

(2.40) Kkh|lull + (KW)Y2(|| Zu || + || Z*u ) +

+ 1 Z%u || + | ZZ*u | Z*?u || < C || Qu|
(2.41) I Zu |l + || Z*u || < Clkh)'2 | u |
(2.42) I Z%u | + | ZZ*u || + || Z*¥%y | < Ckh||lul

pour ue Hy, k > 1.

Dans ces considérations, nous n’avons utilisé que la structure euclidienne
de R". Revenons maintenant & Q) donné pour des coordonnées conve-
nables par (2.27). Sur chaque fibre de & nous pouvons introduire les
espaces H;, et on peut. considérer # = C*(I'; H;) comme un sous-espace
de S (F) < C*(Z). QW (et méme chaque terme de (2.27) (cf. (2.33)))
laisse s, invariant. Soit k > 1. Pour ue 4, on obtient

kh|lull* < C(QYu|u), donc kh|jull < CI|lQWu]l.

Utilisant aussi (2.41), (2.42), on obtient

(2.43) khllull + KW"2(1Z7 || + | Z7*ull) + | 272 |
+1Z7Z"*u || + | 22| < C | QW]
Ici Z" = :3 . + xj est défini localement en x’, mais (2.43) a un sens

global ev1dent Cette inégalité permet de controler les contributions a
QWy venant de la premicre somme double de (2.27), et on obtient

(2.44) R | 223 g;ux", 00Zu || < C|| QWu]|.
Ici on est retourné a la notation initiale, avec
Zj=5x3.:, j}vl‘i‘l, ZJ_—‘X;, 1<j<v’
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A gauche apparait un opérateur elliptique auquel on peut appliquer
des inégalités a priori standards pour obtenir avec (2.43) :

(2.45)  khl|ul| +(kh)2 ancéwulu‘ Z | x08u|

v+u<1 la+Bl=2
+hz Z 119 X'vu||+h2Z Z XX ]|
v+tu<2
+hz Z 17Xl <Cll QWu|
v n
pour Yue #,, k > 1. Ici|| ||, désigne la norme dans L%(¥"(T, 7)), la cons-

tante C dépend ici de 7. Le dernier terme a gauche dans (2.45) s’obtient
par interpolation :
” xnxlu ”2 (X/*x(’dxru I u)
Ici [X}*, xy?] = O(x"?), donc
W2 | xXu llz < C | x"2u | B2(|| Xi2u || + 1| Xjull)
< (II X"2ull? + h| X2u | + b Xu)?).
On observe que si ue C*(I'; #) et si u(x’, .) L Hy pour tout x’, alors
ona(2.45)aveck = 1.Le premier membre de(2.45)est alors > Const e

(si dans cette derniére norme on prend les normes L? sur ¥ (T, 7).
Toutes les inégalités ci-dessus restent valables si on remplace Q) par

Q™ + ¢h pour g€ C avec | ¢| assez petit.

PROPOSITION 2.2. —Si n > 0 est assez petit, il existe hy > 0, 7> 0,
C > 0 tels que pour tout E€ [E, + n,E, + 2n] et tout ue CF(¥ (T, 1))
ona:

(2.46) lullls < CIHQO(H) — ER?u |z,
pour 0 < h < hy, 0 <t < 1. Ici C est indépendant de t et de h.

Démonstration. — D’aprés le lemme 2.1, il sufﬁt de traiter le cas t = 1.
SiueCyg (“// (I', 7)), on décompose u = uy + u”, o0 ug € #,, u”(x’, .) i H,
pour tout x’ € I'. On a déja établi (2.46) pour w”. Ecrivons Uo= u(x")e” >
vo = v(x)e”*"2" Alors (QV — Eh?)u, devient

e~

On en déduit (P = BJu=v.

h? || u lozqy < Cll 0 IlL2ery »

ot H*(I') est I'espace de Sobolev standard d’ordre 2, et vu la forme parti-
culiere de u, et v, on trouve bien (2.46). #
L’inégalité (2.46), combinée avec des estimations plus grossiéres (cf.
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[HE-SJ]5, §4), montre que le nombre de valeurs propres de Q({} (cest-
a-dire I'opérateur Q® dans L*Q) avec condition de Dirichlet, Q=v¥(T, 7))
contenues dans lintervalle ] — oo, (E, + n)h?], reste constant lorsque t
varie & h fixé dans ]0,hy] (et n > O est assez petit). On est donc ramené
a étudier le spectre de la réalisation de Dirichlet de Q{}’(h) dans I'intervalle
] — oo, (E; + #)h*]. Combinant I'analyse ci-dessus avec celle de [HE-SJ],,
§ 2 on montre assez facilement que ce spectre est exponentiellement proche
de celui de QV(h) | 4o. On obtient ainsi qu’il y a une unique valeur propre
simple pour QY)(h) et QE)(h) dans cet intervalle ; cette derniére est donc
donnée par les constructions BKW au § 1. On obtient ainsi le :

THEOREME 2.3. — Pour ¢ > 0, 1o > 0 assez petit, 0 < h < hy assez
petit, le spectre de la réalisation de Dirichlet de — h?A + Vo, + hV, dans
(T, ¢) dans Uintervalle 1 — 0, Eg + Eh + (E, + n)h?] est réduit a une
seule valeur propre simple A(h). Cette valeur propre admet E(h) comme déve-
loppement asymptotique.

REMARQUE 2.4. — Comparaison entre la solution B. K. W. et la fonction
propre du probléme de Dirichlet.

On peut prolonger la solution B. K. W. dans tout bon ouvert (au sens
de [HE-SJ];, cf. 5.11 & 5.14) et dans un ouvert Q de ce type, si u, désigne
un vecteur propre normalisé associé a la valeur propre A(h) de la réalisation
de Dirichlet dans un domaine régulier contenant un seul puits et Q, on a :

(2.47) up — h™"1*a(x, hye~ P&k = O(h*)e = PoNh #

REMARQUE 2.5. — Interaction.

Compte tenu de la remarque (2.4), le probléme de l'interaction ne différe
pas de celui étudié dans [HE-SJ],.

Si on considére le cas de 2 puits compacts dans RZ, de dimension 1
obtenus comme les minimas d’un potentiel symétrique par rapport a I'axe
des y
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et si on suppose qu’il n’y a qu’une géodésique minimale entre les 2 puits
portée par I'axe des x, on obtient alors, sous une hypothése de non-dégé-
nérescence de la géodésique, un splitting des 2 premiéres valeurs de I'ordre
de h™* . a(h).e~5™ ou g(h) est un symbole elliptique, u est calculable et
Sy est la distance d’Agmon entre les 2 puits.

Nous omettons les détails qui n’introduisent aucune difficulté nouvelle.
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