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Classification géométrique des structures internes
des systémes dynamiques a deux spins

par

Patrick IGLESIAS
Centre de Physique Théorique, CNRS Marseille

REsuME. — Grace 3 une méthode axiomatique (mettant en jeu struc-
tures symplectiques et actions de groupe), nous classons les structures
internes des systémes dynamiques ponctuels a deux spins. Nous mon-
trons que :

a) Si les spins sont différents, la structure dynamique est entiérement
caractérisée par leurs valeurs et c’est la structure de produit direct.

b) Si les spins sont identiques, la structure dynamique est caractérisée
par leur valeur commune et par un angle que nous appelons « angle de
couplage », c’est la structure de produit direct si et seulement si cet angle
est nul. Nous intégrons ensuite les équations du mouvement.

ABSTRACT. — The internal structures of point dynamical systems with
two spins are classified by an axiomatic method using symplectic structures
and group actions. It is proved that:

1) If the spins are different, the dynamical structure is completely cha-
racterized by their values and is the direct product structure.

2) If the spins are identical, the dynamical structure is characterized
by their common value and by an angle, called « coupling angle ». It reduces
to the direct product structure if and only if that angle is zero. The equa-
tions of motion are then integrated.
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56 P. IGLESIAS

I. INTRODUCTION

Le cadre mathématique le mieux adapté, actuellement, a la descrip-
tion de la mécanique est celui de la géométrie symplectique (cf. [7]). Durant
ces derniéres années ce formalisme a remporté de nombreux succés (en
particulier dans I’étude de I'application moment [5] [6] [9]). Et les espoirs
sont grands de voir se réaliser le programme de la quantification dans
ce cadre. La réalisation de ce programme nécessite d’abord une bonne
connaissance des systémes dynamiques classiques (Galiléens ou Relati-
vistes). Dans ce sens les travaux de Kirilov Kostant et Souriau [3] [4] [7]
ont achevé I'étude des systémes dynamiques élémentaires (i. €. : leur variété
des mouvements est un espace homogéne du groupe de Galilée ou de
Poincaré), et leur classification est donnée grace a la théorié des orbites
coadjointes des groupes de Lie. Bien évidemment de nombreuses ques-
tions restent posées. L'une d’entre elles est la classification des systémes
dynamiques non élémentaires au sens ci-dessus, c’est celle a laquelle
nous nous intéressons dans cet article.

Certaines variétés sont susceptibles de représenter I’espace des mou-
vements de systémes dynamiques différents suivant qu’elles sont munies
de telle ou telle structure dynamique (i. e. : d’une action r du groupe de
Galilée et d’une forme symplectique ¥ invariante sous cette action). Nous
avons alors A faire & différents modéles de systémes dynamiques relatifs
a un méme espace des mouvements, ils constituent ce que nous appelons
I'espace des modéles de systémes dynamiques isolés définis sur % : Mod (%).
D’autre part, I’action canonique du groupe Diff (%) sur Mod (%) définit
un isomorphisme de modéles et nous permet d’énoncer le principe de
covariance générale de la mécanique (analogue de celui de la relativité
générale [8]) : L’espace des structures dynamiques Struct (%), définies
sur une variété % est I'espace quotient Mod (#)/Diff (%). Ainsi la véritable
structure d’un systéme dynamique n’est pas le couple (r, X) mais son orbite
par Diff (%). Caractériser ces orbites, C'est-a-dire « réaliser » l’espace-
quotient Struct (%) est donc l'objet de la classification des structures
dynamiques définies sur % relativement au principe de covariance générale.
La premiére partie de cet article est consacrée a poser explicitement ce
probléme et & esquisser une méthode d’approche pour les systémes dyna-
miques galiléens massifs.

La deuxiéme partie de cet article est consacrée a I'exemple particulier
de la classification des structures internes des « systémes dynamiques ponc-
tuels & deux spins », définis par :

H1) I'espace des mouvements internes % est la variété S? x S?
H2) le groupe SO(3) y agit de la fagon diagonale standard.
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STRUCTURES INTERNES DES SYSTEMES DYNAMIQUES A DEUX SPINS 57

Le nom donné a cette classe de systémes dynamiques admet un certain
nombre de justifications :

a) a priori : L’espace des mouvements internes de la particule a spin
est la sphére S? (orbite coadjointe de SO(3)), un systéme dynamique dont
’espace des mouvements internes est la variété S? x S? (orbite coadjointe
de SO(3) x SO(3)) peut s’interpréter comme un systéme dynamique
ponctuel a deux spins. Nous interprétons alors SO(3) comme le groupe
des rotations spatiales et le choix de I'action diagonale (induit par I'injec-
tion diagonale de SO(3) dans SO(3) x SO(3) et par 'action coadjointe
de ce dernier) comme la traduction du principe de relativité galiléenne.

b) a posteriori : Les calculs montrent que deux scalaires s; et s,, sur
lesquels va porter la condition de préquantification (2s, et 2s, € N), sont
des éléments caractéristiques des structures internes définies sur S? x S2.
Ils seront interprétés comme les spins du systéme.

Deux situations radicalement différentes apparaissent alors dans la
classification :

a) si les spins sont différents, la structure symplectique du systéme est
entiérement caractérisée par leurs valeurs, c’est la structure triviale de
produit direct; elle possede un groupe dynamique plus grand: SO(3) x SO(3).

b) si les spins sont égaux, la structure symplectique du systéme est
caractérisée par leur valeur commune et par un angle ¢ € [0, ©] que nous
appelons « angle de couplage », C’est la structure triviale si et seulement si
cet angle est nul.

La structure dynamique compléte est obtenue ensuite grace au choix
supplémentaire d’'un hamiltonien (variable dynamique vérifiant une condi-
tion d’invariance). Il est important de distinguer deux aspects du pro-
bléme : ’aspect « interaction » défini par le choix d’un hamiltonien et
’aspect « couplage structural » qui se situe au niveau de la structure sym-
plectique ; cet aspect n’apparait que lorsqu’il y a égalité des spins et il est
indépendant du choix du hamiltonien. Il est bien clair que, par cons-
truction méme, ce couplage structural ne peut pas étre intégré dans le
hamiltonien d’interaction. L’intégration des équations du mouvement
s’effectue ensuite grace a l'introduction d’un vecteur de précession Q
paralléle au moment cinétique. Lorsque le couplage structural est nul,
les vecteurs (X, X,)€S? x S? et L, moment cinétique, sont coplanaires
lors du mouvement, alors qu’ils ne le sont pas lorsque ¢ est non nul.

En conclusion, nous ferons plusieurs remarques :

a) La possibilit¢ d'un couplage structural uniquement lors de 'égalité
des spins est peut-étre a mettre en relation avec le fait que les systémes
composés de deux particules a spins ne sont observés dans des états liés
que lorsque les spins des deux particules sont identiques (deutéron, postro-
nium, protonium) et que lorsque les spins sont différents on a a faire a des
résonances.
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58 P. IGLESIAS

b) Si un systéme physique (le deutéron ?) peut étre décrit par une telle
structure, 'angle ¢ devrait pouvoir étre mesuré.

¢) Enfin, il faut remarquer que les caractéristiques des structures dyna-
miques : spins et angle de couplage, sont définies a partir du comporte-
ment de la structure symplectique (ici uniquement le moment) sur les
orbites singuliéres de SO(3). Ceci est probablement un aspect général
de la classification des structures dynamiques, dit 4 la structure parti-

culiére des variétés sur lesquelles peuvent étre définies des actions de
SO(3) (cf. [1]).

II. PROBLEME DE LA CLASSIFICATION
DES STRUCTURES INTERNES D’UN SYSTEME DYNAMIQUE
PAR LE PRINCIPE DE COVARIANCE GENERAL

II.1. Rappel du cadre géométrique de la mécanique.

Le cadre géométrique de la mécanique (classique galiléenne) est défini
par les axiomes suivants : ([7], §13):

Al : L’ensemble des mouvements d’'un systéme dynamique est une
variété symplectique connexe.

A2 : Si un systéme dynamique est isolé, la variété de ses mouvements
admet le groupe de Galilée comme groupe dynamique.

A3 : Si un systéme dynamique est isolé, le groupe de Galilée possede
un moment défini sur la variété de ses mouvements.

Rappelons que :

La structure symplectique de la variété des mouvements % d’un systéme
dynamique est définie par un champ symplectique X = [x +— ] ou g est
une deux-forme réguliére : ker () = {0 } et X est fermée : do = 0.

L’action du groupe de Galilée, noté Gal, est définie grace a un homo-
morphisme différentiel ¥ défini sur Gal a valeur dans le groupe des sym-
plectomorphismes de % : Sympl (%).

Va e Gal [F(@)]*() = o

Un moment du groupe de Galilée est une application ¥ définie sur la
variété des mouvements % du systéme dynamique a valeur dans le dual
de l'algeébre de Lie de Gal : ¥*, telle que pour tout vecteur Z de l'algébre
de Lie 4 de Gal : _

o(Zx(X) = — d[¥(X)- Z]

ou Zg désigne le champ de vecteur associé a Z défini sur €A par laction
infinitésimale du groupe de Galilée, la parenthése aprés o désignant 'opé-
ration de contraction.
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Rappelons encore que I'action du groupe de Galilée sur U définit, par
I'intermédiaire du moment ¥, un cocycle symplectique 6 :

0(a) = (P o FYaNX) — (age o PYF)

ou ag. désigne I'action coadjointe d’un élément a de Gal sur *. La classe
de cohomologie symplectique de 6 s’interpréte comme la masse totale
du systéme dynamique ([7], § 13).

I1.2. Classification des structures dynamiques
par le principe de covariance générale

D’aprés les axiomes de la mécanique, un systéme dynamique est carac-
térisé d’abord par son espace des mouvements % et par un couple (7, ),
vérifiant A2 et A3, qui définit la dynamique du systéme. Ceci nous conduit
a poser les définitions suivantes :

DEFINITIONS. — a) Nous appellerons modéle de systéme dynamique
isolé (MSDI) tout triplet (U, 7, %) vérifiant A1, A2 et A3.

b) Nous appellerons ensemble des modeles de systemes dynamlques
isolés définis sur %, 'ensemble Mod (%) des couples (7, %) tels que (%, 7, Z)
soit un MSDI.

Le principe de covariance générale (') exprime I'idée suivant laquelle
un systéme dynamique peut étre décrit indifféeremment par des modéles
isomorphes. L’isomorphisme entre modeéles étant définie naturellement par :

DEFINITION. — ¢) Deux modéles (@,j, b)) et (@', ¥, %') sont isomorphes
§'il existe un difféomorphisme o/ de %’ sur % tel que :

i) ' = oA*(0)

ii) ¥ o= of*(F), Va e Gal Fla)= o or(a)o oA
L’application du principe de covariance générale a I'ensemble Mod (@Nl)

se traduit par I'action du groupe Diff (%) sur cet ensemble et conduit aux
définitions suivantes :

DEFINITIONS. — d) Nous appellerons structure dynamique d’'un MSD],
défini sur %, son orbite par Diff (%) I’action de Diff (%) sur Mod (011)
étant définie par i) et ii).

¢) Nous appellerons espace des structures dynamiques, définies sur €,
I'ensemble quotient Mod (#)/Dift (Jll), nous le noterons Struct (%) :

Struct (%) = Mod (%)/Diff (%).

(*) Ceci est une définition adaptée du principe de covariance générale proposée par
J. M. Souriau [8], pour la relativité générale.

Vol. XXXIX, n° 1-1983.
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Mod (L)

Diff (aL)

&l

Struct ("l"l.)

Probléme de la Classification des structures dynamiques définies sur U

Etant donné un ensemble E et une relation d’équivalence ~ définie sur E,
I'ensemble quotient E/ ~ peut étre considéré comme un sous-ensemble
de I'ensemble de ses parties Z(E) :

E/~ = {tePE)|Vxet, Vyet:x~y}.

Une réalisation de E/ ~ est définie par un couple (F, ) ou F est un ensemble
et y une application surjective définie sur E a valeurs dans F telle que,
si 7 désigne la projection naturelle de E sur E/~, on ait

x) = al(x’) < yx) = yx’).

Le probléme de la classification des structures dynamiques définie sur %
par le principe de covariance générale consiste d trouver une réalisation « plus
ou moins naturelle » de 'espace Struct (%).

I1.3. Dynamique interne d’un systéme massif isolé

Il existe une obstruction a I’existence de MSDI définis sur une variété 071,
elle est donnée par le théoréme de décomposition barycentrique ([7], § 13) :
Si la masse totale d’un systéme dynamique isolé est non nulle (au sens
du §II.1 : 0 + 0), sa variété des mouvements % est difféomorphe au pro-
duit direct symplectique de I’espace vectoriel R®, muni de sa forme sym-
plectique canonique multipliée par la masse totale du systéme, par une
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variété symplectique # possédant le groupe SO(3) x R comme groupe
dynamique (?).

Plagons-nous dans le cadre de cette hypothése 6 + 0.

1) Nous appellerons espace des mouvements internes la variété %.

2) Nous noterons r = (®, — u) laction de SO(3) x R sur %, # est
Paction relative a SO(3), et — % est Iaction relative a (R, +).

3) Nous noterons £ = [x — o] le champ symplectique défini sur % :

VAeSO(3) VieR, [RA)*o)=0c et (ta)*0)=0

4) Nous noterons ¥ = (%, #)le moment relatifa SO(3) x R. £ = [x— L]
est le moment cinétique interne (relatif & Paction de SO(3)), c’est une appli-
cation différentiable définie sur % a valeur dans R> (nous identifions SO(3)
avec SO(3)* par la forme de Killing et SO(3) avec R® par I'opérateur pro-
duit vectoriel j: (V)W) =V A W. Puisque la cohomologie de SO(3)
est nulle % peut toujours étre choisi de fagon a vérifier I'’équation :

LoRA) =A%, VYAeSOQ3)

Nous dirons que & est le moment équivariant du systéme. J# = [x — h]
est I’énergie interne (ou hamiltonien interne), c’est le moment relatif a I'action
de R; il vérifie :

[Z(A)*(H) = H - RA) = H, VA € SO(3)

Posons grad (#) = [x — grad (h)] le champ de vecteur défini sur %
par [7]:

grad (h) = — o~ '(dh)
Ce champ est complet (on dit que la variable dynamique 5 est compléte)
et l’action de (R, +) sur % s’identifie a :

ta(x) = €'#9¥)x),  Vxe¥  VteR

Rappelons que J#, contrairement a . équivariant, est défini 4 une constante
preés. 5

Ainsi un MSDI défini sur % = % x R est équivalent 4 un quadruplet
(U, R, X, #) vérifiant 1), 2), 3) et 4). Ceci nous conduit, dans le cas des
systémes massifs isolés, a modifier légérement nos définitions précédentes.

DEFINITIONS. — a) Nous appellerons modéle de structure interne (MSI)

(?) Quand la masse totale du syst¢éme dynamique est non nulle, 6 + 0, le sous-groupe
invariant (R, +) du groupe de Galilée agit librement sur %, de plus cette action le munit
d’une structure de variété fibrée principale de groupe structural (R, +), % est alors un
fibré trivial ([2], tome III). % est la base de ce fibré : = %/RS. % peut aussi s’interpréter,
grace a la réduction de Marsden-Weinstein [5], comme I'espace des mouvements du
systéme 4 moment, relatif & (R®, +), constant; cest-a-dire les mouvements autour du
centre de gravité.
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62 P. IGLESIAS

d’un systeme dynamique massif isolé, tout quadruplet (%, %, T, #) tel que :
% est une variété¢ de dimension paire, # un homomorphisme différentiel
de SO(3) dans Diff (%), X = [x + ¢] un champ symplectique défini
sur % invariant sous I'action de SO(3), # une variable dynamique compléte
définie sur % invariante sous l'action de SO(3).

b) Nous appellerons Mod (%) I'’ensemble des MSI défini sur %.

Le principe de covariance générale se traduit naturellement a partir
de T'action de Diff (%) sur Mod (%) induite de I'action de Diff (%) sur
Mod (%) : Z +— A*Z), R — AXR), # — A*H), et conduit aux
nouvelles définitions.

DEFINITIONS. — ¢) Nous appellerons structure dynamique interne d’un
MSI, défini sur %, son orbite par Diff (%).

d) Nous appellerons espace des structures dynamiques internes, définies
sur %, 'ensemble quotient Mod (%)/Diff (%), nous le noterons Struct (%).

Struct (%) = Mod (%)/Diff (%) .
Le probléme de la classification des structures de systéme dynamique
d’un systéme dynamique massif isolé se réduit a la classification de ses

structures internes, c’est-a-dire : trouver une réalisation de lespace
Struct (%).

I1.4. Eléments de classifications des SDI définies sur %

Il existe une hiérarchie a l'intérieur de Mod (%) : # est défini relative-
ment a %, T relativement au couple (%, %) et enfin S au triplet (%, £, Z).
Cette hiérarchie se traduit par des fibrations successives que nous allons
expliciter. Auparavant, définissons les espaces auxiliaires suivants :

a) Homy, (SO(3)) est I'ensemble des homomorphismes différentiels de SO(3)
dans Diff (%). Diff (%) agit sur Homg (SO(3)) nous noterons Acty (SO(3))
Pensemble quotient : Homg, (SO(3))/Diff (%) et nous poserons I,y la
projection canonique de Homy (SO(3)) sur Acty (SO(3)) qui s’interpréte
comme I’ensemble des actions inéquivalentes de SO(3) sur %.

b) Mod® (%) est le sous-ensemble de Mod (%) défini par # = 0, Diff (%)
agit sur Mod® (%), nous noterons Struct® (%) le quotient Mod® (%)/Diff (#).
Nous noterons ITgy la projection canonique de Mod® (%) sur Struct® (%),
[Myy la projection naturelle de Mod (%) sur Mod® (%).

¢) Nous noterons Ilgy la projection canonique de Mod (%) sur Struct (%)
(Struct (%) = Mod (%)/Diff (%)).

On peut vérifier immédiatement qu’il existe deux projections :

s : Struct (%) — Struct® (%)
% : Struct® (%) — Actg (SO(3))

telles que les diagrammes suivants commutent,
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Mod () =% Struct (@)
nwj s
D) I Mod® (@) =% Struct®(¥) | M,s
ol ™
VN TS

Homy (SO(3)) — Acts (SO(3))
C’est-a-dire, telles que :

{ l_Iss oIlgy = HSM o Iym
Hgs ° HgH = HAH ° H?-IM

Ainsi Struct (%) posséde une structure d’ensemble fibré sur Act, (SO(3)).
Le probléme de la classification des structures internes définies sur % se
traduit donc par la classification successive des structures dynamiques définies
sur U relativement d une action de SO(3) sur %, c’est-a-dire 2 la réalisation
successive des fibres S; 4 de Struct (%) au-dessus des points [Z#]= I1,(%#)
de Acty (SO(3)). Cette réalisation nécessite donc en premier lieu la réali-
sation de S¥y,, fibre de Struct® (%) au-dessus de [#], C’est-a-dire la classi-
fication, relativement au principe de covariance générale, des structures
symplectiques définies sur U invariantes sous action [R] de SO(3) sur %.
Mais la fibre S;4), ensemble des structures dynamiques internes définies
sur % relativement a P'action [#] de SO(3), est elle-méme fibrée sur Sf,

par la projection Ilgs : [#, Z, #] — [R, AR, Z,# ] = (R, T, H)

et [#, L] = 144, X)), la connaissance compléte de Sia) nécessite donc
enfin les réalisations successives des fibres Siz 5 de Si4 au-dessus des
points [#%, X] de Sf’m; c’est-a-dire : la classification, relativement au prin-
cipe de covariance générale, des hamiltoniens définis sur % invariants par R
et complets relativement a X.

Ces étapes successives de la réalisation de Struct (%) peuvent se résumer
pratiquement par les formules, que 'on déduit immédiatement du dia-
gramme (D) :

Sm] = My/2,
S[gn = Mgl/ @a
Sia.n= M@a5/D a3
ou:

d) Mgestla fibre de Mod (%) au-dessus de %, M% est 1a fibre de Mod® (%)
au-dessus de Z et M 45, est la fibre de My au-dessus de (£, ).

e) Dg est le stabilisateur dans Diff (%), de 2, c’est-a-dire le sous-groupe
des difféomorphismes de # qui commutent avec # :

AeDy < VAESOB) o o RA) = R(A) o oA

Vol. XXXIX, n° 1-1983. 3



64 P. IGLESIAS

f) Dz est le stabilisateur, dans Diff (%), de (%, Z), c’est-a-dire le
sous-groupe défini par :

Dy = Dy O Sympls (%)

Ces éléments de classifications des structures dynamiques internes
définis sur % nous conduisent a plusieurs remarques :

REMARQUE 1. — Comme nous I’avons vu, une réalisation de Struct (%)
nécessite une réalisation de Actg (SO(3)), C'est-a-dire une classification
des actions inéquivalentes de SO(3) sur %. Ce probléme est en soi une
question délicate et difficile (voir a ce sujet 'ouvrage de G. E. Bredon [/]).
Pour cette raison, on peut se contenter de classifier, dans un premier temps,
les structures dynamiques internes d’un systéme relativement a une action
particuliére de SO(3), que I'on peut choisir arbitrairement par des argu-
ments de simplicité.

REMARQUE 2. — On peut toutefois restreindre I’arbitraire d’un tel choix.
Nous proposons un probléme moins général, mais qui peut, dans une
certaine mesure, étre interprété comme une généralisation de la méthode
des orbites de Kostant-Kirillov Souriau [3] [4¢] [7]. Il consiste premiére-
ment a choisir pour % une orbite coadjointe d’un groupe de Lie G, défini
comme le groupe structural interne du systéme ; deuxiémement a restreindre
au sous-groupe de Homg, (SO(3)) des homomorphismes différentiels définis
par l'action coadjointe de G sur # et par Hom (SO(3), G). L’exemple que
nous traitons ensuite se situe dans ce cadre, mais d’autres exemples de
systémes dynamiques complexes, par exemple le probléme de Kepler
régularisé, s’y situent aussi.

REMARQUE 3. — Enfin remarquons que cette classification fait appa-
raitre un aspect nouveau quant au choix du hamiltonien des systémes
dynamiques qui semble étre absent des autres formulations de la méca-
nique symplectique, c’est le caractére équivalent de deux hamiltoniens liés
entre eux par I'action d’un élément du groupe 24 N Symply (%).

III. CLASSIFICATION DES STRUCTURES INTERNES
DEFINIES SUR S? x $2
RELATIVES A IL’ACTION DIAGONALE DE SO(3)

Comme nous venons de I'indiquer, nous traitons ici le cas particulier
de la classification des structures internes définies sur une orbite
coadjointe % d’un groupe de Lie G relativement & une action induite
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STRUCTURES INTERNES DES SYSTEMES DYNAMIQUES A DEUX SPINS 65

par un homomorphisme i particulier de SO(3) dans G et par I’action
coadjointe de G sur #. Nous choisissons :
G = SO(3) x SO(3)
i=[A— (A A)] A eSO(3)
U =S* x §?
L’action de SO(3) sur % est donc I’action diagonale :

VAE€SOB)  Vx = Xy, X,)e¥ : HANY) = (AX,, AX,)
III.1. Action diagonale de SO(3) et topologie de S? x S2

Nous donnons ici quelques propriétés particuliéres relatives a (%, %)
qui seront utilisées par la suite.

a) Le segment [— 1, + 1] réalise le quotient %/SO(3), muni de la pro-
Jection I1 : (X, X;) — p = (X, X, D.

b) L’image réciproque U* = I1~'(]— 1, + 1]) est un ouvert dense de U :
cest la réunion des orbites de SO(3) de dimension 3. Laction de SO(3) le

munit d’une structure de fibré différentiel principal pour lequel I1 |4 est
une submersion.

¢) Une trivialisation particuliére de U* est donnée par le difféomorphisme ¢
de U* a SO(3) x ] — 1, + 1] défini par :

(P(Xl ] X2) = (ga p)
p = II(X3, X3)

avec

g = [21 + p)]7*(X, + Xy)
g = [818283] g2 = [2(1 = p)]7 (X, — X,)
ga=—[1-p*1""2X; A X,
PoR(A) =A-0, Alg p)=(A-gp)
d) Les images réciproques par Il des points + 1 et — 1 sont notées S*

et S™; ce sont les deux orbites singuliéres de SO(3); elles sont de dimen-
sion 2, difféomorphes chacune a la sphére et définies par les équations :

St ={xeu|X, =X,)}
S_ ={x€%|xl = —X2}

Il

III.2. Structures symplectiques définies sur S? x S?
invariantes par Paction diagonale de SO(3) et moments

Soit Mg I'ensemble des structures symplectiques définies sur S? x S2
invariantes sous l'action diagonale # de SO(3). Puisque % = S? x §?
est simplement connexe, on a le résultat (cf. [7]) :
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a) Toute structure symplectique ¥ = [x > o], élément de MY, posséde
un moment.

Et puisque la cohomologie symplectique de SO(3) est nulle, on a le
résultat

b) Toute structure symplectique T élément de M%, posséde un moment
équivariant unique % (cf. §11,3.4) :
{ LU - R? 1)
L-RA=A-&

Nous noterons £q. I’ensemble des applications différentiables définies
sur % a valeurs dans R vérifiant (1). On a les résultats suivants :

¢) Si & est un élément de £q. alors il existe trois applications (fy, f2, f12)
définies sur [— 1, + 1] a valeur dans R telles que

f(x) = aXl + bX2 + CXl A X2
avee

a = fi o n(x), b = f, o n(x), ¢ = fiz0m(x)

La vérification est immédiate.
d) Soit A lapplication définie sur My @ valeurs dans &q. qui @ chaque
élément associe son mouvement équivariant £ :
A: My — &q.

I AD)=¥%
A est une injection.

En effet : soient X, et £, deux structures symplectiques, éléments de M%
telles que A(Z,) = A(Z,), alors on a

01(Z(x)) = 0,(Z(x))  VZeSOQ)

donc en posant 6,, = 6; — 0,,0n a

61,(Z(x) =0 VZeSO(3)

gzu(alz) =0 VZe SO(3)
ainsi 6, , |4+ est invariante par SO(3) et s’annule sur les vecteurs verticaux,
donc 6, |4« est 'image réciproque par 7|4 d'une deux-forme définie
sur ]— 1, 4+ 1[; donc 6, g« = O et par continuité (#* est dense dans %)
012=0=>0'1=62. .

Nous noterons .# I'ensemble Val (A), A est alors une bijection de M§
a  ; on a le résultat :

€) Soit & un élément de M défini par les fonctions (fy, f2,f12) :
g(x) = aXl + bX2 + CXI A Xz.
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Soient : X = A" Y&L); 6,x et 6,x deux vecteurs tangentsen x d U ;on a :
0(8,x)0, x)=(ap+b) { X1, 8,X; A 6:X; > +(a+bp) (X2,0:X; A 6:X;, )
+ < a’Xl +b’X2, 61X1 A 62X2 - 52X1 /\ 51X2 >
+dW(6,x)d,x)
ou W est la 1-forme définie par : W(dx)=(c/2)- [ { X;,0X; D —( X, 06X, > ]
et le signe ' désigne la dérivée par rapport d p.

En effet : écrivons I'action infinitésimale de SO(3) sur % ; posons Z=j{),
Z € SO(3); j est I'opérateur produit vectoriel (§11.3). On a :

Z(x) =@ A X1, Q A X))
et posons w la connexion plate définie sur %* par :
o(dx) =0g'g”! (g p) = o(x)
Définissons w la 1-forme sur #* par :

w(dx) = — %Tr [AL) - w(dx)], L = Z(x)

@ est invariante par SO(3) et dw vérifie I'’équation du moment :
dw(Z(x)) = —d{(L,Q) VZ=jQ)eSO(3)
par un raisonnement analogue a celui de la démonstration de d) on déduit
que o |4+ = dw et donc que dw se prolonge sur # par ¢. La détermination
de ¢ s’obtient en écrivant w dans les variables (X, X,) :
ap +b
(5)—' 2<X2/\X1,5X1>
a+ bp
1-p?
Le calcul élémentalre mais fastidieux de dw donne le résultat. W

Soit  un élément de M% et £ son moment ; posons %2 I'application
définie par :

— <X AX2,5X2>+—[<X2,5X1> (X1, 0X3 5]

Lx) = L x), £(x))
£? est évidemment invariante sous I'action de SO(3), il existe donc une
application [ définie sur [— 1, + 1], unique, telle que :
L2 =PI
On a le résultat suivant :

f) Soit % e .# alors I'application I> = [p — (L, L) ] est strictement
monotone :

(L, L)

0 —
. Vpe[—-1, + 1]
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En effet : Ecrivons d’abord la condition de régularité de T = A~ %)
sur %* (i. e. : ker (6) = {0}). On a vu (¢) que 7 |4» = dw ou

o(dx) = — %Tr (L) odx)], L=2x).

Mais L s’écrit en termes de variables (g p) de la fagon suivante :
(@ + b[(1 + p)/2]'/*
L=g-Xp) ou Up)=|(a—-Dbll - p)2]'"
—c[l = p?]
et donc
dw(0,x)02x) = (2(p), 01 pQy — 8,pQ; > — {Up), @y A Q)

ou QeR® et  jQ)=g'9,.
On a alors

dixeker (o) < (X(p),Q>=0 et  X(pdip—Ap) A Q=0
On déduit de 3,x = 0 la condition < X(p), A(p) > =0, ce qui s’écrit encore

6<L,L>:F

0 Vpel-1,+1]
dp

Soit x un point de S*, 8,x € ker (0) s’écrit :

[H:nj(xl)— G'(l)j(xl)] [&Xl] iy (1)'[50(1]
F,iX)— HWiX) )16, Xl 77 [6:X,

ou F(p) = p-fi(p) + fo(p), G(f) = fi(p) + pfa(p) et H(p) = fi(p) + f2(p),
donc ker (o) = {0} implique que la valeur f;,(1) n’annule pas son poly-
ndéme caractéristique le calcul donne alors :

/12D + D)) - F'(1)-G'(1) % 0,

L L .
Cest-a-dire a<—a’—>~ + 0. De méme, on obtient pour xeS~ la
4 p=1
0<(L,L
condition ——<——> 0.
p=-1 oC(L,L
En conclusion, on a ker (6)={0} Vxe# = <6p 2 +0Vpe[—1, +1].

|

Soit o/ un élément de P4 et ¥ un élément de ./, il est immédiat de
vérifier que /*(¥) = & - o est encore un €lément de £q.; de plus on a
le résultat :
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g) D4 agit a lintérieur de M, le diagramme suivant est commutatif

Mg’e—i\——»ﬂ

wl lw A E€Dg

En effet : soit £ = [x — o] un élément de M% et £ = A(X) son moment.
On a : Z*0)(Zay(x)) = A*[0(Z(x))] VZ e SO(3), grace a la commutation
A o RA) = RA)o L. Or A¥0(Zy(x)) = *[—d { L(x), Q D] avec
Z = j(Q). Donc A*(o)(Z[x)) = — d { L*(L)(x), Q), cest-a-dire

AA*(Z) = LXAEZ). A

Avant de conclure ce paragraphe donnons encore quelques définitions
qui nous seront utiles par la suite :

DEFINITIONS :

a) Nous dirons qu'un moment ¥ est croissant (resp. décroissant) si
Papplication I* définie sur [— 1, + 1] associée & & par : ¥2? = 2o I est
croissante (resp. décroissante). Nous noterons .#' (resp. .#*') le sous-
ensemble de .# des moments croissants (resp. décroissants).

B) Nous noterons .#{ le sous-ensemble, de .#', des moments crois-
sants tels que % s’annule sur S~ et .#] son complémentaire.

y) Nous appellerons spins d’'un modéle de structure dynamique interne
définie sur % les deux scalaires positifs s, et s, définis par :

51 =5 (L) = (L]
52 = 3 (L)' + (L3

ou L et L2 sont définis par :
Ly =Sup (%(— 1), P(+ 1)) et L2 = Inf((— 1), B(+ 1)).
Notons que s, > 5, > 0si Le Ml ets, =s,=5>05si LeM).

0) Soit £ un élément de .# ; nous appellerons angle de couplage struc-
tural du modéle, 'angle ¢ défini par :
¢ e [0,IT]
(-1
cos ¢ = Sgl(fi +fND)] L

A= 1) + fia(— 1)2]1V2

1
Notons que fi(—1) + fi,(—1)*= 5(12)(—1) est donc différent de zéro.
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III.3. Quelques propriétés du groupe 2,

Nous donnons dans ce paragraphe quelques propriétés du groupe P,
qui nous seront utiles pour les réalisations de Sfy, et S4;. On notera Aut (%*)
le groupe des automorphismes de %* et J le sous-groupe des transforma-
tions de jauge. Rappelons que Aut (#*)/J = Diff (%*) pour la projection
x: s — atel que I|gno s =0 oIl |4, & €Aut (U*) et ae Diff (U*),
que J =y ' (Tj-1, 41 et que Aut (*) = Ix) Diff (]—1, +1]). On a le
résultat suivant :

a) D4 est un sous-groupe de Aut (U*):

@Q=\BQX) Val (xlga), J]g-:\ﬂmgg

En effet : un élément o/ de 9, commutant avec I'action £ de SO(3)
ne peut que permuter les orbites, nécessairement des mémes dimensions,
de SO(3). 24 agit donc 4 la fois a Pintérieur de %* et de S* U S™, puisque
U* est dense dans %, I'application &/ +— o |4. est une injection et donc
94 s’identifie naturellement a un sous-groupe de Aut (#*) auquel appar-
tient & |4«. D’autre part, il est immédiat de vérifier que la suite exacte
1 - J - Aut(%*) — Diff(]-1, +1[) —» | induit par restriction la
suite exacte 1 — Jz » P4 — Val(x|g,) — 1 et donc que

Dz =Jax) Val(rls,). N

Nous définirons le groupe ég par : é@ ={AE€Dg| A |5+ s-=Ts+0s- }»
et le groupe O(2, Z) comme le groupe des matrices 2 x 2 telles que

M‘|:0 1]M _ [0 1]
10 10
On a le résultat suivant :
b) Jg est égal au produit semi-direct de J5z = 9?5, nJd par (~)(2, Z)
Ja = Jgx OQ,2)
En effet : le groupe O(2, Z) est le groupe abélien a quatre éléments :
10 -1 0 01 40 -1
<0 1)’ ( 0 —1)’ (1 0>’ (—1 0 );

posons T ’homomorphisme défini par :

1 0 -1 0
<0 1>Hﬂq<0 _1)’—)_1]0”,

0 1
<1 0) = [(Xy, X)) = (X, X))
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0 —_
et( { 01> - [(Xy, Xy) = (=X, = X)), T est & valeur dans J4. Il est

immeédiat de vérifier que la relation d’équivalence définie sur Ju par :
H o~ H < H|s+,s- = H' |s+ s~ partage Jp en quatre classes cha-
cune représentée par un élément de Val (1), et que Jg, classe de 14, est
un sous-groupe invariant de J4. On peut alors poser pour tout €lément #
de Jp équivalent a teVal(r) : # = # o0, Cest-a-dire # = H °F,
H ~ 14 11 est immédiat ensuite de vérifier que cette décomposition :
H = (G, #) est celle d’un produit semi-direct. W

Notons Diff! (]—1, +1[) le groupe des difféomorphismes croissants
de ]—1, +1[, Diff' ([—1, +1]) le groupe des difféomorphismes crois-
sants de ]—1, +1[ différentiables a gauche en +1 et & droite en —1,
C*([—1, +1],SO(3)) le groupe des chemins différentiables définis de
[—1, +1] a valeur dans SO(3) différentiables a gauche en +1 et a droite
en — 1, et prenant T comme valeur en ces points. Définissons encore 2%
le sous-groupe des éléments o/ de D4 tels que () eDiff (]1—1, +1]);
on a alors les deux théorémes :

THEOREME 1 :
Diff" ([—1, +1]) = Val (x|,)
THEOREME 2 : .
C*®([—1, +1], SO(3)) = Ja

La démonstration de ces théorémes étant assez longue nous la donnons
en annexe. W

Avant de conclure ce paragraphe donnons la loi de multiplication définie
sur Aut (%*): o € Aut (%*), o« ~ (0, K) ou aeDiff (]— 1, + 1) et
KeC®(]—- 1, + 1[, SO@3)).

(@ K)- (@, K) = (@, K") « a"=aca’ et K"(p)=K'(p) Kod(p)

Notons encore que les éléments de Val (t) sont définies respectivement
dans la trivialisation ¢ par les matrices constantes :

100 -1 0 O 1 0 O -10 0
010], 0 —-10/{, 0 -1 0}, 01 0
001 0 0 1 0 0 -1 0 0 -1

II1.4. Réalisation de Sy,

Etant donnée la propriété d) du §II1.2, toute réalisation de Si4; est
une réalisation de .#/P4; il est facile de vérifier que c’est aussi une réa-
lisation de .#'/2},

o
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Puisque A" = M O M), 0n a:
S[a] ~ [«/13/9]@] v [/l;/@;?]

Nous allons voir que cette décomposition correspond & deux situations
radicalement différentes.

DEFINITIONS. — On note @ Pouvert de R? défini par :
O={(x,yeR*|0<x<y}
On pose F, I'application définie sur .#] a valeur dans @ par (cf. § I11.1, y) :
Fu(&) = (s1, 52)

On pose F, I'application définie sur .# & valeur dans R*% x [0, 1] définie
par (cf. §111.1; 7y, ) :

Fo(£) = (s, ¢)
On a alors les théorémes :
THEOREME 1. — Le couple (0, F,) est une réalisation de M}/ D},.
THEOREME 2. — Le couple (R% x [0,11], F,) est une réalisation de

MY D

Démonstration. — Etant données IT, et IT, les projections canoniques
de 4} et M} sur M} D), et M/ D 4, il suffit de démontrer que

(&) = No(Z") < Fo(£) = Fo(£")
(de méme pour I1, et F,) et que F, et F, sont surjectives (cf. § I1.2).
Th. 1 :
a) (&) = I (L*) = F(L) = F(£¥)
Soit .o/ un élément de 2% et a=y(#),a e Diff' (]—1, +1))et L*=F o o.

Premiérement : . n’agit sur I? (cf. 11.2) que par lintermédiaire de «,
cest-a-dire L2=1?-T1 £ ¥**=[*?T1avec[*’=[*oca. OraeDiff (]—1,+1[)
etdonco(—1)= —leta(+1)= +1donc *}(—1)=1*(—1)et *}(+ 1)=1(+1)
d’ou s; = s¥ c’est-a-dire F (&) = F (&%)

b) Fu(Z) = F(£*) = T1(ZL) = [1(ZL¥)

F (&) = F(&*) = P(— 1) =1*(-1) et P+ )=+ 1)

puisque ¥ € .4}, donc I et I*? sont deux applications strictement crois-
santes définies sur [— 1, + 1] prenant les mémes valeurs au bord.
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A
1 2
1’#2
-1 0 +1
On utilise le lemme suivant :
Lemme 1. — FEtant donnée une fonction réelle f différentiable définie

sur [— 1, + 1] positive strictement croissante, différentiable & gauche
en + 1etadroiteen — 1, il existe un difféomorphisme o € Diff" ([—1, +1])
tel que

1
Seoulp) = 2 (S =f(=D)p + f(1) + f(~ 1]
En effet posons

Blp) = [f() = f(= DIT'2f(p) = f() = f(= D], fQA)—f(=1)>0

du fait que f est strictement croissante

BeDiff" ([-1, +1) B(p)=2[f()—f(=D]"*f(p) > 0,

B(+ 1) = + 1 et B est différentiable en =+ 1.
Posons alors « = 7!, on a :

1
Sealp) =2 (/M) = f(= D) p + /(1) + f(= 1]

Une conséquence immédiate de ce lemme est I'existence d’un difféomor-
phisme « e Diff ([—1, +1]) tel que *?*=1* . Nous poserons alors &
le moment défini par £ - .o/ ou < est le difféomorphisme de 2, défini
par le couple (a,~ 1) en application du Théoréme 1 du § III. 3.

Donc #* et £ sont deux moments possédant méme module : [*2 = 2.
On utilise alors le lemme suivant :

LEMME 2. — Etant donnés deux moments &* et .Z tels que [* = ]2,
il existe une transformation de jauge # € J, telle que :

Lr=LoH
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En effet : posons £*(X,,X;)=a*X;+b*X,+C*X; A X, et
PXy, Xy) = @X; + bX, + ¢X, A X,. £* et £ sécrivent dans la tri-
vialisation ¢ (cf. § II1.2.f) : £*(X,, X,)=gA*(p) et £(X;, X;)=g A(p) avec
(@ +b)[A + p)2]'2
Mp) = (a = b1 — p)2]'?
= e[t - p?)'7
On pose %* et u les vecteurs unitaires de R® définis par :
uwX(p) = (/I Xl et up) = Ap)/Il Ap)I,

IAp) Il = | (p)| ne s’annulent nulle part sur [— 1, + 1]; on a
( 1 0
uw(+ 1)=4+1{0 w(—1)=+|1
0 0
<
1 1
wW+1)=4+1{0 w—-1) =+ 0
L 0

Cest-a-dire : u*(+ 1) = + u(+ 1) et u*(— 1) = + W — 1). Cest-a-dire,
quatre possibilités. D’autre part Val (t) est le sous-groupe de transfor-
mations de jauge dont les matrices dans la trivialisation ¢, constantes,
sont données au §III.3. Pour chaque situation possible, il existe une de
ces matrices T telle que :

{ u¥(+ 1) = Tu(+ 1)
u¥(— 1) =Tu(— 1)
Soit & la transformation de jauge que définit T. Posons & = L7 ;
on a donc u*(+ 1) = y*(+ 1) = y(+ 1) et u*(— 1) = u(— 1). Ainsi y
et u* sont deux chemins sur la sphére S ayant mémes extrémités. Puisque
la sphére S? est I'espace homogene SO(3)/SO(2), il existe deux chemins M et
M* définis dans SO(3), tels que : y(p)=M(p)- u(— 1) et u*(p)= M*(p)u*(—1)
avec M(—1)=M*(—1) et M(+1)=M*(+1); donc en posant
K(p) M*(p)- M(p)~*

on a u*(p) = K(p) u(p) et K(+ 1)=1. En vertu du Théoréme 2. 1.3,
il existe un element H de Jlg représenté par K tel que L* = Lo H et
donc #* = oG o H; ;enposant # =@ o Jf onag*=%Lo H, Helg.

Ainsien posant &/ = &/ o #, on déduit des deux lemmes que #* =% o of
et o/ € 2%, donc que I (%) = [T (F*).

¢) F, est surjective.
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En effet, soit (s, 2)€@; posons : L(X;,X,) = 5, X; + 8:X3, alors
F (&) = (51, 5,). La structure symplectique X = A" Y(Z) est la structure
symplectique produit :

T = s; Surf, + s, Surf,
ou Surf; et Surf, sont les formes volumes canoniques définies sur chacune
des deux sphéres. W

Th. 2 :

a) [o(&£) = No(£L*) = Fo(L) = Fo(L7)

Soient L(X,, X,) = g-A(p) et L*X;,X;) = g A*(p), les vecteurs u
et u* sont définis sur ]—1, +1] naturellement, on peut vérifier que ¢ est

donné par :
cos ¢ = {u(— 1), u(+ 1))

ot u(— 1) est défini par (?) :

fil= D= 1P + fia = 1?1712

w—1)= lim u(p) = 0

— fia= DA D2 + fra(= 2172
(3(— 1) =0 = fi(— 1) = fo(— 1)), de méme pour ¢* Soit o € Dg tel
que ¥* = Lood, o= yL) et K le chemin défini dans SO(3) par /.
On a donc cos ¢* = { u*(— 1), u*(+ 1)) mais

u*(p) = A*(p)/ | A*(p) || = K(p)- Ao a(p)/l| Ao (p) |

et donc :
cos ¢* = (u(l), pljrzll [Loalp)/ll Aoadp) ]

Utilisant alors les développements limités de I? o o et de f; + f, au voi-
sinage de p = — 1, on montre que ¢ = ¢* D’autre part, pour des rai-
sons analogues a celles données précédemment, le spin commun s est
conservé. D’ou Fo(£) = Fo(£¥).

b) Fo(Z) = Fo(£*) = (L) = (L)

puisque s = s* on a I*(1) = I**(1) et comme [*(—1)=1**—1)=0 on est
ramené au cas trait¢e dans Th. 1 et dong, il existe un difféomorphisme
FeDg tel que L = Lo ait méme module que F* : [*? = 2. Le
calcul de u(— 1) et u(+ 1) montre qu’il existe, ici encore, un €élément &
de Val (&) tel que : £ = P o vérifie y(— 1) = u¥(— et y(+1)=u*(+1)
on est ainsi ramené au traitement précédent et on a : I1o(&) = IIo(L*).

¢) Surjectivité de F,.

() fi(— 1) et f1,(— 1) < oo car T est défini sur S™.
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Soit (s, ¢) € R% x [0, IT[ ; un calcul long permet de vérifier que I'appli-
cation % € £q. définie par les fonctions :

filp) =5 (1 = cos §)p + 1 + cos ]

fo(p) = fi(p) 1
J1a(p) = s[sin* ¢ + 2 (1 — cos ¢)*(p + 1)]?

est un moment vérifiant Fo(¥) = (s, ¢). Pour ¢ = I, on peut choisir
par exemple

Silp) = sp
fa(p) =f1(P)
J12(p) = s(1 + p)

Ceci achéve la démonstration. i
De ces deux théorémes, on déduit le

THEOREME 3. — Soit X une structure symplectique définie sur S* x S2
invarian’e sous I'action diagonale de SO(3), si ses spins s, et s, sont diffé-
rents, alors T est équivalente d la structure symplectique produit :

o = 5, Surf; + s, Surf,

Le nom d’angle de couplage donné a ¢ trouve toute sa signification dans
la réciproque du théoréme 3 :

THEOREME 4. — Soit X une structure symplectique définie sur S* x S?
invariante sous Paction diagonale de SO(3), de spins égaux §; = S,. X est
équivalente d la structure symplectique produit si et seulement si son angle
de couplage ¢ est nul.

II1.5. Realisation de S,

Nous avons vu au §I1.4 que S;4, est un espace fibré sur Sf’m, une fibre
Sia.x; de Sy au-dessus d’un point [, ] de S, étant donné par :
Siz,51 = M(2.3/P a5 Rappelons que M4 5 est ’ensemble des variables
dynamiques définies sur % (i. .. S? x S2) invariantes sous I'action Z (i. e.
action diagonale de SO(3)) et complets relativement & ¥. D’autre part,
Dy = Da 0 Symply (%) est le groupe des symplectomorphismes qui
commutent avec 'action #. Notons d’abord que

a) Toute variable dynamique définie sur % est compléte. En effet % est
compacte et donc tout champ de vecteurs défini sur % est complet.
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Deuxiémement :

b) Si # €M 45, alors # e C*(%, R) et il existe une application #
définie sur [— 1, + 1] a valeurs réelles telle que :

H =noll

On a la propriété suivante :

c) Le groupe D45, agit trivialement sur Mgy,
Eneffet : o/*(H#) = # o =nollo o/, mais o € PydoncIlo o =a-Tl,
o = y(f); donc L*(H) = 5o oo Il Mais of € Symply (%), doncsi &£ = A(Z)
on a A¥¥)= Lo = . Ceci implique en particulier I>ca = [?, or
I? est strictement monotone ; c’est un difféomorphisme de ]—1, +1[
dans Val (I?) donc o = 1,_; 4. Dot A*(#)=n-Ml=#. W

On a le résultat : M3 5/% 45 = Mgy, ainsi grace a la propriété a)
et en posant C3(%, R) 'ensemble des variables dynamiques vérifiant la
condition donnée par b), on a le théoréme :

THEOREME. — L’ensemble Sy est le produit direct de CZ(U, R) par Sia
St = C2(%, R) x St

Ainsi une structure interne d’un systéme dynamique définie sur S? x S?
invariante sous I’action diagonale de SO(3) est définie par un triplet (s, s,,7)
ou bien (s, ¢, 1), ou 5 est une application définie sur I'intervalle [—1, +1]
a valeur réelle telle que 7o Ile C*(%, R).

III.6. Intégration des équations du mouvement

Soit 2 le champ de vecteur défini sur % grace a I’action infinitésimale
de J(L), L = &(x) par :
Q(x) = j(L)a(x) = (L A Xy, L A X3)

ou % est le moment de la structure X : A(X) = &. Posons alors 5’y ’hamil-
tonien défini comme I’ « énergie cinétique » :

1 2
Hy=ngo1l, ’72=§l
On a alors le résultat :
a) grad (#s) =&
D’autre part, étant donné un hamiltonien s# = noIl, il est facile de
vérifier qu’on a :

b) grad (#)) = 1)

—— grad (#5)(x)
ny(p)
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I'intégration des équations du mouvement se résumant a intégrer un champ
de vecteur du type f(p)#(x). Il est facile de vérifier que le mouvement s’effec-
tue a p = cste : P(IN)(x) (grad (#)) = 0. Le calcul donne alors :

¢) Soit (X, ) un élément de My, :

etgrad(«?f’)(x) = (elj—d) . Xl , i . Xz)
avec
_ 1)

o
T R

Nous appellerons Q le vecteur de précession du systéme. Le mouvement
est un mouvement de précession autour de Q. Le vecteur de précession est
justement le vecteur moment cinétique si ’hamiltonien est I'énergie ciné-
tique.

II1.7. Préquantification de S? x S?

Une variété symplectique (%, X) est préquantifiable si il existe un fibré
principal de base % de groupe SO(2) muni d’une connexion dont la cour-
bure est X [7]. La condition de préquantification s’écrit :

TeH %, 7)
c’est-a-dire que pour tout 2-cycle C défini sur % (C est une application diffé-
rentiable définie sur S? a valeur dans %), on a : (1/2I1) ‘[ C¥X)eZ;
s2

mais il suffit que cette condition soit vérifiée sur les 2-cycles générateurs
du groupe H,(#). Or, ici % = S? x S? et le groupe H,(S? x S?) est le
groupe libre a deux générateurs donnés par

C,: X (XU e GCo:X (UX),

ou U est un vecteur fixe (cf. [/0]). Ainsi la condition de préquantification
s’écrit, en utilisant la formule e) du § II1.2 et en posant F;(p)=pfi(p)+4(p)

et Fy(p)=pfa(p)+/i(p) (1/21T) Lz Fi(p) Surfe Z et (1/211) . 2(p) Surfe Z.

On a le résultat :

a) La structure dynamique définie par (sy, 55, ), (resp. (s, ¢, 1)), est
quantifiable si et seulement si 2s,, et 2s, sont entiers (resp. 2s entier).

Le calcul est immédiat.

La recherche des états stationnaires s’effectue au moyen de la méthode
de réduction de Marsden-Weinstein [5]. Etant donnée une structure
dynamique interne avec # = 5 o I comme hamiltonien les états station-
naires sont définis par les variétés # ~'(ho)/ker [0 |4-14,] préquanti-
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fiables. Puisque # = n o I la sous-variété définie par # ~'(h,) est définie
par p = p. Et donc pour pye]— 1, + 1]

H# " Y(ho) ~ SO(3) et H~Hho)ker [0 |p-14py] ~ S*;
le calcul en termes de variable (g, p), donne

g ‘x-'(ho)(51x)(5;x) = —{AUp), QA Q)

(notations §1III.2), et 052 = — || L || Surf.

Les états stationnaires (préquantiques) sont donc définis par : 2 || L || e N.
Le cas po = =+ 1 se traite immédiatement ; les états stationnaires préquan-
tifiables varient donc de s, — s; a s, + s5; par valeur demi-entiére. Il
semble donc que cette procédure ne permette pas de retrouver la régle
quantique d’addition des spins selon laquelle le spin des états stationnaires
varie bien de s, — s; & 5, + §;, mais par valeur entiére.
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ANNEXE

Th. 1 :

Tout difféomorphisme croissant o de 1— 1, + 1] différentiable a droite en — 1 et a gauche

o

en + 1 se reléve sur % en un difféomorphisme au moins C, (non unique) o/ € 2 4.
En effet :

Posons : a*(g, p) = (g, «(p)) et soit ¢ la trivialisation de #* choisie au § 1; posons &/*
le difféomorphisme de #* défini par :

A* = gglarop

o/* se projette par construction sur «; il suffit de démontrer qu'il se prolonge en un
difféomorphisme (unique) de %. Posons

(Xalh X%) = ﬂ*(xla XZ)
on a (X}, X3) = ¢~ (g, «p)), c'est-a-dire

1+ 1/2 1 — 1/2
Xt = [_ 2«(0)} . +[ - ;(p)J .
1 —_ —
Xi= ["T(p’) ] 8- [_“;L)] 82
c’est-a-dire
1 1 1/2 1 — 1/2
Xt = { | O, 4+ [-——M] x, - x|
2 1+p 1—-p
1 1 1/2 1 — 1/2
X‘{:—{[ +M:| (Xl'*'xz)‘[ in_)] (Xl—xz)}
2 1+p 1—-p

Puisque « est un difféomorphisme de ]— 1, + 1[ différentiable aux bornes il peut se pro-
longer sur un voisinage de [— 1, + 1] en une fonction strictement croissante et différen-
tiable. Il existe alors une fonction différentiable u, une fonction v telles qu’au voisinage
de p = — 1 on ait :

1+ a(p) =1+ plu(p)

et au voisinage de p = + 1, on ait :

1 —a(p) =(1 — p)e(p)

puisque o — 1) = — leta(+ 1) = + 1.

D’autre part, u(— 1) = 2’(— 1) et »(1) = o’(1) ces deux nombres étant non nuls puisque
aest un diffeomorphisme c'est-a-dire puisque o~ ! est dérivable : (o~ N+ D)=[1/(£ 1)]eR.
On a donc sur un voisinage de S* :

1([2-(- 2
Xt =3 { [—(l—")"”’)] (X +X) + [o(p)]2(X, = Xy) }
+p
1 2—-(1 - 1/2
X3 = { [— ( i)v_(_p_)] Xy — X3) = [w(p) "Xy — X3) }
2 1+p
et donc :
lim Xf =X, et lim X% =X,
X2- Xy X2— Xy
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D’autre part, Papplication linéaire tangente de o/* admet une limite quand X, — X,
1
puisque [(p)],-; = 50’(1)' [v(1)]~ 12 et que »(1) = (1) * 0.

Sur un voisinage de S™, on a :

1 2 - (1 1z
Xt = { [u(p)]V2(X, + X,) + [MJ Xy = X;) }

2 1-p
1 2 - (1 2
X3 =3 { [u(p)]VH(X, + X3) — I:'%M} Xy = Xy) }

ona:
lim X¥ =X, et lim X% =X,
X, X X, =X,
La question de la différentiabilité est résolue de la méme fagon que précédemment.
Donc le difféomorphisme o/* se prolonge par I'identité sur % et définit ainsi un difféo-
morphisme de # se projetant sur o. Il est clair que ce relevé n’est pas unique. Wl

Th. 2 :

Toute transformation de jauge pure définie sur U* par un chemin K: 1—1, +1[ - SO(3)
tel que :
lim K(p) =1

p— 1

se prolonge en un difféomorphisme au moins C, unique de J 4.
En effet :

Evidemment, la fagon de définir la transformation de jauge a partir du chemin K se fait
grdce a la trivialisation donnée au § 1. Posons &/* défini sur #* par :

A*¥X, X)) =0 N g K(p) p),  oXy, X3) = (g p)

Posons
K(p) = [VWV A W] et g*=[glglgl] =g K(p)

on a:
{ gt = Vg, + Vg + Vig;
gf =Wlg, + Wi, + Wig,

ou les Vi et Wi sont les coordonnées de Vet W .Donc :

1+ 1/2 1 - 1/2
xr=[ 2 p] gf+[ 2p] &
15, —
¢~ (g K(p), p) = 14p - o
X% = [_] gt - [—] g3
2 2
c’est-a-dire :
. ) ,
Xt = (vl LW [“_ﬂ]’)ﬂ + (Vz [‘_QJ”Z + W)H
L+p 2 1-»p 2
+(’ \A . w3 )x,/\x,
L—pl " W =p ) 5

g — 1/2 g 1
X;‘:(V‘—W‘[l p] >X1+X2+(V2[l_i£]/2_w2 X, - X,
1+p 2 1-p 2

(’ v? w3 )xz A X,
+ —
[1=p]"* [1—p]

( V2
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Pour des raisons de différentiabilité, on peut écrire au voisinage de p = 1

{ Vi=1+1=ppp)  V¥=(1 - plap) V3= (1 - p)vs(p)
W =(1 - pjwi(p) W2=1+(1-pwip) W =(1- pws(p)

puisque lim K(p) = 1 et que les composantes de K( p) sont des fonctions différentiables de p.
p1
Donc au voisinage de p = 1, on a :

. Xr:alx,+x2+ﬂlx,—xz+ X, A X,

5 2 Y1 \/E

) X, + X X, — X X, A X
X;=a2 1 2+BZ 1 2 '}72 2 1

+
~ 2 \/5

-

avec :
1-p 1/2
=1+ 1= pwi(p)+ 1 —p) [1——] wi(p)
+p
S Br= {1 = p?1"20y(p) + 1 + (1 — p)wa(p)

1 -
1= (1= p)"vs(p) + [T:/%am(p)

4 T
ay =1+ (1= pi(p)— (1 —p) I:l_—:‘ wi(p)
+p
$ B2 =[1 = p?1"%05(p) — 1 = (1 — p)wa(p)

p
{ v2 = [1 = p]"v3(p) - [—ITP]—UEW:«;(P)

Donc au voisinage de S*, quand X, - X;,ona:
{ ap > 1 B — 1 1~ 0
a > 1 B » —1 y2 > 0

et donc X¥ - X; et X3 - X,.
On calcule ensuite application linéaire tangente de «/* au voisinage de S* et on pose :

X, =X, +¢
On obtient :
axXr 1 A E RO 7 N
5{—‘ = 2@+ Bt + oG X,E + SofeE — S iee + 7‘5(8 A Xy)e + j;](xl + )
1

axXr 1 S U RN _ 7
T2 Z(ay = Bl — o XgE + — el — = fieE + — (X A 8)8 — —=j(X; — ©)
X, 2 2 2 J2 J2

Donc i la limite X, — X, c'est-a-dire¢ — Oet p — 1, les termes délicats sont ceux qui
contiennent B} et ¥} ; or ils sont quadratiquesen ¢; on a :

Il Breed Xy Il <1 Aol llell® ldXqll
et

I7ile A XoedXy |l <1911 lell® 14X, ||
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Mais || ||2 = 2(1 — p);donc|| B1eed X, | et]l vi(e A X;)edX, || sont dePordrede [1—p]'/?,
qui tend vers zéro quand p tend vers 1.

Donc 8X¥/0X, et 0X¥/0X, convergent, le premier vers 1 et le second vers 0 quand X,
tend vers X, ; de méme on peut démontrer que 9X%/0X, et 0X%/0X, convergent. Le résultat
est similaire au voisinage de S™.

Donc la transformation de jauge se prolonge bien de fagon unique en un difféomor-
phisme de %, valant lidentité sur S* US™. W
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