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Sur les fibrés d’objets géométriques
et leurs applications physiques

par

M. FERRARIS et M. FRANCAVIGLIA

Istituto di Fisica Matematica « J.-L. Lagrange »,
via C. Alberto n. 10, 10123 Torino, Italie

et

C. REINA

Istituto di Fisica, Universita di Milano,
via Celoria n. 16, 20133 Milano, Italie

REsuME. — Dans le cadre de la géométrie des espaces fibrés, on donne
une méthode explicite pour construire le relévement de difféomorphismes
locaux de la variété de base a des fibrés d’objets géométriques. A titre
d’exemple, on étudie en détail les théories de jauge de groupe U(1) pour
I’électromagnétisme.

ABSTRACT. — An explicit method to construct the lifting of local diffeo-
morphisms of the base manifold to bundles of geometric objects is given
within the framework of the geometry of fiber bundles. As an example,
U(1) gauge theories of electromagnetism are studied in detail.

1. INTRODUCTION

Les fibrés d’objets géométriques ont trouvé beaucoup d’applications
dans de nombreux travaux récents de Physique Mathématique. En parti-
culier, nous rappelons ici le travail fondamental de D. Krupka et A. Traut-
man [/] sur 'invariance générale dans le calcul des variations, les travaux
suivants de D. Krupka [2]-[//] sur la théorie des invariants différentiels
et ses applications aux théories de champs relativistes, le travail de J. F. Pom-
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372 M. FERRARIS, M. FRANCAVIGLIA ET C. REINA

maret [/2] sur les systémes d’équations aux dérivées partielles et les pseudo-
groupes de Lie, le travail de J. Kijowski et W. M. Tulczyjew [/3] sur les
tenseurs d’impulsion-énergie et de tension dans les théories des champs,
les travaux de M. Modugno [/4]-[/6] sur les connexions généralisées
et leur role dans les théories physiques et, enfin, notre travail [/7] sur les
théories relativistes de la gravitation.

La raison de cet intérét pour les objets géométriques est due au fait
qu’ils généralisent d’une fagon convenable les tenseurs et qu'ils permettent
ainsi d’introduire intrinséquement une notion de covariance générale
qui est tres fructueuse dans les applications physiques. Au niveau intuitif,
les objets géométriques sont grosso modo des objets définis sur une variété
différentielle M, dont on connait la loi de transformation par un change-
ment arbitraire de coordonnées locales dans M. Les tenseurs sont naturel-
lement des objets géométriques, mais on sait qu’il existe des objets plus
genéraux (par exemple, les connexions linéaires) qui font intervenir dans
leur loi de transformation les dérivées partielles d’ordre supérieur des
changements de coordonnées locales. Une définition rigoureuse et intrin-
séque des objets géométriques a été donnée par J. Haantjes et G. Laman [/8]
[19], qui ont perfectionné les travaux antérieurs de J. A. Schouten et J. Haant-
jes [20]. Une formulation alternative et plus élégante, basée sur la notion
de prolongement d’un fibré différentiable introduite par C. Ehresmann [21 ]-
[25], a été développée par N. H. Kuiper et K. Yano [26]. Une méthode
encore plus générale, basée sur des propriétés fonctorielles, a été récemment
développée par S. Salvioli [27], qui a généralisé les résultats précédents
de A. Nijenhuis [28].

Dans cette Note, nous nous proposons de reprendre la question, parti-
culiérement en vue de ses applications a la Physique Mathématique. On
donnera ici une méthode directe qui adapte les définitions de Haantjes
et Laman au langage moderne de la géométrie des fibrés différentiels.
Notre méthode est essentiellement équivalente & la formulation donnée
par Kuiper et Yano, mais elle se distingue de cette derniére par I'emploi
systématique que nous faisons des jets d’ordre fini et par une définition plus
intuitive des fonctions de transition pour les fibrés d’objets géométriques.
Nous trouverons ainsi une classe d’objets géométriques qui semble plus
restreinte que celle définie dans [26] et [27], mais, comme il a été démontré
par R. Palais et C.-L. Terng dans [29], cette classe contient tous les fibrés
d’objets géométriques qui ont des applications en physique. D’autre part,
nous obtiendrons une méthode constructive qui permet de construire
de fagon explicite les foncteurs de relévement pour les difféomorphismes
locaux de la variété de base et, par conséquent, de donner P’expression
explicite pour la dérivée de Lie d'un champ d’objets géométriques.

Les résultats mathématiques présentés dans cette Note ont été développés
plus en détail dans [30]. Dans cette Note, nous rappellerons de fagon
schématique la méthode présentée dans [30] et nous étudierons plus en
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SUR LES FIBRES D’OBJETS GEOMETRIQUES 373

détail la notion d’équivalence entre fibrés d’objets géométriques et un exemple
concret d’application physique ou la notion d’équivalence joue un role
essentiel. Dans cet exemple, le groupe structural est le groupe unitaire U(1)
qui opere comme groupe de jauge dans une théorie unitaire du champ de
gravitation et du champ électromagnétique récemment développée par
M. Ferraris et J. Kijowski [3/]. En particulier, on montrera que a cer-
tains fibrés principaux de groupe structural U(1), qui sont aussi des fibrés
d’objets géométriques sur I'espace-temps et qui ne sont pas équivalents
entre eux comme fibrés d’objets géométriques, correspond une possible
caractérisation géométrique de la charge électrique. Nos résultats
convergent avec ceux de M. Flato et A. Lichnerowicz [32] qui corres-
pondent 4 une approche purement cohomologique.

2. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Nous rappelons ici quelques définitions qui seront nécessaires dans
la suite.

Un fibré (différentiable) avec groupe structural G au-dessus d’une variété
differentielle M est une quintuple B = (B, M, = ; F, G) ou : B (la variété
totale) et F (la fibre type) sont des variétés différentielles de classe C*,
G (le groupe structural) est un groupe de Lie qui opére différentiablement
et fidélement a gauche sur F et # : B — M (la projection) est une submer-
sion de classe C* qui vérifie les conditions suivantes :

i) il existe un recouvrement ouvert (U,) de M, et pour chaque indice o
il existe un difféomorphisme ¢,:n '(U,) —» U, x F (la trivialisation
locale au-dessus de U,) tel que le diagramme

R_I(Ua) —W«—> Ua X F

n

U

o

soit commutatif;

ii) pour toute couple d’indices (a, f) tels que Uyg=U,nU; #@,
il existe une application m,;: U,; — G, de classe C*, telle qu'on ait :
(92205 'Xp.f) = (P, my(p)-f), pour chaque peU,, et chaque feF.

Remarquons que les applications m,; (les fonctions de transition) défi-
nissent un cocycle sur M, a valeurs dans le faisceau des germes des fonc-
tions différentiables locales de M dans G.

Un G-fibré principal sur M est un fibré au-dessus de M, avec groupe
structural G, ou la fibre type coincide avec le groupe structural G et I'action
de G sur lui-méme est l'action naturelle par translations a gauche. Pour
chaque G-fibré principal P = (P, M, 7; G) sur M, le groupe structural G
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374 M. FERRARIS, M. FRANCAVIGLIA ET C. REINA

opere différentiablement et librement a droite sur la variété totale P par
I'action canonique P x G — P induite par les translations a droite de G
dans lui-méme.

Soient P = (P, M, = ; G) un G-fibré principal sur M, F une variété diffé-
rentielle et p: G — Diff (F) un homomorphisme de groupes tel que
I'application G x F (g, f) — p(g)f)eF soit de classe C*. En compo-
sant I’lhomomorphisme p avec les fonctions de transition de P on peut
définir un fibré (B,M, n,; p(G), F) sur M qu'on appelle fibré des objets
de type p associé a P. La variété totale B de ce fibré est canoniquement
difféomorphe a la variété quotient P x ,F de la variété produit P x F
par l'action & droite de G définie par

(P xF)x Ga((p.f).8) — (pgp(g” ' Nf)eP x F.
Le fibré des objets de type p associ¢ a P sera indiqué par

P XPFE(P XPF,M,EF),

ou mg: P x,F — M est la projection canonique. On dit que le fibre
P x ,F est un fibré d’objets trivial si on a p(G) = {idg } ; dans ce cas la
variété totale est la variété produit M x F.

Remarquons que chaque fibré B = (B, M, = ; G, F) de groupe structu-
ral G sur une variété M peut étre pensé comme fibré d’objets associé a un
certain fibré principal sur M. En effet, si P = (P,M, n;G) est le fibré
principal sur M ayant les mémes fonctions de transition que B, le fibré
d’objets cherché sera le fibré P x ,F ou p : G — Diff (F) dénote I’homo-
morphisme associ¢ a I'action a gauche de G sur F.

Soient P = (P,M, n;G) et P’ = (P’,M, n’; G') deux fibrés principaux
au-dessus de la méme variété M. On dit que (@, ¢) est un morphisme de
fibrés principaux sur M si : (i) @ : P — P’ est une application de classe C®
telle que n’ o ® = x, (ii) ¢ : G » G’ est un homomorphisme de groupes
de Lie, (iii) les applications ¢ et ® vérifient la condition ®(p-g)=D(p) ¢(g)
pour chaque (p, g€ P x G. On dira que le morphisme (®,¢): P — P’
est un isomorphisme de fibrés principaux sur M si les applications @ et ¢

sont des difféomorphismes. Etant donné un morphisme (®, ¢): P — P/,
" lapplication ® est injective (resp. surjective) si et seulement si ’homo-
morphisme ¢ est injectif (resp. surjectif). Lorsque G = G’ et 'homo-
morphisme ¢ est I'identité, on dira simplement que ® est un isomorphisme
de fibrés principaux, de groupe structural G, sur M.

Soiént P = (P, M, n; G), P’ = (P’, M, n’ ; G') deux fibrés principaux
sur la méme variété M, et soient

Px,F=Px,F M), P x,F=F x,F,M, )

deux fibrés d’objets associés respectivement a P et a P’. Etant donnés
un morphisme (@, @) : P — P’ et une application  : F — F’ telle que
W(gf) = o(g)-Y(f) pour tout (g,f)eG x F, il existe une application
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SUR LES FIBRES D’OBJETS GEOMETRIQUES 375

¥Y:Px,F - P’ x,F et une seule telle que ng oW = 7y et que le
diagramme

PXF——WPIXF'

Px,F —"— P x,F

ou 7, et m, sont les projections canoniques, soit commutatif. La couple
(W, ¥) prend le nom de morphisme de fibrés d’objets, au-dessus de (O, @).
Etant donné un morphisme (¥, y) de fibrés d’objets, I'application ¥ est
injective (resp. surjective) si et seulement si I'application s est injective
(resp. surjective). Si (P, ¢) est un morphisme de fibrés d’objets tel que
'application ¥ soit un difféomorphisme, et donc ¥ aussi, on dira que (¥, ¥)
est un isomorphisme de fibrés d’objets au-dessus de (®, ¢). Lorsque P'=P
et (@, @) est I'isomorphisme (idp, idg), on dira simplement que (¥, ) est
un morphisme, ou un isomorphisme, de fibrés d’objets associés au fibré
principal P. Remarquons que (¥, ) est un isomorphisme de fibrés d’objets
associés a P si et seulement si on a p’(g) = Yo p(g) oy~ ! pour tout ge G;
ou, en d’autres termes, si et seulement si les deux représentations p et p’
sont équivalentes.

3. FIBRES D’OBJETS GEOMETRIQUES

Dans cette section nous allons présenter les notions fondamentales de
la théorie des objets géométriques a I'aide d’une formulation qui, comme
on a dit dans I'introduction, est trés proche de celle de Kuiper et Yano [26].

Soit maintenant Zy(R"; R") le pseudo-groupe formé par toutes les appli-
cations ¥ : U — R" définies dans un voisinage ouvert U de 0e R"
telles que ¥(0) = 0 et que l'application linéaire Dg(0): R" — R” soit
inversible. Nous indiquons par G*n;R) I'ensemble des jets d’ordre k
(en 0) des éléments de Zy(R"; R"). L’ensemble G*(n; R) est un groupe de
Lie par la loi naturelle /*(/;) (¥,) = /Y1 ° ¥,). Il y a un isomorphisme
canonique entre le groupe de Lie G'(n; R) et le groupe linéaire général
Gl(n ; R).

Soient M une variété de dimension n, = {(U,, ¢,) } un atlas pour M
et Dy = @005 : 0U, " Uy = ¢,(U, N Up) les changements de coor-
données locales associées a %. Pour chaque ®,; et chaque pe U, n Uy,
nous définissons une fonction Ci)aﬁ(p)eﬂo(R" ; R") & laide de la formule
[@s(P)[(x) = @up[x + @p(p)] — @u(p), pour tous les xeR" tels que
x + @4p) € p4(U, N Uy). Les applications ®%; : U, " Uy — Gn; R) défi-
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376 M. FERRARIS, M. FRANCAVIGLIA ET C. REINA

nies par ®fy(p) = j*[@,4(p)] sont de classe C* et forment un cocycle a
valeurs dans le groupe G*(n;R).

Lorsque G < Diff (F) est un groupe de Lie qui opére différentiablement
et fidélement & gauche sur une variété F et p : Gn ; R) —» G est un homo-
morphisme de groupes de Lie, les fonctions composées m,z = po @k :
U,n Uy — G nous donnent les fonctions de transition pour un fibré
sur M. Ce fibré est indiqué par (B,M, n; F, G p, k) et on l'appelle fibré
des objets géométriques de type p et d’ordre k sur la variété M.

Soit Z,(R"; M) I'ensemble des applications /: U — M, définies dans
un voisinage ouvert U de 0 e R" telles que [ soit un diffomorphisme de U
dans le sous-ensemble ouvert [(U) de M. L’ensemble L¥(M) des jets d’ordre k
(en 0 R") des éléments de Z(R"; M) est doué d’une structure naturelle
de fibré principal sur M (le fibré des k-repéres dans M) ayant G*(n; R)
comme groupe structural et n*: j*I) — I(0) pour projection. En effet,
le fibré principal LYM) coincide avec le fibré sur M ayant les ®f; comme
fonctions de transition. L’action canonique a droite de G*(n ; R) sur LY(M)
est I'action définie par (1), /() — () pour tout j(!)e LYM) et
tout () e G*n ; R).

On démontre aisément que chaque fibré d’objets géométriques de type p
et d’ordre k est le fibré LYM) x , F des objets de type p associé au fibré
principal LX(M) au moyen de ’homomorphisme p : G¥n; R) » G < Diff (F).
On dit alors qu’un fibré d’objets géométriques d’ordre k est un fibré d’objets
géométriques trivial il est un fibré trivial comme fibré d’objets associé
a LKM).

Etant donnés deux nombres entiers h et k tels que 0 < h < k, soit
@k LXM) —» LAYM) lapplication surjective de classe C* définie par
"KM = (1), et soit " :GXn;R) - G'(n;R) I'homomorphisme
surjectif de groupes de Lie défini par @"*[/*(y)] = j*(¥), ol on adopte
la convention que pour tout nombre entier k, ®* et o** sont les applica-
tions identiques. Chacune des couples (®"*, ¢"*) est un morphisme sur-
jectif de fibrés principaux sur M qu’on appelle morphisme canonique de
L¥M) sur LAM). Toutes les fois qu'on parlera de morphismes ou iso-
morphismes entre fibrés d’objets géométriques on sous-entend qu’il s’agit
de morphismes au-dessus d’un des morphismes canoniques.

On donnera dans la suite quelques exemples de fibrés d’objets géomé-
triques d’ordre 1 et 2 ; pour les détails nous renvoyons a [30].

ExempLE 1. — Lorsque V est un espace vectoriel de dimension finie
etp: Gl(n;R) - GI(V)est une représentation linéaire de G'(n ; R) dans V,
le fibré LY(M) x,V est un fibré vectoriel d’objets géométriques sur M.
En particulier, lorsque p est le produit tensoriel de la puissance tensorielle
p-éme de la représentation fondamentale de G'(n ; R) dans Gl(n;R) et
de la puissance tensorielle g-éme de sa représentation duale, le fibre
LYM) x ,V coincide avec le fibré tensoriel T{(M). En composant les
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représentations tensorielles avec les puissances tensorielles de 'homo-
morphisme A :Gl(n;R)sg +— det(g)e R* ou de son dual

A*:Gl(n;R)ag — [det(g)] ! eR*,

on obtient tous les fibrés de densités tensorielles sur M.

EXeMPLE 2. — Soit T3(R") I'espace des tenseurs une fois contravariants
et deux fois covariants sur I'espace vectoriel R" et soit

p:G*n;R) — Diff [T}R"]
I’lhomomorphisme défini par
Y5 [p(2)t)] = x3() Y5 (t)xf (g™ )xti (g™ ") + x3(g)x(8™ ")

pour tout (g,t)e G*n;R) x TR, o xj, x5, sont les coordonnées
canoniques.dans G*(n; R) et Y}, sont les coordonnées canoniques dans
Ti(R"). L’action ainsi définie est une action affine et le fibré d’objets
L?(M) x , T3(R") coincide avec le fibré des connexions linéaires sur la
variété M, qui est donc un fibré affine d’objets géométriques d’ordre 2.
Lorsqu'on considére la restriction de ’action définie ci-dessus au sous-
espace invariant T§(R") ® SYR") = T3(R") des tenseurs symétriques sur R",
on obtient le fibré des connexions linéaires sans torsion sur M.

ExeMPLE 3. — Considérons maintenant ’lhomomorphisme induit par
la trace de I’action de I’exemple précédent. C’est-a-dire, considérons ’'homo-
morphisme p : G%(n;R) — Diff [TYR")] défini par

A p(g)D)] = A ()Xt (g™ 1) + xK()xh (g™ Y)

pour tout (g, t)eG?*(n; R) x TR, ou Xg, X3, sont les coordonnées cano-
niques dans G*(n; R) et A, sont les coordonnées canoniques dans T(R").
On voit alors que le fibré L3(M) x ; T)(R" d’objets géométriques d’ordre 2
ainsi défini, coincide avec le fibré des connexions linéaires sur le fibré
vectoriel A"T(M).

ExeMPLE 4. — Un autre exemple d’objets géométriques d’ordre 2 qui
ont des applications en géométrie et en physique est représenté par les
classes d’équivalence projective de connexions ou, plus simplement, par
les connexions projectives. Le fibré d’objets géométriques des connexions
projectives sur une variété M est défini comme le fibré d’objets associé
a Lf(M) au moyen de I'homomorphisme p*: G*(n; R) —» Diff [SY(R"],
ot S3(R") = THR") @ SYR") est le sous-espace des tenseurs a trace nulle,
défini par

B [P*(@)N0)] = X3 Q)ZF ()X (g™ )X (g™Y) + XU g)x5g™Y)
x/(Q)[ X788 + x%(g ™ 1)o%]

n+1
Vol. XXXVIII, n° 4-1983.
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pour. tout (g, t)e G*(n; R) x Sz(R") ou Zj, sont les coordonnées cano-
niques dans S3(R™.

Dans la Section 5 on donnera des exemples de fibrés d’objets géomé-
triques d’ordre 1, qui sont aussi des fibrés principaux de groupe structu-
ral U(1) sur I'espace-temps.

4. RELEVEMENTS ET DERIVEE DE LIE

Nous sommes alors ramenés a construire explicitement les foncteurs
covariants qui relévent les difffomorphismes locaux de la variété de base M
a isomorphismes locaux de fibrés d’objets géométriques sur M. La cons-
truction qui sera présentée ici, et qui est trés intéressante pour les appli-
cations, a €té suggérée par des idées analogues développées par Krupka
dans [/0], ou nous renvoyons pour de plus amples détails.

Soit § : X — Y un difféomorphisme entre deux ouverts X et Y de la
variété M. Le difféomorphisme local 6 se reléve de fagon naturelle a4 un
difféomorphisme LX) : LXX) — LXY) entre les sous-fibrés ouverts
LX) = (@)~ '(X) et LKY) = (z)~(Y) du fibré L¥M). Le relévement
canonique est donné par

LKO0) : /(1) = j(0-1)

pour chaque élément j%(/) e LYX). On vérifie aisément que L* est un fonc-
teur covariant.

Pour étendre cette définition & un fibré quelconque L¥M) x , F d’objets
géométriques, de type p et d’ordre k, nous raisonnons comme suit. Soient
n, : L{M) x F —» LM) x ,F et nz: LM) x ,F - M les projections
canoniques. Alors, le relevement du difféomorphisme local §:X —» Y
a un difféomorphisme p(6) : p(X) — p(Y) entre les sous-fibrés ouverts
p(X) = ()~ 1(X) et p(Y) = (ng) " *(Y) du fibré L¥M) x , F, est défini par

p(0) : m(F(D, ) > w0 D), f) = mLKO) K], f)

pour tous les j*(I)e L¥X) et tous les fe F. On démontre aussi que p(6)
est I'unique difféomorphisme tel que le diagramme

LX) x F LXY) x F

Lk(0) x idg

Ty nk 1 nk iy
Y

p(X) 2@ p(Y)
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SUR LES FIBRES D’OBJETS GEOMETRIQUES 379

soit commutatif. On voit que cette construction donne un foncteur cova-
riant p qui généralise le foncteur L*. On a p = L* si la fibre type F est le
groupe G*(n;R) et si 'homomorphisme p vient de laction naturelle
par translations a gauche.

Enfin, si ¢ € Z(M) est un champ de vecteurs sur M et si f: X — p(X)
est une section locale de classe C*, au-dessus d’un ouvert X = M, d’un
fibré d’objets géométriques (LXM) x , F, M, n), on peut définir la dérivée
de Lie L4 f)(x), de B en un point x € X suivant le champ de vecteurs ¢, par

d
L{B)x) = E{ p@-)[Boedx)]} li=o

ol ¢, est le groupe a un paramétre de diff€omorphismes locaux de M engen-
dré par la coulée du champ de vecteurs £&.
Une exposition plus détaillée a été présentée dans [30].

5. EXEMPLES D’APPLICATIONS PHYSIQUES

D’aprés les récents développements de la Physique Mathématique,
on a compris que si on veut décrire d’une fagon correcte le champ électro-
magnétique et ses transformations de jauge, on doit représenter le poten-
tiel du champ au moyen d’une connection A sur un fibré principal P,
de groupe structural U(1), sur l'espace-temps M. Les champs chargés
seront alors des sections de certains fibrés vectoriels complexes sur M,
qui sont les fibrés des objets de type p associés a P, ou p : U(1) —» Gl(m, C)
est une représentation unitaire, de dimension finie m, du groupe U(1).

Lorsque M est une variété différentielle quelconque, on sait qu’on peut
avoir plusieurs fibrés principaux P sur M, avec groupe structural U(1),
qui ne sont pas isomorphes entre eux et que le nombre de fibrés principaux
de ce type qui ne sont pas isomorphes dépend de la topologie de la variété M.
Par conséquent, en général, on ne peut pas choisir univoquement le fibré
principal P ou sont définies les connexions A qui représentent tous les
champs électromagnétiques physiquement admissibles sur un espace-
temps donné. D’autre part, si on veut construire le tenseur d’impulsion-
énergie du champ électromagnétique, on doit nécessairement supposer
que le potentiel A est un objet géométrique. Cette derniére condition est
certainement vérifiée lorsque le fibré principal PP est aussi un fibré d’objets
géométriques sur I’espace-temps M.

On peut donc se demander s’il y a des fibrés principaux P, de groupe
structural U(1), qui soient aussi des fibrés d’objets géométriques sur
I'espace-temps. La réponse a cette question est positive. En effet, pour
chaque variété M et pour chaque nombre réel r, on peut définir le fibré
UM ; r) = LY(M) x p,U(1) des objets géométriques associés a L'(M)
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au moyen de I’homomorphisme p, : Gl(n;R) — Diff [U(1)] défini par
l'action

p,:Gl(n;R) x Ul)a(g,u) — exp [— irlog|det(g)| Jue UQ)

On vérifie alors aisément que chaque fibré U(M ;r) est doué d’une struc-
ture naturelle de fibré principal sur M, avec groupe structural U(1). Nous
appellerons fibré unitaire (canonique) associé ¢ M le fibré principal
UM) = UM ;1). Une définition différente, et plus compliquée, des
fibrés UM ; r) a été donnée par Haantjes et Laman dans [/9], ou ces
fibrés ont été étudiés dans un contexte purement mathématique.
Remarquons que, pour chaque variété M et pour chaque nombre réel r,
le fibré principal U(M ;r) est doué de sections globales, et il est donc iso-
morphe au fibré principal trivial M x U(1). En effet, lorsqu’on donne une
forme volume au signe prés w, = + | f(x)|d"x sur la variét¢ M (ce qui
est toujours possible aussi dans le cas ou M n’est pas orientable), on peut
définir une section globale du fibré principal UM ;r) a l'aide de

o,;:M>3x = (x,exp [irlog|f(x)|))e UM ;r)

Méme ¢’ils sont tous isomorphes entre eux comme fibrés principaux
sur M, les fibrés principaux UM ;r) ne sont pas équivalents comme
fibrés d’objets géométriques sur M. A ce propos, il suffit d’observer que
(P, ¢): UM, r) - UM, s) est un morphisme de fibrés d’objets géomé-
triques si et seulement si I'application  : U(1) — U(l) vérifie la condi-
tion : Y(z'u) = z%Y(u), pour tout (z, u)e U(1) x U(1). Pour trouver toutes
les applications  qui vérifient la condition demandée, il faut distinguer
entre les quatre cas suivants : (i) r = 0 et s = 0, dans ce cas toutes les
applications s vérifient la condition demandée ; (ii) r = 0 et s # 0, dans
ce cas il n’y a pas d’applications qui vérifient la condition demandée ;
(iii) r # 0 et s = 0, dans ce cas seulement les applications constantes véri-
fient la condition demandée ; (iv) r # 0 et s # 0, dans ce cas il existe des
applications qui vérifient la condition demandée si et seulement sis/r=pe Z
et on a nécessairement ¥ : u +— upY(1). On a donc que les fibrés UM ;7)
et UM ;s) sont isomorphes comme fibrés d’objets géométriques si et
seulement si on a r= +s. Dans le cas ou 1<|s/r|=peZ, chaque mor-

phisme est un revétement a p feuillets ou, autrement dit, UM ; r) 5 UM; s)
est un fibré principal avec groupe structural Z,. En résumé, nous avons
une famille & un paramétre réel { UM;r)},», de fibrés d’objets géomé-
triques qui ne sont pas équivalents et qui sont aussi des fibrés principaux
de groupe structural U(1). Dans cette famille seul le fibré UM ;0) est un
fibré d’objets géométriques trivial.

Lorsque r # 0, on peut démontrer que pour chaque connexion A sur
le fibré U(M ; r) il y a au moins une connexion I" sur L!(M), et donc une
connexion linéaire sur M, telle qu’on ait : A = ir tr(I'), ou tr ( ) dénote
I'opération de trace dans I'algebre de Lie de Gl(n; R).
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Dans les applications physiques, on porte beaucoup d’intérét aux fibrés
vectoriels complexes associés aux fibrés principaux U(M ; r), au moyen
des représentations linéaires de U(1) sur C. On sait que toutes les repré-
sentations linéaires de ce type viennent des homomorphismes

P :U)su — u*eU(1) = GI(1; C)

avec k € Z. Nous indiquerons par ®(M ; r) le fibré vectoriel UM ; r) x 5, C
associ¢ au fibré principal UM ;r) au moyen de 'homomorphisme p,.
Chaque fibré vectoriel @M ;r) est isomorphe comme fibré vectoriel
d’objets géométriques au fibré vectoriel associé a L!(M) au moyen de
I’lhomomorphisme

ps :Gl(n; R)ag +— exp [— islog|det (g)| e U(l) = GI(1; C)

ou s = kr. Par analogie avec les densités scalaires de poids p € Z, nous
dirons que les sections de ®(M ;r) sont des densités scalaires de poids
imaginaire p = ikr. Etant donnée une connection I sur L(M) on a un opé-
rateur de dérivation covariante

Vo =do — ikrtr (D)

pour les sections ¢ des fibrés ®(M ;r). Du point de vue physique, on
peut donc supposer que les champs scalaires chargés ¢ sont les sections
des fibrés O (M ; 7).

Lorsque e est une charge élémentaire, on peut supposer que les champs
scalaires chargés de charge g = ne(ne Z) sont représentés par des den-
sites scalaires de poids imaginaire p = in, C’est-a-dire par les sections
de ®,(M;1). Quand on change arbitrairement I'unité de mesure pour
les charges é€lectriques et on change aussi la convention pour les signes
des charges, au lieu de la charge élémentaire e on aura une charge élémen-
taire ¢’ = e/r ou r € R*. On aura alors que les champs de charge ne seront
représentés par les sections du fibré vectoriel ®,(M ; r). On voit donc que,
au choix prés de I'unité de charge et du signe de la charge de I'électron,
les champs scalaires chargés seront représentés par les sections des puis-
sances tensorielles @, (M 1) (ke Z) des fibrés vectoriels ®;(M; 1) et ®,(M; — 1).

Remarquons que { ®(M; 1)} (keZ) est un module abélien libre .27(1)
engendré sur Z par le fibré unitaire canonique U(M). Changer e en e'=efr
correspond a changer le module libre /(1) avec le module libre .<(r)
engendré par UM ; r).

Avoir supposé que les fibrés principaux avec groupe structural u()
sont aussi des fibrés d’objets géométriques associés a L!(M), nous a permis
de donner une interprétation géométrique de la charge électrique qui
ne peut pas €tre déduite si on considére seulement la structure différen-
tielle de ces fibrés. En effet, méme si les fibrés UMM ; r), et tous leurs fibrés
vectoriels associés ®(M ; r), ont leur premicre classe de Chern nulle (et
donc en termes physiques, ont une charge topologique nulle), ces fibrés
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ne sont pas équivalents entre eux comme fibrés d’objets géométriques.
Ces fibrés sont engendrés par des représentations du groupe Gl(n ; R)
dans le groupe unitaire U(1); le poids de cette représentation détermine
de fagon univoque, au choix des unités de mesure preés, la charge électrique
du champ.

Enfin, on peut donc supposer que tous les champs électromagnétiques
physiquement admissibles sur I’espace-temps M sont représentés par les
connexions sur le fibré unitaire canonique U(M). Ce choix a récemment
conduit a l'unification géométrique du champ electromagnethue et du
champ de gravitation (voir [31]).
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